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 INTRODUCTION 

 

   Ce document comporte le rapport de mon recherche que j’ai effectué 

sous la direction de Pr. FATIMA EZZAKI. 

Dans ce rapport je présente une introduction sur l’étude des espaces 

vectoriels topologiques localement convexes. 

La topologie de ces espaces est définie par une famille de semi-normes. 

L’importance de ces espaces et leur utilité sont prouvées dans plusieurs 

domaines comme l’analyse fonctionnelle, analyse convexe et autres…  

Le premier chapitre est consacré aux espaces vectoriels normés 

Le second chapitre étudie quelques propriétés des espaces de Banach. 

   Le dernier chapitre traite les premiers notions et propriétés des 

espaces localement convexes : Espace vectoriel topologique, filtre,  

topologie définie par une famille de semi-norme, espaces localement 

convexes métrisables, topologie faible. 
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Chapitre 1 
 

                ESPACES VECTORIELS NORMES 

 

 

 

1.1Généralités  

1.1.1      Définitions : 

Définition 1.1.1 :  

Soit  E un K-espace vectoriel.   Une norme est une application       définie 

de E dans  R +  vérifie les propriétés  suivantes : 

1.                     

2.                             

3.                            (Inégalité triangulaire) 

Définition 1.1.2 :  

Un K-espace vectoriel E muni d’une norme      est un espace vectoriel 

normé (en abrégé : e.n.v). On note (E,    ). 

Proposition 1.1.3 : 

 Une norme sur un e.v.n est une application continue. 

Proposition 1.1.4 : 

Soit E un espace vectoriel normé, l’application :  

                     est une distance sur E. 

               Un espace vectoriel normé sera toujours muni, sauf mention 

expresse du contraire,  de la topologie associée à la distance        
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  Un e .v.n est donc muni d’une structure d’un espace métrique : toutes les 

propriétés des espaces métriques lui sont donc  applicables.  

1.2  Exemples des espaces  vectoriels normées : 

     est un espace vectoriel normé avec la norme usuelle     ; 

    muni des normes suivantes : 

                   

           
 
    

            
  

    

Sont des espaces normés ;  

       muni des normes suivantes est un espace vectoriel normé 

                                

          
       

 
    ; 

           
       

  
     avec                

1.3  Norme d’Algèbre  

Définition 1.3.1 : 

 Soit ( , +,   ) un K-algèbre. On appelle norme d’algèbre  sur   toute 

norme N sur le   –espace vectoriel   qui vérifie de plus : 

            2,                  

On dit alors que       est une algèbre normée. 

Rappel : 

On appelle K-algèbre tout K-ev ),,,( A  muni de plus d’une loi de 

composition interne   vérifiant : 

    est distributive sur + 

    est associative 
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On dit que A est unitaire lorsqu’il existe une unité e, élément neutre pour 

  : 

              . 

 

Exemples : 

-       est une K-algèbre unitaire (d’unité   ) 

- Si E est un K-ev (           est une K-algèbre unitaire d’unité     ). 

Remarque 1.3.2: 

Si A est une algèbre unitaire non nulle, alors        

En effet, on a alors     , et               donc            

On appelle norme d’algèbre unitaire sur A toute norme d’algèbre N qui 

vérifie de plus       . 

Exemple : 

Soit   un ensemble, et         l’algèbre des fonctions bornées de X dans 

K (pour la multiplication usuelle). Alors     est une norme d’algèbre : 

Soit                

Alors                                            ,  

d’où                    . 

Théorème 1.3.3: 

Soient        une K-algèbre normée,             et      deux suites de 

A. 

Si      admet une limite     , et      une limite      alors   

          converge, de limite ab. 

Démonstration : 

        et        , donc      et       sont bornées, disons par. 
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Par ailleurs, pour    , il existe       tel que 

        
        

 

  

         
 

  

 .  De plus,         et       . 

Donc, pour       : 

                              

                       

                          

  
 

  
  

 

  
       (                 

D’où la convergence et la limite. 

1.4  Notions topologiques 

1.4.1 Voisinage  d’un point : 

Définition 1.4.1: 

Voisinage :          est un R-espace vectoriel normé,   un élément de     

On appelle voisinage de    dans   toute partie de   contenant une boule 

ouverte de centre  . 

Notation :      désignera l'ensemble des voisinages de   dans     

Propriété 1.4.2  

1. Toute partie de   contenant un voisinage de     est un voisinage de 

 . 

2. Toute réunion quelconque de voisinages de   est un voisinage de 

  . 

3. Une intersection finie de voisinage de    est un voisinage de   . 

 

 

1.4.2 Ouverts, et fermés  : 
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 Ouverts  

Définition 1.4 .3: 

           est un R-espace vectoriel normé. Une partie   de E est un 

ouvert de E si   est voisinage de   chacun de ses points, c'est-à- dire si : 

                     

Propriétés 1.4.4 : 

Soit           un R-espace vectoriel normé. 

1. Toute boule ouverte est un ouvert de E. 

2. La réunion quelconque d'une famille d'ouverts de E est un ouvert 

de E. 

3.  L'intersection finie d'une famille d'ouverts de E est un ouvert de E. 

Fermés : 

Définition 1.4.5 :  

           est un R-espace vectoriel normé,    est une partie de E,    est 

un fermé de   si son complémentaire      dans   est un ouvert de   

c’est –à-dire : 

                                

Propriétés 1.4.6 : 

Soit          un R-espace vectoriel normé. 

1. Toute boule fermée est un fermé de E. (un singleton est un fermé de E). 

2. Toute sphère est un fermé de E. 

3. La réunion finie d'une famille de fermés de E est un fermé de E. 

4. L'intersection quelconque d'une famille de fermés de E est un fermé de 

E. 

 Remarque 1.4.7 :  

E et   sont des ouverts et des fermés de E. 
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 1.4.3 Intérieure, adhérence : 

Définitions 1.4.8: 

Intérieur : 

Soit A une partie de E, la réunion des ouverts de E inclus dans A est un 

ouvert de E inclus dans A, c’est le plus « gros »  ouvert  de E inclus dans A, 

on l’appelle intérieur de A. 

   On note   intérieur de A. On a     . 

Proposition 1.4.9 : 

Un point     est dit intérieur à A si      c’est –à- dire si :  

              

Proposition 1.4.10: 

A est un ouvert de E si, et seulement si     . 

Adhérence : 

Soit  A une partie de E, l’intersection des fermés de E qui contiennent A  

est un fermé de E qui contient A, c’est le plus « petit » fermé qui contient 

A, on l’appelle adhérence de A. 

On note :     l’adhérence de A, on a       . 

Proposition 1.4.11 : 

Un point    est dit  adhérent à A si      , c’est –à- dire si toute boule 

ouverte de centre   rencontre A. 

Proposition 1.4.12 : 

A est un fermé de E si, et seulement si     . 

1.5 CONTINUITE   

1.5.1  La continuité  en un point a : 

Définition 1.5.1 :  

  Soient                      deux    espaces vectoriels normés, A 

est une partie de E,   est définit de A dans F .on dit que   est continue au 

point   si, et seulement si,                 , si 
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1.5.2  La composition 

Proposition  1.5.2 :  

 Soient                                 trois   espaces vectoriels 

normés. 

 A une partie non vide de E,    , B une partie non vide de F,     ,   de 

A dans F et g de B dans G avec          et           

Si   est continue en   et   est continue en  , alors       est continue au 

point  . 

Proposition 1.5.3: 

Soit   de A dans F,    ,   est continue au point   si, et seulement si, 

pour toute suite         d’éléments  à  A  converge vers  , la suite 

            converge vers       

Définition 1.5.4: 

Soient (                    désignent deux R-espaces vectoriels normés 

et A une partie non vide de E. 

Une application   de A dans F est continue sur A si   est continue en tout 

point de A. 

Proposition 1.5.5 : 

Soit   de A dans F. Il y a l équivalence entre : 

 1.   est continue sur A. 

2. L'image réciproque par   de tout ouvert de F est un ouvert de A. 

3. L'image réciproque par   de tout fermé de F est un fermé de A. 

Exemples : 

 Soit   de          dans R continue sur E. 

1.                       est un fermé de E. 

                        est un ouvert de E. 
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1.5 .3 Uniforme continuité 

Soient                    désignent deux R-espaces vectoriels normés et 

A une partie non vide de E. 

Une application   de A dans F est uniformément continue sur A si. 

                                                       

Proposition 1.5.6 : 

 Une application   est uniformément continue sur       est continue 

sur A. la réciproque est fausse. 

1.5.4  Applications lipchitzienne  

Soient                    désignent deux K-espaces vectoriels normés et 

A une partie non vide de E. Une application   de A dans F,   un réel 

positif. On dit que   est                 sur A si 

                                         

Remarque 1.5 .6 : 

 Si      , on dit que   est contractante. 

Proposition 1.5.7 : 

Si   est lipchitzienne continue sur A   est uniformément continue sur A, 

donc continue sur A. 

1.5 .5 Caractérisation  des applications linéaires : 

Soient                     deux espaces  vectoriels normés. L’ensemble 

des applications linéaires continues de E dans F est un sous espace 

vectoriel de        les espaces des applications linéaires continues. On 

appelle  dual topologique de E et on note           l’espace des 

formes linéaires continues  sur E. 

Proposition 1.5.8 :  

Soient                    deux espaces vectoriels  normés. Une 

application linéaire         est continue si, et seulement, s’il existe 

une constante     telle que :                      E   
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Démonstration :  

(    ) Si   est une application linéaire continue de E dans F, il existe  

     tel que la boule fermée de E,    (0;  ), soit incluse dans 

     (   (0; 1)). Pour         le vecteur (       E)    appartient à 

   (0;  ), d’où  

                                 . Il suffit de prendre 

         . 

Et on obtient              . 

  Si on a la constante   alors on a 

                                   

et l'application linéaire   est Lipchitzienne (la proposition 1.5.7) 

Théorème 1. 5.9: 

Soient                    deux espaces vectoriels normés. Soit   une 

application linéaire de E vers  F. Les propriétés suivantes sont 

équivalentes : 

  1.   est continue en   . 

 2.   est continue sur  . 

  3.   est bornée sur toute partie bornée de  . 

  4. il existe une constante    , telle que pour tout       

               

Démonstration : 

1.      Si                    et donc d’après  1. 

                   . D’où                    ie. 

                  

2.      étant continue en 0 et          on a : 
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où                          et                       . 

D’où, pour tout                            , d’où   

                        

Soit  M un borné de E. Soit     tel que            Choisissant   tel 

que          on obtient  

                       

Et finalement  

                            

C’est-à-dire      est  borné dans F. 

3.      Si     c’est évident.  Soit     fixé. La sphère  

                 est bornée donc par hypothèse      est bornée. 

Soit      tel que                On déduit que pour tout  

          verifie         . 

Maintenant on utilise  un argument d’homogénéité :  soit   
 

   
    

          on a    
 

   
     et la linéarité de     et la propriété (2.) 

de la norme entraine             .  

4.       Soit        . On a                    donc 

          .  

De plus, pour tous       ,                           , 

donc   est k-lipchitzienne sur    

Proposition 1 .5.10 : 

La quantité suivante :             
       

    
                    est 

une norme sur         . 
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Démonstration : 

L'égalité        entraîne que           pour       (et de plus 

        car   est linéaire). L'homogénéité et l'inégalité triangulaire 

s'obtiennent facilement : 

                                                     . 

Et                               

                               

                                             . 

On a des propriétés  similaires   des applications bilinéaires  et même 

multilinéaires. 

Proposition 1 .5.11 : 

 Soient                                     trois K espaces vectoriels 

normés, soit   une application bilinéaire                   est continue 

si, et seulement, s’il existe une constante        telle  que :         

                                      . 

Démonstration:  

La démonstration est la même pour le cas linéaire. 

Proposition 1 .5.12 :  

Soient                                 trois   espaces vectoriels 

normés, alors pour                        la composée     

        et on a                    . 

Démonstration : 

Elle est claire que la composée     linéaire et continue, de plus on a 

pour     on a                                      

                                                                  

D’où              . 
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1.6 Topologie d'un R-espace vectoriel normé : 

Définition 1.6. 1: 

Soit           un R-espace vectoriel normé, on appelle topologie de    

l’ensemble des ouverts   de E vérifie : 

i.            

ii.              

iii. Si          est une famille d'éléments de      alors          

1.7 Compacité dans un espace vectoriel normé 

1.7.1 Recouvrement :  

Définition 1.7.1 : 

Soit E un ensemble et A une partie de E, on appelle recouvrement de  A 

toute famille          des parties de E telles que         . On dit que 

         recouvre A, si           est une recouvrement de  A, on appelle un 

sous -recouvrement de           toute famille          avec      qui 

recouvre A.     

1.7.2 Partie compacte : 

Définition 1.7.2 : 

Une partie A de E est dite compacte si toute suite de A admet une suite 

extraite converge vers un point de  A. 

Définition 1.7.3 : 

Soit E un espace topologique, on dit que E est un compact si tout 

recouvrement de E admet un sous-recouvrement fini. 

Exemple :  

Considérons l’espace vectoriel R muni de la norme  usuelle    , soit        

un intervalle de    avec     , alors        est un compacte de  . En effet, 

soit         une suite d’éléments  de        Alors en vertus du théorème 

de   Bolzano-Weierstrass,         étant bornée, on peut extraire de 

        une sous-suite convergente dans        
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             La propriété qui suit est fondamentale. Elle donne des propriétés 

générales des compacts. Elle sera précisée dans le cas où l’on considère 

un espace vectoriel normé de dimension finie, ce qui simplifiera 

grandement notre étude. 

Proposition 1.7.4 : 

Soit          un espace vectoriel normé, et X, un compact de E. 

Alors, X est une partie fermée et bornée de E. 

Remarque 1.7.5 :  

La réciproque de cette propriété n’est pas toujours vraie. A savoir, un 

compact de E est toujours fermé et borné, mais un fermé borné n’est pas 

nécessairement compact. En dimension finie, on a l’équivalence entre ces 

deux notions. 

Remarque 1.7.6 :  

Un espace vectoriel normé           n’est jamais compact. En effet, E 

n’est pas borné... 

Propriété 1.7.7 : 

Soit          un espace vectoriel normé, et X un compact de E, et Y  est 

une partie fermée de X, alors Y est compacte. 

Démonstration  

C’est immédiat. En effet, soit          une suite d’éléments de Y.  Alors, 

puisque     et que X est compact, on peut extraire de Y une sous-suite 

convergente dans X. Mais, puisque Y est fermé, toute suite convergente 

d’éléments de Y converge dans Y. On a donc démontré que, de toute suite 

d’éléments de Y, on peut extraire une sous-suite convergente. 

Théorème 1.7.8 :  

Soit X une partie compacte de         , et Y une partie compacte de  

        , alors     est compact. 
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Remarque 1 .7.9 : 

 Dans les conditions rappelées dans le théorème ci-dessus, on dit que X × 

Y est compact dans l’espace vectoriel E ×F, muni de la norme induite  

définie pour          par :                 . 

Démonstration : 

 Soit            une suite de X × Y. Alors,    ,           , où 

       et       . Puisque   est compact, il existe une application 

       strictement croissante, telle  que         est convergente, de 

limite dans X est  . De même, Y étant compact, on en déduit l’existence 

d’une application strictement croissante         telle que  

     converge vers     . Toute suite extraite d’une suite convergente 

étant convergente, on en déduit que : 

                               Autrement dit,     est 

compact. 

Théorème 1.7.10 :( de Tychonoff): 

Le produit des compacts est un compact. 

1.8  La compacité et la continuité : 

Dans cette partie, je commence par donner quelques résultats sur les    

images de compacts par des applications continues et sur le lien entre 

des applications continues sur un compact et des applications 

uniformément continues sur un compact (théorème de Heine).  

Théorème 1.8.1 : 

Soient                     deux  K espaces vectoriels normés,   est une 

application continue  définit de   dans  ,   est une partie compacte  de  , 

alors      est compacte. 

Corollaire 1.8.2 :   

Soit   un compact non vide de   , et   est  continue  sur X à valeurs 

réelles, alors   est bornée, et atteint ses bornes. 

Démonstration : 

 On sait que      est compact d’après le théorème 1.8.1 précédent. Il est 

donc borné, ce qui justifie que   est bornée. 
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De plus   atteint  ses bornes car      est fermé. En effet, cela a pour 

conséquence que 

                  et                 . 

 

Théorème 1.8.3 : Théorème de Heine  

Soient                       deux    espaces vectoriels normés, et 

      est une application continue sur X,     ,  supposons que X est 

compact, alors   est uniformément continue sur X. 

Démonstration : 

Par absurde, supposons que   n’est pas uniformément continue, 

 alors on a :                                       

              , en donnant à                                  on 

construire une suite            d’élément de    , telle que 

          
 

 
                      

Or, un produit de compacts étant  compact, on en  déduit que    est 

encore  compact, ainsi la suite               possède une valeur 

d’adhérence,  il existe une application         strictement 

croissante,         admet une valeur d’adhérence    , de même         

admet une valeur d’adhérence      , or, on a                
 

    
     , alors    . Donc                           ,  et 

puisque   est continue alors :                    , 

et                           Par  passage de la limite  dans 

l’inégalité vérifiée pour tout      : 

                         en fait                          , 

donc            contradiction de ce qui précède.  

D’où   est uniformément continue sur X. 
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1.9  Connexité dans un espace vectoriel normé 

Définition 1.9.1 : 

Un espace topologique X est dit connexe s’il vérifie l’une des propriétés 

équivalentes qui suivent : 

1. X n’est pas la réunion de deux ensembles ouverts non vides et   

disjoints. 

2. X  n’est pas la réunion de deux ensembles fermés non vides et 

disjoints. 

3. L’ensemble X et la partie vide sont les seuls ensembles à la fois 

fermés et ouverts. 

1.9.1 Partie connexe : 

Définition 1 .9.2 : 

Une partie X de E est dite connexe s’il n’existe pas de partition de X en 

deux ouverts non vides disjoints. 

Propriété  1.9.3: 

On dit qu’une partie        est connexe si, et seulement si, l’une ou  

l’autre des propositions suivantes est vérifiée : 

1. Il n’existe pas de partition de X en deux fermés non vides. 

2. Les seuls ensembles à la fois ouverts et fermés de X sont X lui 

même  et l’ensemble vide. 

1.9.2 Parties connexes de R : 

Proposition  1.9.4: 

Les parties connexes de R sont les intervalles de R, en particulier R est un 

espace connexe. 

Démonstration : 

Soit       si X n’est pas un intervalle, il existe un point        telle 

que les ensembles                      sont non vide. On obtient 

ainsi une  partition de X en deux ouverts, donc X n’est pas connexe. 

Réciproquement, soit    un intervalle de borne    . Soit    un ouvert  
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non vide dans  , qui est aussi fermé. Fixons un de ses points     et  

considérons le supremum   des réels     telle que           ,  

supposons que    , comme    est fermé, il contient le point y, et  

donc l’intervalle         mais, alors comme    est ouvert il contient  

 aussi l’intervalle           , et donc l’intervalle           , ce qui  

 contredit la définition de   , on a donc       et            . 

On montre de la même façon que           , et  donc          . 

Comme    est fermé, alors      . 

 1.10 La connexité et la continuité  

Théorème 1.10.1 : 

Soit X, Y deux espaces topologiques,       une application continue. 

Alors l’image d’un connexe par   est connexe. 

Démonstration : 

Soit X, Y deux espaces topologiques, X connexe et       une 

application continue, supposons que      ne soit pas connexe, alors, il 

existe deux ouverts   et    disjoints de   tels que : 

                                 et             . 

Les ensembles        , et         sont deux ouverts  de   tels 

que             
       ,     

                       , et 

             
        . Ce qui prouve que X n’est pas connexe, 

contradiction car X est connexe. 

Proposition 1.10.2: 

Un espace topologique  X est dit connexe si toute fonction continue  

          est constante. 

Démonstration : 

L'ensemble       pris comme partie de   a pour topologie la topologie 

  discrète. 
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    Si   est connexe et si           est continue alors le couple 

                     est une partition d'ouverts de   . Donc ou bien 

            et     ou bien             et     . 

   Supposons que toute application continue           est  

constante. Si      
   est une partition d'ouverts de X, alors la fonction  

Caractéristique      est continue sur X. Par hypothèse, elle est donc  

constante et A = X ou      ; donc X est connexe. 

Remarque 1 .10.3 : 

Un espace est connexe si et seulement s’il n'est pas possible de le 

  décomposer de manière non-triviale en réunion disjointe de deux  

  fermées  (ou de deux ouverts). C'est aussi équivalent à demander 

  que toute partie ouverte et fermée est soit vide soit égale à X. (les  

  seules ensembles sont à la foi fermés et ouverts  sont X et  

    l’ensemble vide). 

Corollaire 1.10.4 : 

L’adhérence de toute partie connexe est connexe. 

Corollaire 1.10.5 : 

 Soit A une partie connexe d’un espace topologique, alors, toute  

partie B telle que        est connexe. 

  1.11  Connexité par arcs : 

1.11.1 Chemin : 

Définition 1 .11.1 :  

Soit            espace vectoriel normé, on appelle chemin (ou arc) dans E 

toute application continue           on dit que c’est un chemin ou un 

arc qui joint l’origine      à l’extrémité       
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1.11.2 Connexe par arcs : 

Définition 1.11.2: 

Soit E un espace vectoriel normé,      est dit connexe par arcs si toute 

couple de points de X est relié par un chemin qui reste dans X, c’est-à-dire 

que                   

Proposition 1 .11.3 : 

Un espace est connexe par arcs est connexe. 

Démonstration : 

En effet, soit   un point de  ; alors pour tous   de    il existe un chemin 

(ou un arc)             tel que                        et on a 

alors                 qui est donc connexe.  Un espace connexe n’est 

pas nécessairement connexe par arcs. 

Exemple : 

Il y a des ensembles connexes qui ne sont pas connexes par arcs. Par 

exemple, dans   , l'ensemble         
 

 
        est connexe par arcs 

donc connexe. Son adhérence qui est : 

          
 

 
                         est connexe mais n'est pas 

connexe par arcs. 

Proposition  1.11.4: 

Tout produit d’espaces connexes par arcs est connexe par arcs. 

Démonstration : 

Notons       
     un tel espace produit, soient            , 

            deux points de X. Pour tout     , il existe une application  

continue             telle que                    . L’application  

               est continue et                   Ce qui permet de  

conclure.  
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Chapitre 2 
 

 

                   ESPACES DE BANACH 

 

 

 

2.1 Définitions, propriétés 

Définition 2.1.1: 

On dit que E est un espace  complet si, et seulement si, toute suite de 

Cauchy est converge dans E. 

Définition 2.1.2: 

Un espace de Banach  est un espace  vectoriel normé complet. Cette 

définition prend tout son sens en dimension infinie. En effet, on a en 

dimension finie le résultat suivant. 

Proposition 2.1.3: 

Les espaces vectoriels normés de dimension finie sont des espaces  de 

Banach. 

Démonstration : 

Il n'est pas nécessaire de préciser pour quelle norme puisqu'elles sont 

équivalentes. Pour montrer qu'un espace de dimension finie est complet, 

il suffit de constater qu'une suite de Cauchy est bornée, donc admet au 

moins une valeur d'adhérence donc converge. 

2.2 Exemples des espaces de Banach 

Exemple 1 : 

L’application       est une norme sur  , la distance associée à cette 

norme étant la distance usuelle             : l’espace vectoriel   est 
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donc muni d’une structure d’espace de Banach. De même sur  , 

           
 

   où         , est une norme et la distance associée est 

la distance euclidienne sur    

Exemple 2 : 

            
           

         sont tous des espaces de Banach. 

 

2 .3 Les espaces de Banach et  les espaces des applications linéaires 

continues 

On a la caractérisation suivante sur les espaces des applications linéaires 

continues. 

Théorème 2.3.1 :  

Soit   un espace vectoriel normé et    un espace de Banach alors        

est aussi un espace de Banach pour la norme des applications linéaires. 

Démonstration : 

Il n’y a que l’espace d’arrivée qui a besoin d’être complet. Soit donc  

         une suite de Cauchy de       . Pour tout    on a 

                              
    par conséquent est une suite de 

Cauchy dans  . Donc converge vers une limite que l’on note     . 

            on a                      , de plus on a  

              =                        , on a ainsi   

                   alors   est bien une application linéaire. 

 Soit     ,                             , alors on a 

                      , On fixe n et on fait      pour obtenir 

                      , cela montre que    est continue avec 

                          , et aussi                on a bien 

     dans        
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Chapitre  3 

 

 

          ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 

 

 

  3.1 Espaces vectoriels topologique 

Les espaces vectoriels topologiques utilisés dans la pratique sont très 

souvent munis d’une structure algébrique naturelle. L’existence sur un 

même ensemble de deux structures,  à savoir une structure algébrique 

est une structure topologique, ne présente  un réel intérêt que si 

certaines relations de compatibilité entre ces structures sont vérifiées: il 

est naturel d’exiger la continuité des opérations définissant la structure 

algébrique.  Ceci conduit à définir des notions de groupe topologique, de 

corps topologique, etc. 

Définition 3.1.1: 

Un groupe G, la loi de composition étant notée multiplicativement, muni 

d’une topologie   est appelé un groupe topologique si : 

1. L’application                 muni de la topologie produit 

dans   G est continue. 

2. L’application       de G dans G est continue. 

Un corps   muni de la topologie   est appelé un corps topologique si   en 

tant que groupe additif et    en tant que groupe multiplicatif sont tous 

deux des groupes topologiques. 

          Dans la suite, nous allons essentiellement nous intéresser à des 

espaces vectoriels sur un corps K qui sera soit le corps  , soit le corps  . 

Tous les espaces vectoriels apparaissant dans une même question seront 

toujours supposés des espaces vectoriels sur le même corps. 
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Définition 3.1.2:  

 Un espace vectoriel   sur le  corps           muni d’une topologie     est 

appelé un espace vectoriel topologique (e.v.t) si : 

1. l’application                  (muni de la topologie 

produit) dans      est continue. 

2. L’application                  (muni de la topologie produit) 

dans   est continue. On dit alors que les structures vectorielles et 

topologiques sont compatibles. 

       Pour que l’axiome (2) ait un sens, il est évidemment essentiel que le 

corps K soit muni d’une topologie. 

Remarque 3.1.3 : 

Pour tout entier     , l’application   

               
 
          

ou             et             , est continue. 

On raisonne  cette remarque par récurrence. 

Théorème 3.1.4 : 

Soient      deux espaces topologiques et        une application. Les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

1.   est continue dans   . 

2. Pour tout             )            . 

3. L’image réciproque par   de tout fermé de   est un fermé  de  . 

4. L’image réciproque par   de tout ouvert  de   est un ouvert  de  . 

3.2  Filtre : 

Définition 3.2.1 : 

   désignant un ensemble non vide, on appelle filtre sur E un 

ensemble non vide  de parties de E telles que : 

1. Tout élément A de    est non vide :          
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2. Si A est un élément de   , toute partie contenant A est élément de 

  :      ,         

3. Si A et B sont deux éléments de   , il en est de même de leur 

intersection:              . 

3.2.1 Base d’un filtre : 

Définition 3.2.2: 

Si   est un filtre sur E, on appelle base de   , toute partie   de   telle que 

tout élément A de    contienne un élément de  , ce que l’on peut 

écrire :                        . 

3.2.2  Le filtre des voisinages : 

Définition 3.2.3 : 

Une structure topologique   sur un ensemble X est définie par la donnée, 

pour tout                        , appelé filtre des voisinages de  , 

vérifiant les propriétés suivantes : 

1. Pour tout        ,  on a       

2. Pour tout       , il existe        ), tel que pour tout      

on ait           

 3.3 Topologie définie par une famille de semi-normes 

Nous allons étudier une catégorie particulière d’espace vectoriel 

topologique, les espaces localement convexes. Les espaces fonctionnels 

utilisés dans la pratique, en particulier ceux qu’on rencontre dans la 

théorie des distributions, ne sont pas toujours des espaces normés ; par 

contre, ce sont toujours des espaces localement convexes. Il s’agit donc 

d’une classe particulièrement importante d’espace vectoriel topologique 

et les considérations qui suivent constituent une introduction à l’analyse 

fonctionnelle moderne. 

  Voici une première définition. 

Définition 3.3 .1: 

Une semi-norme sur un espace vectoriel   est une application 

                      vérifiant les propriétés suivantes : 
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     Pour tout                                             

   : Pour tout                      . 

Exemples: 

On vérifie directement que :  

1.                            est une semi-norme sur   

(l’ensemble des suites non nulles de   ), pour tout        

2.     =   
 
      est une semi-norme sur   pour toute suite finie   

de          

3. Pour tout fermé    de     et compact non vide     , 

                                est une semi-norme sur       ; 

Proposition 3.3.2 : 

Soit E un espace vectoriel, si p, q sont des semi-normes (resp.  des 

normes) sur E et si     alors :                sont des semi-

normes (resp. des normes) sur E. 

          Voici quelques propriétés fondamentales des semi-normes  

Proposition 3.3.3 : 

Si   est une semi-norme sur E un espace vectoriel alors :     

a)         

b)        ; 

c)      
 
            

 
          

d)                         

Définition 3.3.4 : 

On dit qu’une famille de semi-normes            est une famille filtrante 

si : 
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                                               . 

                  Examinons le cas d’un espace vectoriel muni d’une seule semi-

norme    . Lorsque la première propriété de la norme (définition 1.1.1) 

n’est pas vérifiée, l’application               n’est plus une distance 

sur cet espace, (par contre pour les espaces vectoriels normés 

(proposition 1.1.4)). 

 Proposition 3.3.5 :    

Soit   un espace vectoriel muni d’une seule semi-norme    , alors 

l’ensemble des boules 

fermées                                                 
 , est une base 

d’un filtre      définissant sur   une structure d’espace  vectoriel 

topologique. 

      En particulier, la topologie d’un espace normé est une topologie 

d’espace vectoriel topologique.  

      Considérons maintenant un espace E muni d’une famille de semi-

normes           ; chaque semi-norme       permet de définir une 

topologie    sur E et on peut donc munir E de la topologie borne 

supérieure de toutes ces topologies. Pour vérifier que cette topologie est 

une topologie d’e.v.t  nous utiliserons la propriété suivante 

Proposition  3.3.6 : 

Soient          une famille d’e.v.t,   un espace vectoriel  et         une 

famille d’applications linéaires. Alors, la topologie initiale sur   associée à 

ces données est une topologie d’e.v.t. 

Théorème  3.3.7: 

Soit E un espace vectoriel muni d’une famille de semi-normes 

          . L’ensemble des boules fermées est la base d’un filtre    ) 

définissant sur E une topologie   d’e.v.t. Si    est la topologie définie par la 
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seule semi-norme     ,   est la borne supérieure des topologies   .  

L’espace muni de cette topologie    est appelé un espace localement 

convexe (en abrégé e.l.c). 

Proposition 3.3.8 : 

Soit  (              ) est un e. l .c, alors les semi-normes      sont 

continues. 

Corollaire 3.3.9 : 

Un e.l.c dont la topologie peut être définie par une famille dénombrable 

de semi-normes est un espace à base dénombrable de voisinages. 

       Etant donné deux point         d’un espace vectoriel E, on définit le 

segment fermé d’extrémités        par la formule 

                                                   

Un tel segment est donc l’image de l’intervalle       par l’application  

              si E est un e.v.t  séparé, un tel segment est compact 

donc fermé.  

     Une partie C de E est dite convexe si, pour tout         le segment 

      est contenu dans C.  Si     est une semi-norme sur E, toute boule 

ouverte ou fermée est convexe: si           , on a  

                    , d’où  

                                   

                                                             

              

Et ceci prouve que la boule        est convexe; on vérifie de même  que 

toute boule fermée est convexe. Ceci montre que, dans un e.l.c, tout point 

admet un système fondamental de voisinages convexes. On a 

réciproquement  que si,  l’origine, donc tout point par translation,  d’un 

e.v.t  E admet un système fondamental de voisinages convexes, alors la 
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topologie de E peut être définie par une famille de semi-normes ; 

autrement dit E est un espace localement convexe.  

Définition 3.3.10 : 

Soit   un e .v.t ,  on dit que   est localement convexe si, et seulement si, 

la topologie de    possède une base de voisinages convexes. 

Proposition 3.3.11 : 

Soit       espace à semi-norme, alors   est : 

a)  normé si   est équivalent à une norme sur  , 

b) à semi-normes dénombrables si   est équivalent  à un 

ensemble filtrant et dénombrable de semi-normes sur  .  

   Si on désire insister sur le fait qu’un espace à semi-normes n’est pas à 

semi-normes dénombrables, on dit qu’il est à semi-normes non 

dénombrables. 

3.4  Exemples : 

Voici quelques exemples des espaces localement convexes  

Exemple 1 :  

Soit F un fermé non compact de    , il existe alors un entier          

                 Pour tout      ,                       

Cela étant,                                           est 

une semi-norme sur       ,              est un système de semi-

normes sur         (Il convient de remarquer que, chacun des    est une 

partie compacte de F et que, pour tout compact K inclus dans F, il existe 

     tel que     ). 

L’espace       est l’espace localement convexe (         

On dit qu’on a muni l’espace       de la convergence compacte. 
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Exemple 2 :  

 Si    ⊂    est ouvert on considère       et pour tout    compact inclus 

dans   , on pose                       et on munit       de la 

topologie définie par les      

La convergence pour cette topologie est équivalente à la convergence sur 

tout compact… 

  3.5  L’application linéaire et continue : 

Théorème 3.5.1 : 

Soient  (              ),               ) deux e.l.c. et       une 

application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. T est continue. 

2. T est continue à l’origine de E. 

3. Pour tout    , il existe une partie finie        et une constante 

    telles que             pour tout       

Démonstration : 

Voici d’abord un lemme qui sera utile dans les diverses reprises. 

Lemme 3.5.2 : 

Soit p, q :     deux applications définies sur un espace vectoriel E 

et vérifiant  

                          pour tout     et      . On suppose 

que               ou r et s sont deux nombres strictement 

positifs, alors                              
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Démonstration : 

                      et ceci est encore vrai pour     : si  

                   , donc                , donc       . 

En prenant          , on en déduit               , ce qui prouve 

le lemme. 

      : Evident ; 

      : D’après la continuité de T à l’origine,                  

                
          

        autrement dit,                

Vu le lemme précédent, on en déduit              , ce qui prouve 3. 

      : Soit       on a      
          

                   , d’où 

     
          

        d’après la linéarité de T, donc T continue au 

point       

     La propriété 3 est constamment utilisée dans la pratique pour 

démontrer la continuité des applications linéaires : on majore     au sens 

des semi-normes de l’espace  . 

Notations :  

Si        sont des espaces localement convexes, la notation        

désigne l’ensemble des opérateurs linéaires continus de         . 

Il est clair qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de        et que         

abrégé en     . 

Corollaire  3.5.3 : 

Soient            ,             deux familles de semi-normes sur un espace 

vectoriel  , alors : 
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1. La topologie définie par les semi-normes           est moins fine 

que la topologie définie par les semi-normes            si, et 

seulement si, 

                                                     .(*) 

2. Les deux familles de semi-normes définissent la même topologie 

(on dit aussi qu’elles sont équivalentes) si, et seulement si, on a (*) 

et : 

                                                     .(**) 

      Dans le cas des espaces normés, ce corollaire s’écrit  

Proposition 3.5.4 : 

Soient              deux normes sur un espace vectoriel   et soient 

         les topologies définies par chacune de ces normes. 

1. La topologie    est moins fine que la topologie    si, et seulement si,  

il existe une constante     . Telle que              pour tout 

   . 

2. Les topologies           sont égales (on dit que les deux normes 

sont équivalentes)  si, et seulement s’il existe des constantes  

           telles que                       pour tout    . 

Proposition 3.5.5 : 

Soit E un  e.l.c  dont la topologie est définie par une famille filtrante de 

semi-normes            .  Alors, l’ensemble des boules fermées de 

rayon     et de centre  . Constitue une base du filtre des voisinages de 

  et il en est de même de l’ensemble des boules ouvertes. 

        Pour définir la topologie d’un e. l. c, on peut aussi utiliser la famille de 

toutes les semi-normes continues qui constitue bien une famille filtrante.  
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Pour démontrer ce résultat, vérifiant d’abord le lemme suivant qui est, en 

quelque sorte, une extension du théorème. 

Lemme 3.5.6 : 

Soient  (               un e.l.c, et p:      une application vérifiant : 

               ,                                   Alors 

les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1.   est continue. 

2.   est continue à l’origine de  . 

3. Il existe        et une constante c   telles que 

            pour tout      

Corollaire 3.5.7: 

Soient        deux e.l.c,            une famille de semi-normes définissant 

la topologie de  , alors une application linéaire       est continue si, 

et seulement si, pour tout        l’application            est une 

semi-norme continue sur  . 

Démonstration : 

Il est clair que   est une semi-norme sur  , et d’après le lemme (3.5.6) 

précédent, la continuité de cette semi-norme signifie que   est continue 

(théorème 3.5.1). 

Définition 3.5.8 : 

Soit   un e.v.t,            est dit bornée si, et seulement si, pour tout 

          il existe                      . 

Proposition 3.5.9 :  

Soit   e. l .c,    une forme linéaire. 

  est continue si, et seulement  s’il existe un voisinage   de 0 tel que 

      est borné. 
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Démonstration : 

      est continue,                  est un voisinage de 0 

        est borné. 

Réciproquement, s’il existe          tel que       est borné, il existe 

      tel que                Par homogénéité, pour tout       , il 

existe   tel que                   

Par définition de la topologie d’e. l .c,             donc L est continue 

en     

Remarque 3.5.10  

Dans le cas où   est un e.v.n, la conséquence de la proposition (3.5.9) 

est   est continue si, et seulement s’elle est lipchitzienne en 0. 

Définition 3.5.11 :  

Soit E, F des espaces localement convexes 

 Un homomorphisme entre   et   est un opérateur linéaire continu 

et relativement ouvert de   dans  . 

 Un isomorphisme entre   et   est une bijection linéaire continue et 

ouverte; c’est donc une bijection linéaire continue et admettant un 

inverse continu. 

On dit alors que les espaces   et   sont isomorphes. 

Si                      sont des espaces normés, une isométrie entre    

et    est une bijection linéaire de     dans     qui conserve la norme 

(c’est-`a-dire que            ). 

On dit alors que ces espaces sont isométriques. 

3.6  Espace localement convexe métrisable : 

La topologie d’un espace normé étant définie par une distance, on peut 

parler de filtre de Cauchy, et de suite de Cauchy. 
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      Deux normes équivalentes définissent les mêmes suites de Cauchy; la 

notion de suite de Cauchy, et plus généralement de filtre de Cauchy, ne 

dépend que de la topologie de l’espace et non du choix particulier de la  

norme définissant cette topologie, ceci n’est pas le cas dans des espaces 

métriques. La structure algébrique joue ici un rôle essentiel. Nous allons 

montrer que, dans un e. l .c, il est possible de définir des notions de suite 

de Cauchy et de filtre de Cauchy, ces notions ne dépend que de la 

topologie de l’espace. 

Soit  (              ) un e. l .c, pour chaque semi-norme on peut d’abord 

définir une notion de diamètre : si A est une partie non vide de E, on 

pose :                             ce diamètre est éventuellement 

infini.   

Définition 3.6 .1: 

Soit  (              ) un e. l .c, un filtre sur E est dit de Cauchy si  

                           ), une suite (  ) est de Cauchy si 

le filtre élémentaire associé est de Cauchy,  soit                    

                                    ). 

    On a la caractérisation suivante. 

Corollaire 3.6.2 : 

Soit  (              )  est un e .l .c, un filtre    est de Cauchy si, et seulement 

si,                       ), où                  . 
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Démonstration :  

  Soit    un filtre  de Cauchy, il existe une partie finie   de   et un     tels 

que   
        et, pour    , il existe                        , c’est-

à-dire que          
       ; en posant           on a alors 

       
         .  Réciproquement si 

                      ) 

où                    est vérifié, prenons      
      , alors il 

existe      tel que        
      , pour tout      , d’où 

         . 

Alors    est un filtre de Cauchy. 

          Notons la propriété importante suivante. 

Proposition 3.6.3 : 

Soient E, F sont deux e.l.c, et        est une  application linéaire 

continue, si   est une base d’un filtre de Cauchy   sur  ,      est une 

base d’un filtre de Cauchy sur     

Démonstration : 

Soit V un voisinage de 0 dans F, il existe un voisinage W de 0 dans E tel 

que       . Si   est un filtre de Cauchy sur E, il existe     tel que 

     , d’où                        , et on conclut 

d’après la proposition (3.6.2) précédente. 

Proposition 3 .6.4 : 

Dans un e .l .c  (              ) tout filtre  convergent est de Cauchy  et 

toute suite convergente est de Cauchy. 
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Démonstration : 

Soit    un filtre converge vers    et soit    , pour tout      , 

M=   
        , d’où  on a l’inégalité triangulaire           ce qui 

démontre que    est un filtre de Cauchy. 

Ceci conduit à la définition suivante : 

Définition 3.6.5 : 

Un e. l .c est dit complet (resp. séquentiellement complet),  si tout filtre 

(resp. suite) de Cauchy converge.  

 Remarque 3.6.6 : 

Un espace complet est séquentiellement complet, mais la réciproque est 

fausse, alors qu’elle est vraie pour des espaces métriques. 

Remarque 3.6.7 : 

Lorsque la topologie d’un e. l .c définit par une norme, on dit que l’espace 

est normable. On ce gardera bien de croire qu’un e. l .c métrisable est 

toujours normable. 

Théorème3.6.8 : (prolongement) 

Soient E un e. l .c, F un e. l .c  séparé et complet,    est un sous-espace 

vectoriel de E partout dense et         une application linéaire 

continue. Alors, il existe une unique application continue         qui 

prolonge T ; de plus, cette application    est linéaire. 

Remarque 3.6.9 : 

   Si E, et F sont des espaces vectoriels normés, on a de plus : 

    
      

           . 

3.7   Topologies faibles. 

Soient E un espace vectoriel topologique, et     son dual topologique, i.e. 

l’espace vectoriel des formes linéaires  continues sur E.   
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On appelle 

- topologie forte sur E : la topologie initiale de E ; 

- topologie faible sur E : la topologie la moins fine rendant continus tous 

les éléments de E’; on note            

          Soient E, F deux espaces vectoriels (réels ou complexes). On dit 

qu’une forme bilinéaire             sur      met ces espaces en 

dualité si : 

(1) :                      

Et  (2) :                     . 

  On dit que alors         est le crochet de dualité; le cas échéant, ce 

crochet peut être noté               . 

Proposition 3.7.1 : 

Soient E un espace vectoriel topologique, et     son dual topologique,  

                      met les espaces      en dualité. 

     Lorsque les deux espaces vectoriels sont en dualité, on peut définir des 

topologies sur ces espaces, dites topologies faibles, de la façon suivante 

sur E, les applications           , où      , sont des formes 

linéaires et on peut donc définir sur E la topologie initiale rendant 

continues toutes ces formes linéaires lorsque   décrit  F. Cette topologie 

est donc la topologie la moins fine rendant continues toutes les 

applications     ,     ; cette topologie, notée        , s’appelle 

topologie faible  sur E associé à la dualité entre les espaces E et F. Bien 

entendu, on définit de la même façon une topologie faible sur F notée 

      : c’est la topologie la moins fine rendant continues toutes les 

formes linéaires         , où        Les espaces E et F jouant un  

rôle parfaitement symétrique. La topologie         est une topologie 

d’e.l.c  qui peut être définie par la famille de semi-normes  

             , où      . 

             Reprenons la proposition 3.7.1,  les espaces E et E’ étant en dualité, 

on peut définir des topologies faibles         ,          sur E et E’. Sur 
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l’espace E, on dispose donc de deux topologies, d’une part de la topologie 

donnée initialement qu’on appelle donc la topologie initiale ou la 

topologie forte sur E,  d’autre par la topologie faible        : cette  

topologie faible est effectivement plus faible, c’est-à-dire moins fine que 

la topologie initiale, vu que la semi-norme              est continue sur 

E  pour la  topologie initiale. C’est pour cette raison que la 

topologie          est appelée la topologie affaiblie sur E; muni de cette 

topologie l’espace E  sera noté   . Dire qu’une suite      ) de E converge 

faiblement vers    signifie que, pour tout        , la suite      ) converge 

vers      . Par contre, l’espace E’ n’est pas naturellement muni d’une 

topologie et la dualité entre E et E’ permet de définir la topologie faible 

         sur E’; il est important de noter que cette topologie est en fait la 

topologie de la convergence simple et plus précisément la topologie 

induite par celle de l’espace            ( l’ensemble des applications de   

dans   muni de la topologie de la convergence simple), muni de cette 

topologie, l’espace     sera noté     et sera appelée le dual faible de  . 

Proposition 3.7.2 : 

Cette topologie          est définie par la famille de semi-normes  

           où     désigne un élément quelconque de   . Elle munit 

donc   d'une structure d'espace localement convexe. 

Théorème 3.7.3 : 

Un espace localement convexe      , est à semi-norme dénombrable si, 

et seulement  s’il est métrisable. 

3.8  Espaces de Fréchet et espaces de Banach : 

         La notion d’espace de Banach se généralise de la façon suivante. 

Définition  3.8.1: 

Un espace localement convexe métrisable et complet est appelé un 

espace de Fréchet. 

             Dire qu’un e. l .c      est un espace de Fréchet signifie que E est un 

espace séparé dont la topologie est peut être  définie par une famille 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Semi-norme#Topologie_d.C3.A9finie_par_une_famille_de_semi-normes_-_Espace_localement_convexe
https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_localement_convexe
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dénombrable de semi-normes et dont toute suite de Cauchy est 

convergente.  

Exemple : 

L’espace         est un espace de Fréchet.  

Proposition  3.8.2 : 

a) Tout produit direct fini d’espaces de Banach est un espace de Banach. 

b) Tout produit dénombrable d’espaces de Fréchet est un espace de 

Fréchet. 

c) Tout espace quotient d’un espace de Banach est de Banach. 

d) Tout espace quotient d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet. 

Remarque  3.8.3 : 

 Cette structure d’espace sert de substitut aux espaces de Banach dans    

diverses situations 
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CONCLUSION  

 

Ce mémoire de fin d’études avait pour objectif l’étude des espaces 

vectoriels topologiques localement convexes. 

Au début de ce mémoire nous avons présenté plusieurs résultats 

fondamentaux dans les  espaces normés. Le reste de ce travail à été 

consacré à l’étude des espaces localement convexes.  

Notre objectif est de comparer les propriétés topologiques des deux 

espaces. Nous avons exposé les résultats  communs aux deux espaces et 

les résultats qui sont vrais dans un espace normé mais ils ne le sont  plus 

dans un espace localement convexe. 

 Je garde du mémoire un excellent souvenir, il constitue désormais une 

expérience  valorisante et encourageante pour mon avenir. 
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