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Introduction 
 

* Dans cette ressource il va être question de formes linéaires, de formes bilinéaires, de formes  

bilinéaires symétriques, de formes quadratiques. Leurs définitions et propriétés générales vont  

être développées, ainsi que les liens qui existent entre elles. 

*Dans le troisième chapitre nous avons introduit une étude algébrique et géométrique  

des coniques . 

*L’ objectif de ce rapport est la précision du lien entre les formes quadratiques et les  

coniques pour déterminer une équation réduite de conique à partir d’une équation algébrique  

du second degré . 
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CHAPITRE 1 :Formes linéaires et bilinéaire et 

sesquilinéaires 
 

1. Formes linéaires 

Soit E un 𝕂−espace-vectoriel, où 𝕂 est soit le corps des nombres réels soit le corps des 
nombres complexes. 

 Définition-1 : Une forme linéaire sur E est une application linéaire :                  f : E → 𝕂. 

Exemple :       

  Si E = 𝕂 [X] est l’espace des polynômes, alors :    

   P → P(0)   et   P →∫ P(t)
1

−1
 dt   sont des exemples de formes linéaires. 

Soient  f , f ‘  deux formes linéaires sur E et t ∈ 𝕂.  

Alors f + tf ‘ est aussi une forme linéaire. L’espace des formes linéaires sur E est donc 

 un espace vectoriel. On le note : E * . 

Notation : Soient f ∈ E * , x ∈ E, on note parfois 〈f,x〉:= f(x) ∈ 𝕂. 

Exemple important : les formes linéaires sur 𝕂 n : 

Soient a 1 ,...,a n ∈ 𝕂. L’application : 

                                    𝕂 n → 𝕂 

                                      

(

 
 

x1
.
.
.
xn)

 
 

  →a 1 x 1 + ... + a n x n 

est une forme linéaire sur 𝕂 n . Toutes les formes linéaires sur 𝕂 n sont de 

cette forme. En effet, notons e 1 ,...,e n la base canonique de 𝕂 n .  
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Si f est une forme linéaire sur 𝕂 n , alors pour tout x 1 ,...,x n ∈ 𝕂, on a : 

         f 

(

 
 

x1
.
.
.
xn)

 
 

 = x 1 f(e 1 ) + ... + x n f(e n ) 

a) Base duale 

Proposition et définition-2 : Soit E un espace vectoriel de dimension n sur 𝕂 et soit 

(e 1 ,...,e n ) une base de E. Soit (e*1 ,...,e*n ) la famille d’éléments de E * 

définie par : 

∀(i,j) ∈ {1,...,n},                             e*i (e j ) = δij={
  0     si i ≠  j
1    si i =  j

     (symbole de Kronecker) 

Alors cette famille est une base de E *. Elle est appelée base duale de la base (e 1 ,...,e n ). 

Démonstration : 

 Soit f ∈ E* , soient λ 1 ,...,λ n dans 𝕂. On a : 

 (f =  ∑ λi ei
∗n

i=1 )⇐⇒ ∀j ∈ {1,...,n}     f(e j ) =  ∑ λi ei
∗n

i=1  (e j)  

                             ⇐⇒ ∀j ∈ {1,...,n}      f(e j ) = λ j .  

On a donc, pour tout f ∈ E * , une famille unique λ 1 ,...,λ n dans 𝕂 tel que f =  ∑ λi ei
∗n

i=1  

Attention ! chaque e*i dépend de toute la famille (e 1 ,...,e n ) et non seulement de e i . 

Remarque-3 : Supposons que E est de dimension finie. 

Soit e 1 ,...,e n une base de E. Pour tout 1 ≤ i ≤ n on définit la forme linéaire coordonnée 

 d’indice i par :  

                               e i* (x 1 e 1 + ... + x n e n ) = x i . 

Théorème-4 : Soit B = (e 1 ,...,e n ) une base de E. Alors la famille 

B* := (e 1* ,...,e n*) est une base du dual E * ; c’est la base duale de B . En particulier,  

dimE * = dimE. De plus, pour tout f ∈ E *, on a : 

                       f =  〈f, e1〉e1*  + ... +  〈f, en〉en* 

et pour tout x ∈ E, on a : 

                                      x=∑ 〈ei
∗, x〉n

1 ei 



Rapport de PFE  2016/2017 

Application des formes quadratiques à l’étude des coniques Page 8 
 

 

b) Bidual 

Définition-5 : On appelle bidual de E et on notera E ** , l’espace (E * ) * dual de E * 

Lemme : Soit 0 ≠ x ∈ E, alors, il existe f ∈ E * tel que f(x) ≠0. 

Théorème-6 :    Si x ∈ E, on note x̂ : E * → 𝕂, f→ f(x). On a x̂ ∈ E ** . 

De plus, si E est de dimension finie, alors :  

                                        E → E ** 

                                        x → x̂ 

est un isomorphisme. 

Démonstration : 

Soit E un 𝕂 -espace vectoriel de dimension finie et considérons l’application 

                  Φ : E → E** 

                         x → x̂: E* → 𝕂 

                                        f → f(x) 

Φ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En effet, la linéarité est facile  

à démontrer. Soit x ∈ Ker(Φ), alors f(x) = 0 pour tout f ∈ E* . On en 

déduit d’après la Lemme que x = 0. Donc Φ est injectif et comme 

E, E* et E** ont la même dimension, Φ est un isomorphisme de E sur E** . 

 Cet isomorphisme permet d’identifier le bidual E** à E. 

c) Base antéduale 

Proposition-7 : Soit (f 1 ,...,f n ) une base de E * . Alors il existe une seule 

base (v 1 ,...,v n ) de E telle que pour tout i, f i = v i* . On dit que (v 1 ,...,v n ) est  la base  

antéduale de (f 1 ,...,f n ). 

Démonstration : 

Comme    E → E **,x → x̂ 

 est injective, E est forcément de dimension finie. 
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Soit (f1* ,...,f n* ) la base duale de (f 1 ,...,f n ) dans E ** . D’après le théorème, 

 il existe, pour tout i, v i ∈ E tel que vî = f i* . Il est facile de vérifier que (v 1 ,...,v n ) est  

la base antéduale de (f 1 ,...,f n ). 

Proposition-8 :  Soit F un sous-espace de E. La restriction : 

                              E * → F * , f → f |F 

est surjective. Son noyau est l’orthogonal de F. 

d) Orthogonalité 

On dit que f ∈ E * et x ∈ E sont orthogonaux si  〈f, x〉= f(x) = 0 . 

Si V est un sous-espace de E, on note 

                        V⊥:= {f ∈ E * : ∀ x ∈ V, 〈f, x〉= 0} 

c’est un sous-espace vectoriel de E * appelé l’orthogonal de V . Si W 

est un sous-espace de E * , on note : 

                        W ◦ := {x ∈ E : ∀ f ∈ W, 〈f, x〉= 0} 

c’est un sous-espace vectoriel de E , appelé l’orthogonal de W. 

Remarque importante-9 : Si V est engendré par les vecteurs v 1 ,...,v n , 

alors : 

                                V⊥= {f ∈ E * : 〈f, v1〉 = ... =  〈f, vn〉= 0} 

de même si W est engendré par les formes linéaires f 1 ,...,f n , alors : 

                                   W ◦ = {x ∈ E : 〈f1, x〉=  〈fn, x〉= 0} . 

« L’orthogonale renverse les inclusions » : 

 Proposition-10 :  

i) Si V 1 ⊆ V 2 ⊆ E sont des sous-espaces de E, alors V⊥2⊆ V⊥1. 

ii) Si W 1 ⊆ W 2 ⊆ E sont des sous-espaces de E * , alors W ◦
2⊆ W ◦1 . 

iii) {0 E }⊥ = E * , E ⊥ = {0 E ∗ }. 

iv) {0 E ∗ } ◦ = E, E* ◦= {0 E }. 
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Théorème-11 : Si E est de dimension finie, alors : 

i) Pour tout V sous-espace de E, dimV + dimV⊥= dimE et V⊥◦= V . 
ii)  Pour tout W sous-espace de E * , dimW + dimW ◦ = dimE et W ◦⊥ = W. 

 

2. Formes bilinéaires 
Bil(U × V, 𝕂) ≈ L(U,V* ) ≈ L(V,U* ). 

Soient E,F deux 𝕂 −espaces vectoriels. On dit qu’une application 

                               B : E × F → 𝕂 

est une forme bilinéaire si : 

∀ x, x’ ∈  E, ∀ y, y’ ∈  F, ∀ t, t’ ∈  𝕂, B(tx +  t’x’ , y)  =  tB(x, y)  +  t’ B(x‘, y) 

                                                      B(x, ty +  t’y’ )  =  tB(x, y)  +  t’ B(x, y’ ) . 

Définition-1 :  Si U = V , on dit que B est symétrique si 

∀ x, y, B(x, y)  = B(y, x), 

alternée si 

                                                                     ∀ x, B(x, x)  =  0. 

a) Matrice d’une forme bilinéaire symétrique 

On suppose E de dimension finie n. Soit e = (e 1 ,...,e n ) une base de E. 

Soit B une forme bilinéaire symétrique sur E × E. 

Définition-2 :   La matrice M e (B) de B dans la base E est la matrice symétrique 

n×n qui a pour coefficients B(ei,ej ) (i numéro de ligne entre 1 et n, j numéro 

de colonne entre 1 et n). Si x et y sont des éléments de E dont les vecteurs 

colonnes de coordonnées dans la base E sont X et Y respectivement, on a 

                                  b(x,y) =t X M e (B)Y . 

Dans l’autre sens, si M est une matrice symétrique dans M n (𝕂), alors 

(x,y) →t X M Y (où X et Y sont les vecteurs colonnes des coordonnées de 

x et y dans la base E) est bien une forme bilinéaire symétrique. 
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Exemple : (3 1
1 −2

) est la matrice (dans la base canonique) de la forme 

bilinéaire symétrique         ((x1
x2
) , (y1

y2
))      −→ 3x1 y1 − 2x2 y2 + x1 y2 + x2 y1   

b) Noyau, rang, orthogonal 

Supposons U = V , et B ∈ Bil(U,U) symétrique ou alternée. 

                                                      Noyau : kerB = {x ∈ U : ∀ y ∈ U,B(x,y) = 0}. 

                                                     Rang : rangB = rang de U → U * , x → B(x,.). 

(C’est le rang de la matrice associée dans une base quelconque). 

                                                      dimU = rangB + dimkerB. 

Définition-3  Si U → U* , x → B(x,.) est un isomorphisme, on dit que B 

est non dégénérée. En dimension finie, cela veut dire rangB = dimU i.e. kerB = 0. 

Orthogonal 

Soit V ⊆ U un sous-espace, on note V⊥: =  {x ∈  U ∶ ∀ v ∈  V, B(x, v)  =  0}. 

c) Dual 

Soient E,F deux 𝕂−espaces vectoriels et B : E × F → 𝕂 une forme  bilinéaire. 

On pose fB : E → F * , x → B(x,·) et δB : F → E *, y → B(·,y). 

Ce sont des applications linéaires, l’application linéaire à gauche associée 

à B et l’application linéaire à droite associée à B. On a : 

                          ker fB =⊥F = le noyau à gauche 

                          ker δB = E⊥ = le noyau à droite 

En particulier, B est non dégénérée si et seulement si ker fB = 0 et ker δB = 0. 

Proposition-4 :   Si E et F sont de dimension finie, si B : E × F → 𝕂 

est une forme bilinéaire non dégénérée, alors tout élément de F* est de la 

forme B(x,·) pour un certain x ∈ E. 
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d) Formes bilinéaires symétriques et formes bilinéaires alternées 

Soit B : E × E → 𝕂 une forme bilinéaire.  

 On dit que B est symétrique si B(x, y)  =  B(y, x) pour tous x,y ∈ E. 
 On dit que B est antisymétrique si B(x, y)  =  −B(y, x), pour tous x,y ∈ E.  
 On dit que B est alternée si B(x, x)  =  0 pour tous x ∈ E. 

Proposition-5 :     Alternée ⇒ antisymétrique. Si on peut diviser par 2, 

antisymétrique ⇒ alternée. 

Proposition-6 : Soit B : E × E → 𝕂 une forme bilinéaire telle que 

pour tous  x, y ∈  E, B(x, y)  =  0 ⇔  B(y, x)  =  0. Alors B est symétrique ou   alternée. 

3. Formes sesquilinéaires hermitiennes  
a) Définitions : 

Définition-1 : Soient E et F des espaces vectoriels sur ℂ et soit f : E −→ F une application. On 

dit que f est semi-linéaire si on a : 

1) ∀(x, y)  ∈  E ×  E  f(x +  y)  =  f(x)  +  f(y). 

2) ∀x ∈  E ∀λ ∈  ℂ  f(λx)  =  λ̅f(x). 

Exemple 

  f : ℂ −→ ℂ 

                  z −→ z̅  est semi-linéaire 

Définition-2 : Soient E,F,G des sous espaces vectoriels sur ℂ. 

Soit ϕ : E ×F −→ G une application. On dit que ϕ est sesquilinéaire (sesqui = 1 fois et demi) si 
on a : 

1) ∀x ∈ E fixe, l’application partielle 

                 ϕ 1 (x) : F −→ G est semi-linéaire. 

                                y −→ ϕ(x,y) 

2) ∀y ∈ E fixe, l’application partielle 

                     ϕ 2 (y) : E −→ G est linéaire. 

                                    x −→ ϕ(x,y) 

Si de plus on a G = ℂ, alors ϕ est une forme sesquilineaire. 
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Remarque : 

si ϕ est une forme sesquilineaire : 

        ∀(x, y)  ∈  E ×  E ∀λ ∈  ℂ 

{
ϕ(x, λy)  =  λϕ(x, y)

ϕ(λx, y)  =  λ̅ϕ(x, y)
 

 

Définition-3 : 

Soit (e 1 ,...,e n ) une base d’un espace vectoriel E sur ℂ. 

Soit (f 1 ,...,f m ) une base d’un espace vectoriel F sur ℂ. 

Soit ϕ : E × F −→ ℂ une forme sesquilinéaire alors la matrice de ϕ pour ces 2 bases est  

la matrice A donnée par : 

                                            A = [ϕ(e i ,f j )] i∈{1...n} indice de ligne j∈{1...m} indice de colonne 

 

Proposition-4 :  Avec les notations de la définition, on a : 

                         ϕ(∑ xiei
n
i=1 , ∑ yjfj

n
j=1 ) =tXAY̅      pour   (x 1 ,...,x n ) ∈ ℂ n 

                                                                                          (y 1 ,...,y n ) ∈ ℂ n  

 

                                                                 X=

[
 
 
 
 
x1
.
.
.
xi ]
 
 
 
 

                 Y=

[
 
 
 
 
y1
.
.
.
yi ]
 
 
 
 

 

Proposition-5 : Avec les notations précédentes, on a : 

Si (e‘1 ...e‘n ) est une autre base de E avec P = Pass ( (e i ),(e ‘ i )) . 

Si (f‘1 ...f’n ) est une autre base de F avec Q = Pass((f i ),(f’i )) . 

Si A’ est la matrice de ϕ pour les bases (e’i ) et (f’j ) on a :A‘ =t PAQ. 
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Remarque-6 : 

1) On peut donc comme pour les formes linéaires définir la notion de rang de ϕ  

(=rangA=rang A’ ). 

2) On peut définir les notions d’orthogonalité relativement à ϕ. On obtient des propriétés  

Analogues au cas bilinéaire, que l’on peut démontrer : 

– directement, ou 

– en remarquant que ϕ est bilinéaire E × F ‘ → ℂ. 

b) Formes hermitiennes - antihermitiennes 

Définition-7 : Soit E un espace vectoriel sur ℂ et soit ϕ : E × E −→ ℂ une forme  

sesquilinéaire. On dit que : 

• ϕ est hermitienne si on a : 

∀(x, y)  ∈  E ×  E ϕ(y, x)  =  ϕ(x, y)     (propriété de symétrie hermitienne). 

• ϕ est antihermitienne si on a :  

∀(x, y)  ∈  E ×  E ϕ(y, x)  = −ϕ(x, y)      

Proposition-8 : Soit E un espace vectoriel sur ℂ, de base e 1 ,...,e n . Soit ϕ : E × E −→ ℂ 

une forme sesquilineaire, de matrice A pour la base (e i ) i de E. Alors on a : 

1) ϕ hermitienne ⇐⇒t A = A     (matrice hermitienne) 

2) ϕ antihermitienne ⇐⇒t A = −A    (matrice antihermitienne). 

Théorème-9 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur ℂ. Soit ϕ : E × E −→ ℂ 

une forme sesquilineaire hermitienne non dégénérée (rang ϕ = dimE). Soit F un sous espace  

vectoriel de E, 

alors on a :     dimF ⊥ = dimE – dimF 
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CHAPITRE 2 : Formes quadratiques 
 

On se place sur un ℝ -espace vectoriel E de dimension finie n. 

1. Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques 

Formes bilinéaires symétriques 

Définition-1 : Une forme bilinéaire sur E est une application b : E × E → ℝ linéaire par 

rapport  a chacune de ses variables. 

Elle est dite symétrique si elle vérifie de plus : ∀(x, y)  ∈  E ×  E, b(x, y)  =  b(y, x). 

Remarque-2 : Si b est une forme bilinéaire sur E, alors : 

pour tout x ∈  E, b(0, x)  =  b(x, 0)  = 0. 

Exemple : Soient f et g deux formes linéaires sur E. L’application b de E × E dans ℝ 

définie par b(x, y)  =  f(x)g(y) est une forme bilinéaire définie sur E. 

Proposition-3 : L’ensemble des formes bilinéaires (respectivement bilinéaires symétriques) 

sur un ℝ -espace vectoriel E est un ℝ -espace vectoriel. 

 

2. Formes quadratiques 
a) Définitions et Propositions 

Définition-4 : Une forme quadratique q sur E est une application q : E → ℝ vérifiant les 

deux conditions suivantes : 

                  1) ∀x ∈  E, ∀λ ∈  ℝ, q(λx)  =  λ2 q(x) 

                  2) L’application (x, y)  →
1

2
[q(x +  y)  −  q(x)  −  q(y)] est bilinéaire symétrique. 

Proposition-5 : L’ensemble des formes quadratiques sur un ℝ -espace vectoriel E  

est un ℝ -espace vectoriel. 

Théorème-6 : Il existe un isomorphisme canonique entre l’espace vectoriel des formes 

quadratiques et l’espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques. 
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Démonstration : 

 notons Q(E) l’ensemble des formes quadratiques définies sur E et B(E) 

l’ensemble des formes bilinéaires symétriques. 

Soit q ∈ Q(E). Posons σ(q) = b avec     b(x, y)  =
1

2
[q(x +  y)  −  q(x)  −  q(y)]. σ(q) ∈ B(E), 

ainsi définie, est bien une forme bilinéaire symétrique. 

Soit b ∈ B(E). Définissons σ′(b) par σ′(b)(x) = b(x,x) pour tout x ∈ E. Un calcul 

montre que σ′(b) ∈ Q(E). 

Montrons que σ est inversible et que son inverse est σ′ . Soit b ∈ B(E). On a σ◦σ ′ (b) = 

σ(q) avec q(x) = b(x,x). Or σ(q) = b′ avec 

                                b′(x, y)  = 1

2
 [q(x +  y)  −  q(x)  −  q(y)] 

                                             = 1

2
 [b(x +  y, x +  y)  −  b(x, x)  −  b(y, y)]  

                                             =  b(x, y) 

par bilinéarité de b. On a donc σ◦σ ′ = Id B(E) . On montre de même que σ′◦σ = Id Q(E) . 

L’application σ est donc bijective et σ−1 = σ′ . Elle est linéaire par construction,  

d’où le résultat. 

b) Ecriture matricielle 

Soit (e 1 ,...,e n ) une base de E. 

Soient x et y deux vecteurs de E de coordonnées respectives (x i )1≤i≤n et (y j )1≤j≤n dans 

la base (e 1 ,...,e n ). 

Soit b une forme bilinéaire symétrique définie sur E. On a alors par bilinéarité de b : 

 

b(x, y)  =  b(∑xi ei  

n

i=1

,∑yj ej 

n

j=1

)      

                                                          = ∑  xi yj  b(ei, ej )1≤i,j≤n  

Réciproquement, soit (aij ) 1≤i,j≤n une famille de réels telle que aij = aji pour 1 ≤ i,j ≤ n; 

alors l’application               (x, y)  → ∑ aij xi yj 1≤i,j≤n    est bilinéaire symétrique. 
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Définition-7 : Soit b une forme bilinéaire symétrique définie sur E et soit (e 1 ,...,e n ) une 

base de E. La matrice M de Mn (ℝ) définie par Mij = b(e i ,e j ) s’appelle la matrice de b 

dans la base (e 1 ,...,e n ). 

Si X et Y désignent respectivement les matrices-colonnes des coordonnées de x et de y 

dans la base (e 1 ,...,e n ), alors on a 

                                               b(x,y) =tXMY = tYMX 

Proposition-8 : Soit b une forme bilinéaire symétrique définie sur E. Si M est la matrice 

de b dans la base (e 1 ,...,e n ), alors la matrice M ′ de b dans la base 

(e′1 ,...,e′n ) est M′ =tPMP, où P est la matrice de passage de la base 

(e 1 ,...,e n ) ` a la base (e ′1 ,...,e ′n ). 

Démonstration :  

soient x et y des vecteurs de E. Notons X et Y (respectivement X ′et Y ′ ) 

 les matrices-colonnes de leurs coordonnées respectives dans la base (e 1 ,...,e n ) 

(respectivement (e ′1 ,...,e ′n )). On a X = PX ′ et Y = PY′ . On en déduit que 

ϕ(x,y) =tXMY = t(PX′ )M(PY′) = tX′ (tPMP )Y′ . 

D’où M ′ =tPMP. 

Définition-9 : Soit q une forme quadratique. La matrice de la forme bilinéaire symétrique 

associée à q dans une base B s’appelle la matrice de q dans la base B. 

Définition-10 : Deux matrices M et M ′ de Mn (𝕂) sont dites congruentes s’il existe une 

matrice P ∈ GL n (K) telle que M′=tPMP. 

Deux matrices sont donc congruentes si elles représentent la même forme bilinéaire dans 

deux bases différentes de E. 

Proposition-11 : La congruence est une relation d’ équivalence. 

Démonstration : c’est une relation réflexive car, pour tout M ∈ Mn (ℝ), M =tIn MIn . 

Elle est symétrique car, si M′=tPMP, alors M = tP−1 M’P−1 . Enfin c’est une relation 

transitive car si M′′ =tP′M′P ′et M ′ =tPMP, alors M′′=tP′(tPMP)P′=t(PP′)M(PP′) et PP′est bien  

une matrice inversible. 
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c) Recherche de la forme bilinéaire associée à une forme quadratique 

Soit (e 1 ,...,e n ) une base de E. Une forme bilinéaire symétrique b est une application de 

E×E dans ℝ définie par           b(x,y) =tXMY =∑  mijxi yj i,j  

où M est la matrice symétrique réelle définie par m ij = b(e i ,e j ). 

Une forme quadratique s’´ecrit donc sous la forme : 

          q(x)  = ∑ mijxi xji,j = ∑  mii xi
2  n

i=1 + 2∑  mijxixj1≤i<𝑗≤𝑛  

Réciproquement, si on se donne une forme quadratique q, on a alors 

          q(x)  = ∑ mii xi
2n

i=1 + 2∑  mij xixj 1≤i<𝑗≤𝑛  

Pour retrouver la forme bilinéaire associée b à q, on utilise la règle du dédoublement des 

termes : 

− on remplace les termes xi
2par xi yi 

− on remplace le terme xi xj par 1
2
 (xi yj+ xj yi ) 

On vérifie que, pour b ainsi construite, on a bien  b(x, y)  = 1

2
[q(x +  y)  −  q(x)  −  q(y)].  

d) Rang et noyau d’une forme quadratique 

Définition-12 : Soit q une forme quadratique de E et B une base de E, M = Mat(q, B ). On 

appelle rang de q, noté rgq, le rang de la matrice M. 

Définition-13 :  On dit que b est non dégénérée si son rang est  égal à la dimension de E.  

Elle est dite dégénérée sinon. 

Proposition-14 : Une forme bilinéaire est non dégénérée si et seulement si la matrice qui 

la représente dans une base donnée de E est inversible. 

Elle est dégénérée si et seulement s’il existe x ≠ 0 tel que, pour tout y ∈ E, b(x,y) = 0. 

Définition-15 : On appelle noyau de la forme quadratique q, et on note Kerq, 

 l’ensemble {y ∈ E ; b(x,y) = 0}. 

Proposition-16 : Kerq est un sous-espace vectoriel de E. 

Corollaire-17 : Une forme bilinéaire b est non dégénérée si et seulement si Kerq = {0}, 

où q est la forme quadratique associée à b. 
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Définition-18 : On dit qu’une forme quadratique q est définie si on a, pour tout x ∈ E, 

(x ≠ 0 ⇒ q(x) ≠ 0). 

Proposition-19 : Si q est une forme quadratique définie, alors sa forme bilinéaire associée 

est non dégénérée. 

Démonstration :  

montrons la contraposée. Soit b une forme bilinéaire dégénérée, alors il 

existe x ≠ 0 tel que, pour tout y ∈ E, b(x,y) = 0. En particulier q(x) = b(x,x) = 0. 

Donc q est non définie. 

Remarque-20 : La réciproque est fausse. Il existe des formes bilinéaires non dégénérées ayant 

une forme quadratique non définie. Par exemple, si E = ℝ 2 , b(x,y) = x 1 y 1 −x 2 y 2 est non 

dégénérée et q(x) = x1
2 − x2

2 

est non définie car q(1,1) = 0. 

 

3. Formes quadratiques positives 
Définition-21 : Une forme quadratique q de E est dite positive si,  

pour tout x ∈ E, q(x) ≥ 0. 

Theoreme-22 : (Cauchy-Schwarz) 

Soit q une forme quadratique positive et b sa forme bilinéaire symétrique 

associée. On a alors, pour tout (x,y) ∈ E × E 

[b(x,y)] 2 ≤ q(x)q(y) 

De plus, si q est définie, l’égalité n’est réalisée que si x et y sont 

proportionnels. 
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Démonstration :  

pour tout t ∈ ℝ , q(x + ty) ≥ 0. 

En développant, on obtient t2q(y) + 2tb(x,y) + q(x) ≥ 0. 

Si q(y) = 0, alors nécessairement b(x,y) = 0 et l’inégalité est vérifiée. 

Si q(y) ≠ 0, alors nécessairement le discrimant du trinôme est négatif ou nul, ce qui donne 

l’inégalité. 

Supposons de plus q définie avec b(x,y)2 = q(x)q(y). 

Si q(y) = 0, alors y = 0 et x et y sont proportionnels. 

Si q(y) ≠ 0, alors le discriminant du trinôme s’annule et donc le trinôme s’annule aussi. Il 

existe donc t ∈ ℝ tel que q(x + ty) = 0. Or q est définie donc x + ty = 0. 

Remarque-23 :  L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de montrer qu’une forme bilinéaire 

symétrique associée à une forme quadratique positive est continue. 

Théorème-24 : (Minkowski) 

Soit q une forme quadratique positive sur E. Alors, pour tout (x,y) ∈ E 2 , 

√ q(x +  y)  ≤ √q(x)  + √q(y) 

De plus, si q est définie, l’égalité n’est vérifiée que s’il existe λ ≥ 0 tel 

que y = λx ou si x = 0 

Démonstration :  

q(x + y) = q(x) + 2b(x,y) + q(y) ≤ q(x) + 2 √q(x)q(y)  + q(y) d’après 

l’inégalité de Cauchy-Schwarz donc q(x + y) ≤ (√q(x)  + √q(y))2 . 

Supposons q définie et l’égalité vérifiée. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est alors  également 

Vérifiée. Donc on a soit x = 0 soit il existe λ ∈ ℝ tel que y = λx. 

Or b(x,λx) =√q(x)  √q(λx)  ≥ 0 donc λq(x) ≥ 0, i.e. λ ≥ 0. La réciproque est  évidente. 
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4. Décomposition en carres d’une forme quadratique : 

méthode de Gauss 
Soient E un espace vectoriel de dimension n et (e 1 ,...,e n ) une base de E. Si x ∈ E, on 

note (x 1 ,...,x n ) ses coordonnées dans la base (e 1 ,...,e n ). 

Soit q une forme quadratique non nulle définie sur E. Pour tout x ∈ E, on a 

q(x)  =∑miixi
2 

n

i=1

+ 2 ∑  mij xixj
1≤i<𝑗≤𝑛

 

Proposition-25 : Il existe n formes linéaires (ℓ 1 ,...,ℓ n ) définies sur E linéairement 

indépendantes et n réels α 1 ,...,α n tels que, pour tout x ∈ E, 

                                        q(x)  = ∑ αi 
n
i=1  (ℓi (x) )

2  

Démonstration :  

par récurrence sur n. Si n = 1, le résultat est  évident. 

Supposons que toute forme quadratique de n−1 variables s’écrit comme la somme de carrés 

de formes linéaires indépendantes. 

− 1er cas : il existe i ∈ {1,...,n} tel que m ii ≠ 0. 

Supposons (quitte  a renuméroter les variables) que i = 1; on  écrit 

q(x) = m 11 x1
2+ 2x1( ∑  m1jx1xj

n
j=2 ) +R(x 2 ,...,x n ) 

où R est une forme quadratique de n−1 variables. Posons f(x 2 ,...,x n ) =∑  m1j xj
n
j=2  

f est une forme linéaire sur E. On  écrit alors 

q(x) = m11 [x 1 +f(x2 ,...,xn) 
m11

]2− 
f2(x2 ,...,xn) 

m11
+ R(x 2 ,...,x n ) 

q(x) = m11 [x 1 +f(x2 ,...,xn) 
m11

]2 + S(x 2 ,...,x n ) 

où S est une forme quadratique de n−1 variables. En utilisant l’hypothèse de récurrence, 

on peut alors écrire q comme la somme des carres de n formes linéaires; elles sont bien 

linéairement indépendantes d’après l’hypothèse de récurrence et le fait que l’application 

(x 1 ,...,x n ) → x 1 + f(x2 ,...,xn) 
m11

 est indépendante des n−1 autres qui ne contiennent pas x 1 
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− 2 éme cas : pour tout i ∈ {1,...,n}, m ii = 0. 

Alors il existe m ij ≠ 0 avec i ≠ j (car la forme quadratique est non nulle). Supposons 

(quitte  a renuméroter les variables) que m 12 ≠0 ; on écrit 

q(x) = m 12 x 1 x 2 + x 1 f(x 2 ,...,x n ) + x 2 g(x 3 ,...,x n ) + T(x 3 ,...,x n ) 

où f et g sont des formes linéaires et T une forme quadratique. On a alors 

q(x) = m12 [(x 1 + g 

m12
 ) (x 2 + f 

m12
) - fg 

m12
2]+ T 

        = m12  

4
 [(x 1 + x 2 +f+g 

m12
 )2 -(x 1-x 2 +g−f 

m12
)2 ] - fg 

m12
+ T 

- fg 
m12

+ T est une forme quadratique de n−1 variables; on peut alors utiliser l’hypothèse 

de récurrence et on conclut comme précédemment. 

On a alors prouve le résultat par récurrence 

Remarque-26 : La méthode de Gauss est une méthode algorithmique. On verra plus loin 

qu’elle permet de trouver explicitement une base de E orthogonale pour q et de déterminer 

la signature de q. 

 

5. Bases orthogonales 
Définition 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni d’une forme bilinéaire symétrique b. 

On note q la forme quadratique associée. 

Définition-27 : Deux  éléments x et y de E sont dits orthogonaux s’ils vérifient b(x,y) = 0. 

Définition-28 : On dit que la base (e 1 ,...,e n ) de E est orthogonale si b(e i ,e j ) = 0  

pour tout i ≠ j. 

Proposition-29 : Une base de E est orthogonale pour la forme quadratique q si et 

seulement si la matrice de q dans cette base est diagonale. 

Démonstration :  

la matrice Q de q dans la base (e 1 ,...,e n ) est définie par Q ij = b(e i ,e j ). 

Elle est donc diagonale si et seulement si b(e i ,e j ) = 0 pour i ≠ j. 
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Proposition-30 : Soit q une forme quadratique. Si (e 1 ,...,e n ) est une base de E 

orthogonale pour q, alors les vecteurs e i tels que q(e i ) = 0 forment 

une base du noyau de q. 

Remarque-31 : Si q est non dégénérée, alors son noyau est réduit au vecteur nul. 

Corollaire-32 : Pour toute forme quadratique q sur E, il existe des bases orthogonales de 

E pour q. 

 

6. Classification des formes quadratiques complexes 
On suppose que E est un ℂ−espace vectoriel de dimension finie n. 

Théorème-33 : Soit q : E → ℂ une forme quadratique sur E. Alors il 

existe une base e 1 ,...,e n de E telle que : 

                         q(x) = x1
2+ ... + xr

2 

pour tout x = x 1 e 1 + ... + x n e n ∈ E. L’entier r est le rang de q. 

Remarque-34 : 0 ≤ r ≤ n. 

« Le rang des formes quadratiques sur ℂ les classifient complètement » . 

En revanche sur ℝ, le rang ne suffit pas ... 

 

7. Classification des formes quadratiques réelles 
On suppose que E est un ℝ −espace vectoriel. 

Une forme quadratique f sur E est positive si pour tout x ∈ E, f(x) ≥ 0. 

On dit que f est définie positive si pour tout 0 ≠ x ∈ E, f(x) > 0. On définit 

de même les formes quadratiques (définies) négatives. 

Théorème-35 : Supposons que E est de dimension finie n. Alors, il existe 

une base e 1 ,...,e n de E telle que pour tout x = x 1 e 1 + ... + x n e n ∈ E, 

f(x) = x1 2+ ... + xp 2− xp+1  
2− ... − xp+q

2 

où p,q ≥ 0, p + q ≤ n. De plus les entiers p,q sont indépendants de la base 
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(e 1 ,...,e n) et p + q = r le rang de f. 

On appelle (p,q) la signature de f. 

La signature classifie les formes quadratiques réelles. 

 

8. Produit scalaire 
Soit E un ℝ -espace vectoriel de dimension finie. 

a) Espace euclidien 

Définition-36 : On appelle produit scalaire sur E une forme bilinéaire symétrique telle que 

la forme quadratique associée soit définie positive. 

On appelle espace euclidien un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit   

scalaire. 

Proposition-37 : b est un produit scalaire sur E si et seulement si il existe une base de 

E orthogonale pour q, forme quadratique associée à b, dans laquelle la 

matrice de q est la matrice identité. 

Démonstration :  

c’est une conséquence immédiate de la proposition 29. 

Corollaire-38 : Si E est de dimension n, la forme bilinéaire symétrique associée à une 

forme quadratique q est un produit scalaire si et seulement si la signature 

de q est  égale à (n,0) . 

Théorème-39 : Soit (E,b) un espace euclidien de dimension finie. L’application x → bx 

de E dans E* est un isomorphisme canonique où on a note bx la forme 

linéaire de E dans ℝ définie par bx (y) = b(x,y) 

b) Orthogonalité 

Soit A une partie d’un espace euclidien (E,b). 

Proposition-40 : L’ensemble A ⊥ = {y ∈ E ; ∀x ∈ A,b(x,y) = 0} est un sous-espace 

vectoriel de E appelé orthogonal de E. 
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Démonstration :  

c’est une conséquence de la linéarité à droite du produit scalaire b 

Remarque-41 :  On peut  également définir l’orthogonal d’un sous-espace F d’un espace 

vectoriel muni d’une forme bilinéaire, mais dans ce cas F et F ⊥ ne sont pas nécessairement 

supplémentaires (ils peuvent avoir un vecteur non nul en commun). 

Théorème-42 : (Pythagore) 

Soit (x,y) ∈ E 2 . x et y sont orthogonaux si et seulement si  

 ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 

Démonstration : 

 il suffit de développer ‖x + y‖2= b(x+y,x+y) en utilisant la bilinéarité 

de b pour prouver l’ équivalence. 

Proposition-43 : Il existe dans E des bases formées de vecteurs 2 à 2 orthogonaux. Plus 

généralement, tout système de vecteurs non nuls forme de vecteurs 2 à 2 orthogonaux est  

libre. 
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CHAPITRE 3 : Coniques 
 

On se place dans un plan affine euclidien X. 

1. Conique définie par foyer, directrice et équation polaire 
Définition-1 :  Soit F un point, D une droite ne passant pas par F et e > 0 un réel.  

On appelle conique de foyer F, de directrice D et d’excentricité e > 0,  

l’ensemble C des points M du plan vérifiant 

                                                                 MF =  ed(M,D ). 

On distingue alors trois cas : 

– C est une ellipse si et seulement si 0 < e < 1, 

 

 

– C est une parabole si et seulement si e = 1, 
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– C est une hyperbole si et seulement si e > 1. 

 

Théorème-2 :  Soit C une conique de foyer F, de directrice D et d’excentricité e.  

Notons d = d(F, D ).  

Dans un repère orthonormal  (F, i⃗ , j⃗ ), choisi tel que la droite D ait pour équation x = d,  

la conique C est une courbe ayant deux équations polaires 

                                            r =  p

1+ecosθ
      et       r =   

p

ecosθ−1
 

Le réel p est appelé paramètre de la conique, p = de. 

Démonstration : 

   Considérons C 1 et C 2 les courbes dont les équations polaires sont 

                                  ρ 2 (θ) = 
de

1+ecosθ
  et ρ 1 (θ)  =  

de

ecosθ−1
 

Cela signifie que la courbe C 1 et C 2 sont les ensembles de points 

                                      C 1 ={( ρ1 (θ)cos(θ) ρ1 (θ)sin(θ)
) ; θ ∈  R} 

               et                    C 2 ={( ρ2 (θ)cos(θ) ρ2 (θ)sin(θ)
) ; θ ∈  R} 

On constate que 

                                  (ρ 1 (θ+π)cos(θ+π),ρ 1 (θ+π)sin(θ+π)) = (ρ 2 (θ)cos(θ),ρ 2 (θ)sin(θ)) 

et de même 

                                  (ρ 2 (θ+π)cos(θ+π),ρ 2 (θ+π)sin(θ+π)) = (ρ 1 (θ)cos(θ),ρ 1 (θ)sin(θ)). 

Ce qui montre que les courbes C 1 et C 2 sont les mêmes. 

Soit θ un réel et M(θ) le point de coordonnées (ρ(θ)cosθ,ρ(θ)sinθ).  
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La distance de M(θ) à la directrice D est |ρ(θ)cosθ−d|. Par conséquent 

M(θ) ∈ C ⇔ d(M(θ),F) = ed(M(θ), D ) ⇔ |ρ(θ)| = e|ρ(θ)cosθ−d| ⇔ M(θ) ∈C 1 = C 2 . 

En effet, si ρ(θ) et ρ(θ)cosθ−d sont de même signe alors 

                              ρ (θ)  =  
de

ecosθ−1
   =   ρ 1 (θ)     

Si ρ(θ) et ρ(θ)cosθ−d sont de signe contraire alors 

                              ρ (θ) = 
de

1+ecosθ
  = ρ 2 (θ) 

Ceci montre l’inclusion de la courbe C dans la courbe C 1 = C 2 . On observe immédiatement  

l’inclusion inverse. Ceci montre que les courbes C 1 , C 2 et C sont les mêmes. 

2. Equation cartésienne d’une conique 
Théorème-3 : Soit C une conique de foyer F, de directrice D et d’excentricité e.  

On note d = d(F,D).  

Dans un repère orthonormal (F, i⃗ , j⃗ ), choisi tel que la droite D ait pour équation x = d, 

 C a pour équation cartésienne 

                                                     x2  +  y2  =   e2  (x − d)2 . 

Démonstration : 

 Cela découle directement de l’égalité MF 2 = e 2 d(M, D )2 

a) Parabole 

Théorème-4 : Soit P la parabole de paramètre p > 0. Il existe un repère orthonormal (O, u⃗⃗, v⃗⃗) 

 dans lequel P a pour équation : 

                                             P ∶  y2 − 2px =  0. 

En ce cas  OF⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = p
2
 u⃗⃗ et D: x = − 

p

2
             

Démonstration : Notons que dans le cas d’une parabole p = d. Dans le repère (F, i⃗, j⃗)  

la parabole est l’ensemble des points M de coordonnées (x,y) tels que x 2 +y 2 = (x− p) 2  

c'est-à-dire   y 2 = 2p(p
2
−x) . 

On considère alors le repère (O, u⃗⃗, v⃗⃗) avec O = (p
2
 ,0) , u⃗⃗ = −i ⃗⃗  etv⃗⃗ = j⃗. Les coordonnées  
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du point M(x,y) dans ce nouveau repère sont (X,Y) avec (X,Y) = (p
2 
 −x,y). L’équation de 

 la parabole dans ce nouveau  

repère est donc                 Y 2= 2pX. 

 

 

b) Ellipse 

Théorème-5 :  Soit E une ellipse, il existe un repère orthonormal (O, i⃗, j⃗) dans lequel E a 

 pour équation 

                                                               E ∶  x
2

a2
 +  

y2

b2
=  1.  

Réciproquement, la courbe d’équation 

 
x2

a2
 + y

2

b2
= 1 avec 0 < b < a est l’ellipse de foyer F = O+c i⃗, de directrice D : x = a

2

c
     

 cet d’excentricité e = 
c

a
     où c =√a2 − b2  . 

Démonstration : L’équation de E dans le repère (F, i⃗, j⃗) s’écrit : 

                                          x 2 +y 2 = e 2 (x−d) 2 

Par conséquent en développant on obtient : 

                          (1−e 2 )x 2 +y 2 +2e 2dx−e 2 d 2 = 0 

ce que l’on écrit sous la forme 

                          (1−e 2 )(x+  e
2d

1−e2
 ) 2 +y 2 − 

e2d2

1−e2
  = 0, 

à partir de là on déduit le théorème 
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Corollaire-6 :  Soit E l’ellipse d’équation 

x2

a2
 + y

2

b2
= 1 dans le repère orthonormal (O, i⃗, j⃗) avec 0 < b < a. 

1. Le point O est le centre de symétrie, O est appelé centre de l’ellipse. 

2. L’ellipse E admet deux foyers F = O+c i⃗ et F‘ = O−ci⃗  avec c =√a2 − b2  et deux directrices 

                                            D : x = a
2

c
     et D’ : x =- a

2

c
     . 

3. Les axes O+ℝ i⃗ et O+ ℝ j⃗ sont des axes de symétrie de E . L’axe O+ ℝ i⃗ est appelé axe  

focal de l’ellipse. 

4. Les intersections de E avec les axes s’appellent les sommets de E 

 

Démonstration : 

 Soit E l’ellipse d’équation 

x2

a2
 + y

2

b2
= 1 dans le repère orthonormal R = (O, i⃗, j⃗) avec 0 < b < a. 

1. La symétrie centrale par rapport à O résulte de l’invariance de l’équation de E dans  

le repère (O, u⃗⃗, v⃗⃗) x
2

a2
 + y

2

b2
= 1 par l’application (x,y) → (−x,−y). 

2. Le fait que le point F = O+c i⃗ soit un foyer de E et D : x = a
2

c
      

soit une directrice résulte du théorème précédent. Le fait que le point F’= O−c i⃗ soit un foyer  

de E  et D’ : x = − 
a2

c
  soit une directrice résulte de l’invariance de E par la symétrie centrale  

de centre O. 
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c) Hyperbole 

Théorème-7 :  Soit H une hyperbole, il existe un repère orthonormal (O, i⃗, j⃗)dans lequel E a  

pour équation                         H ∶  x
2

a2
 −  

y2

b2
=  1. 

Réciproquement la courbe d équation 

x2

a2
 - y

2

b2
= 1  est une hyperbole de foyer F = O−c i⃗ de directrice D : x =- a

2

c
 

Et d’excentricité e = 
c

a
     où c =√a2 + b2  . 

 

Démonstration : 

Même preuve que pour l’ellipse. 

Corollaire-8 :   Soit H l’hyperbole d’équation 

x2

a2
 - y

2

b2
= 1  dans le repère orthonormal (O, i⃗, j⃗), 

1. Le point O est le centre de symétrie, O est appelé centre de l’hyperbole. 

2. L’hyperbole H admet deux foyers F = O+c i⃗ et F’= O−c i⃗avec c = 

c =√a2 + b2   et deux directrices D : x = a
2

c
 et D’ : x =- a

2

c
. 

3. Les axes O+ ℝ i⃗ et O+ ℝ j⃗sont des axes de symétrie de H . L’axe O+ ℝ i⃗ est appelé axe  

focal de  l’hyperbole. Il coupe H en deux points A et A’ appelés sommets de l’hyperbole. 

4. L’hyperbole admet deux asymptotes ∆ : y = 
b

a
 x et ∆’: y = − 

b

a
 x. 

Démonstration : 

 Même preuve que pour l’ellipse 
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3. Conique définie de manière bifocale 

Théorème-9 : Soit F et F’ deux points distincts et fixons a > 
FF’

2
 

un réel. L’ensemble E des points M tel que 

MF + MF’ =  2a 

est une ellipse de foyers F et F’ . 

Démonstration : 

 On note E = {M ∈ X | MF +MF’ = 2a}. Nous allons montrer que E a un paramétrage  

elliptique, cela prouvera que E est une ellipse. On considère un repère orthonormé (O, i⃗, , j⃗) où  

O est le milieu du segment FF’ et i⃗ est le vecteur 1
c
 OF⃗⃗⃗⃗⃗⃗  où c =1

2
d(F,F’). 

Soit M un point de X distinct de F et F’ , on considère les angles θ = ( i⃗, FM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) et θ‘ = (i⃗, F‘M⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ).  

Les coordonnées du vecteur MF⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ sont (rcos(θ),rsin(θ)) et celles de MF’⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont (r’cos(θ’),r’sin(θ’))  

avec r et r’ positifs. Nous avons donc 

                                   MF’⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =MF⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +FF⃗⃗⃗⃗⃗’ = (−rcos(θ)−2c) i⃗−rsin(θ) j⃗  

Nous obtenons donc 

                                  MF’2 = (rcos(θ)+2c) 2 +r 2 sin(θ) 2 = r 2 +2rccos(θ)+4c 2 

Par conséquent le point M appartient à l’ensemble E si et seulement si le couple (r,θ) vérifie   

l’équation             r 2 +2rccos(θ)+4c 2 = (2a−r) 2 

c’est à dire 

                                                  r = a2−c2

a+ccos(θ)
 = p

1+ecos(θ)
 

avec e = c
a
      et p = r = a

2−c2

a
 . Notons que par hypothèse a > c ce qui montre que e ∈ [0,1[. 

 Le paramètrage obtenu est celui d’une ellipse. 

Théorème-9 : Soit F et F’ deux points distincts et fixons 0 < a <
FF’

2
un réel. L’ensemble H des  

points M tel que 

                                                                     |MF –MF’| =  2a 

est une hyperbole de foyers F et F’ . 
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Démonstration : 

 Même preuve que dans le cas de l’ellipse. 

 

4. Paramétrage d’une conique 

♦ Un paramétrage d’un cercle C de centre O et de rayon R est  {x = R cosθ
y = R sinθ

     θ ∈ [-π, π[ 

Cela signifie qu’un point M(x,y) appartient à C si et seulement si il existe un réel θ de [-π, π[  

tel que 

{
x = R cosθ
y = R sinθ

 

♦ Un paramétrage d’un cercle C de centre I(x0 ;y0) et de rayon R est 

 {x = x0 + R cosθ
y = y0 + R sinθ

     θ ∈ [-π, π[ 

♦ Un paramétrage d’une ellipse de centre O d’équation 
x2

a2
 +  

y2

b2
= 1 est 

 {x = a cosθ
y = b sinθ

     θ ∈ [-π, π[ 

♦ Un paramétrage d’une ellipse d’équation 
(x−x0)

2

a2
 + 

(y−y0)
2

b2
=  1 de centre I(x0 ;y0)  

est  {x = x0 + a cosθ
y = y0 + b sinθ

     θ ∈ [-π, π[ 

♦ Un paramétrage d’une parabole d’équation y2=2px  est{x =
t2

2p

y = t
    t  ∈ ℝ 

♦ Un paramétrage d’une parabole d’équation x2=2py est {
x = t

y =
t2

2p

    t  ∈ ℝ 

♦ Un paramétrage d’une hyperbole d’équation 
x2

a2
 - y

2

b2
= 1  est {x = cht

y = sht
    t  ∈ ℝ 
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CHAPITRE 4 : Détermination d’une conique à 

partir d’une équation cartésienne 
 

On se place dans un plan affine euclidien X. 

Définition-10 : 

Soit R = (O, i⃗ , j⃗) un repère de X. On considère un polynôme de degré 2 : 

                 f(x,y) = ax 2 +2bxy+cy 2 +dx+ey+k. 

On note C la courbe d équation f(x,y) = 0 : 

                 C = {M ∈ X | f(x M ,y M ) = 0} 

où (x M ,y M ) sont les coordonnées de M dans le repère R . 

Mise sous forme canonique. 

On appelle 

1. ax 2 +2bxy+cy 2 , la partie quadratique de l’équation notée q et de matrice dans 
 la base (i⃗, j⃗) 

               Q=(a b
b c

) 

2. dx+ey, la partie linéaire de l’équation notée l et de matrice dans la base ( i⃗, j⃗) 

                L = (d,e). 

Par conséquent 

                                   M ∈ C ⇔t [M] RQ[M] R +L[M] R +k = 0. 

Remarque-11 :  (Effet d’un changement du centre du repère : translation des axes). Soit Ω un  

point de X de coordonnées(x Ω ,y Ω ) dans le repère R . Considérons le repère R’= (Ω, i⃗, j⃗).  

Ecrivons les formules de changement de repère 

                                         ΩM⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗=- OΩ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +OM⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

donc 

                                                     [M] R’ = −[Ω] R +[M] R 
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                                                 (x′M
y′M 

) =  −( xΩ
 yΩ
) + ( xM

 yM
) 

L’équation de C dans le repère R‘ est donc en développant et en identifiant 

f(x Ω +x‘ ,y Ω +y’ ) = f(x Ω ,y Ω )+x‘
∂f

∂x
 (x Ω ,y Ω )+y’ 

∂f

∂y
 (x Ω ,y Ω )+ax’2 +2bx’ y’ +cy’2 . 

On remarque que la partie quadratique est invariante par changement de centre du repère. 

(→) L’idée est donc de choisir si possible une origine Ω dont les coordonnées annulent les  

dérivées partielles, cela simplifiera l’équation. 

Définition-12 : (Centre de symétrie de C ). Un point Ω est un centre de symétrie de C si et  

seulement si 

                                      ∀(x’,y’ ) ∈ ℝ 2 , f(x Ω +x’ ,y Ω +y’ ) = f(x Ω −x’ ,y Ω −y’ ) 

si et seulement si, en utilisant la remarque précédente, la partie linéaire de l’équation de C  

dans R’ est nulle c'est-à-dire 

                                    (le gradient){
∂f

∂x
 (xΩ , yΩ ) = 2axΩ  + 2byΩ  + d = 0

∂f

∂y
 (xΩ , yΩ ) = 2bxΩ  + 2cyΩ  + e =  0

  

c’est à dire 

                                                                2Q ( xΩ
 yΩ
) = − t L. 

(→) En particulier on observe que la conique est alors stable par la symétrie centrale  

de centre Ω : 

             ∀(x’,y’ ) ∈ ℝ 2 , f(x Ω +x’ ,y Ω +y’ ) = f(x Ω −x’ ,y Ω −y’ )  

(→) Si le rang de la partie quadratique de l’équation vaut 2, rg(Q) = 2, alors la courbe admet  

un et un seul centre de symétrie, car le système admet une unique solution. 

(→) Si le rang de la partie quadratique vaut 1 alors 

1. la courbe n’admet aucun centre, si − t L  ∉ im Q 

2. la courbe admet une infinité de centres si − t L ∈ im Q. 

Remarque-13 : (Réduction de la partie quadratique : rotation des axes). Supposons la base (i⃗,j⃗)  

orthonormée. Il existe  une matrice de rotation P telle que 
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                                                            tPQP =(λ 0
0 µ

)= D. 

La matrice P est la matrice de passage de la base (i⃗,j⃗) dans la base (u⃗⃗,v⃗⃗) formées de vecteurs  

propres de l’endomorphisme associé à Q. Les formules de changement de repère de 

 RO,i⃗,j⃗  à  RO,u⃗⃗⃗,v⃗⃗⃗  

s’écrivent 

                                                [M] RO,i⃗,j⃗  = P[M] RO,u⃗⃗⃗,v⃗⃗⃗   

ainsi : 

                                             M ∈ C ⇔ t [M] RO,u⃗⃗⃗,v⃗⃗⃗ D[M] RO,u⃗⃗⃗,v⃗⃗⃗+L[M] RO,u⃗⃗⃗,v⃗⃗⃗+k = 0. 

En notant (x” M ,y” M ) les coordonnées de M dans le repère RO,u⃗⃗⃗,v⃗⃗⃗ nous obtenons 

                                            M ∈ C ⇔ λx” 2 +µy” 2 +d 1 x”+e 1 y”+k = 0. 

De ces remarques on déduit une méthode de détermination des coniques. 

1. Calculer le rang de Q. 

2. Si le rang de Q vaut 2 alors on procède comme suit. 

        (a) Nous savons qu’il existe un unique centre Ω on commence par le déterminer. 

        (b) Trouver une base orthonormée de vecteurs propres (u⃗⃗,v⃗⃗) de Q. 

           → L’équation de C dans le repère (Ω,u⃗⃗,v⃗⃗) est 

                                   M ∈ C ⇔ λx” 2M +µy”2
M + f(x Ω ,y Ω ) = 0. 

                où (x” M ,y” M ) sont les coordonnées de M dans (Ω,u⃗⃗,v⃗⃗) 

3. Si le rang de Q vaut 1 alors on procède comme suit. 

        (a) Trouver une base orthonormée de vecteurs propres (u⃗⃗,v⃗⃗) de Q. 

            → L’équation de C dans le repère (O,u⃗⃗,v⃗⃗) est 

                                  M ∈ C ⇔ λx” M
2 +d 1 x” M +e 1 y” M +k = 0. 

                   où (x” M ,y” M ) sont les coordonnées de M dans (O,u⃗⃗,v⃗⃗). 

            (b) Par mise sous forme canonique du trinôme λx” M 2+d 1 x” M +k on se ramène à une  

équation plus simple du type 

                                 λx' M 2 +e 1y‘ M +k’= 0 
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             où (x’M ,y’ M ) sont les coordonnées de M dans le nouveau repère associé (Ω’ ,u⃗⃗,v⃗⃗). 

 

Remarque-14 : 

Si on a une équation du type ax2+cy2+dx+ey+k=0 (*)  avec (a,c)≠(0,0) 

On se place ici dans le cas où b=0 dans l’équation (*) 

 Si a = 0 et d ≠ 0 ou c=0 et e ≠ 0   c’est une parabole 

(l’équation contient au moins un terme en x2 , pas de terme en y2 et un terme en y , ou  

l’équation contient au moins un terme en y2, pas de terme en x2 et un terme en x) 

 si a ≠ 0 et c ≠ 0 
- si a=c (coefficient de x2 = coefficient de y2 ) C est un cercle, un point ou l'ensemble 

vide 
- si a et c sont de même signe alors C est une ellipse, un point ou l'ensemble vide 
- si a et c sont de signe contraire alors C est une hyperbole, ou deux droites 

exemple           3 x2-3 y2- 6 x - 9 y + 1        (coefficient de x2 = coefficient de y2 )  

C est un cercle, un point ou l'ensemble vide 

M(x,y) ∈ C⟺x2+ y2 + 2 x - 3 y + 1
3
 = 0 

Donc  M(x,y) ∈ C⟺(x + 1)2 – 1 + (y  -  3
2
)2 -   9

4
  + 1

3
 =0 

Donc  M(x,y) ∈ C⟺(x + 1)2 + ( y -  3
2
)2 = 35

12
 

La conique est donc le cercle de centre  I(-1 ; 3
2
)   et de rayon √35

12
 

On obtient donc des équations du type : 

(a) x
2

A2
+ y

2

B2
 = 1,  c’est une ellipse, x

2

A2
+ y

2

B2
 = 0, c’est un point, x

2

A2
+ y

2

B2
 = -1, c’est le vide,  

(b) x
2

A2
− y

2

B2
 = 1, c’est une hyperbole, x

2

A2
− y

2

B2
 = 0, c’est deux droites concourantes, 

(c) x
2

A2
− y

B2
 = 0, c’est une parabole 

(d) x
2

A2
 = 1, c’est deux droites parallèle 

(e) x
2

A2
 = 0, c’est une droite, 
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(f) x
2

A2
 = -1, c’est le vide. 

 

Exemple de l’ ellipse : 

 Déterminons la nature de la courbe définie par l’équation 

f(x,y) = 3x 2 +2xy+3y 2 +10x−2y+1 = 0. 

La matrice de la forme quadratique dans la base (i⃗, j⃗) est 

            M=(3 1
1 3

) 

Cette matrice est de rang 2. La conique a donc un centre Ω que l’on détermine  

 

{
 

 
∂f

∂x
 (xΩ , yΩ ) = 6xΩ  + 2yΩ  + 10 = 0

∂f

∂y
 (xΩ , yΩ ) = 2xΩ  + 6yΩ − 2 =  0

 

 

Le centre est (−2,1). 

L’équation de la conique dans le repère ((−2,1), i⃗, j⃗) est 

3x’2 +2x’ y’ +3y’2 + f(−2,1) = 3x’2 +2x’ y’ +3y’2 −10 = 0. 

La trace de la matrice est 6, le déterminant est 8, les valeurs propres de la matrice sont donc  

positives. Les valeurs propres de la matrice sont 2 et 4. Les espaces propres sont  

E 2 = ℝ(1,−1) et E 4 =  ℝ(1,1).  

On note  u⃗⃗= 1

√2
 (1,−1)    et    v⃗⃗= 1

√2
 (1,1)     vecteurs propres unitaires associées à ces 

valeurs propres.                                     

L’équation de la conique dans le repère ((−2,1), u⃗⃗,v⃗⃗) est 

                                                                  x ′′
2

5
+ 2y′′

2

5
 = 1 

C’est une ellipse. 
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Exemple de la parabole : 

soit l’équation : 

16x 2 − 24xy + 9y 2 + 25x − 50y = 0 

 

La matrice ( 16 −12
−12 9

) a pour valeurs propres 0 et 25. 

Posons u⃗⃗ =3
5
 i⃗ +4

5
 j⃗ et v⃗⃗ = − 

4

5
 i⃗ +3

5
 j⃗ vecteurs propres unitaires associées à ces 

valeurs propres. 

Dans le repère orthonormé R = (O; u⃗⃗, v⃗⃗) l’équation de Γ est 

25y 2 − 50y − 25x = 0 

soit encore (y − 1) 2 = x + 1 

C est la parabole  
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Exemple de l’ hyperbole : 

soit l’équation : 

               x 2 + 8xy − 5y 2 − 28x + 14y + 3 = 0 

C’est une conique non dégénérée et les valeurs propres de la matrices représentant 

la forme quadratique sont 3 et −7. 

Par annulation du gradient, on obtient que le centre de cette conique est le point 

de coordonnées (2,3). 

Dans un repère adapté, on obtient alors l’équation réduite 

                               3x 2 − 7y 2 = 4 

La conique est donc une hyperbole avec a = 2/ √3 et b = 2/ √7. 

On en déduit 

                 c =√a2   +  b2   =2√10
√21

  

puis 

                  e =√10
√3

  

 

Conclusion 

 

On peut voir les coniques de plusieurs façons soit comme des sections  

planes d’un cône de révolution soit sous forme analytique comme  

des courbes du second degré soit encore sous un aspect projectif  

et dans ce rapport on déduit une méthode de détermination des  

coniques à partir de la partie quadratique de l’équation cartésienne 
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