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1 Introduction

En mathématiques, et plus précisément en analyse convexe, le sous-
différentiel est un concept permettant de décrire la variation locale
d’une fonction convexe non nécessairement différentiable dans un sens
classique ; celui au quel on attache aujourd’hui le nom de Fréchet. Au
lieu d’être la pente de l’application linéaire tangente (c’est à dire la
dérivée) au point considéré, qui n’existe pas nécessairement, le sous-
différentiel d’une fonction convexe est l’ensemble des pentes de tous
les minorants affines de la fonction , qui sont exactes en ce point ,c’est
à dire qui en ce point la même valeur que la fonction convexe qu’elle
minorent.

On sait que la notion de dérivée est fondamentale en analyse car elle
permet d’approcher localement des fonctions par des modèles linéaires,
plus simples à étudier. Ces modèles fournissent des renseignements
sur les fonctions qu’ils approchent, si bien que de nombreuses ques-
tions d’analyse passent par l’étude des fonctions linéarisées (stabilité,
inversibilité locale, etc). On rencontre beaucoup de fonctions convexes
qui ne sont pas différentiables au sens classique, en particulier lorsque
celles-ci résultent de constructions qui n’ont rien pour assurer la diffé-
rentiabilité des fonctions qu’elles produisent. Il en est ainsi de la fonc-
tion duale (en) associée à un problème d’optimisation sous contraintes,
pour en citer un exemple emblématique. Pour ces fonctions convexes
non lisses, le sous-différentiel joue donc un rôle similaire à celui de la
dérivée des fonctions plus régulières.

La notion de sous-différentiel connaît diverses extensions aux fonctions
non nécessairement convexes, par exemple aux fonctions localement
lipschitziennes qu’on va traiter dans le deuxième chapitre .

Dans la suite, nous nous intéressons essentiellement à la classe des
fonctions convexes. Ces hypothèses requièrent un outil spécial : le sous-
différentiel d’analyse convexe, noté ∂f(x).Les fonctions convexes appa-
raissent abondamment dans l’ingénierie et permettent de modéliser de
nombreux phénomènes non linéaires (équations de la physique, traite-
ment du signal, théorie des jeux et de l’économie, statistiques...). Elles
ont des propriétés remarquables qui permettent d’analyser plus facile-
ment leurs propriétés et aussi de les minimiser efficacement. De nom-
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breux problèmes non convexes irrésolvables peuvent être approchés
par des problèmes convexes qui eux sont presque systématiquement
minimisés en des temps rapides.

Mes remerciements s’adressent à l’auteur Aude Rondepierre du cours :
Introduction à l’optimisation convexe non différentiable : INSA Tou-
louse .
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Chapitre 1

2 Éléments d’analyse convexe

Dans ce chapitre, on va présenter quelques propriétés géométriques
et topologiques remarquables des fonctions convexes, Dans toutes ces
notes, on se place dans l’espace vectoriel Rn, n ∈ N. On le munit d’un
produit scalaire < ., . > . La norme associée au produit scalaire est
notée ‖.‖2. Elle est définie pour tout x ∈ Rn par ‖x‖2 =

√
< x, x > .

Définitions et propriétés basiques

Une différence importante à noter est qu’on autorise ici les fonctions
à valoir +∞ (mais pas−∞). Ainsi les fonctions considérées dans cette
partie seront de la forme :

f : Rn → R ∪ {+∞}

En analyse convexe, on considère très souvent des fonctions prenant
des valeurs dans l’ensemble des réels auxquels on rajoute l’infini, i.e :

R ∪ {+∞}

Un avantage est de pouvoir inclure directement les contraintes dans la
fonctionnelle optimisée,car en effet :

inf
x∈Rn

f(x) = inf
x∈dom(f)

f(x)

où la définition du dom(f) sera donné ci-dessous

2.1 Domaine d’une fonction

Définition 2.1. Le domaine d’une fonction f est noté dom(f).Il est défini
par :

dom(f) = {x ∈ Rn, f(x) ≺ +∞}

Dans toute la suite, on supposera (sans le préciser) que nos fonctions
n’ont pas un domaine vide : dom(f) 6= ∅
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2.2 Ensemble convexe

Définition 2.2. Soit X ⊆ Rn un ensemble,Ce dernier est dit convexe
si :

∀(x1, x2) ∈ X ×X, ∀α ∈ [0, 1] αx1 + (1− α)x2 ∈ X

Figure 2.1. Les trois premiers dessins sont des exemples d’ensembles
convexes en 2 dimensions, Les autres sont des exemples d’ensembles
non convexes (notez qu’il existe des segments dont les extrémités ap-
partiennent à l’ensemble, qui ne sont pas entièrement contenus dans
les ensembles).

La définition de la convexité reste identique pour les fonctions à
valeur dans R ∪ {+∞}.

2.3 Fonction convexe

Définition 2.3. soit f : Rn → R ∪ {+∞} . f est dite convexe si :

1 dom(f) est un ensemble convexe.
2 ∀(x, y) ∈ dom(f)× dom(f),∀λ ∈ [0, 1], on a :

f((1− λ)x+ λy)) � (1− λ)f(x) + λf(y)
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On dit que f est une fonction concave lorsque la proposition précé-
dente a lieu avec � au lieu � et on dit que f est une fonction stricte-
ment convexe lorsque la proposition précédente a lieu avec ≺ au lieu
de � (avec toutefois x 6= y et λ ∈]0, 1[ afin d’éviter les cas automatiques
d’égalité). De même, on dit que f est une fonction strictement concave
lorsque la proposition précédente a lieu avec � au lieu de � (avec tou-
tefois x 6= y et λ ∈]0, 1[ afin d’éviter les cas automatiques d’égalité).

Remarque 2.1. On dit que f : Rn → R ∪ {+∞} est concave si −f
est convexe, et tout ce qu’on va dire s’applique aussi bien au fonctions
concaves qu’aux fonctions convexes, à ce changement de signe près.

Figure 2.2. la définition des fonctions convexes est naturelle, puisque
l’interprétation graphique de la convexité d’une fonction est la sui-
vante : pour tout couple de points A et B du graphe, le segment [AB] est
situé � au − dessus � du graphe. Notez qu’une fonction convexe peut
ne pas être dérivable. On peut cependant montrer qu’elle est dérivable
presque partout.

Exemple 2.3.1.
1 Toute norme ‖.‖ sur Rn est convexe.
2 Toute forme linéaire (même discontinue) sur Rn est convexe.
3 Les sous-niveaux Lf (β) := {x ∈ dom(f), f(x) � β} d’une fonction

convexe sont convexes .
4 La composition de fonctions convexes n’est pas nécessairement

convexe, Par exemple :f, g : R→ R, f(x) = exp(−x), g(x) = x2 sont
convexes alors que fog(x) = exp(−x2) n’est pas convexe .
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2.4 Combinaison convexe

Définition 2.4. soient x1, . . . , xm m éléments de Rn .On dit que x est
combinaison convexe de ces points s’il existe (α1, . . . , αm) tels que :

* ∀i ∈ {1, . . . ,m}, αi ∈ R+

*
∑m

i=1 αi = 1.

* x =
∑m

i=1 αixi.

2.5 Enveloppe convexe

Définition 2.5. soitX ⊆ Rn un ensemble.On appelle enveloppe convexe
de X et on note conv(X) l’ensemble convexe le plus petit contenant X.
En d’autres termes c’est :

conv(X) = ∩Xi∈Ω Xi

avec Ω : la collection de tous les ensembles convexes contenant X .

Figure 2.3. Exemples d’enveloppes convexes. A gauche : enveloppe
convexe d’un ensemble discret. A droite : enveloppe convexe d’un en-
semble continu.

La définition de la convexité permet d’obtenir un lemme souvent
utile (notamment en probabilités) :
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2.6 Inégalité de Jensen

Lemme 2.1. soit f : Rn → R ∪ {+∞} une fonction convexe, et soient
x1, x2, . . . , xm m points appartenant à dom(f) et α1, . . . , αm des coeffi-
cients réels positifs tels que

∑m
i=1 αi = 1. alors :

f(
m∑
i=1

αixi) 6
m∑
i=1

αif(xi)

preuve. Par récurrence, on vérifie d’abord que pour m = 2, l’inéga-
lité n’est rien d’autre que la définition de la convexité. Puis on suppose
le résultat vrai au rang k et on le montre au rang k + 1 en réutilisant
l’inégalité de la convexité.

Corollaire 2.1. Soit x ∈ Rn une combinaison convexe de x1, . . . , xm
alors

f(x) 6 max
x∈{1,...,m}

f(xk)

Preuve. on a :
x =

∑m
k=1 αkxk avec αk ∈ R+ ∀k ∈ {1, ...,m} et

∑m
k=1 αk = 1

or :

f(x) = f(
m∑
k=1

αkxk) 6
m∑
k=1

αkf(xk) 6 max
k∈{1,...,m}

f(xk).
m∑
k=1

αk.

= max
k∈{1,...,m}

f(xk).

2.7 Epigraphe d’une fonction

Définition 2.6. soit f une fonction ,on appelle épigraphe de f et on le
note epi(f) l’ensemble :

epi(f) = {(x, t) ∈ dom(f)× R, t > f(x)}
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Figure 2.4. L’épigraphe de la fonction est la zone grisée au-dessus du
graphe de la fonction (en noir).

Théorème 2.1. f est convexe si et seulement si son épigraphe

epi(f) = {(x, t) ∈ dom(f)× R, t > f(x))}

est convexe .

Preuve. soient (x1, t1) et (x2, t2) deux éléments de epi(f)

on a alors pour tout α ∈ [0, 1] :

αt1 + (1− α)t2) � αf(x1) + (1− α)f(x2)

� f(αx1 + (1− α)x2).(car f est convexe)

Ainsi,(αx1 + (1− α)x2, αt1 + (1− α)t2) ∈ epi(f).

Réciproquement, si epi(f) est convexe, alors pour x1, x2 dans dom(f),
on a :

(x1, f(x1)) ∈ epi(f), (x2, f(x2)) ∈ epi(f).

Ainsi,((1− α)x1 + αx2), (1− α)f(x1) + αf(x2)) ∈ epi(f), soit encore

f((1− α)x1 + αx2)) � (1− α)f(x1) + αf(x2).
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Chapitre 2

3 Le Sous différentiel au sens de l’analyse

convexe

3.1 Introduction

L’analyse convexe est un des piliers des mathématiques appliquées.
Elle intervient dans la modélisation et la résolution numérique de pro-
blèmes dans pratiquement tous les secteurs où la modélisation mathé-
matique est pertinente : en ingénierie, en statistiques, en physique, en
économie, en finance, dans les sciences de l’information, pour la si-
mulation numérique et des données. L’objectif de cette partie est de
fournir les fondements de l’analyse convexe, ses implications en géné-
rale et précisément dans l’optimisation en relation avec le calcul sous
différentiel .

3.2 Gradient

Définition 3.1. soit f : Rn → R∪{+∞} une fonction , f est dit différen-
tiable en x si et seulement si :

∃! x∗ ∈ Rn , f(z) = f(x)+ < x∗, z − x > +o(‖z − x‖)

en d’autres termes :

lim
z→x

f(z)− f(x)− < x∗, z − x >
‖z − x‖

= 0

si x∗ existe , on l’appelle le gradient de f en x et on le note Of(x) .

Théorème 3.1. Caractérisation différentielle de la convexité :
soit f : Rn → R un fonction différentiable . les propositions suivantes
sont équivalentes :

(a) f est convexe
(b) Ses hyperplans tangents sont des minorants :

∀(x, y) ∈ Rn × Rn, f(y) � f(x)+ < Of(x), y − x >
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(c) Le gradient de f est un opérateur monotone :

∀(x, y) ∈ Rn × Rn, < Of(y)− Of(x), y − x >� 0

Note : un opérateur F : Rn → Rn est dit monotone si :

∀(x, y) ∈ Rn × Rn, < OF (y)− OF (x), y − x >� 0

cette notion généralise la notion du gradient des fonctions convexes.
elle apparait abondamment dans les E.D.P .

Figure 3.1. Hyperplans tangents d’une fonction convexe (2D) et d’une
fonction concave (3D). Notez que l’hyperplan tangent est un minorant
pour la fonction convexe et un majorant pour la fonction concave.

Preuve. commençons par la première équivalence (a)⇔ (b) : on montre
d’abord que (a)⇒ (b) :
soit α ∈ [0, 1] et (x, y) ∈ Rn × Rn on a :

lim
α→0+

f(x+ α(y − x))− f(x)

α
=< Of(x), y − x).

par définitions de la dérivée directionnelle .
et par convexité de f , on a de plus :

f(x+ α(y − x)) = f(αy + (1− α)x) � αf(y) + (1− α)f(x)

donc
f(x+ α(y − x))− f(x)

α
� f(y)− f(x) (α � 0)
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en passant a la limite quand α→ 0+ , on obtient l’inégalité annoncée .
Montrons maintenant (b)⇒ (a)

soient (x, y) ∈ Rn × Rn et z = αx+ (1− α)y.on peut écrire :

f(x) � f(z)+ < Of(z), x− z >
f(y) � f(z)+ < Of(z), y − z >

soit encore :

f(x) � f(αx+ (1− α)y)+ < Of(z), (1− α)(x− y) >

f(y) � f(αx+ (1− α)y)+ < Of(z), α(y − x) >

En multipliant la première inégalité par α, la seconde par (1 − α)

puis en additionnant les deux, on obtient l’inégalité de convexité.

3.3 Sous-gradient et sous différentiel

Définition 3.2. Soit f une fonction convexe. Un vecteur η ∈ Rnest ap-
pelé sous-gradient de f au point x0 ∈ dom(f) si :

∀x ∈ dom(f) f(x)− f(x0) � < η, x− x0 >

L’ensemble de tous les sous-gradients en x0 est appelé sous-différentiel
de f. Il est noté ∂f(x0).

Interprétation géométrique

L’interprétation géométrique du sous-différentiel est la suivante. Il
est formé par toutes les directions des hyperplans qui passent par le
point (x, f(x)) et restent "sous" le graphe de la fonction f. Ces hyper-
plans sont appelés hyperplans support ou hyperplans d’appui au graphe
de f en x.

Exemple 3.3.1. soit f : x ∈ R → |x|. Calculons les sous-gradients de f
en tout point x de R .
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Analytiquement

on a : pour x = 0

η ∈ ∂f(0)⇔ f(x)− f(0) �< η, x− 0 > ∀x ∈ R
⇔ |x| � η.x

⇔
{

x � η.x si x � 0 ou

−x � η.x si x ≺ 0

⇔ η � 1 ou η � −1

ce qui donne en fin l’intervalle ∂f(0) = [−1, 1] .

Géométriquement

Dans R2, les hyperplans d’appui sont des droites et les sous-gradients
associés leurs coefficients directeurs.

∂f(x) =


{−1} si x ≺ 0

{+1} si x � 0

[−1, 1] si x = 0

Lemme 3.1. Soit f une fonction convexe le sous différentiel de f en x0

noté :

∂f(x0) = {η ∈ Rn,∀x ∈ dom(f) f(x)− f(x0) � < η, x− x0 >}

est un ensemble convexe fermé.
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Preuve. soient g1 et g2 deux éléments de ∂f(x0)

on a ∀x ∈ Rn :
f(x)− f(x0) � < g1, x− x0 >

f(x)− f(x0) � < g2, x− x0 >

soit α ∈ [0, 1] ,en multipliant la première inégalité par α et la deuxième
par (1− α) et en sommant , on voit que αg1 + (1− α)g2 ∈ ∂f(x0) .

3.4 Opération sur les fonctions convexes

Définition 3.3. Une fonction convexe est dite fermée ou semi-continue
inférieurement (s.c.i.) si son épigraphe est une ensemble fermé.
en d’autres terme :
on dit que f est semi continu en x0 si :

∀ε � 0,∃η � 0,∀x ∈ Rn tel que ‖x− x0‖ ≺ η ⇒ f(x)− f(x0) ≺ ε

Soient f1etf2 deux fonctions convexes s.c.i. et β � 0. Les fonctions
suivantes sont convexes s.c.i. :

1 f = βf1.

2 f = (f1 + f2) avec dom(f) = dom(f1) ∩ dom(f2.)
3 f = max{f1, f2} avec dom(f) = dom(f1) ∩ dom(f2).

Théorème 3.2. Soit φ, une fonction convexe s.c.i sur Rm

Soit A : Rn → Rm un opérateur linéaire et b ∈ Rm. Alors la fonction
x→ f(x) = φ(Ax+ b) est convexe s.c.i. et
dom(f) = {x ∈ Rn, Ax+ b ∈ dom(φ)}.

Preuve. Soient (x1, x2) ∈ dom(f)× dom(f),
Alors pour tout α ∈ [0, 1] :

f(αx1 + (1− α)x2) = φ(A(αx1 + (1− α)x2) + b)

= φ(α(Ax1 + b) + (1− α)(Ax2 + b)) (1 = α + 1− α)

� αφ(Ax1 + b) + (1− α)φ(Ax2 + b) (φ est convexe)

� αf(x1) + (1− α)f(x2)

15



La fermeture de l’épigraphe est due à la continuité de l’opérateur affine
x→ Ax+ b.

Théorème 3.3. Soit f une fonction convexe s.c.i. et x0 ∈ int(dom(f)).
Alors ∂f(x0) est une ensemble non vide, convexe, borné.

Preuve. Notons d’abord que le point (f(x0), x0) appartient à la fron-
tière de epi(f). D’après le théorème de séparation de Hahn-Banach, il
existe donc un hyperplan d’appui à epi(f) au point (f(x0), x0) :

−ατ+ < d, x >� −αf(x0)+ < d, x0 > (1)

pour tout (τ, x) ∈ epi(f). On peut choisir

‖d‖2
2 + α2 = 1 (2)

Puisque pour tout τ � f(x0) le point (τ, x0) appartient à epi(f), on conclut
que α � 0.

D’après le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soit f une fonction convexe et x0 ∈ int(dom(f)). Alors f est
majorée localement en x0.

il existe donc ε � 0 et M � 0 tels que B2(x0, ε) ⊂ dom(f) et

f(x)− f(x0) � M‖x− x0‖

pour tout x ∈ B2(x0, ε). Ainsi, d’après (1), pour tout x dans cette boule
on a

< d, x− x0 > � α(f(x)− f(x0))

� αM‖x− x0‖2

En choisissant x = x0 + εd on obtient ‖d‖2
2 � Mα‖d‖2 . En utilisant la

condition de normalisation (2), on obtient

α � 1√
1 +M2

Ainsi, en choisissant g = d/α on obtient pour tout x ∈ dom(f)

f(x) � f(x0)+ < g, x− x0 >
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Finalement, si g ∈ ∂f(x0) et g 6= 0, alors en choisissant x = x0 + g/‖g‖2

on obtient

ε‖g‖2 =< g, x− x0 >� f(x)− f(x0) �M‖x− x0‖2 = Mε

Ainsi ∂f(x0) est borné .

Remarque 3.1. Le sous-différentiel peut ne pas exister sur le bord du
domaine. Par exemple la fonction f(x) = −

√
x sur R+ est convexe et

fermée, mais le sous-différentiel n’existe pas en 0 car lim
x→0+

f ′(x) = −∞.

Théorème 3.4. soit f une fonction convexe et x0 ∈ int(dom(f)). alors f
est continue et localement Lipschitz en x0.

Preuve. D’après le lemme (3.2) ,

∃M ≺ +∞ et ε � 0 tels que f(x) �M, ∀x ∈ B2(x0, ε)

soit y ∈ B2(x0, ε) et z ∈ ∂B2(x0, ε) un point de la frontière tel que :

z = x0 +
1

α
(y − x0) avec α =

1

ε
‖y − x0‖2

par construction α � 1 et y = αz + (1− α)x0

par convexité de f on a donc :

f(y) � (1− α)f(x0) + αf(z)

� f(x0) + α(M − f(x0))

= f(x0) +
M − f(x0)

ε
‖yα − x0‖2

on a donc ∀y ∈ B2(x0, ε) :

|f(y)− f(x0)| � M − f(x0)

ε
‖yα − x0‖2

3.5 Application à l’optimisation

Le sous-différentiel est central car il permet notamment de caracté-
riser les minimiseurs d’une fonction. On considère le problème suivant :

Trouvrer x∗ tel que f(x∗) = min
x∈<n

f(x)

ou f est une fonction convexe s.c.i .
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Théorème 3.5. x∗ est solution du problème ci-dessus si et seulement
si 0 ∈ ∂f(x∗).

Preuve. si 0 ∈ ∂f(x∗), Alors :

f(x) � f(x∗)+ < 0, x− x∗ > ∀x ∈ dom(f)

� f(x∗) ∀x ∈ dom(f).

Réciproquent, si :
f(x) � f(x∗) ∀x ∈ dom(f)

alors : 0 ∈ ∂f(x∗) par définition du sous différentiel .

3.6 Règle de calcul du sous différentiel

Lemme 3.3. soit f une fonction convexe s.c.i différentiable sur son do-
maine, alors :

∀x ∈ int(dom(f)) ∂f(x) = {Of(x)}

Lemme 3.4. soit f une fonction convexe s.c.i , avec dom(f) ⊆ Rn, soit
A : Rn → Rm un opérateur linéaire et b ∈ Rm ,la fonction x → φ(x) =

f(Ax+ b) est convexe s.c.i et ∀x ∈ int(dom(f)) on a :

∂φ(x) = AT∂f(Ax+ b)

Lemme 3.5. soit f(x) = α1f1(x)+α2f2(x) ou f1 et f2 sont deux fonctions
convexes s.c.i sur Rn et (α1, α2) ∈ R+ × R+ alors :

∂f(x) = {η ∈ Rn,∃(x1, x2) ∈ ∂f1(x)× ∂f2(x) et η = x1 + x2}

Lemme 3.6. soit f : Rn → R ∪ {+∞} une fonction convexe fermé , et
g : R ∪ {+∞} → R ∪ {+∞} une fonction convexe croissante , notons
h = gof , alors ∀x ∈ int(dom(f))on a : ,

∂h(x) = {η1η2, η1 ∈ ∂g(f(x)), η2 ∈ ∂f(x)}

Lemme 3.7. soit (fi)i=1,...,m un ensemble de fonction convexes s.c.i ,
alors la fonction :

f(x) = max
i=1,...,m

fi(x)

et aussi convexe s.c.i de dom(f) = ∩mi=1dom(fi) et ∀x ∈ int(dom(f)) on
a :

∂f(x) = conv(∂fi(x), i ∈ I(x))

où I(x) = {i ∈ {1, ...,m} fi(x) = f(x)}
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3.7 Transformé de Fenchel ou conjugué convexe

La fonction conjuguée, aussi appelée transformée de Fenchel ou
transformée de Legendre- Fenchel est utilisée pour :

– convexifier une fonction (en calculant la bi-conjuguée, i.e. la conju-
guée de la conjuguée).

– calculer le sous-différentiel d’une fonction convexe.
– calculer des problèmes dits “duaux”, en optimisation. Ces pro-

blèmes apportent souvent beaucoup d’information sur les problème
“primaux”, i.e. ceux que l’on souhaite résoudre.

– passer de la mécanique lagrangienne à la mécanique hamiltonienne,...

Elle a été introduite par Mandelbrojt en 1939 puis précisée et améliorée
par Fenchel en 1949. Cette transformée généralise la transformation de
Legendre (1787).

Définition 3.4. Conjugué convexe :
soit f : Rn → R ∪ {+∞} une fonction , sa conjuguée est définie par

f ∗(s) = sup
x∈Rn

< s, x > −f(x)

L’application f → f ∗ est appelée transformation de Lengendre-Fenchel.
La fonction f ∗ est appelée conjuguée convexe, transformée de Fenchel
ou transformée de Legendre- Fenchel de f.

La motivation pour introduire cette transformation est la suivante.
On peut définir la convexifiée fermée d’une fonction comme l’enveloppe
supérieure de toutes les minorantes affines de f. Parmi toutes les mino-
rantes affines x →< s, x > +α, on ne peut garder que celle qui est la
plus haute, c’est-à-dire qui a le plus grand α. Il faut donc déterminer le
plus grand α tel que x ∈ <n :

< s, x > +α � f(x).

La plus petite valeur de −α est donnée par :

f ∗(s) = sup
x∈Rn

< s, x > −f(x)

Proposition 3.1. Pour toute fonction f, f ∗ est convexe, fermée.

Proposition 3.2. Pour tout (x, s) ∈ Rn × Rn f(x) + f ∗(x) �< x, s >

preuve. évidente d’après la définition.
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Chapitre 3

4 Le sous-différentiel au sens de Clarke

4.1 Introduction

Le sous-différentiel de Clarke, dont il est principalement question
ci-dessous, est une notion décrivant le comportement local d’une fonc-
tion en un point. Si la fonction est dérivable en ce point (il faut un
peu plus que cela en réalité), ce sous-différentiel se confond avec la
dérivée. Sinon c’est un ensemble d’approximations linéaires censées
décrire toutes les possibilités de variation infinitésimale de la fonction.
Ce sous différentiel est donc sujet à des variations brusques qui appa-
raissent lorsqu’on quitte un point de non-différentiabilité.

4.2 Définitions et propriétés basiques

Nous dénotons par B(x, r) la boule ouverte de centre x ∈ Rn et de
rayon r � 0, définie par

B(x, r) ≡ {y ∈ Rn tel que ‖y − x‖ ≺ r}

Commençons par la définition des fonctions Lipschitziennes.

On note par X un espace de Banach , on dit qu’une fonction f : X →
R est localement lipschitzienne de rang k, au voisinage de x si :

∀ε � 0,∀(y, z) ∈ B(x, ε) |f(y)− f(z)| � k‖y − z‖

Une fonction localement Lipschitzienne en x présente, ainsi, un taux
d’accroissement qui est borné dans un voisinage de x. D’autre part,
une fonction localement Lipschitzienne en x n’est pas forcement diffé-
rentiable en x.

4.3 La dérivée directionnelle généralisée

contrairement au cas convexe, l’hypothèse que la fonction f : Rn →
R est localement Lipschitzienne en x ∈ Rn n’est pas suffisante pour
l’existence des dérivées directionnelles de f. C’est pourquoi on doit gé-
néraliser le concept de dérivée directionnelle.
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Définition 4.1. la dérivée directionnelle généralisée d’une fonction f
au point x à la direction v noté f ◦(x; v) est définie par :

f ◦(x; v) = limsup
y−→x

t↓0

f(y + tv)− f(y)

t

On peut, ainsi, définir un sous-différentiel pour les fonctions locale-
ment Lipschitziennes d’une façon analogue au cas convexe :

Définition 4.2. Pour une fonction f : Rn → R localement Lipschit-
zienne en x ∈ Rn, le sous-différentiel de Clarke de f en x, noté ∂cf(x),
est l’ensemble non vide, compact et convexe de Rn dont la fonction sup-
port est :
d ∈ Rn → f ◦(x; d), c’est-à-dire :

∂cf(x) ≡ {s ∈ Rn, f ◦(x; d) �< s, d > pour tout d ∈ Rn}

Les dérivées directionnelles généralisées peuvent être déterminées aussi
à partir de ∂cf(x) pour toute direction d ∈ Rn :

f ◦(x; d) = max{< s, d > : s ∈ ∂cf(x)}

Les éléments de ∂cf(x) sont appelés sous-gradients de Clarke (ou
gradients généralisés) de f en x.

4.4 Sous-différentiel de Clarke :Propriétés

Le sous-différentiel de Clarke généralise les notions de sous-différentiel
d’une fonction convexe et de gradient d’une fonction différentiable :

Proposition 4.1.
1. Si une fonction f est convexe, on a f ◦(x; d) = f ′(x, d) pour tout
d ∈ Rn, et ainsi ∂f(x) = ∂cf(x)

2. Si une fonction f localement Lipschitzienne en x ∈ Rn est diffé-
rentiable en x, alors on a f ′(x, d) =< ∇f(x), d >� f ◦(x; d) pour tout
d ∈ Rn, et donc ∇f(x) ∈ ∂cf(x)

3. Si une fonction f est continûment différentiable en x , on a l’éga-
lité < ∇f(x), d >= f ◦(x; d) pour tout d ∈ Rn,de sorte que :
∂cf(x) = {∇f(x)}
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toutes ces règles précédentes sont résumées dans un théorème très
important :

Théorème 4.1. si f est une fonction continument différentiable au voi-
sinage de x on a : ∂cf(x) = {f ′(x)} et si f est une fonction convexe s.c.i
avec x ∈ int(dom(f)) alors :

∂cf(x) = ∂f(x)

Proposition 4.2. soient x un élément de X,et k un élément de R on :
a- la fonction v → f ◦(x; v) est fini , positive homogène et sous addi-

tive sur X, elle satisfait :

|f ◦(x; v)| � k‖v‖ v ∈ X

b- pour tout v ∈ X, la fonction (u;w)→ f ◦(u;w) est semi continu su-
périeurement à (x ;v),et la fonction w → f ◦(x;w) est k-lipschitzienne
sur X

c- on a f ◦(x;−v) = (−f)◦(x; v); pour tout v ∈ X

Preuve. compte tenu de l’état Lipschitz , la valeur absolu de la dif-
férence dans la définition de quotient f ◦(x; v) est borné par k‖v‖ pour
tout y suffisamment proche de x et t suffisamment près de 0 , il s’ensuit
que |f ◦(x; v)| admet la même limite supérieure donc le fait que :

f ◦(x;λv) = λf ◦(x; v) pour tout λ � 0

est immédiate , passons maintenant a la sous additivité on a :

f ◦(x;w + v) = limsup
y−→x

t↓0

f(y + tv + tw)− f(y)

t

� limsup
y−→x

t↓0

f(y + tv + tw)− f(y + tw)

t
+ limsup

y−→x
t↓0

f(y + tw)− f(y)

t

la première limite supérieure dans cette expression est f ◦(x; v) , étant
donné que le terme y + tw représente en fait seulement une variable
muette convergeant vers x , on conclut que :

f ◦(x; v + w) � f ◦(x; v) + f ◦(x;w)
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ce qui établit (a) ,
maintenant , soient (xi)i∈N et (vi)i∈N deux suites convergents respecti-
vement vers x et v , par définition on a :

∀i ∈ N,∃yi ∈ X tel que ti � 0 ‖yi − xi‖+ ti ≺
1

i

et

f ◦(xi; vi)−
1

i
� f(yi + tivi)− f(yi)

ti

=
f(yi + tiv)− f(yi)

ti
+
f(yi + tivi)− f(yi + tiv)

ti

tenant compte de l’état lipschitzienne , on voit bien que le dernier terme
est majoré par k‖vi − v‖ ,en prenant la limite supérieure avec i → ∞ ,
on aura :

limsup
i−→+∞

f ◦(xi; vi) � f ◦(x; v)

ce qui établit les semi-continuité dans (b).
soient x, v ∈ X , tenant compte de l’état lipschitzienne on a :

f(y + tv)− f(y) � f(y + tw)− f(y) + k‖v − w‖t

pour tout y près de x et pour tout t � 0 et en divisant par t ,on prend les
limits supérieurs pour y →→ x et t→ 0 on trouve que :

f ◦(x; v) � f ◦(x;w) + k‖v − w‖

puisque c’est également si on commute v et w on affirme (b) . pour
démontrez (c) on calcule :

f ◦(x;−v) = limsup
y−→x

t↓0

f(y − tv)− f(y)

t

= limsup
u−→x

t↓0

(−f)(u+ tv)− (−f)(u)

t
pour u = y − tv

= (−f)◦(x; v)

ce qui termine la preuve.

Proposition 4.3. soit f une fonction k-lipschitzienne au voisinage de x
on a :

∂cf(x) ⊂ B(0, k)
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Preuve. d’apres la proposition (4.2),et la définition du gradient gé-
néralisé on a :

< η, v >� f ◦(η; v) � k‖v‖ pour tout η ∈ Rn

donc , on aura :
< η, v >� k‖v‖ ∀v ∈ X

ainsi ∂cf(x) ⊂ B(0, k)

Exemple 4.4.1. soit f(x) = ‖x‖ une fonction lipschitzienne de rang
k=1 , d’après la proposition(4.2) on a :

f ◦(0; v) � ‖v‖ ∀v ∈ X

or on a : f ′(0; v) = ‖v‖ d’après la dérivée directionnelle usuelle.
et on an aussi :

f ◦(0; v) � f ′(0; v) ∀v ∈ X

ce qui donne :
f ′(0; v) � f ◦(0; v) � ‖v‖

maintenant d’après la définition du sous différentiel généralisé de Clarke
on a : η ∈ ∂cf(0) si et seulement si :

f ◦(0; v) = ‖v‖ �< η, v > ∀v ∈ X

on conclut donc que :
∂cf(0) = B(0, 1)

Remarque 4.1. Rarement qu’on calcul les dérivés à partir des diffé-
rences de quotients , donc le calcul des gradients généralisés va être
effectué à l’aide des règles de calcul .

4.5 Règles de calcul du sous-différentiel de Clarke

En général, les règles de calcul du sous-différentiel de Clarke ne
comprennent que des inclusions. On peut, toutefois, obtenir des égali-
tés sous une condition suffisante plus forte que la continuité Lipschit-
zienne locale :

Proposition 4.4. pour tout λ ∈ R on a :

∂c(λf)(x) = λ∂cf(x)
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Preuve. notons que (λf) est lipschitzienne au voisinage de x :
pour λ � 0 on a :

(λf)◦(x; .) = λf ◦(x; .) (d′apres la definition)

pour le cas négatif , il suffit de prendre λ = −1 on aura :

η ∈ ∂c(−f)(x)⇔ (−f)◦(x; v) �< η, v > ∀v ∈ X
⇔ f ◦(x;−v) �< η, v > ∀v ∈ X
⇔ −η ∈ ∂cf(x)

afin de continuer les règles de calcul du gradient généralisé , on va in-
troduire chaque fois des propriétés fonctionnelles dont on aura besoin :

Définition 4.3. Une fonction f : Rn → R localement Lipschitzienne
est dite régulière si la dérivée directionnelle f ′(x, d) existe pour tout
x, d ∈ Rn et si,de plus,on a f ′(x, d) = f ◦(x, d) .

Théorème 4.2. soient f et g deux fonctions lipschitziennes au voisinage
de x on a :

∂c(f + g)(x) ⊂ ∂cf(x) + ∂cg(x)

on aura l’égalité dans le cas ou f et g sont deux fonctions régulières en
x .

Preuve. on :

(f + g)◦(x; v) � f ◦(x; v) + g◦(x; v) ∀v ∈ X

d’après la définition de la dérivé directionnel généralisé on :

limsup
y−→x

t↓0

(f + g)(y + tv)− (f + g)(y)

t
� limsup

y−→x
t↓0

f(y + tv)− f(y)

t
+ limsup

y−→x
t↓0

g(y + tv)− g(y)

t

� f ◦(x; v) + g◦(x; v)

lorsque f et g sont deux fonctions régulières en x , l’inégalité devient
une égalité car on a :

f ◦(x; v) + g◦(x; v) = f ′(x; v) + g′(x; v) = (f + g)′(x; v) � (f + g)◦(x; v)

ainsi on aura :
(f + g)◦(x; v) = f ◦(x; v) + g◦(x; v)
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Exemple 4.5.1. un simple exemple pour le cas de l’inclusion stricte
soient f(x) = ‖x‖ et g(x) = −‖x‖ on a :

{0} = ∂c(f + g)(0) ⊂
6=
∂cf(0) + ∂cg(0) = 2B(0, 1)

Proposition 4.5. soient (fi)i∈{1,2,...,n} des fonctions lipschitziennes au
voisinage de x et λi des scalaires pour tout i ∈ {1, 2, ..., n} on pose
f :=

∑n
i=1 fiλi qui est lipschitzienne au voisinage de x , alors on a :

∂c(
n∑
i=1

fiλi)(x) ⊂
n∑
i=1

λi∂c(fi)(x)

Proposition 4.6. soit f une fonction lipschitzienne au voisinage de x et
g une fonction continument différentiable au voisinage de x on a :

∂c(f + g)(x) = ∂cf(x) + {g′(x)}
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5 Conclusion :

Dans ce travail on a défini les notions du sous différentiel
au sens de l’analyse convexe et le sous différentiel au sens de
Clarke, et leurs applications à l’optimisation, ainsi que les diffé-
rentes propriétés et règles de calcul.
il y a d’autres classes de fonction auxquelles on peut définir le
sous différentiel avec un nouveau titre de propriété et règles de
calcul
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