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Introduction

La théorie des dérivations date de l'époque de Newton et Leibnitz (17ème siècle).
Récemment, un grand intérêt a été accordé à l'étude des dérivations en algèbre. Cela
est justi�é par leurs applications dans plusieurs domaines scienti�ques à savoir la
physique quantique et les nouvelles technologies de l'information (cryptographie, co-
dage,. . . ). Par ailleurs, l'introduction des dérivations en algèbre non commutative est
récente. Ainsi, cette théorie �gure dans l'inventaire des outils utilisées dans l'étude
de la théorie des corps et des algèbres di�érentielles.

Dans les années cinquante, la notion de la dérivation a connu un nouveau es-
sor considérable surtout après le travail de Posner [33] où il a prouvé que, sur un
anneau premier sans 2-torsion, si la compositions de deux dérivations est une déri-
vation, alors l'une d'entre elles est nulle. Ce résultat, connu par le premier théorème
de Posner, est développé et généralisé aux di�érents contextes. Dans le même article
[33], Posner a prouvé que l'existence d'une dérivation centralisante non nulle sur un
anneau premier R force l'anneau à être commutatif. Ce résultat, connu par le second
théorème de Posner, a attiré l'attention de plusieurs chercheurs qui se sont intéressés
à l'étendre de di�érente contextes. Par exemple, dans [2], Awtar a étendu le second
théorème de Posner au cas des dérivations centralisantes sur des idéaux de Jordan
non nuls ou des idéaux de Lie non nuls stable par le carré. Ainsi, dans [31], Oukh-
tite a étendu le second théorème de Posner au contexte des anneaux avec involution.

Ce mémoire regroupe quatre chapitres couvrant quatre articles [10, 11, 12, 39]
et une partie d'un livre [14]. Il incarne la notion du centroïde étendu d'un anneau
premier et certaines applications à la théorie des dérivations et des applications ad-
ditives. Ainsi, ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré à des dé�nitions préliminaires et des rappels
concernant des propriétés essentielles à propos des dérivations et des applications
additives particulières.

Dans le deuxième chapitre nous étudions en détail la notion des anneaux quo-
tients, à savoir anneaux centraux des quotients, anneaux classiques des fractions
et anneaux des quotients de Martindale. Ainsi, nous construisons pour un anneau
premier R son centroïde étendu qui est un corps contenant le centre de R.
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Dans le troisième chapitre nous étudions la structure des applications centrali-
santes dans les anneaux premiers, ce qui permet décrire la forme attendue d'une
application commutante sur un anneau premier [11, Thm. A]. Ainsi, la notion de
dérivation joue également un rôle important dans ce chapitre. Pour cela nous ini-
tions l'étude d'un contexte plus général. Plus exactement, la condition où l'anneau
devient commutatif [11, Thm. B].

Dans la première partie du quatrième chapitre nous considérons une condition
impliquant les commutateurs (comme c'est le cas avec les applications commu-
tantes), nous pouvons l'exprimer par des dérivations (intérieures). C'est-à-dire dans
un anneau non-commutatif toute bidérivation est une bidérivation intérieure. Dans
la deuxième partie nous présentons la forme des traces commutantes et des dériva-
tions de Lie satisfaisant certaines propriétés sur les anneaux premiers.

Dans le cinquième chapitre nous examinons les identités satisfaites par les ap-
plications centralisatrices dans les anneaux semi-premiers. Plus précisément, nous
étudions les cas particuliers des applications centralisatrices (i.e., les applications
centralisatrices à gauche) introduites par Vukman dans [39].
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Chapitre 1

Notions de bases

1.1 Anneaux premiers et semi-premiers

Tout au long de ce chapitre, R représentera un anneau associatif non nécessai-
rement commutatif et Z son centre.

Dé�nition 1.1.1. Un anneau R est dit sans n-torsion, où n ∈ N∗, si na = 0, avec
a ∈ R, alors a = 0.

Dé�nition 1.1.2. Soit R un anneau. Un idéal à gauche I (resp. à droite) de R est
un sous-groupe additif tel que pour tout a ∈ R et tout x ∈ I , on ait ax ∈ I (resp.
xa ∈ I ). Un idéal bilatère de R est une partie de R qui est à la fois un idéal à
gauche et à droite.

Dé�nition 1.1.3. Soit K un anneau commutatif.
Une algèbre sur K (ou K-algèbre) est un anneau (R,+, ·) muni d'une application
externe × : K ×R→ R telle que :

(1) (R,+,×) est un K-module.

(2) ∀a, b ∈ R, ∀α ∈ K, α× (a · b) = (α× a) · b = a · (α× b).

Exemples.

1) Soit n ≥ 1. L'ensembleMn(K) des matrices carrées sur K est une K-algèbre.
On voit queMn(K) est commutative si, et seulement si, n = 1. En particulier,
K est une K-algèbre commutative.

2) SoitM unK-module. Alors l'ensemble EndK(M) des applicationsK-linéaires
de M dans M est une K-algèbre.

Dé�nition 1.1.4. Soit R une K-algèbre. Une partie B de R s'appelle sous-algèbre
si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) 1R ∈ B.
(2) B est un sous anneau de (R,+, ·).
(3) B est un sous-module de K-module (R,+,×).
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Exemples.

1) L'ensemble Dn[K] des matrices diagonales d'ordre n sur K est une sous-
algèbre de Mn(K).

2) K1R = {α1r | α ∈ K} est une sous-algèbre de R.

Dé�nition 1.1.5. Soit R un anneau. L'anneau opposé de R, noté R◦, est l'an-
neau constitué des mêmes éléments que R, ayant la même addition que R, et la
multiplication · donnée par

x · y := yx,

où yx est le produit dans R.

Dé�nition 1.1.6. Un anneau R est dit un domaine si pour tout a, b ∈ R, ab = 0
implique a = 0 ou b = 0. En d'autre terme, R est un domaine s'il n'a pas de diviseur
de zéro à gauche ou à droite.

Dé�nition 1.1.7. Un anneau R est dit simple si les seuls idéaux bilatères de R sont
{0} et R.

Exemples.

1) Un corps est un anneau simple.

2) Si E est un espace vectoriel de dimension �nie sur un corps K alors EndK(E)
est simple.

3) Si R est un anneau simple alors Mn(R) est simple.

Dé�nition 1.1.8. Un idéal P de R est dit premier si P ( 6= R) et pour tout x, y ∈ R,
on a :

xRy ⊆ P =⇒ x ∈ P ou y ∈ P.

De plus R est dit premier si l'idéal {0} est premier.

Proposition 1.1.1. Soit R un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) R est premier.

(ii) Pour tout a, b ∈ R, aRb = {0} implique a = 0 ou b = 0.

(iii) Pour tout I et J deux idéaux de R, IJ = {0} implique I = {0} ou J = {0}.

Exemple 1.1.1. Si R est un anneau simple alors Mn(R) est un anneau premier.

Lemme 1.1.1. Un anneau commutatif est premier si et seulement si c'est un do-
maine.

Preuve. Il su�t de voir que ab = 0 implique aRb = 0 si R est commutatif. �

Proposition 1.1.2. Soit R un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) R est semi-premier.

(ii) Pour tout a ∈ R, aRa = {0} implique a = 0.

(iii) R n'a pas d'idéal nilpotent non nul.
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Remarque 1.1.1. Nous remarquons que dans un cas particulier de (ii), nous avons
que chacune des conditions aR = 0 et Ra = 0 implique a = 0 si R est un anneau
semi-prime.

Lemme 1.1.2. Un anneau commutatif est semi-premier si et seulement s'il n'a pas
d'éléments nilpotents non nuls.

Remarque 1.1.2. Soit I un idéal non nul d'un anneau premier R. Si a, b ∈ R sont
tels que aIb = 0, alors aRuRb = 0 pour chaque u ∈ I. En utilisant (ii) dans la
Proposition 1.1.1, il en résulte que a = 0 ou b = 0. Cela montre en particulier qu'un
idéal d'un anneau premier est encore un anneau premier. De même, un idéal d'un
anneau semi-premier est un anneau semi-premier.

Les relations suivantes entre les classes d'anneaux introduites jusqu'à présent
sont évidentes à partir des dé�nitions :

simple

Anneau à division

domaine

premier semi-premier�
��

@
@R

@
@R

�
��

-

Les applications réciproques ne sont pas en général vraies.

1.2 Dérivations et applications centralisantes

Notations. Le commutateur d'éléments a et b dans R est l'élément

[a, b] := ab− ba,

appelé aussi le crochet de Lie. Évidemment, a et b commutent si et seulement si
[a, b] = 0. Nous remarquons également que

[a, bc] = [a, b]c+ b[a, c] et [ab, c] = [a, c]b+ a[b, c].

L'anti-commutateur d'éléments a et b dans R est dé�ni par

a ◦ b := ab+ ba,

appelé aussi le produit de Jordan de a et b.

Dé�nition 1.2.1. Soit R un anneau. Une application additive d : R→ R est appelée
une dérivation si d(xy) = d(x)y + xd(y) pour tout x, y ∈ R.

Exemples.

1) Soit F un corps avec Car(F) = 0. Rappelons que EndF (F [ω]) désigne l'al-
gèbre de tous les opérateurs linéaires de l'espace vectoriel F [ω]. Dé�nissons
D ∈ EndF (F [ω]) par

D(f(ω)) = f ′(ω), où f ′(ω) est la dérivée de f(ω).

L'opérateur di�érentiel D est une dérivation.
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2) Soit a ∈ R un élément �xé. L'application

da : R → R

x 7→ da(x) = [a, x]

est une dérivation de R, appelée la dérivation intérieure de R associée à a.
En e�et, il est clair que da est additive, et on a

da(xy) = [a, xy] = [a, x]y + x[a, y] = da(x)y + xda(y), pour tout x, y ∈ R.

3) Soit R =

{(
a b
0 c

)
| a, b, c ∈ Z2

}
. Alors l'application

d : R −→ R(
a b
0 c

)
7−→

(
0 b
0 0

)
est une dérivation de R.

Proposition 1.2.1. Toute dérivation d d'un anneau R se prolonge en une dérivation
D de l'anneau R×R◦.
Preuve. Soit d : R→ R une dérivation de R.

Considérons l'application

D : R×R◦ −→ R×R◦

(x, y) 7−→ (d(x), d(y)).

Alors nous avons

D((a, b) + (u, v)) = D(a+ u, b+ v)

= (d(a+ u), d(b+ v))

= (d(a) + d(u), d(b) + d(v))

= (d(a), d(b)) + (d(u), d(v))

= D(a, b) + D(u, v).

D((a, b)(u, v)) = D(au, vb)

= (d(au), d(vb))

= (d(a)u+ ad(u), d(v)b+ vd(b))

= (d(a), d(b))(u, v) + (a, b)(d(u), d(v))

= D(a, b)(u, v) + (a, b)D(u, v).

D'où, D est une dérivation.

Remarque 1.2.1. D1(x, y) = (d(x), 0) et D2(x, y) = (0, d(y)) sont également des
dérivations de R×R◦.
Dé�nition 1.2.2. Une application additive F : R → R est une dérivation généra-
lisée s'il existe une dérivation d : R → R telle que F (xy) = F (x)y + xd(y), pour
tout x, y ∈ R. Dans ce cas, on dit que F est une dérivation généralisée associée à la
dérivation d.
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Exemples.

1) Si F = idR alors F est une dérivation généralisée associée à la dérivation nulle.

2) Soit d une dérivation de R alors F = d + idR est une dérivation généralisée
associée à d. En e�et,

F (x+ y) = (d+ idR)(x+ y)

= d(x+ y) + idR(x+ y)

= d(x) + d(y) + idR(x) + idR(y)

= (d+ idR)(x) + (d+ idR)(y)

= F (x) + F (y).

F (xy) = (d+ idR)(xy)

= d(xy) + idR(xy)

= d(x)y + xd(y) + xy

= (d(x) + x)y + xd(y)

= ((d+ idR)(x))y + xd(y)

= F (x)y + xd(y).

3) Soit R =

{(
a 0
b c

)
/ a, b, c ∈ Z

}
. Alors l'application F dé�nie par :

F : R −→ R(
a 0
b c

)
7−→

(
0 0

a+ b 0

)
,

est une dérivation généralisée associée à la dérivation d ainsi dé�nie par :

d : R −→ R(
a 0
b c

)
7−→

(
0 0
b 0

)
.

• Montrons d'abord que d est une dérivation de R :

d

((
a 0
b c

)
+

(
a′ 0
b′ c′

))
= d

((
a+ a′ 0
b+ b′ c+ c′

))
=

(
0 0

b+ b′ 0

)
=

(
0 0
b 0

)
+

(
0 0
b′ 0

)
= d

((
a 0
b c

))
+ d

((
a′ 0
b′ c′

))
.
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d

((
a 0
b c

)
.

(
a′ 0
b′ c′

))
= d

((
aa′ 0

ba′ + cb′ cc′

))
=

(
0 0

ba′ + cb′ 0

)
=

(
0 0
ba′ 0

)
+

(
0 0
cb′ 0

)
=

(
0 0
b 0

)(
a′ 0
b′ c′

)
+

(
a 0
b c

)(
0 0
b′ 0

)
= d

((
a 0
b c

))(
a′ 0
b′ c′

)
+

(
a 0
b c

)
d

((
a′ 0
b′ c′

))
.

D'où, d est une dérivation de R.

• Montrons maintenant que F est une dérivation généralisée associée à d :

F

((
a 0
b c

)
+

(
a′ 0
b′ c′

))
= F

((
a+ a′ 0
b+ b′ c+ c′

))
=

(
0 0

a+ a′ + b+ b′ 0

)
=

(
0 0

a+ b 0

)
+

(
0 0

a′ + b′ 0

)
= F

((
a 0
b c

))
+ F

((
a′ 0
b′ c′

))
.

F

((
a 0
b c

)
.

(
a′ 0
b′ c′

))
= F

((
aa′ 0

ba′ + cb′ cc′

))
=

(
0 0

aa′ + ba′ + cb′ 0

)
=

(
0 0

aa′ + ba′ 0

)
+

(
0 0
cb′ 0

)
=

(
0 0

a+ b 0

)(
a′ 0
b′ c′

)
+

(
a 0
b c

)(
0 0
b′ 0

)
= F

((
a 0
b c

))(
a′ 0
b′ c′

)
+

(
a 0
b c

)
d

((
a′ 0
b′ c′

))
.

D'où, le résultat désiré.

Remarques.

1. Si F = −d + idR alors F est aussi est une dérivation de R associée à la
dérivation −d.

2. Il est facile de voir que si d est une dérivation d'un anneau R, alors elle est une
dérivation généralisée associée à elle même. La réciproque n'est pas toujours
vraie comme montre l'exemple classique suivant :
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Exemple 1.2.1. Soient R un anneau et a, b ∈ R. L'application

Fa,b : R → R

x 7→ Fa,b(x) = ax+ xb

est une dérivation généralisée mais n'est pas une dérivation, appelée la dérivation
intérieure généralisée. En e�et, soient x, y ∈ R, alors nous avons

Fa,b(x+ y) = a(x+ y) + (x+ y)b

= (ax+ xb) + (ay + yb)

= Fa,b(x) + Fa,b(y).

Fa,b(xy) = a(xy) + (xy)b

= (ax)y + (xb)y + x(yb− by)

= Fa,b(x)y + xdb(y),

où, db est la dérivation intérieure associée à b.

Dé�nition 1.2.3. Une application additive d : R→ R est une :

1) dérivation de Jordan si

d(ab+ ba) = d(a)b+ ad(b) + d(b)a+ bd(a) pour tout a, b ∈ R.

2) triple dérivation de Jordan si

d(aba) = d(a)ba+ ad(b)a+ abd(a) pour tout a, b ∈ R.

Dé�nition 1.2.4. Une application additive d : R→ R est une :

1) dérivation de Lie si

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)] pour tout x, y ∈ R.

2) triple dérivation de Lie si

d ([[x, y], z]) = [[d(x), y], z] + [[x, d(y)], z] + [[x, y], d(z)]

pour tout x, y, z ∈ R.

Remarque 1.2.2. Toute dérivation d'un anneau R est une dérivation de Lie (resp.
triple dérivation de Lie). En e�et, soient x, y, z ∈ R, alors nous avons

d([x, y]) = d(xy)− d(yx)

= d(x)y + xd(y)− d(y)x− yd(x)

= [d(x), y] + [x, d(y)].

d([[x, y], z]) = d([x, y]z)− d(z[x, y])

= ([d(x), y] + [x, d(y)]) z + [x, y]d(z)

− d(z)[x, y]− z ([d(x), y] + [x, d(y)])

= [[d(x), y] + [x, d(y)] , z] + [[x, y] , d(z)]

= [[d(x), y], z] + [[x, d(y)], z] + [[x, y], d(z)] .
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Dé�nition 1.2.5. Un sous-groupe additif L d'un anneau R tel que [x, y] ∈ L pour
tout x, y ∈ L est appelé un sous-anneau de Lie de R.
De façon analogue, un sous-groupe additif J d'un anneau R tel que x ◦ y ∈ J pour
tout x, y ∈ J est appelé un sous-anneau de Jordan de R.

Dé�nition 1.2.6. Une application biadditive B : R × R → R est appelée une
bidérivation de R si elle est une dérivation dans chaque argument, c'est-à-dire pour
chaque y ∈ R les applications x 7→ B(x, y) et x 7→ B(y, x) son des dérivations.

Exemple 1.2.2. Il est clair que pour chaque λ ∈ Z, l'application (x, y) 7→ λ[x, y]
est une bidérivation appelée bidérivation intérieure.

Remarque 1.2.3. Il est facile de construire une bidérivation non intérieure dans
les anneaux commutatifs. A titre d'exemple, si d est une dérivation non nulle d'un
domaine commutatif R, alors B : (x, y) 7→ d(x)d(y) est un tel exemple. En e�et,
soient x, x′ ∈ R, alors on a :

B(x+ x′, y) = d(x+ x′)d(y) = d(x)d(y) + d(x′)d(y) = B(x, y) +B(x′, y).

B(xx′, y) = d(xx′)d(y) = d(x)d(y)x′ + xd(x′)d(y) = B(x, y)x′ + xB(x′, y).

Ainsi, d'une manière symétrique on trouve que B est une dérivation dans le deuxième
argument. Par conséquent, B est une bidérivation de R.

Dans les anneaux non-commutatifs, cependant il arrive assez souvent que toutes
les bidérivations sont intérieures.

Dé�nition 1.2.7. Une application B(., .) : R × R → R est dite symétrique si
B(x, y) = B(y, x) est valable pour tout x, y ∈ R.

Dé�nition 1.2.8. Une application q : R → R est dite la trace d'une application
biadditive s'il existe une application biadditive B : R×R→ R telle que

q(x) = B(x, x) pour tout x ∈ R.

Remarque 1.2.4. Il est évident que si B est une application symétrique alors la
trace q de B satisfaite la relation

q(x+ y) = q(x) + q(y) + 2B(x, y) pour tout x, y ∈ R.

Dé�nition 1.2.9. Une application additive T : R → R est dite centralisatrice à
gauche (resp. à droite) si T (xy) = T (x)y (resp. T (xy) = xT (y)) est satisfaite pour
tout x, y ∈ R.
De plus, si T est centralisatrice à gauche et à droite on dit que T est centralisatrice.

Exemples.

1) Pour tout a élément �xé dans R. L'application La(x) = ax (resp. Rb(x) = xb)
est centralisatrice à gauche (resp. à droite).

2) Si F est une dérivation généralisée associée à la dérivation nulle alors F (xy) =
F (x)y pour tout x, y‘ ∈ R. Donc F est une application centralisatrice à
gauche.
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3) On considère R =

{(
a 0
b c

)
| a, b, c ∈ Z

}
. Alors l'application additive T

dé�nie par :

T : R −→ R(
a 0
b c

)
7−→

(
a 0
0 0

)

est centralisatrice à gauche sur R. En e�et,

T

((
a 0
b c

)
.

(
a′ 0
b′ c′

))
= T

((
aa′ 0

ba′ + cb′ cc′

))
=

(
aa′ 0
0 0

)
=

(
a 0
0 0

)(
a′ 0
b′ c′

)
= T

((
a 0
b c

))(
a′ 0
b′ c′

)
.

D'où, le résultat désiré.

Dé�nition 1.2.10. Une application additive T : R → R est Jordan centralisatrice
à gauche (resp. à droite) si T (x2) = T (x)x (resp. T (x2) = xT (x)) est satisfaite pour
tout x ∈ R.

En 1957 E. G. Posner a introduit une nouvelle classe d'applications appelées
"applications centralisantes" comme suit.

Dé�nition 1.2.11. Une application f : R → R est dite centralisante (resp. anti-
centralisante) sur un sous-ensemble S de R si [f(x), x] ∈ Z (resp. f(x) ◦ x ∈ Z)
pour tout x ∈ S. Dans le cas où, [f(x), x] = 0 pour tout x ∈ S, on dit que f est
commutante sur S.

Exemple 1.2.3. Soient A un anneau premier non-commutatif et R = M2(A).

On note par S =

{(
a 0
0 b

)
/ a, b ∈ A

}
le sous-anneau de R. L'application f dé�nie

par :

f : R −→ R(
a b
c d

)
7−→

(
0 −b
c 0

)

est une dérivation de R commutante sur S.
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• Montrons d'abord que f est une dérivation de R :

f

((
a b
c d

)
+

(
a′ b′

c′ d′

))
= f

((
a+ a′ b+ b′

c+ c′ d+ d′

))
=

(
0 −b− b′

c+ c′ 0

)
=

(
0 −b
c 0

)
+

(
0 −b′
c′ 0

)
= f

((
a b
c d

))
+ f

((
a′ b′

c′ d′

))
.

f

((
a b
c d

)
.

(
a′ b′

c′ d′

))
= f

((
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

))
=

(
0 −ab′ − bd′

ca′ + dc′ 0

)
=

(
−bc′ −bd′
ca′ cb′

)
+

(
bc′ −ab′
dc′ −cb′

)
=

(
0 −b
c 0

)(
a′ b′

c′ d′

)
+

(
a b
c d

)(
0 −b′
c′ 0

)
= f

((
a b
c d

))(
a′ b′

c′ d′

)
+

(
a b
c d

)
f

((
a′ b′

c′ d′

))
.

D'où, f est une dérivation de R.

• Montrons que f est commutante sur S :

Soit X =

(
a 0
0 b

)
∈ S. Alors on a :

[f(X), X] = f(X)X −Xf(X)

= f

((
a 0
0 b

))(
a 0
0 b

)
−
(
a 0
0 b

)
f

((
a 0
0 b

))
=

(
0 0
0 0

)(
a 0
0 b

)
−
(
a 0
0 b

)(
0 0
0 0

)
= 0R.

D'où, le résultat souhaité.

Remarque 1.2.5. Si f : R → R est une application additive commutante sur R
alors l'application ∆ : (x, y) 7→ [f(x), y] est une bidérivation de R. Plus précisément,
est une dérivation intérieure dans chaque argument. En e�et, il est clair que ∆ est
une application additive. Ainsi, par hypothèse nous avons

[f(x), x] = 0 pour tout x ∈ R. (1.1)
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Ainsi, la linéarisation de la relation (1.1) donne immédiatement que

[f(x), x] + [f(x), y] + [f(y), x] + [f(y), y] = 0 pour tout x, y ∈ R.

En utilisant à nouveau la relation (1.1), nous voyons que

[f(x), y] = [x, f(y)] pour tout x, y ∈ R.

Par suite, à partir de cette dernière relation nous voyons que ∆ est une bidérivation
de R.
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Chapitre 2

Anneaux quotients et centroïde

étendu

M. Brešar, Introduction to Noncommutative Algebra, University of Ljubljana and
Maribor Slovenia, March 2014.

2.1 Introduction

En théorie des anneaux, un domaine commutatif peut être s'injecter dans un
corps, son corps des fractions. De manière habituelle on apprend généralement ce
fait simple et très utile lors de ses premières rencontres avec des algèbres abstraites.
Il est donc naturel de rechercher ses analogies dans les anneaux non commutatifs.
Le manque de commutativité engendre des di�cultés considérables. Néanmoins, di-
verses généralisations de la construction du corps des fractions existent en théorie des
anneaux non commutatifs. Nous en discuterons quelques-uns : anneaux centraux des
quotients, anneaux classiques des fractions, et anneaux des quotients de Martindale.
Bien que maintenant le problème est la non-commutativité, nous ne pouvons pas
échapper entièrement au contexte commutatif. Les centres des anneaux construits
seront d'une importance cruciale pour nous. Le soi-disant centroïde étendu d'un an-
neau premier, c'est-à-dire un corps dé�ni comme centre de l'anneau de quotients de
Martindale, nous permettra d'étendre une partie de la théorie des algèbres simples
centrales aux anneaux premiers généraux. Nous allons également utiliser ce centroïde
comme outil principal dans les chapitres suivants, i.e., nous donnerons quelques ap-
plications en représentations des applications centralisantes et commutantes.

2.2 Anneaux centraux des quotients

Une vision sur la construction du corps des fractions Ẑ d'un domaine commutatif
Z montre que cela dépend fortement de la commutativité. Il n'y a pas de moyen
évident de l'éviter. Cependant, dans cette première section, nous empruntons un
chemin facile ; nous allons utiliser essentiellement même construction pour un anneau
non commutatif R, mais ne permet que les éléments dans le centre Z = Z(R) en tant
que �dénominateur�. Plus précisément, nous supposerons que les éléments non nuls
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de Z satisfont à la condition (évidemment nécessaire) de la prochaine dé�nition, et
élargissez R de manière à ce que ces éléments deviennent inversibles dans le nouveau
anneau plus grand.

Dé�nition 2.2.1. Un élément non nul dans un anneau R est dit régulier s'il n'est
pas un diviseur de zéro à gauche ou à droite.

Construction de l'anneau central des quotients QZ(R). Nous supposons
que R est un anneau quelconque tel que son centre Z soit non nul, et que tous les
éléments de Z \ {0} soient réguliers ; en particulier, Z est un domaine commutatif.
On dé�nit une relation d'équivalence de R× Z \ {0} par :

(r, z) ∼ (r′, z′) ⇐⇒ rz′ = r′z.

On veut montrer que ∼ est une relation d'équivalence. Il est visible que ∼ est
ré�exive et symétrique. Pour la transitivité, si (r, z) ∼ (r′, z′) et (r′, z′) ∼ (r′′, z′′)
alors on a : rz′ = r′z et r′z′′ = r′′z′. On a donc, (rz′′ − r′′z)z′ = rz′′z′ − r′zz′′ +
r′z′′z− r′′zz′ = 0, on obtient alors une relation d'équivalence puisque z′ est régulier.
Soit rz−1 la classe d'équivalence de (r, z). Ainsi, rz−1 = r′z′−1 si et seulement si,
rz′ = r′z ; en particulier, rz(zw)−1 = rw−1. Soit QZ(R) désigne l'ensemble de toutes
les classes d'équivalence, on dé�nit l'addition et la multiplication par :

rz−1 + sw−1 := (rw + sz)(zw)−1,

rz−1. sw−1 := rs(zw)−1.

On véri�e facilement que les lois + et . sont biens dé�nies, nous devons montrer
que (r, z) ∼ (r′, z′) et (s, w) ∼ (s′, w′) entraine (rw + sz, zw) ∼ (r′w′ + s′z′, z′w′)
et (rs, zw) ∼ (r′s′, z′w′). Mais c'est simple. Comme on pouvait s'y attendre, QZ(R)
équipé de ces opérations est un anneau.

Dé�nition 2.2.2. QZ(R) s'appelle anneau central des quotients de R.

Peu importe si R est unitaire ou non, QZ(R) l'est. Son unité est z0z
−1
0 , où z0 est

un élément arbitraire dans Z \ {0}. Le centre de QZ(R), que nous désignons par Ẑ,
est facilement vu comme composé d'éléments de la forme zw−1 ; z, w ∈ Z, w 6= 0.
Si z 6= 0, alors wz−1 est l'inverse de zw−1. Cependant, Ẑ est un corps ; bien sûr, Ẑ
n'est rien d'autre que le corps des fractions de Z. Tout anneau dans le centre est
un corps peut être considéré comme une algèbre centrale sur son centre. Par suite,
QZ(R) est une algèbre centrale sur Ẑ.

• On véri�e immédiatement que :

i : R→ QZ(R), i(r) = (rz0)z−1
0 ,

est une injection de R dans QZ(R) (on remarque que la dé�nition de i est indépen-
dante du choix de l'élément z0 ∈ Z \ {0}). Par suite, il convient d'identi�er R avec
sa copie isomorphe i(R) dans QZ(R), et donc on peut considérer R comme un sous
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anneau de QZ(R). L'expression rz−1 jusqu'à présent utilisé comme une notation
pour la classe d'équivalence, peut alors interprété comme le produit de r ∈ R et
l'inverse de z ∈ Z \ {0}. Chaque élément dans Z \ {0} est inversible dans QZ(R).
Intuitivement, QZ(R) est le plus petit anneau contenant R qui possède cette pro-
priété. La proposition suivante le dit en termes plus formels, à travers une propriété
universelle.

Proposition 2.2.1. Soit T un anneau unitaire et ϕ : R→ T est un homomorphisme
tel que ϕ(z) est inversible dans T pour chaque z ∈ Z \ {0}, alors ϕ peut être étendu
d'une manière unique à un homomorphisme ϕ : QZ(R)→ T .

R
i //

ϕ
��

QZ(R)

ϕ̄
{{

T

Preuve. Soit l'homomorphisme ϕ dé�ni par :

ϕ : QZ(R) −→ T

rz−1 7−→ ϕ(rz−1) := ϕ(r)ϕ(z)−1.

Il est facile de véri�er que ϕ(rz−1) := ϕ(r)ϕ(z)−1 est bien dé�ni, et ϕ un homo-
morphisme qui étend ϕ.

• Montrons que ϕ est bien dé�ni :

Soit rz−1 = r′z′−1 ∈ QZ(R). On doit montrer que ϕ(rz−1) = ϕ(r′z′−1).

Comme on a rz−1 = r′z′−1, alors rz′ = r′z de sorte que ϕ(r)ϕ(z′) = ϕ(r′)ϕ(z).
Or, comme ϕ(z) et ϕ(z′) sont inversibles dans T pour chaque z, z′ ∈ Z \ {0}, alors
ϕ(r)ϕ(z)−1 = ϕ(r′)ϕ(z′)−1. D'où, ϕ(rz−1) = ϕ(r′z′−1).

• Montrons que ϕ est un homomorphisme :

Soient rz−1, r′z′−1 ∈ QZ(R).

(i)
ϕ(z0z

−1
0 ) = ϕ(z0)ϕ(z0)−1 = 1T .

(ii)

ϕ(rz−1 + r′z′−1) = ϕ((rz′ + r′z)(zz′)−1)

= ϕ(rz′ + r′z)ϕ(zz′)−1

= (ϕ(r)ϕ(z′) + ϕ(r′)ϕ(z))(ϕ(z)ϕ(z′))−1

= ϕ(r)ϕ(z)−1 + ϕ(r′)ϕ(z′)−1

= ϕ(rz−1) + ϕ(r′z′−1).
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(iii)

ϕ(rz−1r′z′−1) = ϕ(rr′(zz′)−1)

= ϕ(rr′)ϕ(zz′)−1

= ϕ(r)ϕ(r′)(ϕ(z)ϕ(z′))−1

= ϕ(r)ϕ(z)−1ϕ(r′)ϕ(z′)−1

= ϕ(rz−1)ϕ(r′z′−1).

D'où, ϕ est un homomorphisme.

• Montrons que ϕ est unique :
Soit l'homomorphisme canonique i dé�ni par :

i : R −→ QZ(R)

r 7−→ i(r) = (rz0)z−1
0 .

On a l'injection i est bien dé�nie, tel que ϕ ◦ i = ϕ.

• Pour tout r ∈ R, on a :
ϕ ◦ i(r) = ϕ(i(r)) = ϕ((rz0)z−1

0 ) = ϕ(rz0)ϕ(z−1
0 ) = ϕ(r)ϕ(z0)ϕ(z0)−1 = ϕ(r) · 1T =

ϕ(r). D'où, ϕ ◦ i = ϕ.

Supposons maintenant qu'il existe ϕ et ψ tels que ϕ ◦ i = ψ ◦ i = ϕ.
Alors on a :
? ∀r ∈ R, ϕ((rz0)z−1

0 ) = ϕ ◦ i(r) = ψ ◦ i(r) = ψ((rz0)z−1
0 ).

? ∀z ∈ Z \ {0}, ϕ((z0z
−1
0 )z−1) = ϕ(z0)ϕ(z0)−1ϕ(z)−1 = 1Tϕ(z)−1 = ϕ(z)−1.

Par suite, il en résulte que :

ϕ(rz−1) = ϕ((rz0z
−1
0 )(z0z

−1
0 z−1))

= ϕ(rz0z
−1
0 )ϕ((z0z

−1
0 )z−1)

= ψ(rz0z
−1
0 )ϕ(z)−1

= ψ(rz0z
−1
0 )(ψ ◦ i(z))−1

= ψ(rz0z
−1
0 )ψ(zz0z

−1
0 )−1

= ψ(rz0z
−1
0 )ψ(z−1

0 z0z
−1)

= ψ((rz0z
−1
0 )(z0z

−1
0 z−1))

= ψ(rz−1).

D'où, ϕ = ψ. �

De plus, si ϕ est injective et que chaque élément de T peut s'écrire comme
ϕ(r)ϕ(z)−1, alors ϕ est un isomorphisme. Le prochain théorème résume notre dis-
cussion jusqu'à maintenant.
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Théorème 2.2.1. Soit R un anneau tel que son centre Z soit non nul et que tous
les éléments de Z \ {0} sont réguliers. L'anneau QZ(R) a les propriétés suivantes :

(a) QZ(R) est un anneau unitaire contenant R comme un sous-anneau.

(b) Chaque élément dans Z \ {0} est inversible dans QZ(R).

(c) Chaque élément dans QZ(R) est de la forme rz−1, où r ∈ R et z ∈ Z \ {0}.

De plus, ces propriétés caractérisent QZ(R) comme un isomorphisme.

Il est facile de voir que si R est un anneau premier avec un centre Z non nul, alors
QZ(R) existe (i.e., les éléments non nuls dans Z sont réguliers) et est un anneau
premier.

Nous continuons avec des exemples. Les deux premiers sont simples, mais mé-
ritent d'êtres mentionnées.

Exemple 2.2.1. Si le centre d'un anneau unitaire R est un corps, alors QZ(R) = R.

Exemple 2.2.2. Si R est un domaine commutatif, alors QZ(R) est le corps des
fractions de R. (QZ(R) = Ẑ)

Exemple 2.2.3. Nous a�rmons que QZ(Mn(Z)) ∼= Mn(Q). Manifestement,Mn(Q)
a la propriété (a). Le centre de Mn(Z) se compose des matrices de type nI avec
n ∈ Z. Donc, Mn(Q) a la propriété (b), ainsi que (c).

Exemple 2.2.4. Une petite variation de l'exemple précédent : Si R =

[
Z 2Z
Z Z

]
, i.e.,

le sous anneau de M2(Z) constituée des matrices dans l'entrée (1, 2) est un entier
pair, alors QZ(R) = M2(Q). Ce que nous voulons dire ici, c'est que même si l'anneau
est un peu �di�érent� son anneau central de quotients peut être �parfait�.

Exemple 2.2.5. Si R est l'anneau des quaternions à coe�cients entiers, R = Z ⊕
Zi ⊕ Zj ⊕ Zk, alors QZ(R) est l'anneau des quaternions à coe�cients rationnels,
QZ(R) = Q⊕Qi⊕Qj⊕Qk. En e�et, on a Z(R) = Z et la véri�cation des propriétés
(a)− (c) est immédiate.

Remarque 2.2.1. Certaines modi�cations simples de notre construction de QZ(R)
sont également importantes et peuvent être trouvés dans des manuels classiques,
généralement sous le nom de ”localisation (centrale)”. Nous n'en aurons pas be-
soin, mais laissez-nous simplement savoir quels changements peuvent être apportés.
Le rôle de Z \ {0} peut être remplacé par tout sous-ensemble S de Z stable par
multiplication, et au lieu d'exiger que les éléments de S soient réguliers, on dé�nit
la relation d'équivalence ∼ dans R× S comme suit :

(r, z) ∼ (r′, z′) ⇐⇒ (rz′ − r′z)z′′ = 0 pour un certain z′′ ∈ S.
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2.3 Anneaux classiques des fractions

Étant donné un anneau R, est-il possible de construire un anneau plus grand
Q tel que tous les éléments réguliers dans R, non seulement ceux du centre, sont
inversibles dans Q ? Plus précisément, pouvons-nous construire Q de telle sorte que
le Théorème 2.2.1 avec l'ensemble des éléments réguliers jouant le rôle de Z \ {0}
est valable pour Q ? La réponse n'est pas aussi simple que pour l'anneau central
de quotients. C'est certainement positif pour certains anneaux (pour un domaine
commutatif, par exemple). Mais cela peut aussi être négatif, comme nous le verrons.

Précisons quelle anneau Q nous souhaitons avoir. Pour éviter les trivialités, nous
supposons implicitement que nos anneaux contiennent au moins un élément régulier.

Dé�nition 2.3.1. Soit R un anneau et S l'ensemble de tous les éléments réguliers
de R. Un anneau Q est appelé anneau classique des fractions à droite de R
s'il possède les propriétés suivantes :

(a) Q est un anneau unitaire contenant R comme un sous-anneau.

(b) Chaque élément dans S est inversible dans Q.

(c) Chaque élément dans Q est de la forme rs−1, où r ∈ R et s ∈ S.

Il est clair que les éléments de R qui ne sont pas réguliers ne peuvent pas être
inversés dans un aucun anneau plus grand. L'existence d'un anneau classique des
fractions à droite de R est donc la meilleure possibilité que nous espérons si nous
souhaitons rendre autant d'éléments dans R inversibles que possible.

L'anneau classique des fractions à gauche de R est dé�ni de manière analogue,
on se substitue rs−1 par s−1r dans (c). Cependant, jusqu'à la �n de la section, nous
ne considérerons que les anneaux classiques des fractions à droite.

Exemple 2.3.1. Soit R l'un des anneaux des Exemples 2.2.3-2.2.5, c'est-à-dire,

Mn(Z),

[
Z 2Z
Z Z

]
, ou Z⊕ Zi ⊕ Zj ⊕ Zk. Dans ce cas, on a donc, l'anneau central de

quotients QZ(R) est aussi un anneau classique des fractions à droite de R.

Exemple 2.3.2. Si chaque élément régulier de R est déjà inversible, alors R est son
propre anneau classique des fractions à droite.

Supposons que R ait un anneau classique des fractions à droite Q. Prenons r ∈ R
et s ∈ S, nous aurons s−1r ∈ Q par (a) et (b), et donc par (c) il existe r1 ∈ R et
s1 ∈ S tels que s−1r = r1s

−1
1 . En multipliant par s à gauche et par s1 à droite on

obtient rs1 = sr1. Ainsi, ce qui suit est valable :

rS ∩ sR 6= ∅ pour chaque r ∈ R et s ∈ S. (2.1)

L'objectif principal de cette section doit prouver que (2.1) est également une condi-
tion su�sante, non seulement nécessaire, pour un anneau R possède un anneau
classique des fractions à droite. Ce résultat est essentiellement dû à O. Ore ; plus
précisément, il l'a prouvé, en 1931, pour le cas particulier où R est un domaine.
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Ainsi, la condition (2.1) est appelée la condition de Ore à droite.

Construction de l'anneau classique des fractions à droite Qrc(R). Soit R
un anneau satisfaisant la condition de Ore à droite (2.1). Notons par J l'ensemble
de tous les idéaux à droites de R qui contient au moins un élément régulier. L'idéal
à droite peut être considéré comme un R−module à droite. Considérons l'ensemble
de toutes les paires (f, I), où I ∈ J et f : I → R est un homomorphisme de
R−module à droite. Dé�nissons une relation d'équivalence sur cet ensemble par :
(f, I) ∼ (g, J) si f et g coïncide sur un certain K ⊆ I ∩ J . En outre, pour véri�er la
transitivité, il su�t de remarquer que I1∩ I2 ∈J , si les deux I1, I2 ∈J . Prouvons
donc ceci. Prenons si ∈ Ii∩S, i = 1, 2, et utilisons (2.1) pour trouver s ∈ S et r ∈ R
tel que s1s = s2r. Donc, I1 ∩ I2 contient un élément régulier, à savoir s1s, donc il
appartient à J .

Nous écrivons [f, I] pour la classe d'équivalence déterminée par (f, I). SoitQrc(R)
l'ensemble de toutes les classes d'équivalence muni des opérations d'addition et de
multiplication dé�nies par :

[f1, I1] + [f2, I2] := [f1 + f2, I1 ∩ I2],

[f1, I1].[f2, I2] := [f1f2, f
−1
2 (I1)].

Nous devons prouver que ces opérations sont biens dé�nies. Tout d'abord, f−1
2 (I1) =

{x ∈ I2 | f2(x) ∈ I1} est bien dans J . En e�et, par (2.1) nous en déduisons étant
donné si ∈ Ii ∩ S, i = 1, 2, il existe s ∈ S et r ∈ R tels que f2(s2)s = s1r, ceci
montrent que l'idéal à droite f−1

2 (I1) contient un élément régulier, à savoir s2s. Sup-
posons maintenant que (f1, I1) ∼ (g1, J1) et (f2, I2) ∼ (g2, J2). Il existe Ki tels que
Ki ⊆ Ii ∩ Ji et fi = gi dans Ki, i = 1, 2. Par conséquent, f1 + f2 = g1 + g2 dans
K1 ∩ K2 ∈ J et donc, (f1 + f2, I1 ∩ I2) ∼ (g1 + g2, J1 ∩ J2), ce qui prouve que
l'addition est bien dé�nie. Ce qui concerne la multiplication, notons que f1f2 = g1g2

dans f−1
2 (K1) ∩K2 ∈ J et donc, (f1f2, f

−1
2 (I1)) ∼ (g1g2, g

−1
2 (J1)). Ainsi, les deux

opérations sont donc biens dé�nies. Par suite, Qrc(R) est un anneau avec l'élément
nul [0, R] et l'élément unité [idR, R].

Cette construction est l'exemple de base de la soi-disant "localisation non com-
mutative". Sa version générale considère un ensemble arbitraire stable par multi-
plication au lieu de l'ensemble de tous les éléments réguliers. Cela ne rend pas la
construction sensiblement plus compliqué, mais nous n'entrerons pas dans cette af-
faire. Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat énoncé ci-dessus.

Théorème 2.3.1 (Théorème de Ore). Un anneau R a un anneau classique des
fractions à droite si et seulement si, R satisfait la condition de Ore à droite.

Preuve. On va prouver seulement le sens indirect. Supposons donc que R satisfait
la condition de Ore à droite et montrons que Qrc(R) est un anneau classique des
fractions à droite.
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• Montrons que Qrc(R) contenant R comme un sous anneau :
Nous injectons R dans Qrc(R), via l'homomorphisme

i : R −→ Qrc(R)

r 7−→ i(r) = [Lr, R];

ici, Lr représente l'application de multiplication à gauche r 7→ rx. Laissez nous
seulement véri�er l'injectivité. Si [Lr, R] = [0, R], alors Lr = 0 dans certain I ∈J .
Puisque I contient un élément régulier, il s'ensuit que r = 0. D'où, l'injectivité de i.

• Montrons que chaque élément dans S est inversible dans Qrc :
Soit s ∈ S. Alors l'application fs dé�nie par :

fs : sR −→ R

sx 7−→ fs(sx) = x,

est bien dé�nie. De plus, fs est un homomorphisme de R−module à droite. Notons
que sR ∈J puisque s2 ∈ sR∩S. Par suite, il est facile voir que [fs, sR] est l'inverse
de i(s). En e�et,

[fs, sR].i(s) = [fs, sR].[Ls, R] = [fsLs, L
−1
s (sR)],

où L−1
s (sR) = {x ∈ R | Ls(x) ∈ sR} ⊆ R.

∗ ∀x ∈ R, fsLs(x) = fs(Ls(x)) = fs(sx) = x. D'où, fsLs = idR.
En particulier, i(s) est inversible.

• Montrons que chaque élément dans Qrc(R) est de la forme rs−1, où r ∈ R et
s ∈ S :
Maintenant, prenons un élément arbitraire [f, I] ∈ Qrc(R) et choisissons s ∈ I ∩ S.
On va dé�nir r := f(s) ∈ R. Nous avons f(sx) = f(s)x = rx = Lrfs(sx) pour tout
x ∈ R. Par suite, on aura :

[f, I] = [f, sR] = [Lrfs, sR] = [Lr, R].[fs, sR] = i(r).i(s)−1.

En identi�ant R avec sa copie i(R) on voit donc que Qrc(R) a toutes les propriétés
désirés. �

L'anneauQrc(R) a une propriété universelle, analogue à celle satisfaite parQZ(R)
(voir la Proposition 2.2.1).

Proposition 2.3.1. Soit R un anneau satisfaisant la condition de Ore à droite. Si T
un anneau unitaire et ϕ : R→ T est un homomorphisme tel que ϕ(s) est inversible
dans T pour chaque élément régulier s ∈ R, alors ϕ peut être étendu d'une manière
unique à un homomorphisme ϕ : Qrc(R)→ T .

R i //

ϕ
��

Qrc(R)

ϕ̄
{{

T
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Preuve. Prenons [f, I] ∈ Qrc(R). Choisissons s ∈ I ∩ S et soit l'homomorphisme ϕ
dé�ni par :

ϕ : Qrc(R) −→ T

[f, I] 7−→ ϕ([f, I]) := ϕ(f(s))ϕ(s)−1.

On peut immédiatement véri�er que ϕ(i(r)) = ϕ(r). En e�et,

ϕ(i(r)) = ϕ([Lr, R]) = ϕ(Lr(s))ϕ(s)−1 = ϕ(rs)ϕ(s)−1 = ϕ(r)1T = ϕ(r).

D'où, ϕ s'étend ϕ.

• Montrons que ϕ est bien dé�ni :
Supposons donc que (f, I) ∼ (g, J). Notre objective est de montrer que

ϕ(f(s))ϕ(s)−1 = ϕ(g(t))ϕ(t)−1 pour chaque t ∈ J ∩ S.
Soit K ∈ J tel que K ⊆ I ∩ J et f = g dans K. Il su�t de montrer que
ϕ(f(s))ϕ(s)−1 = ϕ(f(u))ϕ(u)−1 valable pour u ∈ K ∩ S. À savoir, par analogie
nous allons ensuite aussi que ϕ(g(t))ϕ(t)−1 = ϕ(g(u))ϕ(u)−1, et donc la conclusion
souhaitée suit de f(u) = g(u). Par régularité de s et u nous avons sR, uR ∈J , et
donc sR∩uRJ . Il existe donc, x, y ∈ R tels que v := sx = uy ∈ S. Puisque ϕ(s) et
ϕ(v) sont inversibles dans T par hypothèse, alors v = sx donne ϕ(s)−1 = ϕ(x)ϕ(v)−1.
Par conséquent,

ϕ(f(s))ϕ(s)−1 = ϕ(f(s))ϕ(x)ϕ(v)−1 = ϕ(f(s)x)ϕ(v)−1 = ϕ(f(v))ϕ(v)−1.

De manière symétrique, pour v = uy nous déduisons que

ϕ(f(u))ϕ(u)−1 = ϕ(f(v))ϕ(v)−1.

Par suite, par comparaison nous arrivons à

ϕ(f(s))ϕ(s)−1 = ϕ(f(u))ϕ(u)−1.

Ainsi, on trouve le résultat souhaité.

• Montrons que ϕ est un homomorphisme :

(i) Soit s ∈ S. Alors on a :

ϕ([idR, R]) = ϕ(idR(s))ϕ(s)−1 = ϕ(s)ϕ(s)−1 = 1T .

(ii) Soient [f1, I1], [f2, I2] ∈ Qrc(R). L'additivité de ϕ est clair. En e�et,

prenons s ∈ Ii ∩ S, i = 1, 2. Nous avons donc :

ϕ([f1, I1] + [f2, I2]) = ϕ([f1 + f2, I1 ∩ I2])

= ϕ((f1 + f2)(s))ϕ(s)−1

= ϕ(f1(s) + f2(s))ϕ(s)−1

= (ϕ(f1(s)) + ϕ(f2(s)))ϕ(s)−1

= ϕ(f1(s))ϕ(s)−1 + ϕ(f2(s))ϕ(s)−1

= ϕ([f1, I1]) + ϕ([f2, I2]).
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(iii) Fixons s1 ∈ I1 ∩ S. Par dé�nition nous avons :

ϕ([f1, I1][f2, I2]) = ϕ([f1f2, f
−1
2 (I1)]) = ϕ(f1f2(s2))ϕ(s2)−1

où s2 est un élément arbitraire dans f−1
2 (I1) ∩ S ; puisque [f1, I1] = [f1, s1R]

nous pouvons choisir s2 ∈ f−1
2 (s1R). Ainsi, f2(s2) = s1x pour tout x ∈ R.

Par conséquent, ϕ(x) = ϕ(s1)−1ϕ(f2(s2)), ce qui donne

ϕ(f1f2(s2)) = ϕ(f1(s1)x) = ϕ(f1(s1))ϕ(x) = ϕ(f1(s1))ϕ(s1)−1ϕ(f2(s2)).

Ceci implique facilement que, ϕ([f1, I1][f2, I2]) = ϕ([f1, I1])ϕ([f2, I2]).

Par suite, ϕ est un homomorphisme s'étendant ϕ.

L'unicité est clair à cause de la condition (c) de Dé�nition 2.3.1. �

Corollaire 2.3.1. Si un anneau satisfait la condition de Ore à droite, alors son
anneau classique des fractions à droite est unique et est un isomorphisme.

Remarque 2.3.1. Bien entendu, des résultats similaires sont valables pour l'anneau
classique des fractions à gauche. On dé�nit la condition de Ore à gauche comme
Sr∩Rs 6= ∅ pour tout r ∈ R et s ∈ S, et pour la construction de l'anneau classique
des fractions à gauche Qlc(R) de R en utilisant les idéaux à gauche et les applications
de multiplication à droite pour dé�nir l'injection canonique. La Proposition 2.3.1
simultanément avec son analogue à gauche implique facilement que si R ait à la fois
un anneau classique des fractions à gauche et à droite, alors ils sont isomorphes. En
d'autres termes, si les conditions de Ore à gauche et à droite sont réalisées, alors
Qrc(R) ∼= Qlc(R).

2.4 Anneaux des quotients de Martindale

Dans cette section, nous faisons un autre pas en avant dans l'étude des anneaux
de quotients ou peut-être un pas en arrière. A savoir, la construction suivante est
similaire à, et en fait légèrement plus simple que la construction de Qrc(R). D'une
façons général, nous allons juste remplacer le rôle des idéaux droits contenant des
éléments réguliers par les idéaux bilatéraux (plus faciles à manipuler) non nuls.
Malgré les similitudes techniques, la philosophie derrière ces deux constructions est
di�érente. Le but du suivant n'est pas de rendre les éléments réguliers inversibles,
mais simplement de fournir un anneau plus grand qui peut être utilisé comme un
outil pour résoudre les problèmes concernant l'anneau original. Encore, le corps des
fractions d'un domaine commutatif sert ici de prototype aussi. Nous supposerons
que nos anneaux sont premiers. C'est un cadre naturel ; un anneau commutatif est
un domaine si et seulement s'il est premier, et le rôle des anneaux premiers parmi
les anneaux généraux est souvent parallèle au rôle des domaines parmi les anneaux
commutatifs. Avec un petit e�ort supplémentaire, nous pourrions traiter plus d'an-
neaux semi-premier généralement, mais nous nous en tiendrons à la situation de
l'anneau premier classique, telle qu'elle est considérée dans l'÷uvre séminale de W.
S. Martindale depuis 1969.
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Construction d'anneau des quotients de Martindale à droite Qr(R). Soit
R 6= 0 un anneau premier. L'ensemble J de tous les idéaux non nuls de R, stable
par multiplication et donc également sous des intersections �nies. Nous donnons
l'ensemble de toutes les paires (f, I), où I ∈ J et f : I → R un homomorphisme
de R−module à droite, par la relation suivante, que l'on voit aisément comme étant
une équivalence : (f, I) ∼ (g, J) si et seulement si, f et g coïncident sur un certain
K ∈J tel que K ⊆ I∩J , on écrit [f, I] pour la classe d'équivalence déterminée par
(f, I), et on note par Qr(R) l'ensemble des classes d'équivalence, équipé d'addition
et de multiplication :

[f1, I1] + [f2, I2] := [f1 + f2, I1 ∩ I2],

[f1, I1].[f2, I2] := [f1f2, I2I1]

(notez que f1f2 est bien dé�ni sur I2I1 puisque f2(I2I1) = f2(I2)I1 ⊆ I1). Il est
facile de véri�er que ces opérations sont biens dé�nies. En e�et, supposons que
(f1, I1) ∼ (g1, J1) et (f2, I2) ∼ (g2, J2) i.e., il existe Ki ∈J tel que Ki ⊆ Ii ∩ Ji et
fi = gi sur Ki, i = 1, 2. Alors f1+f2 = g1+g2 dans K1∩K2 ∈J et f1f2 = g1g2 dans
K2K1 ∈J . Par conséquent, (f1 + f2, I1 ∩ I2) ∼ (g1 + g2, J1 ∩ J2) et (f1f2, I2I1) ∼
(g1g2, J2J1). On véri�e immédiatement que Qr(R) est un anneau avec l'élément nul
[0, R] et d'unité [idR, R].

Dé�nition 2.4.1. Qr(R) s'appelle l'anneau des quotients de Martindale à

droite de R.

L'anneau des quotients de Martindale à gauche Ql(R) est construit de manière
analogue par l'homomorphisme de R−module à gauche. En général, Qr(R) � Ql(R).

Théorème 2.4.1. Soit R 6= 0 un anneau premier, et soit J l'ensemble des idéaux
non nuls de R. L'anneau Qr(R) possède les propriétés suivantes :

(a) Qr(R) est un anneau unitaire contenant R comme un sous anneau.

(b) Pour tout q ∈ Qr(R) il existe I ∈J tel que qI ⊆ R.

(c) Pour tout q ∈ Qr(R) et I ∈J , qI = 0 implique q = 0.

(d) Si I ∈ J et f : I → R un homomorphisme de R−module à droite, alors il
existe q ∈ Qr(R) tel que f(x) = qx pour tout x ∈ I.

De plus, ces propriétés caractérisent Qr(R) comme un isomorphisme.

Preuve. Nous savons déjà que Qr(R) est un anneau unitaire. Notons que :

i : R→ Qr(R), i(r) = [Lr, R],

où Lr est une application de multiplication à gauche, est une injection de R dans Qr

(injectivité de i découle de la primalité de R). Identi�ons R avec sa copie isomorphe
i(R) nous pouvons considérer R comme un sous anneau de Qr(R), ce qui achève la
preuve de (a). Prenons q = [f, I] ∈ Qr(R). Pour chaque x ∈ I nous avons

qx = [f, I][Lx, R] = [fLx, RI] = [Lf(x), R] = f(x) ∈ R.
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Par conséquent, qI ⊆ R, ce qui prouve (b). De plus, dès que qI = 0 donne f(I) = 0
et donc, q = [f, I] = 0. Si I ′ est un autre membre de J et qI ′ = 0, alors aussi
(qI)I ′ ⊆ qI ′ = 0. Puisque R est un anneau premier et qI ⊆ R, cela donne qI = 0,
et donc q = 0. Ainsi, (c) est prouvé. La véri�cation de (d) est également facile : Si
I ∈J et f : I → R est un homomorphisme de R−module à droite, alors, comme
noté au début de ce paragraphe, q := [f, I] ∈ Qr(R) satisfait f(x) = qx pour tout
x ∈ I.

Soit Q un anneau quelconque de propriétés (a)− (d). Prenons q ∈ Q. D'après (b)
il existe I ∈ J tel que qI ⊆ R. Par conséquent, on peut dé�nir l'homomorphisme
du R−module à droite f : I → R tel que f(x) = qx pour tout x ∈ I. Si I ′ ∈ J
véri�e aussi qI ′ ⊆ R, alors f coïncide avec f ′ : I ′ → R, f(x′) = qx′, dans I∩I ′ ∈J .
Nous voyons donc que l'application

φ : Q→ Qr(R), φ(q) = [f, I],

est bien dé�nie. De plus, il est facile de véri�er que φ est un homomorphisme
d'anneau. L'injectivité de φ devient de (c), et la surjectivité vient par (d). Donc,
Q ∼= Qr(R). �

D'autres propriétés de Qr(R) peuvent être extraites à partir des propriétés de
base (a)− (d). Par exemple, (c) peut être étendu comme suit.

Lemme 2.4.1. Pour tout q1, q2 ∈ Qr(R) et I ∈ J , q1Iq2 = 0 implique q1 = 0 ou
q2 = 0. En conséquence, Qr(R) est un anneau premier.

Preuve. Dans (b) on peut choisir Ii ∈ J tel que qiIi ⊆ R, i = 1, 2. On peut
conclure à partir de (q1I1)I(q2I2) ⊆ (q1Iq2)I2 = 0 que q1I1 = 0 ou q2I2 = 0 (voir la
Remarque 1.1.2). D'après (c) on obtient donc, q1 = 0 ou q2 = 0. �

Pour référence ultérieure, nous a�rmons une extension simple de (b).

Lemme 2.4.2. Étant donné q1, q2, ..., qn ∈ Qr(R) il existe I ∈J tel que qiI ⊆ R ,
i = 1, ..., n.

Preuve. D'après (b) pour chaque i il existe Ii ∈ J tel que qiIi ⊆ R. Donc, si on
prend I := I1 ∩ I2 ∩ ... ∩ In, on a bien que I ∈J . D'où, le résultat souhaité. �

Exemple 2.4.1. Si R est un domaine commutatif alors comme déjà indiqué, Qr(R)
est isomorphe au corps des quotients QZ(R) de R. Nous devons montrer que QZ(R)
a les propriétés (a)−(d). Seulement (d) n'est pas tout à fait évident. Par conséquent,
supposons que f : R → R est un homomorphisme de R−module à droite. Prenons
a( 6= 0) ∈ I. Nous avons alors

f(x)a = f(xa) = f(ax) = f(a)x pour tout x ∈ I,

et donc, f(x) = qx où q := f(a)a−1 ∈ QZ(R).

Ainsi, pour un domaine commutatif R, nous avons Qr(R) ∼= Qrc(R) ∼= QZ(R).
La même chose est vraie si R est l'un des anneaux des Exemples 2.2.3-2.2.5, i.e.

Mn(Z),

[
Z 2Z
Z Z

]
, ou Z⊕Zi⊕Zj ⊕Zk. Cependant, on peut aussi le prouver à partir

de zéro. Par contre, on peut appliquer [14, Corollaire 7.61].
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Exemple 2.4.2. Si R est un anneau simple unitaire, alors Qr(R) = R. En e�et, R
a évidemment les propriétés (a) − (c), et véri�ons qu'il satisfait également (d) : Si
f : R → R est un homomorphisme de R−module à droite, alors f(x) = f(1x) =
f(1)x pour tout x ∈ R.

Exemple 2.4.3. Soit V un espace vectoriel de dimension in�nie sur un corps F . On
note par K le sous anneau de EndF (V ) composé de tous les opérateurs de rang �ni.
Clairement, chaque opérateur en K est la somme des opérateurs de rang 1. v ⊗ h,
dé�ni par (v ⊗ h)(u) = Tv,h(u) = h(u)v ; ici, v ∈ V et h ∈ V ∗, le dual de V .
K est un anneau simple sans unité. Soit R un anneau quelconque tel que K ⊆ R ⊆
EndF (V ). Notons que R est premier et K est son idéal minimal. Montrons que

Qr(R) ∼= EndF (V ).

Nous devons véri�er que EndF (V ) a les quatre propriétés (a) − (d). Les trois pre-
mières sont faciles : (a) est trivial. (b) découle du fait que K est un idéal (à gauche)
de EndF (V ), et (c) découle du fait que tout idéal non nul de R contient K. Pour
véri�er (d), prenons un idéal non nul I de R et un homomorphisme de R−module à
droite f : I → R. Choisissons v0 ∈ V et h0 ∈ V ∗ de sorte que h0(v0) = 1. Dé�nissons
q : V → V par q(v) := f(v ⊗ h0)(v0).
Clairement, q(v + v′) = q(v) + q(v′). Comme

f(λk)k′ = f(λkk′) = f(k(λk′)) = λf(k)k′

valable pour tout λ ∈ F et k, k′ ∈ K, i.e. (f(λk) − λf(k))K = 0, il en résulte
que f(λk) = λf(k), k ∈ K. Cela donne q(λv) = λq(v), c'est-à-dire q ∈ EndF (V ).
Ensuite, pour tout v ∈ V et h ∈ V ∗ nous avons

f(v ⊗ h) = f(v ⊗ h0 . v0 ⊗ h) = f(v ⊗ h0) . v0 ⊗ h
= f(v ⊗ h0)(v0)⊗ h = q(v)⊗ h
= q . v ⊗ h.

Ainsi, f(k) = qk pour tout k ∈ K, et donc f(x)k = f(xk) = qxk pour tout x ∈ I
et k ∈ K. C'est-à-dire (f(x)− qx)K = 0, ce qui donne f(x) = qx. Ceci complète la
preuve.

2.5 Centroïde étendu

Partout de cette section, nous supposons que R est un anneau premier non nul.

Dé�nition 2.5.1. Le centre de Qr(R) est appelé le centroïde étendu de R.

Le centroïde étendu de R sera désigné par C. Comme d'habitude, Z représentera
le centre de R, et comme dans la section précédente, J est l'ensemble de tous les
idéaux non nuls de R. Nous nous référons continuellement aux propriétés (a)− (d)
du Théorème 2.4.1.

Lemme 2.5.1. Si q ∈ Qr(R) est tel que qr = rq pour tout r ∈ R, alors q ∈ C. Par
conséquent Z est un sous anneau de C.
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Preuve. Prenons q′ ∈ Qr(R). Nous devons montrer que [q, q′] = 0. Par (b) il existe
I ∈ J tel que q′I ⊆ R. Prenons x ∈ I. Puisque q commute avec x et q′x, nous
avons donc qq′x = q′xq = q′qx. Par conséquent, [q, q′]I = 0 et donc, il s'ensuit que
[q, q′] = 0 d'après (c). �

Si les éléments de Qr(R) correspondent aux homomorphismes du R−module à
droite, alors les éléments de C correspondent à des R−bimodules (ceux-ci, sont biens
sûr, les applications qui sont à la fois des homomorphismes de R−module à gauche
et à droite).

Lemme 2.5.2. Si f : I → R, où I ∈J , est un homomorphisme de R− bimodule,
alors il existe λ ∈ C tel que f(x) = λx pour tout x ∈ I.

Preuve. Dès que f est, en particulier, un homomorphisme de R−module à droite,
d'après (d) il existe q ∈ Qr(R) tel que f(x) = qx, x ∈ I. Par contre, puisque f est
aussi un homomorphisme de R−module à gauche il en résulte que q(rx) = r(qx)
pour tout r ∈ R et x ∈ I. C'est-à-dire [q, r]I = 0, et donc [q, r] = 0 d'après (c). Par
suite, λ := q ∈ C d'après le Lemme 2.5.1. �

Inversement, si λ ∈ C et I ∈ J sont tels que λI ⊆ R, alors x 7→ λx est un
homomorphisme de R−bimodule de I vers R. Le centroïde étendu, bien que dé�ni à
travers l'anneau de quotients de Martindale à droite, est donc une notion symétrique
gauche-droite.

Remarque 2.5.1. Supposons que R est une algèbre sur un corps F . Chaque α ∈ F
donne lieu à l'homomorphisme de R−bimodule x 7→ αx de R dans R. En utilisant
le Lemme 2.5.2 et donc, facilement on déduit que F s'injecte canoniquement dans
C. Par conséquent, F peut être considérer comme un sous corps de C.

Théorème 2.5.1. Le centroïde étendu C d'un anneau premier non nul R est un
corps.

Preuve. Prenons λ 6= 0 dans C et choisissons I ∈ J satisfaisant (b). Clairement
λI ∈J d'après (c). Nous prétendons que f : λI → R, f(λx) = x est bien dé�nie.
En e�et, si λx = 0 évidemment entraine que λIx = 0, où Ix est un idéal de R généré
par x et donc, x = 0 d'après (c). Puisque f est un homomorphisme de R−bimodule,
le Lemme 2.5.2 donne l'existence d'un µ ∈ C tel que f(y) = µy, y ∈ λI. En écrivant
y = λx, x ∈ I, on obtient donc µλx = x. C'est-à-dire (µλ−1)I = 0 et donc, µλ = 1
d'après (c). Par suite, il s'ensuit que λ est inversible dans C. �

On peut donc, considérer Qr(R) comme une algèbre sur C.

Dé�nition 2.5.2. La C−sous-algèbre de Qr(R) générée par R s'appelle la ferme-

ture centrale de R.

La fermeture centrale de R, qui sera désignée par RC , se compose évidemment
des éléments de la forme

∑
i λiri, λi ∈ C, ri ∈ R. Ainsi, RC est comme C, un objet

symétrique gauche-droite. La version symétrique du Lemme 2.4.2 est donc, valable
pour les éléments dans RC .
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Lemme 2.5.3. Etant donné q1, q2, ..., qn ∈ RC, il existe I ∈ J tel que qiI ⊆ R et
Iqi ⊆ R, i = 1, ..., n.

Preuve. Il su�t de prouver le lemme pour n = 1. A savoir, juste comme dans la
preuve du Lemme 2.4.2, nous pouvons prendre l'intersection des idéaux correspon-
dant à des éléments particuliers. Ainsi, choisissons q =

∑
i λiri ∈ RC . Par le Lemme

2.4.2 il existe I ∈J tel que λiI ⊆ R pour chaque i. Cela clairement implique que
qI ⊆ R et, dès que λi commutent avec les éléments de I, alors aussi Iq ⊆ R. �

Supposons que R de centre non nul Z. Alors le corps des fractions Ẑ de Z peut
être vu comme un sous corps de C. Pour plus de clarté nous a�rmons le lemme
simple suivant.

Lemme 2.5.4. Si Z 6= 0, alors QZ(R) peut s'injecter dans RC. De plus, si Ẑ = C,
alors QZ(R) ∼= RC.

Preuve. La première assertion est extraite de la proposition 2.2.1, et la seconde est
immédiate. �

Les anneaux de Exemple 2.4.1 satisfaisant la condition Ẑ = C. En général, Ẑ
n'est pas égal à C, même pas quand Z est déjà un corps et donc égal à Ẑ.

Exemple 2.5.1. Soit F0 un sous corps de F . Considérons le cas particulier de
Exemple 2.4.3 où R = K + F0 . 1 (ici, 1 est l'opérateur d'identité). Notons que
Z = F0 · 1, et par conséquent Ẑ = Z ∼= F0. Dans Exemple 2.4.3 nous avons montré
que Qr(R) ∼= EndF (V ), ce qui implique que C ∼= F . D'où, RC = K + F · 1.

Cet exemple indique la nature intrinsèque de la notion de centroïde étendu. A
savoir, dans le cadre des opérateurs F-linéaires, il est plus naturel de traiter avec F
qu'avec ses sous-corps.

Dé�nition 2.5.3. Si R = RC, alors R est dit centralement fermé.

Nous remarquons que Z 6= 0 implique C ⊆ RC . En e�et, λ = (λz−1)z ∈ RC pour
tout λ ∈ C, où z ∈ Z \ {0}. Par conséquent, dans ce cas, R est centralement fermé
si et seulement si, Z = C. Mais R peut être centralement fermé même quand Z = 0.

Exemple 2.5.2. Chaque anneau simple R, que son centre soit à 0 ou non, est
centralement fermé puisque λR ⊆ R pour tout λ ∈ C d'après (b). Un exemple
concret d'un anneau simple avec le centre zéro est l'anneau K des opérateurs de
rangs �nis de Exemple 2.4.3.

Par le terme "algèbre premier centralement fermée", nous entendrons une ferme-
ture centralisée d'un anneau premier considéré comme une algèbre sur son centroïde
étendu. Comme indiqué dans le paragraphe précédent, le centre d'une telle algèbre
A est soit 0 ou coïncide avec le centroïde étendu. Dans ce dernier cas, A est une
algèbre centrale. La notion d'une algèbre simple centralement fermée peut donc être
considérée comme une généralisation de la notion d'une algèbre simple centrale. Un
exemple d'une algèbre premier centralement fermée qui n'est pas simple est EndF (V )
où V est un espace vectoriel de dimension in�nie sur F (cf. Exemple 2.4.3).

31



Lemme 2.5.5. La fermeture centrale RC de n'importe quel anneau premier R est
une algèbre premier centralement fermée sur C.

Preuve. Puisque RC ⊇ R ∈ J , la primalité de RC découle du Lemme 2.4.1.
Notons le centroïde étendu de RC par E. D'après la Remarque 2.5.1 nous pouvons
considérer C comme un sous-corps de E. Cela montre que le lemme sera établi si en
montrant que E = C. Prenons ε ∈ E. Par (b), il existe un idéal non nul U de RC

tel que εU ⊆ RC . Notons que I := {x ∈ U ∩ R | εx ∈ R} est un idéal de R. Nous
prétendons que I 6= 0. En e�et, choisissons u 6= 0 dans U et utilisons le Lemme 2.4.2
pour obtenir J ∈ J tels que uJ ⊆ R et (εu)J ⊆ R. Alors uJ est contenu dans
I et n'est pas nul d'après (c). Nous pouvons maintenant dé�nir l'homomorphisme
de R−bimodule f : I → R, f(x) = εx. Par le Lemme 2.5.2 il existe λ ∈ C tel
que εx = λx, x ∈ I. Cela implique facilement que εy = λy pour chaque y dans le
sous-espace Ĩ de RC généré par I. Observons que Ĩ est un idéal de RC , par suite
d'après (c) nous obtenons ε = λ ∈ C, et cela achève la preuve du lemme. �

2.6 (In)dépendance linéaire dans les anneaux pre-

miers

Les nombreuses applications des anneaux des quotients de Martindanle pro-
viennent des résultats que nous sommes sur le point d'établir. Pour avoir une idée
du sujet, nous examinons d'abord la condition étudié dans le prochain lemme dans
le cadre simple des anneaux à division. Ainsi, soit D un anneau à division, et soient
a, b ∈ D tel que axb = bxa pour chaque x ∈ D. Un naturel possibilité où se produit
est existe lorsque a et b sont linéairement dépendants sur le centre de D. Actuelle-
ment, c'est la seule possibilité. En e�et, en supposant que a 6= 0 puis en multipliant
axb = bxa par a−1 des deux cotés, nous obtenons xba−1 = a−1bx, qui est facilement
implique que λ = ba−1(= a−1b) se situé au centre de D et véri�e b = λa. Par suite,
nous avons un lien simple entre la structure multiplicative du D (axb = bxa) et la
structure linéaire de D (b = λa). Cette petite observation peut être généralisée en
di�érentes directions.

Nous utilisons la même notation que dans les sections précédentes. En particulier,
R toujours un anneau premier non nul et J l'ensemble de tous les idéaux non nuls
de R. Par (b) et (c) nous nous référons aux conditions du Théorème 2.4.1.

Lemme 2.6.1. Soient a, b ∈ Qr(R) et soit I ∈ J . Si axb = bxa pour tout x ∈ I,
alors a et b sont linéairement dépendants sur C.

Preuve. D'après le Lemme 2.4.2 il existe J ∈J tels que aJ ⊆ R et bJ ⊆ R. Mais
en remplaçant le rôle de I par I∩J nous voyons qu'il n'y a pas de perte de généralité
en supposant que aI ⊆ R et bI ⊆ R.

Nous pouvons supposer que a 6= 0. Alors aI 6= 0 d'après (c) et donc, K := IaI ∈
J . Nous prétendons que l'application f : K → R,

f(
∑
i

xiayi) =
∑
i

xibyi, xi, yi ∈ I,
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est bien dé�nie. Supposons que
∑

i xiayi = 0. En multipliant à droite par zb, z ∈ R,
et en utilisant le fait que a(yiz)b = b(yiz)a, il s'ensuit que (

∑
i xibyi)za = 0. Mais

alors
∑

i xibyi = 0 puisque R est premier. Notons aussi que f correspond bien à R
pour bI ⊆ R. Evidemment, f est un homomorphisme de R−bimodule, il en résulte
donc du Lemme 2.5.2 qu'il existe λ ∈ C tel que f(w) = λw, pour tout w ∈ K. En
particulier, xby = λxay pour tout x, y ∈ I. Par suite, I(b−λa)I = 0 et donc, b = λa
d'après le Lemme 2.4.1. �

Même dans le cas basique où a, b ∈ R et I = R, la participation de la centroïde
étendu C du Lemme 2.6.1 est indispensable, c'est-à-dire qu'il ne peut être remplacé
par le centre Z même lorsque Z est un corps. En e�et, une vision à Exemple 2.5.1
nous en convaincu.

Le lemme suivant traite un état beaucoup plus général, mais comme nous le
verrons, la preuve peut être facilement réduite à la situation traitée dans le Lemme
2.6.1.

Lemme 2.6.2. Soient ai, bi ∈ Qr(R) et soit I ∈J tel que

n∑
i=1

aixbi = 0 pour tout x ∈ I.

Si a1, a2, ..., an sont linéairement indépendants sur C, alors chacun bi = 0. De ma-
nière similaire, si b1, b2, ..., bn sont linéairement indépendants sur C, alors chacun
ai = 0.

Preuve. On va prouver que la première assertion. La deuxième peut être traitée de
manière similaire. Ainsi, supposons que a1, a2, ..., an sont linéairement indépendants.
On va raisonner par récurrence sur n. Le cas n = 1 suit le Lemme 2.4.1. Nous pouvons
donc supposer que la conclusion souhaitée tient si le nombre de sommets est inférieur
à n. Supposons que, bn 6= 0. Par (b) on peut choisir J ∈J tel que bnJ ⊆ R. Alors
xbny ∈ I chaque fois que x ∈ I et y ∈ J , et donc nous avons

∑n
i=1 ai(xbny)bi = 0.

Puisque le dernier terme, anxbnybn, est égal à −(
∑n−1

i=1 aixbi)ybn, nous pouvons donc
réécrire cette identité comme suit :

n−1∑
i=1

aix(bnybi − biybn) = 0 pour tout x ∈ I, y ∈ J.

L'hypothèse de récurrence donne bnybi−biybn = 0 pour tout y ∈ J et i = 1, ..., n−1.
Comme bn 6= 0 par hypothèse, le Lemme 2.6.1 nous dit qu'il existe λi ∈ C tel que
bi = λibn, i = 1, ..., n − 1. Mais alors on peut réécrire

∑n
i=1 aixbi = 0 comme

(
∑n

i=1 λiai)xbn = 0, où λn = 1. Par conséquent,
∑n

i=1 λiai = 0 d'après le Lemme
2.4.1, ce qui est en contradiction avec l'indépendance linéaire a′is. �

Le Lemme 2.6.2 jouera un rôle très important dans la suite. Signalons que ce
lemme sera utilisé comme l'un des principaux outils des chapitres suivants.
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Le théorème suivant est juste une version ra�née du Lemme 2.6.2.

Théorème 2.6.1. Soient ai, bi, cj, dj ∈ Qr(R) et soit I ∈J tel que

n∑
i=1

aixbi =
m∑
j=1

cjxdj pour tout x ∈ I.

Si a1, a2, ..., an sont linéairement indépendant sur C, alors chaque bi est une com-
binaison C−linéaire de d1, d2, ..., dm. De manière similaire, si b1, b2, ..., bn sont li-
néairement indépendants sur C, alors chaque ai est une combinaison C−linéaire de
c1, c2, ..., cm.

Preuve. On va prouver seulement la première assertion. La deuxième assertion
peut être traitée de même manière, comme quand on a indiqué dans la preuve
du lemme précédent. Prolonger {a1, a2, ..., an} à une base C−linéaire portée de
{a1, ..., an, c1, ..., cm}. Dénotant les éléments de base supplémentaire (s'il y a tout)
par an+1, ..., ap, et écrivons chaque cj comme une combinaison C-linéaire de a1, ..., ap.
Notre identité peut alors être réécrite comme

∑p
i=1 aixb

′
i = 0, où b′i, i ≤ n, est la

somme de bi et une combinaison linéaire de d′js. Le Lemme 2.6.2 montre que chaque
b′i = 0. D'où le résultat souhaité. �
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Chapitre 3

Applications centralisantes et

dérivations dans un anneau premier

M. Brešar, Centralizing mappings and derivations in prime rings, J. Algebra 156
(1993), 385-394.

3.1 Introduction

L'objectif principal de ce chapitre est de décrire la structure d'une application
additive arbitraire centralisante sur un anneau premier. Ainsi, on va prouver deux
fameux Théorèmes de M. Brešar. L'étude des applications centralisantes et commu-
tantes ont été initiées par le résultat classique de Posner [33] qui dit que l'existence
d'une dérivation centralisante non nulle sur un anneau premier force l'anneau d'être
commutatif. Beaucoup de travail a été accompli au cours des vingt dernières années
dans ce domaine. Mayne [26] a prouvé le résultat analogue, mais pour les auto-
morphismes centralisants. Un certain nombre d'auteurs ont étendu ces théorèmes
de Posner et Mayne de plusieurs manières [3, 21, 27, 29], où d'autres références
peuvent être trouvées. Dans ces articles, les auteurs ont montré que certaines ap-
plications concrètes additives (comme les dérivations, les endomorphismes, etc.) ne
peuvent pas être centralisantes sur certaine partie d'un anneau premier (ou d'autre)
non-commutatif.

Le résultat que nous allons prouver est

Théorème A. Soit R un anneau premier. Supposons qu'une application addi-
tive F de R est centralisante sur R. Si R est de caractéristique di�érente de 2 ou F
est commutante sur R, alors F est de la forme F (x) = λx + ξ(x), x ∈ R, où λ est
un élément du centroïde étendu C de R et ξ est une application additive de R dans C.

Théorème A est prouvé dans la section 3. La preuve dépend d'un résultat dans
la section 2, qui donne une description des dérivations d, g et h d'un anneau premier
R véri�ant d(x) = ag(x) + h(x)b, où a et b sont des éléments (�xés) dans R.
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Ce résultat généralise le Théorème dans l'article de Herstein [19].

Notre prochain objectif est d'initier l'étude d'un concept plus général sur les
applications centralisantes, c'est-à-dire que nous considérons la situation où les ap-
plications F et G d'un anneau R satisfont F (s)s− sG(s) ∈ Z pour tout s dans une
certaine partie S de R. Ceci est également plus général que le concept des applica-
tions anti-centralisantes. Dans ce chapitre, en suivant la méthode la plus pratique
dans l'étude des applications centralisantes, nous considérons le cas où F et G sont
des dérivations.

Le but de la section 4 est de prouver

Théorème B. Soit R un anneau premier et soit U un idéal à gauche non nul
de R. Supposons que les dérivations d et g de R satisfont d(u)u − ug(u) ∈ Z pour
tout u ∈ U . Si d 6= 0 alors R est commutatif.

Les auteurs dans les deux articles [21, 27] ont montré que si un anneau premier R
admet une dérivation non nulle qui est centralisante sur un idéal bilatère non nul de
R, alors R est commutatif. Bell et Martindale ont établi ce résultat avec une faible
hypothèse selon lequel U est un idéal unilatéral [3, Thm. 4]. Théorème B est bien sûr
encore plus général. En outre, ce théorème généralise un résultat dans l'article [21] en
a�rmant que l'existence d'une dérivation non nulle qui est anti-centralisante sur un
idéal bilatère non nul dans un anneau premier implique que l'anneau est commutatif.

Théorème B est également inspiré de l'observation suivante. Soit f une dériva-
tion intérieure généralisée d'un anneau R, i.e. f(x) = ax + xb pour un certain a, b
dans R. Notez que la condition que f est centralisante sur une partie S de R peut
être écrite sous la forme [a, s]s− s[s, b] ∈ Z pour tout s ∈ S. Ainsi, en introduisant
les dérivations intérieures d et g par d(x) = [a, x] et g(x) = [x, b], on obtient la même
condition que dans le Théorème B, i.e. d(s)s− sg(s) ∈ Z pour tout s ∈ S. Les déri-
vations intérieures généralisées sont largement étudiées sur les algèbres d'opérateur.
Par conséquent, il pourrait être intéressant d'étudier ces applications d'un point de
vue algébrique.

Tout au long de ce chapitre, R représentera un anneau associatif de centre Z ;
dans le cas où R est premier, on note par C le centroïde étendu de R.

Nous allons maintenant utiliser les résultats suivants qui sont biens connus sur
les anneaux premiers et semi-premiers :

Remarques. Soit R un anneau premier.

1. Les éléments non nuls de Z ne sont pas des diviseurs de zéro.

2. Le centre Z d'un anneau semi-premier R ne contient aucun élément non nul
nilpotent.

3. Si R contient un idéal à gauche non nul commutatif , alors R est commutatif.

36



4. Soient c et ac dans le centre de R. Si c n'est pas nul, alors a est dans le centre
de R. En outre, nous avons aussi besoin de résultat plus profond suivant, il
a apparemment dû à Levitzki.

5. [17, Lemme 1.1] Soit n un entier positive �xé. Si un anneau R contient un
idéal à gauche non nul I tel que xn = 0, pour tout x ∈ I, alors R contient
un idéal non nul nilpotent. En particulier, un anneau semi-premier n'a pas
d'idéal nil à gauche non nul d'indice borné.

3.2 Dérivations véri�ant d(x) = ag(x) + h(x)b

Le but principal de cette section est d'étudier les dérivations d, g et h sur un an-
neau premier véri�ant d(x) = ag(x)+h(x)b. Plus précisément, il s'agit de déterminer
la forme de ces dérivations.

Théorème 3.2.1. Soit R un anneau premier, et soient d, g, h des dérivations de
R. On suppose qu'ils existent a, b ∈ R tels que

d(x) = ag(x) + h(x)b pour tout x ∈ R. (3.1)

Si a /∈ Z et b /∈ Z, alors il existe λ ∈ C tels que d(x) = [λab, x], g(x) = [λb, x] et
h(x) = [λa, x] pour tout x ∈ R.

Pour la preuve du Théorème 3.2.1 nous avons besoin de deux lemmes qui sont
d'un intérêt indépendants.

Lemme 3.2.1. Soit R un anneau premier, et soient d, g des dérivations de R.
On suppose que

d(x)g(y) = g(x)d(y) pour tout x, y ∈ R. (3.2)

Si d 6= 0 alors il existe λ ∈ C tel que g(x) = λd(x) pour tout x ∈ R.

Preuve. On remplace y par yz dans la relation (3.2), nous voyons que

d(x)g(yz) = g(x)d(yz) pour tout x, y, z ∈ R

ce qui implique que

d(x)g(y)z + d(x)yg(z) = g(x)d(y)z + g(x)yd(z) pour tout x, y, z ∈ R.

En utilisant la relation (3.2), cette dernière relation se réduite à

d(x)yg(z) = g(x)yd(z) pour tout x, y, z ∈ R. (3.3)

En particulier,

d(x)yg(x) = g(x)yd(x) pour tout x, y ∈ R.
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Par conséquent, si d(x) 6= 0, en utilisant le Lemme 2.6.1 nous avons donc

g(x) = λ(x)d(x) pour un certain λ(x) ∈ C.

Ainsi, si d(x) 6= 0 et d(z) 6= 0, on utilise aussi le fait que g(z) = λ(z)d(z) pour un
certain λ(z) ∈ C. Alors il s'ensuit de la relation (3.3) que

(λ(x)− λ(z))d(x)yd(z) = 0 pour tout y ∈ R.
Ainsi, dès que R est premier, donc, la dernière relation implique que λ(x) = λ(z).

Par suite, nous avons prouvé qu'il existe λ ∈ C de tel sorte la relation g(x) = λd(x)
est satisfaite pour tout x ∈ R, avec la propriété d(x) 6= 0.

D'autre part, si d(x) = 0 alors nous voyons de la relation (3.3) que aussi g(x) = 0,
puisque d 6= 0 et R est premier. D'où, g(x) = λd(x) pour tout x ∈ R. �

Lemme 3.2.2. Soit R un anneau premier, et soient d, f , g et h des dérivations de
R. On suppose que

d(x)g(y) = h(x)f(y) pour tout x, y ∈ R. (3.4)

Si d 6= 0 et f 6= 0 alors il existe λ ∈ C tels que g(x) = λf(x) et h(x) = λd(x) pour
tout x ∈ R.

Preuve. Prenons y = zy dans la relation (3.4), alors nous obtenons

d(x)g(z)y + d(x)zg(y) = h(x)f(z)y + h(x)zf(y) pour tout x, y, z ∈ R.

En appliquant la relation (3.4), nous voyons que

d(x)zg(y) = h(x)zf(y) pour tout x, y, z ∈ R. (3.5)

On substitue z par zf(w) dans la relation (3.5), on obtient

d(x)zf(w)g(y) = h(x)zf(w)f(y)

Ainsi, du fait que h(x)zf(w) = d(x)zg(w) d'après la relation(3.5), nous avons donc

d(x)z(f(w)g(y)− g(w)f(y)) = 0 pour tout x, y, z, w ∈ R.

Puisque d 6= 0 et R est premier, cette dernière relation implique que

f(w)g(y) = g(w)f(y) pour tout y, w ∈ R.

Nous avons supposé que f 6= 0, en utilisant le Lemme 3.2.1, il en résulte que

g(y) = λf(y) pour tout y ∈ R où λ est un élément de C,

et donc, la relation (3.5) devient

(λd(x)− h(x))zf(y) = 0 pour tout x, y, z ∈ R.

Par suite, comme conséquence de ce qui précède, on a bien que h(x) = λd(x) pour
tout x ∈ R. �
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Preuve du théorème 3.2.1. En remplaçant x par xy dans la relation (3.1), nous
obtenons

d(xy) = ag(xy) + h(xy)b pour tout x, y ∈ R
ce qui implique que

d(x)y + xd(y) = ag(x)y + axg(y) + h(x)yb+ xh(y)b pour tout x, y ∈ R.

Ainsi d'après la relation (3.1), on trouve

ag(x)y + h(x)by + xag(y) + xh(y)b = ag(x)y + axg(y) + h(x)yb+ xh(y)b

pour tout x, y ∈ R.

Ce qui donne que

axg(y)− xag(y) = h(x)by − h(x)yb pour tout x, y ∈ R.

En factorisant cette dernière relation, on aboutit

[a, x]g(y) = h(x)[b, y] pour tout x, y ∈ R.

Ainsi, d'après le Lemme 3.2.2, il existe λ ∈ C tels que

h(x) = [λa, x] et g(x) = [λb, x] pour tout x ∈ R.

Par suite, en vertu à nouveau de la relation (3.1), on en déduit que

d(x) = a[λb, x] + [λa, x]b

= λabx− λaxb+ λaxb− λxab
= (λab)x− x(λab)

= [λab, x].

D'où, d(x) = [λab, x] pour tout x ∈ R. �

Dans l'article [19], I. N. Herstein a prouvé le résultat suivant :

Soit R un anneau premier et d une dérivation non nulle de R. Supposons que
a /∈ Z tel que [a, d(x)] = 0 pour tout x ∈ R, alors R est de caractéristique 2, a2 ∈ Z
et d(x) = [λa, x], où λ ∈ C, pour tout x ∈ R.

Nous sommes maintenant en mesure de généraliser le résultat de Herstein's.

Corollaire 3.2.1. Soit R un anneau premier, et soient g, h des dérivations de R.
On suppose qu'ils existent a, b ∈ R tels que

ag(x) + h(x)b = 0 pour tout x ∈ R. (3.6)

Si a /∈ Z et b /∈ Z, alors il existe λ ∈ C tels que g(x) = [λb, x] et h(x) = [λa, x] pour
tout x ∈ R. De plus, si g 6= 0 alors ab ∈ Z.
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Preuve. La première partie de l'assertion suit immédiatement du Théorème 3.2.1.
Maintenant si g 6= 0 alors forcément λ 6= 0 et par suite, d'après la relation (3.6) il
en résulte que

a[λb, x] + [λa, x]b = λ(abx− xab) = λ[ab, x] = 0

ce qui implique facilement que [ab, x] = 0 pour tout x ∈ R, et cela achève la preuve
du corollaire. �

3.3 Applications centralisantes

Tout d'abord, nous montrons que sous des hypothèses plutôt faibles, chaque
application centralisante est en fait commutante.

Proposition 3.3.1. Soit R un anneau semi-premier sans 2-torsion et U le sous-
anneau de Jordan de R. Si une application additive F : R→ R est centralisante sur
U , alors F est commutante sur U .

Preuve. On suppose que F est centralisante sur U , c'est-à-dire

[F (x), x] ∈ Z pour tout x ∈ U.

La linéarisation de cette relation (i.e., on remplace x par x+ y), donne

[F (x), x] + [F (x), y] + [F (y), x] + [F (y), y] ∈ Z pour tout x, y ∈ U.

Comme [F (x), x], [F (y), y] ∈ Z, on aura donc que

[F (x), y] + [F (y), x] ∈ Z pour tout x, y ∈ U.

En particulier,

[F (x), x2] + [F (x2), x] ∈ Z pour tout x ∈ U. (3.7)

Ainsi, puisque [F (x), x] ∈ Z, alors nous avons

[F (x), x2] = 2[F (x), x]x ∈ Z pour tout x ∈ U.

Par suite, la relation (3.7) peut être réécrite sous la forme

2[F (x), x]x+ [F (x2), x] ∈ Z pour tout x ∈ U. (3.8)

Par hypothèse, on a [F (x2), x2] ∈ Z pour tout x ∈ U . C'est-à-dire

[F (x2), x]x+ x[F (x2), x] ∈ Z pour tout x ∈ U. (3.9)

Maintenant on doit �xer x ∈ U et soit z = [F (x), x] ∈ Z, u = [F (x2), x]. Nous
devons montrer que z = 0. Selon la relation (3.8) nous obtenons

0 = [F (x), 2zx+u] = [F (x), 2zx]+[F (x), u] = 2z[F (x), x]+[F (x), u] = 2z2+[F (x), u].
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Evidemment, il s'ensuit que
[F (x), u] = −2z2. (3.10)

En vertu de la relation (3.9), nous avons donc

0 = [F (x), ux+ xu] = [F (x), ux] + [F (x), xu]

= [F (x), u]x+ u[F (x), x] + [F (x), x]u+ x[F (x), u].

En appliquant la relation (3.10), ce qui permet d'écrire

−4z2x+ 2zu = 0.

Par suite, on trouve donc que zu = 2z2x. En multipliant à droite par z dans la
relation (3.10) et en utilisant cette dernière relation nous trouvons que

−2z3 = [F (x), u]z = [F (x), zu] = [F (x), 2z2x] = 2z2[F (x), x] = 2z3.

Et donc, z3 = 0. Ainsi, d'après la Remarque 2 nous aurons forcément que z = 0.
D'où, [F (x), x] = 0 pour tout x ∈ R. Cela prouve la proposition. �

Nous arrivons maintenant au résultat principal de ce chapitre.

Théorème 3.3.1. Soit R un anneau premier. Si une application additive F de R
est commutante sur R, alors il existe λ ∈ C et une application additive ξ : R→ C,
telle que :

F (x) = λx+ ξ(x) pour tout x ∈ R.

Preuve. On suppose que

[x, F (x)] = 0 pour tout x ∈ R.

En linéarisant cette relation, on obtient immédiatement que

[x, F (y)] = [F (x), y] pour tout x, y ∈ R. (3.11)

En remplaçant y par yz dans la relation (3.11), nous obtenons

[x, F (yz)] = [F (x), yz] = y[F (x), z] + [F (x), y]z = y[x, F (z)] + [x, F (y)]z.

D'où, il suit que

[x, F (yz)] = y[x, F (z)] + [x, F (y)]z pour tout x, y, z ∈ R. (3.12)

Cette identité est la clé, comme nous le verrons. Fixons y ∈ R. Supposons que y /∈ Z.
Comme cas particulier de l'identité (3.12), nous avons

[x, F (y2)] = y[x, F (y)] + [x, F (y)]y pour tout x ∈ R.

Ainsi, puisque les applications x 7→ [x, F (y2)] et x 7→ [x, F (y)] sont des dérivations
et donc, le Théorème 3.2.1 peut être appliqué. Par suite, il existe λ(y) ∈ C tel que
[x, F (y)] = [x, λ(y)y] pour tout x ∈ R.
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Maintenant, supposons que y ∈ Z, et donc d'après la linéarisation de [F (x), x] =
0 on voit donc que aussi F (y) ∈ Z. Il est clair maintenant que pour chaque y ∈ R
il existe λ(y) ∈ C tel que [x, F (y)] = [x, λ(y)y] est satisfaite pour n'importe x ∈ R.
Ainsi, nous voulons montrer que λ(y) est constante.

A présent, l'identité (3.12) peut s'écrire de la forme

[x, λ(yz)yz] = y[x, λ(z)z] + [x, λ(y)y]z.

Par conséquent, on décompose cette dernière identité, on aboutit

y[x, λ(yz)z] + [x, λ(yz)y]z = y[x, λ(z)z] + [x, λ(y)y]z.

Manifestement, il s'ensuit que

[x, (λ(yz)− λ(y))y]z + y[x, (λ(yz)− λ(z))z] = 0. (3.13)

Prenons maintenant y /∈ Z et z /∈ Z. D'après la relation (3.13) et le Théorème 3.2.1,
il s'ensuit qu'il existe µ ∈ C tels que

[x, (λ(yz)−λ(y))y] = [x, µy] et [x, (λ(yz)−λ(z))z] = [x, µz] pour tout x ∈ R.

De plus, puisque y /∈ Z et z /∈ Z, donc ces deux relations impliquent que

λ(yz)− λ(y) = µ et λ(yz)− λ(z) = µ.

Par conséquent, on a λ(y) = λ(z).
En�n, il existe λ ∈ C tel que [x, F (y)] = [x, λy] valable pour tout x ∈ R et

y /∈ Z. Cependant, puisque F est une application de Z dans lui même, et donc cette
relation est tout à fait vraie même si y ∈ Z. Par suite, nous avons donc

[x, F (y)− λy] = 0 pour tout x ∈ R.

Finalement, notons que l'application ξ(y) = F (y) − λy a les propriétés désirées, et
cela termine la preuve de ce théorème. �

Par suite, en combinant la Proposition 3.3.1 et le Théorème 3.3.1, nous obtenons
le Théorème B.

Remarque 3.3.1. Dans l'article [29], C. R. Miers a étudié les applications centrali-
santes sur C∗−algèbres. Il a montré que si A est une C∗−algèbre, p est un polynôme
complexe et d est une dérivation de A de tel sorte que p(d) est commutante sur A,
alors p(d) = 0 [29, Thm. 1]. Utilisons maintenant le Théorème 3.3.1, un résultat
similaire peut être obtenu pour les dérivations intérieures dans les anneaux semi-
premiers (nous remarquons que Miers avait d'abord considéré le cas où A est une
algèbre de Von Neumann et donc d est une dérivation intérieure).

Soit R un anneau semi-premier, a un élément de R et da la dérivation intérieure
de R associée à a, i.e. da(x) = [a, x]. On suppose que l'application F : R→ R, ainsi
dé�nie par :

F (x) = c1da(x) + c2d
2
a(x) + ...+ cnd

n
a(x), x ∈ R, (3.14)
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où c1, c2, ..., cn sont des éléments de R, est commutante sur R. Nous avons l'intention
de montrer que F = 0. Tout d'abord, on va supposer que R est premier. Par le
Théorème 3.3.1 nous avons donc

F (x) = λx+ ξ(x) pour tout x ∈ R.

D'autre part, il est clair que F (a) = 0 depuis la relation (3.14), et donc nous
avons λa = −ξa. Ainsi, d'après cette dernière relation il s'ensuit qu'à la fois que si
λ 6= 0 alors a ∈ Z. Par conséquent, on peut supposer que λ = 0.
Notons que pour chaque x ∈ R, F (xa) = F (x)a. En e�et, du fait que da(xa) =
[a, xa] = [a, x]a = da(x)a. Par suite, dès que F est une application de R dans C ;
donc dans tous les cas on a F = 0.

Maintenant soit R un anneau semi-premier. On va choisir un idéal premier arbi-
traire P de R. Ainsi, l'application F peut être "réduite" à l'application FP dé�nie
sur R/P . Alors, FP est commutante sur R/P et par l'argument ci-dessus FP = 0.
Par suite, à partir de la semi-primalité de R, nous pouvons conclure que aussi F = 0.

3.4 Identité d(u)u− ug(u) ∈ Z
Théorème 3.4.1. Soit R un anneau premier et soit U un idéal à gauche non nul
de R. Supposons que les dérivations d et g de R sont tels que d(u)u − ug(u) ∈ Z
pour tout u ∈ U . Si d 6= 0 alors R est commutatif.

Si nous supposons que g 6= 0 au lieu de d 6= 0, alors le résultat ne doit pas
nécessairement être vrai. En e�et, soit R un anneau premier quelconque ayant des
éléments nilpotents, et soit a(6= 0) ∈ R de tel sorte que a2 = 0. Soit U un idéal à
gauche généré par a. On dé�nit la dérivation intérieure g par g(x) = [a, x]. Alors il
est clair que Ug(u) = 0 pour tout u ∈ U .

Remarque 3.4.1. Pour la preuve du Théorème 3.4.1 nous avons besoin de tois
lemmes parmi eux deux qui sont principales. Le dernier lemme fait un cas très
particulier du Théorème 4 dans l'article [3]. Cependant, nous présentons la preuve
puisqu'elle est légèrement courte.

Lemme 3.4.1. [27] Soit U un idéal à gauche non nul d'un anneau premier R, si d
est une dérivation non nulle de R, alors d est non nulle sur U .

Preuve. On suppose que

d(x) = 0 pour tout x ∈ U.

On a alors aussi d(rx) = 0 pour tout r ∈ R et x ∈ U . Ainsi, d(rx) = d(r)x+rd(x) = 0
et donc, il en résulte que

d(r)x = 0 pour tout r ∈ R et x ∈ U.

Par conséquent, d(R)U = 0. Mais d(R)RU ⊆ d(R)U = 0, cela donne que d(R) = 0
puisque R est premier. �
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Lemme 3.4.2. [3] Soit R un anneau semi-premier et U un idéal à gauche non nul.
Si d est une dérivation de R centralisante sur U , alors d est commutante sur U .

Preuve. On suppose que

[x, d(x)] ∈ Z pour tout x ∈ U.

En particulier,
[x2, d(x2)] ∈ Z pour tout x ∈ U.

Ainsi, on développe cette dernière identité, nous avons donc

[x2, d(x2)] = [x2, d(x)x+ xd(x)]

= [x2, 2xd(x)− [x, d(x)]]

= [x2, 2xd(x)]− [x2, [x, d(x)]]

= 2x[x2, d(x)]

= 2x2[x, d(x)] + 2x[x, d(x)]x

= 4x2[x, d(x)] ∈ Z.

Ce qui donne que

4[x2[x, d(x)], d(x)] = 0 pour tout x ∈ U. (3.15)

En développant encore une fois l'équation (3.15), nous obtenons

0 = 4[x2[x, d(x)], d(x)] = 4[x, d(x)][x2, d(x)] = 8x[x, d(x)]2 pour tout x ∈ U.

Par la même procédure, nous arrivons à

8[x, d(x)]3 = 0 pour tout x ∈ U.

Par suite, en invoquant la Remarque 2, on obtient

2[x, d(x)] = 0 pour tout x ∈ U. (3.16)

En multipliant l'équation (3.16) par x, on trouve

2x[x, d(x)] = 0 pour tout x ∈ U.

Et il en résulte une fois que

[x2, d(x)] = 0 pour tout x ∈ U. (3.17)

Maintenant, en linéarisant l'hypothèse original, i.e. [x, d(x)] ∈ Z, on aboutit à

[x, d(x)] + [x, d(y)] + [y, d(x)] + [y, d(y)] ∈ Z pour tout x, y ∈ U,

et donc, dès que [x, d(x)], [y, d(y)] ∈ Z, alors nous obtenons

[x, d(y)] + [y, d(x)] ∈ Z pour tout x, y ∈ U. (3.18)
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Nous voyons donc que l'équation (3.18) devient

2([x, d(y)] + [y, d(x)]) = 0 pour tout x, y ∈ U.

En combinant ce dernier résultat avec l'équation (3.16), on trouve

2y[x, d(x)] + 2x[y, d(x)] + 2x[x, d(y)] = 0 ∈ Z pour tout x, y ∈ U.

Ainsi, on va utilisé les identités de crochet de Lie et donc cette dernière équation se
réduit à

[xy + yx, d(x)] + [x2, d(y)] = 0 pour tout x, y ∈ U. (3.19)

En remplaçant, y par yx dans l'équation (3.19), on obtient donc que

[xyx+ yx2, d(x)] + [x2, d(yx)] = 0 pour tout x, y ∈ U

ce qui implique que

(xy + yx)[x, d(x)] + [xy + yx, d(x)]x+ [x2, d(y)x] + [x2, yd(x)] = 0. (3.20)

On réécrit le premier terme comme ([x, y] + 2yx)[x, d(x)] et le dernier terme comme
[x2, yd(x)] = [x2, y]d(x) + y[x2, d(x)], donc l'équation (3.20) devient comme

([x, y] + 2yx)[x, d(x)] + ([xy + yx, d(x)] + [x2, d(y)])x

+ [x2, y]d(x) + y[x2, d(x)] = 0 pour tout x, y ∈ U. (3.21)

Par suite, en utilisant les équations (3.16), (3.17) et (3.19), et donc l'équation (3.21)
devient comme suit

[x, y][x, d(x)] + [x2, y]d(x) = 0 pour tout x, y ∈ U. (3.22)

On prend maintenant y = d(x)x dans l'équation (3.22), ce qui donne que

[x, d(x)]x[x, d(x)] + [x2, d(x)]xd(x) = 0 pour tout x ∈ U.

En vertu à nouveau de l'équation (3.17) et en utilisant l'égalité x[x, d(x)] = [x, d(x)]2,
on peut voir que

[x, d(x)]x[x, d(x)] = 0 = [x, d(x)]3 pour tout x ∈ U.

Finalement, il s'ensuit que

[x, d(x)] = 0 pour tout x ∈ U.

D'où, on trouve le résultat demandé. �

Lemme 3.4.3. Soit R un anneau premier non commutatif, et soit U un idéal à
gauche non nul de R. Si une dérivation d de R est une application de U dans le
centre de R, alors d = 0.
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Preuve. Prenons u, v ∈ U . Alors d(u), d(v) et d(vu) sont contenus dans Z. Par
conséquent, nous avons donc

0 = [d(vu), u] = [d(v)u+ vd(u), u]

= [d(v)u, u] + [vd(u), u]

= [v, u]d(u).

D'où, il suit que
[v, u]d(u) = 0 pour tout u, v ∈ U.

Ainsi, d'après la Remarque 1, il s'ensuit que soit d(u) = 0 ou u est contenu dans le
centre de U . En d'autre terme, U est l'union de ses sous-ensembles suivants :

G = {u ∈ U | d(u) = 0} et H = {u ∈ U | u est contenu dans le centre de U}.

Notons que les deux sont des sous-groupes additifs de U . Mais un groupe ne peut
pas être l'union de deux sous-groupes propres. Ainsi, soit donc G = U ou H = U .

Si H = U alors U est commutatif ce qui est impossible par la Remarque 3. Par
suite, on a donc G = U . En utilisant le Lemme 3.4.1 nous obtenons l'assertion du
lemme. �

Preuve du théorème 3.4.1. Nous supposons que R est un anneau premier non-
commutatif, d et g sont des dérivations de R tels que d(u)u− ug(u) ∈ Z pour tout
u dans l'idéal à gauche non nul U . Nous devons montrer que d = 0.

En linéarisant la relation d(u)u− ug(u) ∈ Z, on trouve

d(u)u+ d(u)v + d(v)u+ d(v)v − ug(u)− ug(v)− vg(u)− vg(v) ∈ Z
pour tout u, v ∈ U. (3.23)

Comme d(u)u− ug(u), d(v)v − vg(v) ∈ Z, la relation (3.23) devient

d(u)v + d(v)u− ug(v)− vg(u) ∈ Z pour tout u, v ∈ U. (3.24)

Tout d'abord, on suppose qu'il existe c 6= 0 de tel sorte que c ∈ Z ∩ U . Prenons
v = c dans la relation (3.24), nous obtenons

c(d(u)− g(u)) + (d(c)− g(c))u ∈ Z pour tout u ∈ U. (3.25)

Soit maintenant v = c2 dans la relation (3.24), alors nous trouvons aussi que

c2(d(u)− g(u)) + (d(c2)− g(c2))u ∈ Z pour tout u ∈ U.

Ainsi, nous avons

c2(d(u)− g(u)) + 2c(d(c)− g(c))u ∈ Z pour tout u ∈ U.
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Par suite, on aboutit

c{c(d(u)− g(u)) + (d(c)− g(c))u}+ c(d(c)− g(c))u ∈ Z pour tout u ∈ U.

En utilisant le fait que le premier terme est contenu dans Z d'après la relation (3.25),
nous trouvons donc que

c(d(c)− g(c))u ∈ Z pour tout u ∈ U.

Ainsi, par la Remarque 3, il existe u ∈ U pour lequel u n'est pas contenu dans Z et
donc, il s'ensuit de la dernière relation, Remarque 4 et Remarque 1 que d(c) = g(c).
Manifestement, la relation (3.25) devient comme suit

c(d(u)− g(u)) ∈ Z pour tout u ∈ U.

En invoquant à nouveau la Remarque 4, on trouve

(d(u)− g(u)) ∈ Z pour tout u ∈ U.

D'après le Lemme 3.4.3, nous sommes obligés de conclure que d = g. Maintenant en
appliquant le Lemme 3.4.2.
Pourtant, au cas où Z ∩ U 6= 0 nous avons d(u)u = ug(u) pour tout u ∈ U.

Nous supposons maintenant que Z∩U = 0. Par hypothèse, on a d(u)u−ug(u) ∈
Z pour tout u ∈ U , ce dernier commute avec chaque élément v ∈ U . Par conséquent,
cela montre que vug(u) ∈ U . En e�et,

(d(u)u− ug(u))v = v(d(u)u− ug(u)) pour tout u, v ∈ U.

Ce qui donne que

vd(u)u− d(u)uv + ug(u)v = vug(u) ∈ U pour tout u, v ∈ U.

En linéarisant ce dernier terme, on trouve

vug(u) + vug(w) + vwg(u) + vwg(w) ∈ U pour tout u, v, w ∈ U.

Comme vug(u), vwg(w) ∈ U , on a alors

vug(w) + vwg(u) ∈ U pour tout u, v, w ∈ U.

En remplaçant w par vu, on trouve que

vug(vu) + v2ug(u) ∈ U pour tout u, v ∈ U.

Par suite, vug(vu) ∈ U . On choisit u ∈ U de tel sorte qu'on a W = Uu 6= 0 ; pour
w ∈ W nous avons alors d(w)w − wg(w) ∈ U ∩ Z = 0.
En�n, nous avons prouvé que dans tous les cas il existe un idéal à gauche non nul ;
que nous le désignons par W , tel que

d(w)w = wg(w) pour tout w ∈ W.
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En linéarisant encore une fois cette relation, nous obtenons

d(u)u+ d(w)u+ d(u)w + d(w)w = ug(u) + ug(w) + wg(u) + wg(w)

pour tout u,w ∈ W.

Le fait que d(u)u = ug(u) et d(w)w = wg(w), donne que

d(u)w + d(w)u = ug(w) + wg(u) pour tout u,w ∈ W. (3.26)

En remplaçant dans la relation (3.26) w par wu, on trouve que

d(u)wu+ d(wu)u = ug(wu) + wug(u) pour tout u,w ∈ W

ce qui implique

d(u)wu+(d(w)u+wd(u))u = u(g(w)u+wg(u))+wug(u) pour tout u,w ∈ W.

Cette relation peut être réécrite de la façon

(d(u)w+ d(w)u− ug(w))u+w(d(u)u− ug(u)) = uwg(u) pour tout u,w ∈ W ;

et donc, en utilisant la relation (3.26) et le fait que d(u)u = ug(u) nous arrivons à

wg(u)u = uwg(u) pour tout u,w ∈ W. (3.27)

En remplaçant w par vw et en appliquant la relation (3.27), ce qui conduit à

vuwg(u) = uvwg(u) pour tout u, v, w ∈ W,

c'est-à-dire,
[v, u]wg(u) = 0 pour tout u, v, w ∈ W.

Par suite, puisque W ⊇ RW , alors on a aussi que

[W,u]RWg(u) = 0 pour tout u ∈ W.

Ainsi, dès que R est premier, pour chaque u ∈ W nous avons donc que soit

[W,u] = 0 ou Wg(u) = 0.

Les sous-ensembles A = {u ∈ W | [W,u] = 0} et B = {u ∈ W | Wg(u) = 0} sont
des sous groupes additifs de W et par ce qui précède, leurs union est égale à W . Par
conséquent, soit A = W ou B = W .

Si A = W et puisque W est un idéal à gauche de R alors R est commutatif par
la Remarque 3. Par conséquent, forcément B = W . En particulier, ug(u) = 0 pour
tout u ∈ W , ce qui donne donc que

d(u)u = 0 pour tout u ∈ W. (3.28)

En linéarisant la relation (3.28), nous obtenons

d(u)u+ d(u)v + d(v)u+ d(v)v = 0 pour tout u, v ∈ W.
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Ainsi, nous arrivons à

d(u)v + d(v)u = 0 pour tout u, v ∈ W. (3.29)

En remplaçant v par d(u)v dans la relation (3.29), on peut donc écrire

d(u)2v + d2(u)vu+ d(u)d(v)u = 0 pour tout u, v ∈ W.

En utilisant la relation (3.29), on aura d'une manière immédiate que

d2(u)vu = 0 pour tout u, v ∈ W.

Il en résulte donc que

d2(u)Wu = 0 pour tout u ∈ W.

Comme W ⊇ RW , on a donc aussi que

d2(u)RWu = 0 pour tout u ∈ W.

On va utiliser la primalité de R, comme la preuve précédente, le fait qu'un groupe
ne peut jamais être la réunion de deux sous-groupes propres et donc il s'ensuit que

d2(u) = 0 pour tout u ∈ W.

Il en résulte, selon la relation (3.28) que

d(d(u)u) = d2(u)u+ d(u)2 = 0 pour tout u ∈ W.

D'où, on a
d(u)2 = 0 pour tout u ∈ W.

En linéarisant encore une fois cette dernière relation nous verrons que

d(u)d(v) + d(v)d(u) = 0 pour tout u, v ∈ W. (3.30)

En multipliant à droite par d(u) dans la relation (3.30), nous obtenons

d(u)d(v)d(u) + d(v)d(u)2 = 0 pour tout u, v ∈ W

ce qui donne que

d(v)d(W )d(W )v = 0 et aussi que d(u)d(v)d(u) = 0. (3.31)

Dans la dernière expression, on remplace v par wv on aura donc que

d(u)d(w)vd(u) + d(u)wd(v)d(u) = 0 pour tout u, v, w ∈ W. (3.32)

En multipliant à droite la relation (3.32) par d(w)v, on trouve que

(d(u)d(w)v)2 + d(u)wd(v)d(u)d(w)v = 0 pour tout u, v, w ∈ W.
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En utilisant la relation (3.31), on en déduit que

(d(u)d(w)v)2 = 0 pour tout u, v, w ∈ W.

Cela signi�e donc que Wd(u)d(w) est un idéal à gauche nil d'indice trois, ce qui est
impossible par la Remarque 5 sauf si Wd(u)d(w) = 0.

En remplaçant maintenant u par uv dans cette dernière relation, nous obtenons

Wd(u)vd(w) +Wud(v)d(w) = 0 pour tout u, v, w ∈ W.

Ce qui montre queWd(u)vd(w) = 0 ; puisqueR est premier, dès queWd(W )RWd(W ) ⊆
Wd(W )Wd(W ) = 0 donc nous devons conclure que Wd(W ) = 0.

Suivant donc la relation (3.29), nous avons évidemment que

d(u)(uv) + d(uv)u = 0 pour tout u, v ∈ W.

On décompose cette dernière relation, et en utilisant la relation (3.28) on aura
immédiatement que

d(u)vu+ ud(v)u = 0 pour tout u, v ∈ W.

Ainsi, on trouve depuis que Wd(W ) = 0 que

d(u)vu = 0 pour tout u, v ∈ W.

Par conséquent, il en résulte que

d(u)RWu = 0 pour tout u ∈ W.

Finalement, on conclut facilement que d(W ) = 0. Mais alors d = 0 (depuis le Lemme
3.4.1). Cela termine la preuve du théorème. �

Nous clôturons ce chapitre avec quelques corollaires du Théorème 3.4.1, qui ont
été décrits au début de ce chapitre.

Corollaire 3.4.1. Soit R un anneau premier et U un idéal à gauche non nul de R.
S'il existe une dérivation non nulle d de R centralisante ou anti-centralisante sur
U , alors R est commutatif.

Corollaire 3.4.2. Soit R un anneau premier non-commutatif et U un idéal à gauche
non nul de R. On suppose qu'ils existent a, b ∈ R et une dérivation d de R tel que
l'application x 7→ d(x) + ax+ xb est centralisante sur U . Alors d est une dérivation
intérieure donnée par d(x) = [x, a].
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Preuve. On suppose que

[d(u) + au+ ub, u] ∈ Z pour tout u ∈ U. (3.33)

La relation (3.33) peut être s'écrit comme suit

[d(u), u] + [a, u]u+ u[b, u] ∈ Z pour tout u ∈ U.

Ce qui permet décrire aussi que

(d(u)− [u, a])u− u(d(u)− [b, u]) ∈ Z pour tout u ∈ U.

De sorte que les applications u 7→ d(u)−[u, a] et u 7→ d(u)−[b, u] sont des dérivations
de R. Alors, d'après le Théorème 3.4.1 nous avons d(u) = [u, a]. �

On prend la dérivation d est nulle dans le Corollaire 3.4.2 nous obtenons

Corollaire 3.4.3. Soit R un anneau premier et U un idéal à gauche non nul de R.
Si a, b ∈ R sont tels que l'application x 7→ ax + xb est centralisante sur U . Alors
a ∈ Z.
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Chapitre 4

Traces commutantes des applications

biadditives

M. Brešar, Centralizing Maps in Prime Rings with Involution, Journal of Alge-
bra 161 (1993), 342-357.

M. Brešar, Commuting traces of biadditive mappings, commutativity-preserving
mappings and Lie mappings, Trans. Amer. Math. Soc. 335 (1993), 525-546.

4.1 Introduction

Les applications biadditives B : R × R → R où R est un anneau premier avec
certaines propriétés supplémentaires, satisfaisant B(x, x)x = xB(x, x) pour tout
x ∈ R, sont caractérisés. En tant qu'application, nous déterminons la structure des
dérivations de Lie de certains anneaux premiers.

Le but principal de ce chapitre est de passer de l'étude des dérivées commu-
tantes à l'étude des applications additives arbitraires commutantes a bien sûr été
une étape importante. Nous allons maintenant faire un pas en avant. Le sujet de ce
chapitre dépasse considérablement les précédents par le niveau de généralité, la dif-
�culté et surtout par la signi�cation des applications. De toute façon, les résultats et
les méthodes présentées du chapitre précédent nous montrent comment aborder ce
paramètre plus complexe. Nous commençons dans la première section par le sujet le
plus simple. Il a été traité pour la première fois dans l'article de l'auteur Brešar [10]
en 1993. Pourtant, pour la deuxième section nous donnerons des résultats concer-
nant les traces commutatntes des applications biadditives.

Un autre nom (et peut-être meilleur) est les applications quadratiques (cf. [1]),
mais nous ne l'utiliserons pas puisque les traces des applications multi-additives dans
plus de deux variables ne seront pas notre objectif mais peut être trouvées en détail
dans l'article [22].
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4.2 Bidérivation d'un anneau premier

La notion de bidérivation se pose naturellement dans l'étude des applications
additives commutantes (voir [37], où les bidérivations satisfaisant certaines proprié-
tés spéciales sont étudiées). Les exemples typiques sont les applications de la forme
(x, y) 7→ c[x, y] où c est un élément dans le centre de R. Notre objectif est de mon-
trer que, dans les anneaux premiers non-commutatives, ces exemples évidents sont
essentiellement les seuls exemples.

Un cas particulier du lemme suivant, où B était une bidérivation obtenue à partir
d'une application additive commutante f , a été prouvé dans l'article [8].

Lemme 4.2.1. Soit B : R×R→ R une bidérivation d'un anneau R. Alors

B(x, y)z[u, v] = [x, y]zB(u, v) pour tous x, y, z, u, v ∈ R.

Preuve. Nous calculons B(xu, yv) par deux méthodes di�érentes. En utilisant le
fait que B est une dérivation dans le premier argument, nous obtenons

B(xu, yv) = B(x, yv)u+ xB(u, yv). (4.1)

Ainsi, puisque B est aussi une dérivation dans le deuxième argument, il en résulte
de la relation (4.1) que

B(xu, yv) = B(x, y)vu+ yB(x, v)u+ xB(u, y)v + xyB(u, v).

De façon analogue, nous trouvons aussi que

B(xu, yv) = B(xu, y)v + yB(xu, v)

= B(x, y)uv + xB(u, y)v + yB(x, v)u+ yxB(u, v).

En comparant les deux relations obtenues, on aboutit à

B(x, y)[u, v] = [x, y]B(u, v) pour tout x, y, u, v ∈ R. (4.2)

En remplaçant v par zv dans la relation (4.2), on obtient donc que

B(x, y)[u, z]v +B(x, y)z[u, v] = [x, y]B(u, z)v + [x, y]zB(u, v).

En utilisant encore une fois la relation (4.2) on trouve l'assertion du lemme. �

Notre prochain résultat est une légère généralisation du Lemme 3.2.1. Heureuse-
ment, la même preuve fonctionne, mais nous l'incluons par souci de complétude.

Lemme 4.2.2. Soit S un ensemble quelconque et R un anneau premier. Si les
fonctions F : S → R, G : S → R satisfont

F (s)xG(t) = G(s)xF (t) pour tout s, t ∈ S, x ∈ R, et F 6= 0. (4.3)

Alors il existe λ ∈ C, tel que G(s) = λF (s) pour tout s ∈ S.
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Preuve. Prenons un s ∈ S nous avons F (s)xG(s) = G(s)xF (s) pour tout x ∈ R. Si
F (s) 6= 0, le Lemme 2.6.1 implique que G(s) = λ(s)F (s) pour un certain λ(s) ∈ C.
Ainsi, si s, t ∈ S sont tels que F (s) 6= 0 et F (t) 6= 0, la relation (4.3) peut être réécrite
sous la forme (λ(t)−λ(s))F (s)xF (t) = 0. La primalité de R donne λ(t) = λ(s). Par
suite, il existe λ ∈ C tel que G(s) = λF (s) pour tout s ∈ S et F (s) 6= 0. Pourtant, si
F (s) = 0, nous voyons depuis la relation (4.3) que G(s) = 0 puisque R est premier
et F 6= 0. D'où, G(s) = λF (s) pour tout s ∈ S. �

Théorème 4.2.1. Soit R un anneau premier non-commutatif et soit B : R×R→ R
une bidérivation. Alors il existe λ ∈ C tel que B(x, y) = λ[x, y] pour tout x, y ∈ R.

Preuve. Soit S = R×R et on dé�nit A : S → R par A(x, y) = [x, y] ; A 6= 0 puisque
R est non-commutatif, en vertu du Lemme 4.2.1, les fonctions A,B : S → R satisfont
les exigences du Lemme 4.2.2. Par suite, B(x, y) = λA(x, y) pour tout x, y ∈ R.
D'où, le résultat demandé. �

Théorème 4.2.2. [9] Soit R un anneau, et B : R × R → R une application biad-
ditive. On suppose que l'application x 7→ B(x, x) est centralisante. Si R est sans 2-
torsion et sans 3-torsion, et si le centre Z de R ne contient aucun élément nilpotent
non nul (en particulier, si R est semi-premier), alors l'application x 7→ B(x, x) est
commutante.

Preuve. Soit q une application dé�nie de R vers R par q(x) = B(x, x). Alors
q est la trace d'une application biadittive. De plus, puisque R est sans 2-torsion,
alors C contient l'élément 1

2
(i.e., l'élément 1+1 est inversible). Par suite, nous

pouvons supposer que B est symétrique ; autrement, on remplace B par l'application
(x, y)→ B(x, y) +B(y, x).
Par hypothèse, pour chaque x ∈ R nous avons [B(x, x), x] ∈ Z. En linéarisant ce
dernier, nous donne immédiatement que

[B(x, x), x]+[B(x, x), y]+2[B(x, y), x]+2[B(x, y), y]+[B(y, y), x]+[B(y, y), y] ∈ Z.

Ainsi, comme [B(x, x), x], [B(y, y), y] ∈ Z, alors cette dernière relation devient

[B(x, x), y] + 2[B(x, y), x] + 2[B(x, y), y] + [B(y, y), x] ∈ Z. (4.4)

On remplace x par −x dans la relation (4.4). En comparant la relation ainsi obtenue
avec la relation (4.4), nous obtenons

2([B(x, x), y] + 2[B(x, y), x]) ∈ Z pour tout x, y ∈ R.

Depuis R est sans 2-torsion, il s'ensuit que

[B(x, x), y] + 2[B(x, y), x] ∈ Z pour tout x, y ∈ R. (4.5)

Maintenant, �xons x ∈ R et montrons que l'élément c = [B(x, x), x] ∈ Z est égal à
0. Prenons x2 pour y dans la relation (4.5), on trouve

[B(x, x), x]x+ x[B(x, x), x] + 2[B(x, x2), x] ∈ Z. (4.6)
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En utilisant encore une fois le fait que R est sans 2-torsion, alors il s'ensuit de la
relation (4.6) que

cx+ u ∈ Z, (4.7)

où u dénote l'élément [B(x, x2), x]. En particulier, cx + u commute avec x, ce qui
donne donc que u et x commutent.
Remplaçons y par x et x par x2 dans la relation (4.5), nous obtenons

[B(x2, x2), x] + 2[B(x2, x), x]x+ 2x[B(x2, x), x] ∈ Z.

En utilisant le fait que B est symétrique, et donc cette relation peut être réécrite
sous la forme v+2ux+2xu ∈ Z où v = [B(x2, x2), x]. Cependant, u et x commutent,
donc nous avons

v + 4ux ∈ Z. (4.8)

En particulier, v + 4ux commute avec x ; par conséquent, nous voyons que v et
x commutent. Ainsi, l'élément 2xv = xv + vx = [B(x2, x2), x2] reste dans Z par
hypothèse. Par suite, on obtient

vx ∈ Z. (4.9)

La relation (4.7) donne

0 = [B(x, x), cx+ u] = c[B(x, x), x] + [B(x, x), u].

Ce qui signi�e que
[B(x, x), u] = −c2. (4.10)

En invoquant la relation (4.8), nous avons donc

0 = [B(x, x), v + 4ux] = [B(x, x), v] + 4[B(x, x), u]x+ 4u[B(x, x), x];

en appliquant la relation (4.10), alors nous obtenons

[B(x, x), v] = 4c2x− 4cu. (4.11)

Depuis la relation (4.9), on a

0 = [B(x, x), vx] = [B(x, x), v]x+ v[B(x, x), x] = [B(x, x), v]x+ cv.

En utilisant cette dernière relation et la relation (4.11), on trouve

4cux = 4c2x2 + cv. (4.12)

Considérons w = [B(x, x), 4cux]. Il en résulte que

w = 4c[B(x, x), ux] = 4c[B(x, x), u]x+ 4cu[B(x, x), x],

et donc, il s'ensuit de la relation (4.10) que

w = −4c3x+ 4c2u. (4.13)
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D'autre part, selon la relation (4.12), nous avons donc

w = [B(x, x), 4c2x2 + cv]

= 4c2 ([B(x, x), x]x+ x[B(x, x), x]) + c[B(x, x), v]

= 4c2(2cx) + c[B(x, x), v],

ainsi, simultanément avec la relation (4.11), donne

w = 12c3x− 4c2u.

En comparant cette dernière expression avec la relation (4.13), nous obtenons 16c3x =
8c2u ; ainsi c2u = 2c3x.
Par conséquent, il s'ensuit de la relation (4.10) que

c4 = −[B(x, x), c2u] = −[B(x, x), 2c3x] = −2c3[B(x, x), x] = −2c4.

Par suite, 3c4 = 0 et donc c4 = 0 puisque R est sans 3-torsion par hypothèse, cette
relation implique que c = 0. Cela termine la preuve de ce théorème. �

4.3 Traces commutantes et applications de Lie

Nous commençons cette section en énumérant quelques résultats plus ou moins
connus qui seront nécessaires dans la suite. Premièrement, selon la théorie PI stan-
dard, les anneaux premiers satisfaisant à S4 peuvent être caractérisés de plusieurs
manières :

Lemme 4.3.1. Soit R un anneau premier. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) R satisfait S4.

(ii) R est commutatif ou R s'injecte dans M2(F ) avec F un corps.

(iii) R est algébrique de degré borné 2 sur C (i.e., pour tout a ∈ R il existe un
polynôme x2 + α1x+ α2 ∈ C[x] satisfait par a).

(iν) R satisfait [[x2, y], [x, y]] = 0 pour tout x, y ∈ R.
Lemme 4.3.2. [17] Soit R un anneau premier de caractéristique di�érente de 2 et
on suppose a, b ∈ R sont tels que arb+ bra = 0 pour tout r ∈ R, alors soit a = 0 ou
b = 0.

Preuve. Par hypothèse on a :

arb+ bra = 0 pour tout r ∈ R. (4.14)

On remplace r par sat dans l'équation (4.14) avec s, t ∈ R, nous obtenons

asatb+ bsata = 0.

Ainsi, puisque atb = −bta et bsa = −asb ; en les remplaçant dans cette dernière
équation, on trouve

−2asbta = 0 pour tout s, t ∈ R.

Par suite, puisque R est premier et de caractéristique di�érente de 2, alors on obtient
immédiatement que soit a = 0 ou b = 0. �
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Lemme 4.3.3. Si une dérivation δ d'un anneau premier non-commutatif R appli-
cation de R dans son centre Z, alors δ = 0.

Supposons que q est commutante. Les résultats du chapitre précédent nous sug-
gèrent quelle est la forme attendue de q dans ce cas. Notre théorème de base est un
�analogue quadratique� du Théorème 3.3.1.

Théorème 4.3.1. Soit R un anneau premier de caractéristique di�érente de 2, et
soit q : R → R la trace d'une application biadditive. Supposons que q est commu-
tante. Si R ne satisfait pas la condition S4 alors q est de la forme

q(x) = λx2 + µ(x)x+ ν(x) pour tout x ∈ R,

où λ est un élément dans C, µ est une application additive de R dans C, et ν est
une application de R dans C.

Bien sûr, le Théorème 4.3.1 est une continuation de certains de nos résultats
mentionnés ci-dessus [11, 9]. Cependant, nos principales motivations pour l'étude des
traces commutantes des applications biadditives étaient les problèmes concernant les
dérivations de Lie.

Preuve du théorème 4.3.1. Il existe une application biadditive B : R × R → R
telle que q(x) = B(x, x). Puisque la caractéristique de R est di�érente de 2, alors
nous pouvons supposer que B est symétrique (voir le début de la preuve du Théo-
rème 4.2.2).
On remplace x par x + y dans la relation [B(x, x), x] = 0 nous obtenons immédia-
tement que

[B(x, x), y] + 2[B(x, y), x] + 2[B(x, y), y] + [B(y, y), x] = 0. (4.15)

Prenons −y par y dans la relation (4.15). En comparant la relation ainsi obtenue
avec la relation (4.15) et en utilisant le fait que R est sans 2-torsion, on trouve

[B(x, x), y] + 2[B(x, y), x] = 0 pour tout x, y ∈ R. (4.16)

En linéarisant la relation (4.16) (i.e., on remplace x par x+ z), on obtient de façon
immédiate que

2[B(x, z), y] + 2[B(x, y), z] + 2[B(z, y), x] = 0.

Depuis R est sans 2-torsion et le fait que B est symétrique, alors cette dernière
relation devient

[B(x, z), y] + [B(x, y), z] + [B(y, z), x] = 0 pour tout x, y, z ∈ R. (4.17)

En remplaçant z par zw dans la relation (4.17), nous voyons que

[B(x, zw), y] + z[B(x, y), w] + [B(x, y), z]w + [B(y, zw), x] = 0.
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En vertu encore une fois à la relation (4.17), la dernière relation peut donc être
réécrite sous la forme

[B(x, zw), y] + [B(y, zw), x]

= [B(x, z), y]w + [B(y, z), x]w + z[B(x,w), y]

+ z[B(y, w), x] pour tout x, y, z, w ∈ R. (4.18)

Maintenant �xons z, w ∈ R et introduisons l'application M : R × R → R dé�nie
par :

M(x, y) = [B(x, zw), y] + z[y,B(x,w)] + [y,B(x, z)]w. (4.19)

D'autre part, d'après la relation (4.18), nous voyons que

M(x, y) = [x,B(y, zw)] + z[B(y, w), x] + [B(y, z), x]w. (4.20)

Selon la relation (4.19) nous voyons que l'application y 7→ M(x, y) est égale à la
somme des compositions des dérivations intérieures et des multiplications unilaté-
rales. Par analogie, la relation (4.20) dire la même chose est vraie pour l'application
x 7→M(x, y). Ces deux observations sont le concept derrière la preuve du théorème.

Nous comparons les relations (4.19) et (4.20) nous trouvons que

M(x, x) = 0 pour tout x ∈ R. (4.21)

On considère M(y, xw) où x et y sont des éléments arbitraires dans R et w est
un élément �xé.
Utilisons la relation (4.19), nous trouvons que

M(y, xw) = [B(y, zw), xw] + z[xw,B(y, w)] + [xw,B(y, z)]w

= [B(y, zw), x]w + x[B(y, zw), w] + z[x,B(y, w)]w

+ zx[w,B(y, w)] + [x,B(y, z)]w2 + x[w,B(y, z)]w

= {[B(y, zw), x] + z[x,B(y, w)] + [x,B(y, z)]w}w
+ x {[B(y, zw), w] + z[w,B(y, w)] + [w,B(y, z)]w}
+ [z, x][w,B(y, w)].

Ainsi, il en résulte que

M(y, xw) = M(y, x)w + xM(y, w) + [z, x][w,B(y, w)]

pour tout x, y ∈ R. (4.22)

En particulier,

M(xy, xw) = M(xy, x)w + xM(xy, w) + [z, x][w,B(xy, w)]

pour tout x, y ∈ R. (4.23)

En vue de la relation (4.23), nous considérons maintenant l'expression M(xy, u).
D'après la relation (4.20), il en résulte que

M(xy, u) = [xy,B(u, zw)] + z[B(u,w), xy] + [B(u, z), xy]w

= x[y,B(u, zw)] + [x,B(u, zw)]y + zx[B(u,w), y]

+ z[B(u,w), x]y + [B(u, z), x]yw + x[B(u, z), y]w,
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et notons que cette relation peut être réécrite comme

M(xy, u) = xM(y, u) + [z, x][B(u,w), y]

+M(x, u)y + [B(u, z), x][y, w] pour tout x, y, u ∈ R. (4.24)

En particulier,

M(xy, w) = xM(y, w) + [z, x][B(w,w), y]

+M(x,w)y + [B(w, z), x][y, w].

Depuis les relations (4.21) et (4.24), nous avons donc

M(xy, x) = xM(y, x) + [z, x][B(x,w), y] + [B(x, z), x][y, w].

En appliquant les deux dernières relations dans la relation (4.23), on aboutit

M(xy, xw) = xM(y, x)w + [z, x][B(x,w), y]w

+ [B(x, z), x][y, w]w + x2M(y, w)

+ x[z, x][B(w,w), y] + xM(x,w)y (4.25)

+ x[B(w, z), x][y, w] + [z, x][w,B(xy, w)] pour tout x, y ∈ R.

Avec cela, l'expression de M(xy, xw) a été calculée de la première façon.
Nous commençons le calcul de la deuxième expression, en utilisant la relation (4.24) :

M(xy, xw) = xM(y, xw) + [z, x][B(xw,w), y]

+M(x, xw)y + [B(xw, z), x][y, w] pour tout x, y ∈ R. (4.26)

D'après les relations (4.21) et (4.22), nous avons donc

M(x, xw) = xM(x,w) + [z, x][w,B(x,w)].

En appliquant la relation (4.22) et la dernière relation dans la relation (4.26), on
aboutit

M(xy, xw) = xM(y, x)w + x2M(y, w) + x[z, x][w,B(y, w)]

+ [z, x][B(xw,w), y] + xM(x,w)y

+ [z, x][w,B(x,w)]y + [B(xw, z), x][y, w]

pour tout x, y ∈ R. (4.27)

En comparant les relations (4.25) et (4.27), nous arrivons à

[z, x][B(x,w), y]w + [B(x, z), x][y, w]w + x[z, x][B(w,w), y]

+ x[B(w, z), x][y, w] + [z, x][w,B(xy, w)]

= x[z, x][w,B(y, w)] + [z, x][B(xw,w), y]

+ [z, x][w,B(x,w)]y + [B(xw, z), x][y, w]

pour tout x, y ∈ R. (4.28)
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D'après la relation (4.16), les identités suivantes sont valables :

2[B(x, z), x][y, w]w = −[B(x, x), z][y, w]w,

2[z, x][w,B(xy, w)] = −[z, x][xy,B(w,w)],

2x[z, x][w,B(y, w)] = −x[z, x][y,B(w,w)].

En multipliant la relation (4.28) par 2 et en appliquant les identités ci-dessus, on
trouve

2[z, x][B(x,w), y]w − [B(x, x), z][y, w]w + 2x[z, x][B(w,w), y]

+ 2x[B(w, z), x][y, w]− [z, x][xy,B(w,w)]

= −x[z, x][y,B(w,w)] + 2[z, x][B(xw,w), y]

+ 2[z, x][w,B(x,w)]y + 2[B(xw, z), x][y, w].

On développe cette dernière relation, ce qui donne que

2[z, x]B(x,w)yw − 2[z, x]yB(x,w)w − [B(x, x), z]yw2

+ [B(x, x), z]wyw + 2x[z, x]B(w,w)y − 2x[z, x]yB(w,w)

+ 2x[B(w, z), x]yw − 2x[B(w, z), x]wy − [z, x]xyB(w,w)

+ [z, x]B(w,w)xy

= −x[z, x]yB(w,w) + x[z, x]B(w,w)y + 2[z, x]B(xw,w)y

− 2[z, x]yB(xw,w) + 2[z, x][w,B(x,w)]y

+ 2[B(xw, z), x]yw − 2[B(xw, z), x]wy.

Il en résulte que

[z, x]yf1(x,w) + [x2, z]yq(w) + [z,B(x, x)]yw2

+ f2(x, z, w)yw + f3(x, z, w)y = 0 pour tout x, y, z, w ∈ R, (4.29)

où

f1(x,w) = 2B(xw,w)− 2B(x,w)w,

f2(x, z, w) = 2[z, x]B(x,w) + [B(x, x), z]w

+2x[B(w, z), x]− 2[B(xw, z), x],

f3(x, z, w) = x[z, x]B(w,w)− 2x[B(w, z), x]w

+[z, x]B(w,w)x− 2[z, x]B(xw,w)

−2[z, x][w,B(x,w)] + 2[B(xw, z), x]w.

En remplaçant y par y[z, x]u dans la relation (4.29), nous trouvons que

−[z, x]y[z, x]uf1(x,w)

= [x2, z]y[z, x]uq(w) + [z,B(x, x)]y[z, x]uw2

+ f2(x, z, w)y[z, x]uw + f3(x, z, w)y[z, x]u.
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D'autre part, en invoquant à nouveau la relation (4.29), ce qui donne

−[z, x]y[z, x]uf1(x,w) = [z, x]y(−[z, x]uf1(x,w))

= [z, x]y[x2, z]uq(w) + [z, x]y[z,B(x, x)]uw2

+ [z, x]yf2(x, z, w)uw + [z, x]yf3(x, z, w)u.

En comparant ces deux dernières relations, on arrive à

([x2, z]y[z, x]− [z, x]y[x2, z])uq(w)

= g1(x, y, z)uw2 + g2(x, y, z, w)uw + g3(x, y, z, w)u, (4.30)

où

g1(x, y, z) = [z, x]y[z,B(x, x)]− [z,B(x, x)]y[z, x],

g2(x, y, z, w) = [z, x]yf2(x, z, w)− f2(x, z, w)y[z, x],

g3(x, y, z, w) = [z, x]yf3(x, z, w)− f3(x, z, w)y[z, x].

Par conséquent, d'après le Lemme 2.6.1 et le Lemme 4.3.1, il s'ensuit que nous
pouvons choisir x, y, z ∈ R de tel sorte que l'élément a = [x2, z]y[z, x]− [z, x]y[x2, z]
soit non nul. Nous introduisons donc l'élément b et les applications F et G de R
dé�nies par b = g1(x, y, z), F (w) = g2(x, y, z, w) et G(w) = g3(x, y, z, w). Observons
aussi que F est une application additive puisque f2 et g2 sont additives par rapport
à w. Par la relation (4.30), nous avons donc

auq(w) = buw2 + F (w)uw +G(w)u pour tout u,w ∈ R. (4.31)

En remplaçant u par zau dans la relation (4.31), on trouve alors que azauq(w) =
bzauw2 + F (w)zauw +G(w)zau. En vertu à la relation (4.31), ce qui conduit à

azauq(w) = az(auq(w)) = azbuw2 + azF (w)uw + azG(w)u.

En comparant ainsi les deux relations obtenues, on aboutit

(bza− azb)uw2 + (F (w)za− azF (w))uw + (G(w)za− azG(w))u = 0

pour tout z, u, w ∈ R. (4.32)

Par la même procédure, on remplace u par ux dans la relation (4.32) et nous com-
parons cette relation avec la relation que nous avons obtenu par la multiplication de
la relation (4.32) à droite par x. Alors, on obtient

(bza− azb)u[w2, x] + (F (w)za− azF (w))u[w, x] = 0

pour tout x, z, u, w ∈ R. (4.33)

On substitue u[w, x]y par u dans la relation (4.33), nous obtenons

(bza− azb)u[w, x]y[w2, x] + (F (w)za− azF (w))u[w, x]y[w, x] = 0.

Depuis la relation (4.33), le second terme dans cette relation est également égale à

−(bza− azb)u[w2, x]y[w, x].
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Par suite, il s'ensuit que

(bza− azb)R([w, x]y[w2, x]− [w2, x]y[w, x]) = 0

pour tout x, y, z, w ∈ R. (4.34)

Comme nous l'avons pointé plus haut, il existe w, x, y ∈ R tels que

[w, x]y[w2, x] 6= [w2, x]y[w, x].

Par conséquent, la relation (4.34) implique que bza = azb pour tout z ∈ R. Ainsi,
puisque a 6= 0 le Lemme 2.6.1 assure que b = λa pour un certain λ ∈ C.
Maintenant, la relation (4.33), peut être réduite à

(F (w)za− azF (w))R[w, x] = 0 pour tout x, z, w ∈ R;

et donc, pour chaque w ∈ R nous avons soit w ∈ Z ou F (w)za = azF (w) pour tout
z ∈ R.
L'application F est additive et donc l'ensemble de tous les éléments w satisfaisant la
dernière relation est un sous groupe additif de R. Mais un groupe ne peut pas être
l'union de deux sous groupes propres. Par hypothèse, R est non-commutatif, ce qui
donne forcément que F (w)za = azF (w) pour tout w, z ∈ R. Ainsi, en invoquant
encore une fois le Lemme 2.6.1, ce qui donne que pour chaque w ∈ R il existe
µ(w) ∈ C tel que F (w) = µ(w)a. Puisque F est additive, il en résulte que

(µ(w + u)− µ(w)− µ(u))a = 0 pour tout u,w ∈ R.

Par conséquent, µ est additive. Or nous avons montré que les deux termes de la
relation (4.32) sont égaux à zéro. Alors il s'ensuit que

G(w)za = azG(w) pour tout z, w ∈ R.

Par suite, pour chaque w ∈ R nous avons G(w) = ν(w)a pour un certain ν(w) ∈ C.
En appliquant les dernières formules dans la relation (4.31), on aboutit

au(q(w)− λw2 + µ(w)w − ν(w)) = 0 pour tout u,w ∈ R.

Puisque a 6= 0, nous sommes obligés de conclure que

q(w) = λw2 + µ(w)w + ν(w) pour tout w ∈ R.

D'où, la preuve du théorème est complète. �

En�n, il y a la question étroitement liée sur les dérivations de Lie, c'est-à-dire si
d est une dérivation de Lie alors elle satisfait

[d(x2)− d(x)x− xd(x), x] = 0 pour tout x ∈ R. (4.35)

En e�et, nous avons

0 = d
(
[x2, x]

)
= [d(x2), x] + [x2, d(x)]

= [d(x2), x] + [x, d(x)]x+ x[x, d(x)]

= [d(x2), x]− [d(x)x, x]− [xd(x), x]

= [d(x2)− d(x)x− xd(x), x].

En vue de cette observation, nous devons étudier les applications additives satisfai-
sant (4.35).
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Théorème 4.3.2. Soit R un anneau premier de caractéristique di�érente de 2 et
3. Supposons que l'application additive d : R→ R satisfait (4.35). Si R ne satisfait
pas S4 alors d est de la forme

d(x) = γx+ δ(x) + ζ(x) pour tout x ∈ R,

où γ est un élément dans C, δ est une dérivation de R dans sa fermeture centrale
RC, et ζ une application additive de R dans C.

Preuve. Par hypothèse, l'application x 7→ d(x2)− d(x)x− xd(x) est commutante.
Clairement, cette application est la trace d'une application biadditive. Cependant,
il s'ensuit du Théorème 4.3.1 que

d(x2)− d(x)x− xd(x) = λx2 + µ(x)x+ ν(x), x ∈ R, (4.36)

où λ ∈ C ; µ et ν sont des applications de R dans C, et µ est additive. Nous
dé�nissons δ par

δ(x) = d(x) + λx+
1

2
µ(x), x ∈ R. (4.37)

Notre intention est de montrer que δ est une dérivation de Jordan. D'après les
relations (4.36) et (4.37) nous avons

δ(x2) = d(x2) + λx2 +
1

2
µ(x2)

= d(x)x+ xd(x) + 2λx2 + µ(x)x+ ν(x) +
1

2
µ(x2),

Tandis que δ(x)x+ xδ(x) = d(x)x+ xd(x) + 2λx2 + µ(x)x. Alors

δ(x2)− δ(x)x− xδ(x) ∈ C pour tout x ∈ R. (4.38)

En linéarisant la relation (4.38), on trouve

δ(x2) + δ(xy + yx) + δ(y2)− δ(x)x− δ(x)y − δ(y)x

− δ(y)y − xδ(x)− xδ(y)− yδ(x)− yδ(y) ∈ C.

Par suite, d'après la relation (4.38), nous voyons que

δ(xy + yx) = δ(x)y + δ(y)x+ xδ(y) + yδ(x) + ρ(x, y)

pour tout x, y ∈ R, (4.39)

où ρ est une application biadittive symétrique de R×R dans C.
Considérons A = δ(x(xy + yx) + (xy + yx)x). D'après la relation (4.39), nous

avons

A = δ(x)(xy + yx) + δ(xy + yx)x

+ xδ(xy + yx) + (xy + yx)δ(x) + ρ(x, xy + yx)

= 2δ(x)yx+ 2xδ(y)x+ 2xyδ(x) + δ(x)xy + δ(y)x2

+ yδ(x)x+ xδ(x)y + x2δ(y) + yxδ(x) + 2ρ(x, y)x+ ρ(x, xy + yx).
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D'autre part, nous avons aussi

A = 2δ(xyx) + δ(x2y + yx2)

= 2δ(xyx) + δ(x2)y + δ(y)x2 + x2δ(y) + yδ(x2) + ρ(x2, y)

= 2δ(xyx) + δ(x)xy + xδ(x)y + δ(y)x2 + x2δ(y)

+ yδ(x)x+ yxδ(x) + ρ(x, x)y + ρ(x2, y).

En comparant les deux expressions ainsi obtenues pour A, on obtient

δ(xyx) = δ(x)yx+ xδ(y)x+ xyδ(x) + ρ(x, y)x

− 1

2
ρ(x, x)y +

1

2
ρ(x, xy + yx)− 1

2
ρ(x2, y). (4.40)

En linéarisant la relation (4.40) (i.e., on remplace x par x + z), nous obtenons
immédiatement que

δ(xyz + zyx) = δ(xyz) + δ(zyx)

= δ(x)yz + xδ(y)z + xyδ(z) + δ(z)yx

+ zδ(y)x+ zyδ(x) + ρ(x, y)z + ρ(z, y)x (4.41)

− ρ(x, z)y +
1

2
ρ(x, zy + yz) +

1

2
ρ(z, xy + yx)− 1

2
ρ(xz + zx, y).

Soit B = δ(xyx2 + x2yx). En appliquant la relation (4.41), nous obtenons

B = δ(x)yx2 + xδ(y)x2 + xyδ(x2) + δ(x2)yx+ x2δ(y)x

+ x2yδ(x) + ρ(x, y)x2 + ρ(x2, y)x− ρ(x, x2)y

+
1

2
ρ(x, x2y + yx2) +

1

2
ρ(x2, xy + yx)− ρ(x3, y)

= δ(x)yx2 + xδ(y)x2 + xyδ(x)x+ xyxδ(x) +
1

2
ρ(x, x)xy

+ δ(x)xyx+ xδ(x)yx+
1

2
ρ(x, x)yx+ x2δ(y)x+ x2yδ(x)

+ ρ(x, y)x2 + ρ(x2, y)x− ρ(x, x2)y

+
1

2
ρ(x, x2y + yx2) +

1

2
ρ(x2, xy + yx)− ρ(x3, y).

D'autre part, en utilisant les relations (4.39) et (4.40), nous voyons que

B = δ((xyx)x+ x(xyx))

= δ(xyx)x+ xyxδ(x) + δ(x)xyx+ xδ(xyx) + ρ(xyx, x)

= δ(x)yx2 + xδ(y)x2 + xyδ(x)x+ 2ρ(x, y)x2 − 1

2
ρ(x, x)yx

+ (ρ(x, xy + yx)− ρ(x2, y))x+ xyxδ(x) + δ(x)xyx

+ xδ(x)yx+ x2δ(y)x+ x2yδ(x)− 1

2
ρ(x, x)xy + ρ(xyx, x).
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En comparant les deux dernières relations obtenues, nous arrivons à

ρ(x, x)xy + ρ(x, x)yx− ρ(x, y)x2 − ρ(x, x2)y

+ (2ρ(x2, y)− ρ(x, xy + yx))x

= −1

2
ρ(x, x2y + yx2)− 1

2
ρ(x2, xy + yx) + ρ(x3, y) + ρ(xyx, x).

Par conséquent, il s'ensuit de la dernière relation que

ρ(x, x)xy + ρ(x, x)yx− ρ(x, y)x2 − ρ(x, x2)y

+ (2ρ(x2, y)− ρ(x, xy + yx))x ∈ C pour tout x, y ∈ R. (4.42)

En particulier, si x = y, alors la relation (4.42) devient

ρ(x, x)x2 − ρ(x, x2)x ∈ C pour tout x ∈ R. (4.43)

Par suite, il en résulte de la relation (4.43) que

ρ(x, x)
[
[x2, u], [x, u]

]
= 0 pour tout x, u ∈ R. (4.44)

Supposons qu'il existe x ∈ R tel que x ne véri�e pas la condition[
[x2, u], [x, u]

]
= 0 pour tout u ∈ R. (4.45)

Par conséquent, d'après la relation (4.44), nous voyons que dans ce cas ρ(x, x) = 0.
Mais, alors aussi ρ(x, x2) = 0, autrement x ∈ C depuis la relation (4.43) et donc,
certainement x véri�e la relation (4.45). Cependant, la relation (4.42) donne

−ρ(x, y)x2 + (2ρ(x2, y)− ρ(x, xy + yx))x ∈ C pour tout y ∈ R.

Par suite, puisque x ne véri�e pas (4.45), alors la relation ci-dessus implique que
ρ(x, y) = 0 pour tout y ∈ R. Nous avons donc prouvé que pour un x ∈ R donné,
soit ρ(x, y) = 0 pour tout y ∈ R ou x véri�e la relation (4.45).
Supposons que δ n'est pas une dérivation de Jordan, i.e. ρ(x, y) 6= 0 pour certains
x, y ∈ R. Supposons de plus qu'il existe z ∈ R dans lequel z ne véri�e pas (4.45).
Nous avons montré que dans ce cas ρ(z, y) = 0. Puisque ρ(x, y) 6= 0, nous avons alors
aussi que ρ(x+ αz, y) = ρ(x, y) + αρ(z, y) 6= 0 pour chaque α ∈ C. Par conséquent,
les éléments x + αz satisfont la relation (4.45). Par hypothèse, nous devons choisir
u ∈ R de tel sorte que

t =
[
[z2, u], [z, u]

]
6= 0.

Ainsi, en invoquant encore une fois la relation (4.45), on aboutit[
[(x+ αz)2, u], [x+ αz, u]

]
= 0 pour tout α ∈ C.

On développe cette dernière relation, on trouve[
[x2, u] + α[xz + zx, u] + α2[z2, u], [x, u] + α[z, u]

]
= 0

Ce qui donne depuis la relation (4.45) que

αr + α2s+ α3t = 0 pour tout α ∈ C,
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où
r =

[
[x2, u], [z, u]

]
+ [[xz + zx, u], [x, u]] ,

et
s = [[xz + zx, u], [z, u]] +

[
[z2, u], [x, u]

]
.

Par suite, pour α égal à−1, 1 et 2 respectivement, on aura donc le système d'équation
suivant : 

2r + 4s+ 8t = 0
r + s+ t = 0
−r + s− t = 0

Puisque R est de caractéristique di�érente de 2 et 3, on trouve à partir de ce système
que t = 0, et cela contredit clairement l'hypothèse de t 6= 0. Manifestement, soit δ
est une dérivation de Jordan ou (4.45) est valable pour tout x ∈ R. D'où, il s'ensuit
du Lemme 4.3.1 que la deuxième relation ne peut pas être valable pour tout x ∈ R.
D'où, forcément δ est une dérivation de Jordan.

Pourtant, nous devons montrer que δ est une dérivation de R. Dans l'article [20]
Herstein a prouvé que si R est un anneau premier de caractéristique di�érente de
2 alors chaque dérivation de Jordan est une dérivation. Malheureusement, nous ne
pouvons pas appliquer directement ce résultat puisque δ est une application de R
vers sa fermeture centrale RC . De toute façons, nous montrons que dans ce cas plus
général, nous pouvons conclure que δ est une dérivation. On va faire une description
de la preuve de cette assertion. [4, Thm. 3] dire que chaque dérivation de Jordan δ,
d'un anneau premier sans 2-torsion satisfait

abr[a, b] + [a, b]rab = 0 pour tout a, b, r ∈ R, (4.46)

où, ab = δ(ab) − δ(a)b − aδ(b). De la preuve de ce résultat on voit que la relation
(4.46) valable aussi pour les dérivations de Jordan qui sont applications de R dans
un anneau contenant R.
Maintenant soit R un anneau premier et δ application de R dans sa fermeture
centrale. Ainsi, d'après le Lemme 4.3.2, on trouve

ab = 0 ou [a, b] = 0.

En utilisant le fait qu'un groupe ne peut pas être comme réunion de deux sous
groupes propres, et donc il en résulte que soit ab = 0 pour tout a, b ∈ R, i.e. δ
est une dérivation de Jordan ou R est commutatif. Cependant, par la dé�nition des
dérivations de Jordan nous voyons que dans le cas commutatif, δ est trivialement
est une dérivation. En e�et, nous avons

δ(x2) = 2xδ(x) pour tout x ∈ R. (4.47)

En linéarisant cette expression, on aboutit

δ(x2) + 2δ(xy) + δ(y2) = 2xδ(x) + 2xδ(y) + 2yδ(x) + 2yδ(y).

En utilisant la relation (4.47), nous arrivons à

2δ(xy) = 2xδ(y) + 2yδ(x) pour tout x, y ∈ R.
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Comme R est sans 2-torsion, on voit que cette dernière relation devient

δ(xy) = δ(x)y + xδ(y) pour tout x, y ∈ R.

D'où, le résultat.
Finalement, d'après la relation (4.37) nous avons d(x) = γx + δ(x) + ζ(x) où

γ = −λ et ζ(x) = −1
2
µ(x). Et cela termine la preuve ce théorème. �

Clairement, les dérivations de Lie et les triples dérivations de Jordan sont des cas
particuliers de triple dérivations de Lie. Dans l'article [28], Miers a étudié les triple
dérivations de Lie des algèbres de Von Neumann. Pourtant, ici ne semble pas être
un analogue théorique du résultat de Miers. Comme une application du Théorème
4.3.2, nous obtiendrons cependant un tel résultat.

Corollaire 4.3.1. Soit R un anneau premier de caractéristique di�érente de 2 et
3. Soit d une triple dérivation de Lie de R. Si R ne satisfait pas S4 alors d est de
la forme δ + ζ, où δ est une dérivation de R dans sa fermeture centrale RC et ζ est
une application additive de R dans C.

Preuve. Pour chaque x, y ∈ R nous avons donc

0 = d
([

[x2, x], z
])

=
[
[d(x2), x], z

]
+
[
[x2, d(x)], z

]
Ainsi, puisqu'on a

[x2, d(x)] = x[x, d(x)] + [x, d(x)]x = −[d(x)x+ xd(x), x] pour tout x ∈ R,

alors nous trouvons que[
[d(x2)− d(x)x− xd(x), x], z

]
= 0 pour tout x, z ∈ R.

Par le résultat du Théorème 4.2.2, il s'ensuit que[
d(x2)− d(x)x− xd(x), x

]
= 0 pour tout x ∈ R.

Le corollaire sera prouvé, si en montrant que δ = 0. Puisque d et δ sont les deux
triples dérivations de Lie, alors nous obtenons

γ [[x, y], z] + ζ ([[x, y], z]) = (d− δ) ([[x, y], z])

= [[d(x)− δ(x), y], z] + [[x, d(y)− δ(y)], z]

+ [[x, y], d(z)− δ(z)]

= [[γx+ ζ(x), y], z] + [[x, γy + ζ(y)], z] + [[x, y], γz + ζ(z)]

= 3γ [[x, y], z] .

Par suite, il en résulte de la relation ci-dessus que

2γ [[x, y], z] = ζ ([[x, y], z]) ∈ C pour tout x, y, z ∈ R.

Maintenant, si γ 6= 0, alors 2γ est inversible et donc la dernière relation implique
que [[x, y], z] ∈ Z pour tout x, y, z ∈ R.
L'application z 7→ D(z) = [[x, y], z] est une dérivation de R, de plus elle est appli-
cation de R dans son centre Z, alors d'après le Lemme 4.3.3 on a D(z) = 0 pour
tout z ∈ R. En utilisant encore une fois le Lemme 4.3.3 nous voyons que ceci est
impossible. Par conséquent, nécessairement γ = 0 et le corollaire est prouvé. �
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Chapitre 5

Applications centralisatrices dans les

anneaux premiers et semi-premiers

J. Vukman, Centralizers on prime and semiprime rings, Comment. Math. Univ.
Carolinae 38,2 (1997), 231-240.

5.1 Introduction

Le but principal de ce chapitre est d'examiner les identités satisfaites par les
applications centralisatrices dans les anneaux semi-premiers. Pourtant, on prouve le
résultat suivant qu'il a une importance cruciale dans la suite :
Soit R un anneau premier non-commutatif de caractéristique di�érente de deux
et soient S et T des applications centralisatrices à gauches sur R. Supposons que
[S(x), T (x)]S(x) + S(x)[S(x), T (x)] = 0 est satisfaite pour tout x ∈ R. Si S 6= 0
(T 6= 0), alors il existe λ dans le centroïde étendu de R tel que T = λS (S = λT ).
A savoir cette recherche a été inspirée par le travail de B. Zalar. Toute applica-
tion centralisatrice à gauche ( resp. à droite) est Jordan centralisatrice à gauche
(resp. à droite). Zalar a prouvé que chaque application centralisatrice à gauche
(resp. à droite) est Jordan centralisatrice à gauche (resp. à droite) sur un anneau
semi-premier sans 2-torsion. Nous limiterons notre attention sur les applications
centralisatrices à gauche car tous les résultats présentés dans ce chapitre sont égale-
ment valables pour les applications centralisatrices à droite, en raison de la symétrie
gauche-droite.

5.2 Résultats préliminaires

Pour prouver notre premier résultat, nous avons besoin de trois lemmes simples
que nous énonçons maintenant.

Lemme 5.2.1. Supposons que les éléments ai, bi dans la fermeture centrale d'un
anneau premier R satisfaisant

∑
aixbi = 0 pour tout x ∈ R. Si bi 6= 0 pour un

certain i alors a′is sont C-dépendant.

Nous avons déjà prouvé ce lemme dans le Chapitre 2, dans le cas plus large où
les éléments ai et bi sont pris dans l'anneau quotients Qr(R) et x ∈ I.
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Lemme 5.2.2. Soit R un anneau premier non-commutatif et soit T : R → R une
application centralisatrice à gauche. Si T (x) ∈ Z pour tout x ∈ R, alors T = 0.

Preuve. Supposons que

[T (x), y] = 0 pour tout x, y ∈ R.

Prenons xz pour x dans cette relation, nous avons alors

0 = [T (xz), y] = [T (x)z, y]

= T (x)[z, y] + [T (x), y]z

= T (x)[z, y].

Ainsi, on trouve que T (x)[z, y] = 0, ce qui donne que

T (x)w[z, y] = 0 pour tous x, y, z, w ∈ R.

Par suite, il s'ensuit que T = 0, autrement R serait commutatif. �

Lemme 5.2.3. Soit R un anneau premier non-commutatif et soient S : R → R,
T : R→ R deux applications centralisatrices à gauche. Supposons que

[S(x), T (x)] = 0 pour tout x ∈ R. (5.1)

Si T 6= 0 alors il existe λ ∈ C tel que S = λT .

Preuve. La linéarisation (i.e., en mettant x + y pour x) de la relation (5.1) donne
immédiatement que

[S(x), T (y)] + [S(y), T (x)] = 0. (5.2)

En mettant dans la relation (5.2) yz pour y, nous obtenons

0 =[S(x), T (y)z] + [S(y)z, T (x)] = [S(x), T (y)]z + T (y)[S(x), z]

+[S(y), T (x)]z + S(y)[z, T (x)] = T (y)[S(x), z] + S(y)[z, T (x)].

Ainsi, il s'ensuit que
T (y)[S(x), z] + S(y)[z, T (x)] = 0.

En mettant dans cette dernière relation yw pour y, on trouve

T (y)w[S(x), z] + S(y)w[z, T (x)] = 0. (5.3)

Puisque nous avons supposé que T 6= 0 alors il en résulte du Lemme 5.2.1 qu'il
existe x, z ∈ R tel que [T (x), z] 6= 0. Maintenant la relation (5.3) et le Lemme
5.2.2 impliquent que S(y) = λyT (y) où λy est un élément de C. En utilisant encore
une fois la relation (5.3), en mettant λyT (y) pour S(y) et λxT (x) pour S(x), nous
trouvons que

(λx − λy)T (y)w[T (x), z] = 0 pour toutes paires y, w ∈ R.

Par suite, ce qui donne (λx− λy)T (y) = 0 puisque [T (x), z] 6= 0. En�n, nous voyons
que λxT (y) = λyT (y) ce qui implique facilement que λx = λy, et cela termine la
preuve du lemme. �
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5.3 Classi�cations de certaines applications centra-

lisatrices

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le premier théorème principal
de ce chapitre.

Théorème 5.3.1. Soit R un anneau semi-premier non-commutatif, sans 2-torsion
et soient S : R → R, T : R → R deux applications centralisatrices à gauches.
Supposons que [S(x), T (x)]S(x) + S(x)[S(x), T (x)] = 0 pour tout x ∈ R. Dans ce
cas nous avons [S(x), T (x)] = 0 pour tout x ∈ R. Dans le cas où R est un anneau
premier et S 6= 0 (T 6= 0) alors il existe λ ∈ C tel que T = λS (S = λT ).

Preuve. Nous avons la relation

[S(x), T (x)]S(x) + S(x)[S(x), T (x)] = 0, x ∈ R. (5.4)

En remplaçant dans la relation (5.4) x+ y pour y, nous obtenons

[S(x), T (x)]S(y) + S(y)[S(x), T (x)] + [S(x), T (y)]S(x) + S(x)[S(x), T (y)]+

[S(y), T (x)]S(x) + S(x)[S(y), T (x)] + [S(y), T (y)]S(x) + S(x)[S(y), T (y)]+

[S(y), T (x)]S(y) + S(y)[S(y), T (x)] + [S(x), T (y)]S(y)+ (5.5)

S(y)[S(x), T (y)] = 0.

En mettant dans la relation ci-dessus −x pour x, nous trouvons que

[S(x), T (x)]S(y) + S(y)[S(x), T (x)] + [S(x), T (y)]S(x) + S(x)[S(x), T (y)]+

[S(y), T (x)]S(x) + S(x)[S(y), T (x)]− [S(y), T (y)]S(x)− S(x)[S(y), T (y)]−
[S(y), T (x)]S(y)− S(y)[S(y), T (x)]− [S(x), T (y)]S(y)− (5.6)

S(y)[S(x), T (y)] = 0.

En faisant la somme de ces relations (5.5) et (5.6), ainsi en utilisant le fait que R
est sans 2-torsion, nous arrivons à

[S(x), T (x)]S(y) + S(y)[S(x), T (x)] + [S(x), T (y)]S(x) + S(x)[S(x), T (y)]+

[S(y), T (x)]S(x) + S(x)[S(y), T (x)] = 0. (5.7)

En remplaçant dans cette dernière relation xy pour y, on trouve

0 = [S(x),T (x)]S(x)y + S(x)y[S(x), T (x)] + [S(x), T (x)y]S(x)+

S(x)[S(x), T (x)y] + [S(x)y, T (x)]S(x) + S(x)[S(x)y, T (x)] =

[S(x), T (x)]S(x)y + S(x)y[S(x), T (x)] + [S(x), T (x)]yS(x) + T (x)[S(x), y]S(x)+

S(x)[S(x), T (x)]y + S(x)T (x)[S(x), y] + [S(x), T (x)]yS(x) + S(x)[y, T (x)]S(x)+

S(x)[S(x), T (x)]y + S(x)2[y, T (x)].

Depuis la relation (5.4), le calcul ci-dessus peut être réduit à

S(x)y[S(x), T (x)]+2[S(x), T (x)]yS(x) + T (x)[S(x), y]S(x)+

S(x)T (x)[S(x), y]+S(x)[y, T (x)]S(x) + S(x)[S(x), T (x)]y+ (5.8)

S(x)2[y, T (x)] = 0.
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En mettant yS(x) pour y dans la relation (5.8), on obtient

S(x)yS(x)[S(x), T (x)] + 2[S(x), T (x)]yS(x)2 + T (x)[S(x), y]S(x)2+

S(x)T (x)[S(x), y]S(x) + S(x)[y, T (x)]S(x)2 + S(x)y[S(x), T (x)]S(x)+

S(x)[S(x), T (x)]yS(x) + S(x)2[y, T (x)]S(x) + S(x)2y[S(x), T (x)] = 0.

Ainsi, ce qui mène selon la relation (5.8) à

S(x)yS(x)[S(x), T (x)] + S(x)2y[S(x), T (x)] = 0. (5.9)

En substituant T (x)y pour y dans la relation (5.9), nous pouvons voir que

S(x)T (x)yS(x)[S(x), T (x)] + S(x)2T (x)y[S(x), T (x)] = 0. (5.10)

En multipliant à gauche par T (x) dans la relation (5.9), ce qui donne

T (x)S(x)yS(x)[S(x), T (x)] + T (x)S(x)2y[S(x), T (x)] = 0. (5.11)

A partir des relations (5.10) et (5.11), nous avons alors

[S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)] + [S(x)2, T (x)]y[S(x), T (x)] = 0.

Par suite, on développe cette dernière relation, nous voyons que

[S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)] + ([S(x), T (x)]S(x)+

S(x)[S(x), T (x)])y[S(x), T (x)] = [S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)] = 0.

D'où, il suit que
[S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)] = 0.

En multipliant cette dernière relation à gauche par S(x), on trouve

S(x)[S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)] = 0 pour toutes paires x, y ∈ R. (5.12)

Depuis la relation (5.12), il s'ensuit que

S(x)[S(x), T (x)] = 0. (5.13)

Maintenant, selon les relations (5.4) et (5.13), nous avons aussi

[S(x), T (x)]S(x) = 0. (5.14)

En utilisant encore une fois la relation (5.13), nous voyons que

S(y)[S(x), T (x)] + S(x)[S(y), T (x)] + S(x)[S(x), T (y)] = 0

(voir la preuve de la relation (5.7)). (5.15)

En remplaçant dans la relation (5.15) xy pour y, nous trouvons que

0 = S(x)y[S(x), T (x)] + S(x)[S(x)y, T (x)] + S(x)[S(x), T (x)y] =

S(x)y[S(x), T (x)] + S(x)[S(x), T (x)]y + S(x)2[y, T (x)] + S(x)[S(x), T (x)]y+

S(x)T (x)[S(x), y] = S(x)y[S(x), T (x)]+S(x)2[y, T (x)] + S(x)T (x)[S(x), y].

71



D'où, il suit que

S(x)y[S(x), T (x)] + S(x)2[y, T (x)] + S(x)T (x)[S(x), y] = 0.

Ainsi, cette dernière relation peut être réécrite sous la forme

S(x)y[S(x), T (x)] + S(x)2yT (x)− S(x)T (x)yS(x) + S(x)[T (x), S(x)]y = 0,

ce qui implique selon la relation (5.13) que

S(x)y[S(x), T (x)] + S(x)2yT (x)− S(x)T (x)yS(x) = 0. (5.16)

En multipliant à gauche la relation (5.16) par T (x), nous arrivons à

T (x)S(x)y[S(x), T (x)] + T (x)S(x)2yT (x)− T (x)S(x)T (x)yS(x) = 0. (5.17)

On substitue T (x)y pour y dans la relation (5.16), ce qui donne

S(x)T (x)y[S(x), T (x)] + S(x)2T (x)yT (x)− S(x)T (x)2yS(x) = 0. (5.18)

En vertu à les relations (5.17) et (5.18), nous obtenons

0 = [S(x), T (x)]y[S(x), T (x)] + [S(x)2T (x)]yT (x) + [T (x), S(x)]T (x)yS(x) =

[S(x), T (x)]y[S(x), T (x)]+([S(x), T (x)]S(x) + S(x)[S(x), T (x)])yT (x)+

[T (x), S(x)]T (x)yS(x).

Ce qui permet d'écrire

[S(x), T (x)]y[S(x), T (x)] + [T (x), S(x)]T (x)yS(x) = 0. (5.19)

La substitution de yS(x)z pour y dans la relation (5.19), donne

[S(x), T (x)]yS(x)z[S(x), T (x)] + [T (x), S(x)]T (x)yS(x)zS(x) = 0. (5.20)

D'autre part, en multipliant à droite la relation (5.19) par zS(x), on aboutit

[S(x), T (x)]y[S(x), T (x)]zS(x) + [T (x), S(x)]T (x)yS(x)zS(x) = 0. (5.21)

En faisant la di�érence de ces deux dernières relations, on trouve

[S(x), T (x)]yA(x, z) = 0, (5.22)

où A(x, z) représente le terme [S(x), T (x)]zS(x)−S(x)z[S(x), T (x)]. La substitution
de zS(x)y pour y dans la relation (5.22), donne

[S(x), T (x)]zS(x)yA(x, z) = 0. (5.23)

En multipliant à gauche la relation (5.22) par S(x)z, cela conduit à

S(x)z[S(x), T (x)]yA(x, z) = 0. (5.24)
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En combinant les deux dernières relations, nous obtenons

A(x, z)yA(x, z) = 0 pour tout x, y ∈ R.

D'où, il en résulte que A(x, z) = 0. En d'autre terme

[S(x), T (x)]zS(x) = S(x)z[S(x), T (x)]. (5.25)

On substitue maintenant z = T (x)y dans la relation (5.25), nous voyons que

[S(x), T (x)]T (x)yS(x) = S(x)T (x)y[S(x), T (x)]. (5.26)

Pourtant, la relation (5.26) permet de remplacer dans la relation (5.19) le terme
[S(x), T (x)]T (x)yS(x) par le terme S(x)T (x)y[S(x), T (x)]. Ainsi, nous avons

S(x), T (x)]y[S(x), T (x)]− S(x)T (x)y[S(x), T (x)] = 0.

Ce qui peut être réduite à

T (x)S(x)y[S(x), T (x)] = 0. (5.27)

En prenant dans la relation (5.27) T (x)y pour y, nous trouvons que

T (x)S(x)T (x)y[S(x), T (x)] = 0. (5.28)

En multipliant la relation (5.27) du côté gauche par T (x), on aboutit

T (x)2S(x)y[S(x), T (x)] = 0. (5.29)

En combinant ces deux dernières relations, on obtient

T (x)[S(x), T (x)]y[S(x), T (x)] = 0.

En remplaçant y pour yT (x) dans la relation ci-dessus, on trouve

T (x)[S(x), T (x)]yT (x)[S(x), T (x)] = 0 pour toutes paires x, y ∈ R.

D'où, il suit que
T (x)[S(x), T (x)] = 0. (5.30)

La substitution de yT (x) pour z dans la relation (5.25) donne à cause de la relation
(5.30) que

[S(x), T (x)]yT (x)S(x) = 0. (5.31)

Depuis la relation (5.14), nous obtenons la relation suivante

[S(x), T (x)]S(y) + [S(x), T (y)]S(x) + [S(y), T (x)]S(x) = 0

(voir la preuve de la relation (5.7)).

En remplaçant dans la relation ci-dessus xy pour y, nous arrivons à

0 = [S(x), T (x)]S(x)y + [S(x), T (x)y]S(x) + [S(x)y, T (x)]S(x) =

[S(x), T (x)]yS(x) + T (x)[S(x), y]S(x) + [S(x), T (x)]yS(x) + S(x)[y, T (x)]S(x).
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Par suite, il s'ensuit que

2[S(x), T (x)]yS(x) + T (x)[S(x), y]S(x) + S(x)[y, T (x)]S(x) = 0.

Ainsi, d'après un calcul simple, cette dernière relation devient

[S(x), T (x)]yS(x) + S(x)yT (x)S(x)− T (x)yS(x)2 = 0. (5.32)

Pourtant, la relation (5.25) permet de remplacer dans la relation (5.32) le terme
[S(x), T (x)]yS(x) par le terme S(x)y[S(x), T (x)]. Par conséquent, nous avons

0 = S(x)y[S(x), T (x)] + S(x)yT (x)S(x)T (x)yS(x)2 =

S(x)yS(x)T (x)− T (x)yS(x)2.

D'où, il en résulte que

S(x)yS(x)T (x) = T (x)yS(x)2. (5.33)

En mettant dans la relation (5.33) T (x)y pour y, nous voyons que

S(x)T (x)yS(x)T (x) = T (x)2yS(x)2. (5.34)

La multiplication à gauche par T (x) dans la relation (5.33) conduit à

T (x)S(x)yS(x)T (x) = T (x)2yS(x). (5.35)

En faisant la di�érence pour les relations (5.34) et (5.35) nous arrivons à

[S(x), T (x)]yS(x)T (x) = 0,

ce qui donne simultanément avec la relation (5.31) que

[S(x), T (x)]y[S(x), T (x)] = 0 pour toutes paires x, y ∈ R.

D'où, il suit que
[S(x), T (x)] = 0 pour tout x ∈ R. (5.36)

Dans le cas où R est un anneau premier la relation (5.36) et le Lemme 5.2.3 complète
la preuve du théorème �

La proposition ci-dessous est une outil pour certains corollaires, on va juste
l'appliquer, mais pour la preuve peut être trouvée dans l'article [40].

Proposition 5.3.1. [40] Soit R un anneau semi-premier de caractéristique dif-
férente de deux et T : R → R une application additive de telle sorte satisfait
T (x2) = T (x)x pour tout x ∈ R. Alors T est centralisatrice à gauche.

Corollaire 5.3.1. Soit R un anneau semi-premier sans 2-torsion et T : R → R
centralisatrice à gauche. Supposons que [T (x), x]x+ x[T (x), x] = 0 pour tout x ∈ R.
Dans ce cas T est centralisatrice.
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Preuve. Puisque les hypothèses du Théorème 5.3.1 sont remplies, alors nous avons

[T (x), x] = 0 pour tout x ∈ R.

En utilisant cette relation, on voit que T (x2) = T (x)x = xT (x). Ainsi, nous trouvons
que

T (x2) = xT (x) pour tout x ∈ R.

En d'autre terme, T est Jordan centralisatrice à droite. Par suite, selon la Proposition
5.3.1 on aboutit que T est centralisatrice à droite, ce qui termine la preuve. �

D'une manière symétrique, en mettant dans le Théorème 5.3.1 T (x) = x et en
appliquant à nouveau la proposition 5.3.1 on trouve le résultat suivant

Corollaire 5.3.2. Soit R un anneau semi-premier sans 2-torsion et T : R → R
centralisatrice à gauche. Supposons que [T (x), x]T (x) + T (x)[T (x), x] = 0 pour tout
x ∈ R. Dans ce cas T est centralisatrice.

Les corollaires ci-dessus caractérisent les applications centralisatrices parmi tous
les applications centralisatrices à gauche dans les anneaux semi-premiers sans 2-
torsion. Ces deux résultats, ainsi que les corollaires 5.3.3 et 5.3.4 qui sont situés
à la �n du document, constituent des contributions à la théorie du soi-disant les
applications commutantes et centralisantes.

Nous sommes prêts pour notre prochain résultat.

Théorème 5.3.2. Soit R un anneau semi-premier non-commutatif, sans 2-torsion
et soient S : R → R, T : R → R deux applications centralisatrices à gauches.
Supposons que [[S(x), T (x)], S(x)] = 0 pour tout x ∈ R. Dans ce cas nous avons
[S(x), T (x)] = 0 pour tout x ∈ R. Dans le cas où R est un anneau premier et S 6= 0
(T 6= 0) alors il existe λ ∈ C tel que T = λS (S = λT ).

Preuve. La relation
[[S(x), T (x)], S(x)] = 0, (5.37)

donne immédiatement que

[[S(x), T (x)], S(y)] + [[S(x), T (y)], S(x)] + [[S(y), T (x)], S(x)] = 0

(voir la preuve du Théorème 5.3.1). (5.38)

En remplaçant xy pour y dans la relation (5.38), nous obtenons

0 = [[S(x), T (x)], S(x)y] + [[S(x),T (x)y], S(x)] + [[S(x)y, T (x)], S(x)] =

[[S(x), T (x)], S(x)]y + S(x)[[S(x), T (x)], y]+

[[S(x), T (x)]y + T (x)[S(x), y], S(x)] + [[S(x), T (x)]y + S(x)[y, T (x)], S(x)] =

S(x)[[S(x), T (x)], y] + [[S(x), T (x)], S(x)]y + [S(x), T (x)][y, S(x)]+

[T (x), S(x)][S(x), y] + T (x)[[S(x), y], S(x)] + [[S(x), T (x)], S(x)]y+

[S(x), T (x)][y, S(x)] + S(x)[[y, T (x)], S(x)].
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Pour cette raison, nous arrivons à

S(x)[[S(x), T (x)], y] + 3[S(x), T (x)][y, S(x)] + T (x)[[S(x), y], S(x)]+ (5.39)

S(x)[[y, T (x)], S(x)] = 0. (5.40)

La substitution de yS(x) pour y dans la relation (5.39), donne

0 = S(x)[[S(x), T (x)], yS(x)] + 3[S(x), T (x)][yS(x), S(x)]+

T (x)[[S(x), yS(x)], S(x)] + S(x)[[yS(x), T (x)], S(x)] =

S(x)[[S(x), T (x)], y]S(x) + S(x)y[[S(x), T (x)], S(x)]+

3[S(x), T (x)][y, S(x)]S(x) + T (x)[[S(x), y]S(x), S(x)]+

S(x)[[y, T (x)]S(x) + y[S(x), T (x)],S(x)] = S(x)[[S(x), T (x)], y]S(x)+

3[S(x), T (x)][y, S(x)]S(x) + T (x)[[S(x), y], S(x)]S(x)+

S(x)[[y, T (x)], S(x)]S(x) + S(x)[y, S(x)][S(x), T (x)] + S(x)y[[S(x), T (x)], S(x)].

Par suite, depuis les relations (5.37) et (5.39), on trouve donc

S(x)[y, S(x)][S(x), (x)] = 0.

Ainsi, la relation ci-dessus peut être réécrite sous la forme

S(x)yS(x)[S(x), T (x)] = S(x)2y[S(x), T (x)]. (5.41)

En remplaçant maintenant T (x)y pour y dans la relation (5.41), nous obtenons

S(x)T (x)yS(x)[S(x), T (x)] = S(x)2T (x)y[S(x), T (x)]. (5.42)

D'autre part, en multipliant à gauche par T (x) dans la relation (5.41), nous voyons
que

T (x)S(x)yS(x)[S(x), T (x)] = T (x)S(x)2y[S(x), T (x)]. (5.43)

En faisant la di�érence de ces deux dernières relations, on aboutit

0 = [S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)]− [S(x)2, T (x)]y[S(x), T (x)] =

[S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)]−
([S(x), T (x)]S(x) + S(x)[S(x), T (x)])y[S(x), T (x)].

Par l'hypothèse du théorème, on peut remplacer dans le calcul ci-dessus le terme
[S(x), T (x)]S(x) par le terme S(x)[S(x), T (x)], ce qui donne

[S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)] = 2S(x)[S(x), T (x)]y[S(x), T (x)].

En multipliant à gauche par S(x) dans cette dernière relation, on obtient

S(x)[S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)] = 2S(x)2[S(x), T (x)]y[S(x), T (x)]. (5.44)

D'autre part, en mettant [S(x), T (x)]y pour y dans la relation (5.41), cela conduit à

S(x)[S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)] = S(x)2[S(x), T (x)]y[S(x), T (x)]. (5.45)
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En combinant les relations (5.44) et (5.45), nous trouvons que

S(x)[S(x), T (x)]yS(x)[S(x), T (x)] = 0 pour tout x, y ∈ R.

Ce qui implique depuis la semi-primalité de R que

S(x)[S(x), T (x)] = 0. (5.46)

A partir de la relation (5.46) et l'hypothèse du théorème, nous avons aussi

[S(x), T (x)]S(x) = 0.

D'où, le reste de la preuve passe de la même manière que dans la preuve du Théorème
5.3.1. �

Le Théorème 5.3.2 donne, avec la Proposition 5.3.1, les caractérisations suivantes
des applications centralisatrices parmi tous les applications centralisatrices à gauches
dans les anneaux semi-premiers sans 2-torsion.

Corollaire 5.3.3. Soit R un anneau semi-premier sans 2-torsion et T : R → R
centralisatrice à gauche. Supposons que [[T (x), x], x] = 0 pour tout x ∈ R. Dans ce
cas T est centralisatrice.

Corollaire 5.3.4. Soit R un anneau semi-premier sans 2-torsion et T : R → R
centralisatrice à gauche. Supposons que [[T (x), x], T (x)] = 0 pour tout x ∈ R. Dans
ce cas T est centralisatrice.
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