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CONTENTS v

Introduction:
Ce projet a pour objectif d’étudier des transformations élémentaires dans

un espace euclidein de dimention fini. Nous commençons par définir des
coordonnées locales sur un voisinage d’un point P qui seront des fonctions du
point. Ensuite nous établissons une relation analytique entre deux systémes
de coordonnées d’un domaine, ceci nous permet de donner la définition d’une
courbe d’un espace euclidien. Nous pouvons définir aussi un vecteur tangent
à la courbe dans un systéme de coordonnées donné. En changeant le système
de coordonnée il en résulte une formule de changement entre les vecteurs
tangents. Ainsi nous pouvons calculer les longueurs des courbes a l’aide de
la métrique euclidienne, il en sort que la norme d’un vecteur tangent peut
être interprétée comme une forme quadratique gij au voisinage d’un tel point
P.
On peut voir alors qu’une métrique riemannienne n’est en fait que la

donné des longueurs des vecteurs tangents (des formes quadratique gij au
point P ).
En partant de deux domaines Ωx et Ωz, on peut aboutir d’aprés ce qu’on

vient de dire à une transformation élélmentaire entre ces deux domaines:

g′ij = g′ij(z
1, ..., zn) où g′ij =

∂xk

∂zi
gkl
∂xl

∂zj

la tansformation du domaine Ωx → Ωz est un déplacement si

g′ij(z
1, ..., zn) = gij(x1(z), ..., xn(z)).

Nous terminons ce projet par l’étude des exemples classiques sur des do-
maines d’un espace eulidien: groupe de translations, groupe d’homotetie,...
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Chapter 1

Systèmes de coordonées.

1.1 Coordonnées cartésiennes dans l’espace.

Nos conceptes géomértiques fondamentaux sont les suivants:

1. La géométrie est construitée dans un espace contitue de points P,Q, ...

2. Conformement a la méthode de la géométrie analytique,on introduit
dans cet espace des coordonnées cartésiennes

A chaque point de l’espace on fait correspondre des nombres rèeles x1, x2, x3, ....
possédant les proprietés suivantes:

i)-Aux points distincts correspondent des collections differentes de coor-
données (x1, ..., xn) et (y1, ..., yn) se confondent si et seulement si on a :xi = yi
pour i = 1, 2, 3, ...n.

ii)-Réciproquement, à toute collection de nombres (x1, ..., xn) où les xi

sont des nombres rèels correspond néssairement à un point P de l’espace en
question.

Définition 1 Tout espace muni d’un système de coordonées cartesiennes
(x1, ..., xn) presentant les propriétes ci-dessus est appelé espace cartésien de
dimention n,et on note Rn, le nombre n est la dimention de l’espace

Bien souvent nous utilisons le mot "point" pour désigner une collection
de nombre (x1, ..., xn), l’exempe le plus élémentaire d’un espace cartésien
est fourni par, la droite numerique les deux cas rencontrés en géométrie
analytique sont les coordonées cartesiennes sur le plan et dans l’espace usuel
a trois dimensions.

1
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2 CHAPTER 1. SYSTÈMES DE COORDONÉES.

1.2 Changement de coordonnées.

Soit dans l’espace cartésien de dimention n une fonction numerique f(P ) c’est
à dire fonction définissant la position d’un point P dans l’espace.En faisant
intervenir les coordonnées cartésiennes, nous assimilons f à une fonction de
n variables réelles si:

P = (x1, ..., xn) on a f (P ) = f(x1, ..., xn)

seules seront considérées des fonctions continues, ces fonctions et même con-
tinûment dérivables f peuvent être définies tant sur l’espace Rn tout entier
que sur une partie ou "domaine",de celui-ci.

Définition 2 On appelle domaine ou domaine sans bord (ensemble ouvert)
une collection D de points dans Rn telle que si un point quelconque de cette
collection lui appartient, tous les points suffi samment voisins des l’espace lui
appartiennent également. plus exactement si P0 = (x1, ..., xn) est situé dans
D, il existe un ε > 0 tel que si le point P = (y1, ..., yn) vérifie les inégalités:∣∣yi − xi∣∣ < ε avec i = 1, ..., n.

alors P est bien situé dans D.

Définition 3 Le domaine à bord est un domaine sans bord auquel on a ajouté
ses points frontières, le bord d’un domaine est l’ensemble des points frontières.

Théorème 4 Soit une collection des fonctions continues f1 (P ) , ..., fm (P ) ,
P = (x1, ..., xn), définies dans l’espace Rn. Si D est un ensemble de points
P tels que:

f1 (P ) < 0, f2 (P ) < 0, ..., fm (P ) < 0

alors D est un domaine sans bord.

Preuve. Supposons que P0 = (x10, ..., x
n
0 ) soit situé dans D ,en sorte que

f1 (P0) < 0, ..., fm (P0) < 0. Alors en vertu du théoreme sur la consérvation
du signe d’une fonction continue, pour tout j on trouve un εj > 0 tel que les
inégalités ∣∣xi − xi

0

∣∣ < εj avec i = 1, ..., n
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1.2. CHANGEMENT DE COORDONNÉES. 3

impliquent l’inégalité fj (P ) < 0. En faisant ε = min (ε1,..., εm), nous voyons
que D contient tous les points (x1, ...xn) tels que∣∣xi − xi

0

∣∣ < ε.

Ainsi donc D est un domaine sans bord.
Supposons qu’un autre système des coordonnées (z1, ..., zn) soit introduit

dans le même domaine. On peut écrire alors:

xi = xi(z1, ..., zn) i = 1, ..., n
zj = zj(x1, ..., xn) j = 1, ..., n.

Ces deux égalités reviennent tout simplement a dire qu’à chaque point de
l’espace on peut associer tant la collection de coordonnées cartésiennes

(x1, ..., xn)

qu’une autre collection de coordonnées (z1, ..., zn). On conçoit donc que
les coordonnées cartesiennes se laissent exprimer en fonction de nouvelles
coordonnées, et réciproquement. Etudions d’abord les changements de coor-
données linéaires dans l’espace

xi =
n∑
j=1

aijz
j i = 1, ..., n.

(On peut les écrire sous une forme plus condensée xi = aijz
j, avec sommation

suivant les indicess répétés). Pour définir z en fonction de x il faut et il suffi t
que la matrice A=aij admet un inverse B = A−1 = bij. La matrice inverse
définie comme suit:

bija
j
k = δik où δik{

1 pour i = k
0 pour i 6= k

(Toujours en sommant suivant les j). Ainsi donc, on peut exprimer les co-
ordonnées (x1, ..., xn) d’un point P en fonction d’une nouvelle collection de
nombre z1, ..., zn au moyen de la matrice A = (aij). L’égalité x

i =
∑n

j=1 a
i
jz
j

s’écrit aussi sous la forme condensée:

X = AZ X = (x1, ..., xn) et Z = (z1, ..., zn).
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4 CHAPTER 1. SYSTÈMES DE COORDONÉES.

Nous avons dit que la matrice A doit être inversible, donc avoir le détermi-
nant non nul (non dégénérée). On peut donc aussi exprimer les coordonnées
nouvelles en fonction des anciennes:

Z = BX zj = bjkx
k.

Considérons maintenant des coordonnées nouvelles quelconques

xi = xi(z1, ..., zn)

i = 1, ..., n, où les fonctions xi(z1, ..., zn) sont supposées continûment dériv-
ables. Nous supposons que les les nouvelles coordonnées s’étendent à chaque
point du domaine considéré de l’éspace, c’est à dire qu’à chaque collection
de nombres (x10, ..., x

n
0 ) correspond dans ce domaine au moins une collection

(z10 , ..., z
n
0 ) telle que xi

0
= xi(z10 , ..., z

n
0 ), i = 1, ..., n.

Définition 5 Nous disons que le point P = (x10, ..., x
n
0 ) est un point non

singulier dans le système de coordonnées (z1, ..., zn) si la matrice

A = (aij) = (
∂xi

∂zj
).

avec z10 , ..., z
n
0 tels que x0i = xi(z

1
0 , ..., z

n
0 ), i = 1, ..., n, a le déterminant non

nul.

La matrice A s’applle matrice Jacobienne du changement de coordonnées
elle est désignée par

Ĵ =

(
∂x

∂z

)
.

Le détérminant de la matrice jacobienne s’applle le jacobien, il se désigne
par:

J = det

(
∂x

∂z

)
= det Ĵ .

Dans le cours du calcul differentiel on établit le théorème suivant sur la
transformation inverse (cas particulier du théorème général sur les fonctions
implicites).
Etant donné un changement de coordonnées xi = xi(z), i = 1, ..., n,

tel que xi
0

= xi(z10 , ..., z
n
0 ), et J = det

(
∂x
∂z

)
6= 0 pour z1 = z10 , ..., z

n = zn
0
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1.2. CHANGEMENT DE COORDONNÉES. 5

on peut, dans un voisinage assez restreint du point (x1
0
, ..., xn

0
) exprimer les

coordonnées z1, ..., zn par les coordonnées x1, ..., xn en sort que zi = zi(x)
avec zi

0
= zi(x1, ..., xn), i = 1, ..., n,. La matrice

(
bij
)

=

(
∂zi

∂xj

)
c’est à dire la matrice jacobienne de la transformation inverse sera alors
l’inverse de la matrice (ajv) =

(
∂xj

∂zv

)
:

∂zi

∂xj
.
∂xj

∂zv
= δiv = In.

Pour n = 1 cette assertion s’énonce comme suit: Si x = x(z), x0 = x(z0) et
∂x
∂z
6= 0 pour z = z0, on peut exprimer z en fonction de x, z = z(x), da façon

à avoir z0 = z(x0) et
∂z

∂x
.
∂x

∂z
= 1

dans un voisinage suffi samment réstreint du point x0 . Dans le cas du change-
ment linéaire de coordonnées ci-dessus X = AZ c’est-à-dire xi = aijz

j . la ma-
trice jacobienne (∂x/∂z) se confond alors avec la matrice A car aik = ∂xi/∂zk

et ces nombres sont constants,est si detA 6= 0, ce changement est inversible
dans l’espace, et Z = BX, où B est la matrice inverse de A.

Exemple 6 Coordonnées polaires r, ϕ sur le plan on a:

x1 = r cosϕ x2 = r sinϕ

avec r > 0 dans tous les cas. Ensuite les couples (r, ϕ) et (r, ϕ+ 2kπ) k ∈ N,
définissent un même point P = (x1 , x2). Ainsi, si l’on veut que ϕ soit une
coordonnée univoque, il faut qu’il y ait 0 < ϕ < 2π. Si r = 0, tous les couples
(0, ϕ) définissent un seul et même point "l’origine". Voyons si l’origine est
vraiment un point singulier en coordonnées polaires, la matrice jacobienne
est

A =

( ∂x1
∂r

∂x1
∂ϕ

∂x2
∂r

∂x2
∂ϕ

)
=

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
.
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6 CHAPTER 1. SYSTÈMES DE COORDONÉES.

Exemple 7
detA = r cosϕ. cosϕ− (−r sinϕ. sinϕ).

detA = r(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = r.

Le jacobien ne s’annule donc que pour r = 0, et si on cherche à définir r en
fonction de x1 , x2 on trouve r =

√
(x1)2 + (x2)2, une fonction qui n’est pas

différentiable pour (x1 , x2) = (0, 0).Dans le domaine {r > 0, 0 < ϕ < 2π}
les nouvelles coordonnées sont parfaitement univoques et exemptes de points
singuliers.
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Chapter 2

Espace euclidien

2.1 Courbe dans l’espace euclidien

Soit un système de coordonnées cartésiennes dans l’espace à trois dimensions,
tel que si un point P est associé à ses trois coordonnées (x1 , x2 , x3) et à un
autre point Q ses trois coordonnées (y1 , y2 , y3), le carré de la longeur du
segment de droite joignant P et Q est:

l2 = (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2.

On dit alors que l’espace considéré est euclidien, les coordonnées présen-
tant les propriétés demandées s’appllent "coordonnées euclidiennes". On
apprend en Algèbre linéaire qu’il est commode d’associer des vecteurs aux
point de l’espace euclidien. Plaçons l’origine des coordonnées en O, menons
un vecteur de O jusqu’au point étudié P et appllons-le rayon vecteur de
ce point. Les coordonnnées cartésiennes (x1 , x2 , x3) de P seront alors les
coordonnées du vecteur. On peut faire la somme (coordonnée par coordon-
née) de deux vecteurs −→v = (x1 , x2 , x3) et −→w = (y1 , y2 , y3) prenant naissance
en O et aboutissant aux point P et Q respectivement, on obtient de cette
façon un troisième vecteur −→v +−→w de coordonnées (x1 + y1 , x2 + y2 , x3 + y3).
On peut aussi multiplier un vecteur par un scalaire. Les vecteurs unitaires
−→e1 ,−→e2 ,−→e3 , Tout vecteur −→v de coordonnées (x1 , x2 , x3) peut s’écrir sous la
forme −→v = x1−→e1 + x2−→e2 + x3−→e3 . Dans ce cas l’espace est de dimention trois,
toutes ces considérations restent naturellement valables pour l’espace de di-
mention n quelconque. Dans l’espace euclidien, on définit une opération trés
importante appelée produit scalaire de deux vecteurs.

7
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8 CHAPTER 2. ESPACE EUCLIDIEN

Définition 8 Etant donné deux vecteurs −→v = (x1 , x2 , x3) et −→w = (y1 , y2 , y3),
leur produit scalaire euclidien est le nombre:

〈v, w〉 =
n∑
i=1

xiyi .

Ce produit scalaire présente les trois propriétés importantes:
a)〈v, w〉 = 〈w, v〉 .
b)〈αv1 + βv2, w〉 = α 〈v1, w〉+ β 〈v2, w〉 avec α, β ∈ R.
c)〈v, v〉 > 0 si −→v 6= −→0 .
Soit maintenant une courbe dans l’espace euclidien, définie sous forme:

x1 = f1(t), ..., xn = fn(t).

Le paramétre t parcourt le segement compris entre a et b, les fonctions
fi(t) sont des fonctions differentiables du paramétre t, i = 1, ..., n. Le vecteur
−→v :

−→v =

(
∂f1
∂t

, ...,
∂fn
∂t

)
est appelé le vecteur vitesse ou le vecteur tangent de la courbe à l’instant t.

Définition 9 On entend par longeur d’une courbe la quantité:

l =

∫ b

a

√
〈v(t), v(t)〉 dt =

∫ b

a

|v(t)| dt.

c’est l’integrale de la longeur du vecteur vitesse de la courbe.

Soient deux courbes

xi = f i(t) xi = gi(t) i = 1, ..., n

qui viennent de se couper à l’instant t = t0 (f i(t0) = gi(t0), i = 1, ..., n).
Désignons par v, w les vecteurs tangentts à ces courbes pour t = t0 :

v =
(
df1

dt
, ..., df

n

dt

)
t=t0

w =
(
dg1

dt
, ..., dg

n

dt

)
t=t0
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2.1. COURBE DANS L’ESPACE EUCLIDIEN 9

Définition 10 On appelle angle formé par deux courbes au point de leur
intersection pour t = t0 un angle ϕ (0 ≤ ϕ < π) tel que l’egalité suivante soit
vérifiée:

cosϕ =
〈v, w〉
|v| |w| .

On considére l’espace euclidien muni de coordonnées (x1, ...xn), un nouveau
systémé de coordonnées (z1, ...zn) telles que:

xi = xi(z1, ...zn) i = 1, ..., n.

Soit une courbe définie paramétriquement en coordonnée nouvelle zi = zi(t),
i = 1, ..., n. Dans les coordonnées euclidiennes primitives, la courbe se définit
par:

xj = xj(z(t)) = hj(t) j = 1, ..., n.

Définition 11 On applle vecteur vitesse de la courbe en coordonnée (z1, ...zn),
un vecteur

vz(t) = (v1z , ..., v
n
z ) tel que: vjz =

dzj

dt
.

En coordonnée primitive (x1, ...xn), le vecteur vitesse

vx = (
dh1

dt
, ...,

dhn

dt
)

est attacé au point P = (h1(t), ..., hn(t)).C’est le même vecteur que vz. Voyons
ce que deviennent les coordonnées du vecteur vitesse lorsqu’on change de
système de coordonnées, on a:

vix =
dhi

dt
=
∂xi

∂t
=
∂xi

∂zj
∂zj

∂t
=
∂xi

∂zj
vjz.

Le carré de la longeur est:

|vx|2 =
n∑
i=1

(
dhi

dt

)2
=

n∑
i=1

(
∂xi

∂zj
vjz

)2
= gjkv

j
zv
k
z .

Avec

gjk =

n∑
i=1

∂xi

∂zj
∂xi

∂zk
.
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10 CHAPTER 2. ESPACE EUCLIDIEN

Conclusion 12 En coordonnées quelconques (z1, ..., zn) avec x = x(z), le
carré scalaire du vecteur vitesse vz(t) = (dz

1

dt
, ..., dz

n

dt
) d’une courbe se définit

par la formule

|vz|2 = |vx|2 = gjk
dzj

dt
.
dzk

dt
.

2.2 Vecteurs et formes quadratiques.

Nous venons de voir qu’en opérant un changement de coordonnées x = x(z),
les coordonnées du vecteur vitesse d’une courbe se transforme suivant la loi

vix = Aviz. ∗

ou plus brièvement

vx = Avz.

où A est la matrice jocobienne du changement de coordonnées. La loi de
transformation (∗) peut être mise a la base de la définition d’un vecteur.

Définition 13 On apple vecteur en un point P = (x10, ..., x
n
0 ) une collec-

tion de nombres
(
ξ1, ..., ξn

)
rapportée au systéme de coordonnées (x1, ..., xn).

Si deux systémes de coordonnées (x1, ..., xn) et (z1, ..., zn) se laissent trans-
former l’un dans l’autre par un changement de la forme x = x(z) tel que
xi(z10 , ..., z

n
0 ) = xi0, i = 1, ..., n le meme vecteur se définiit en coordonnées

nouvelles z, au point z10 , ..., z
n
0 par une autre collection de nombres ζ

1, ..., ζn

liée à la première par la formule

ξi =

(
∂xi

∂zj

)
zk=zk0

ζj.

Envisageons un autre objet géométrique extrêmement répandu, à savoir:
le gradient d’une fonction numérique f(x1, ..., xn) est un vecteur aux com-
posantes:

grad f =

(
∂f

∂x1
, ...,

∂f

∂xn

)
.
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2.2. VECTEURS ET FORMES QUADRATIQUES. 11

Posons ξj = ∂f
∂xj
, j = 1, ..., n. Exprimons le gradient de cette même fonction

au moyen d’autres coordonnées (z1, ..., zn), où x = x(z).

grad f
(
x1(z), ..., xn(z)

)
=

(
∂f

∂z1
, ...,

∂f

∂zn

)
=

(
∂f

∂xa
∂xa

∂z1
, ...,

∂f

∂xb
∂xb

∂zn

)
=

(
ξa
∂xa

∂z1
, ..., ξb

∂xb

∂zn

)
Désignant par ηi les composantes

∂f
∂zi

du gradiant dans le nouveau systéme
de coordonnées(z1, ..., zn), on obtien:

ηi =
∂xj

∂zi
ξj.

Nous voyons qu’en opérant un changement de coordonnées, le gradient de la
fonction se transforme autrement qu’un vecteur. Dans le texte qui suit, nous
l’appellerons covecteur.
Supposons maintenant que les coordonnées (x1, ..., xn) soient euclidiennes;

soit ξ1 =
(
ξ11, ..., ξ

n
1

)
, ξ2 =

(
ξ12, ..., ξ

n
2

)
deux vecteur ayant pour origine un

même point P = (x10, ..., x
n
0 ). Etant donné un autre système de coordon-

nées (z1 , ..., zn) tel que x = x(z), x(z0) = x0, ces mêmes vecteures auront
respectivement les coordonnées (η11, ..., η

n
1 ) et (η12, ..., η

n
2 ) liées aux anciennes

coordonnées pa les formules:

ξi1 = aijη
j
1 ξi2 = aijη

j
2

dans lesquelles aij est la matrice jacobienne. Dans le premier système de
coordonnées le produit scalaire des vecteurs ξ1 et ξ2 est:

〈ξ1, ξ2〉 =
n∑
i=1

ξi1ξ
i
2 = δijξ

i
1ξ
i
2.

Dans le système nouveau, il est:

〈ξ1, ξ2〉 =
n∑
i=1

(
aijη

j
1

) (
aijη

j
2

)
= gjkη

j
1η
k
2.

Gmira
PDF Creator Trial

Gmira
PDF Creator Trial

Gmira
PDF Creator Trial



12 CHAPTER 2. ESPACE EUCLIDIEN

où la matrice des composantes

gjk =
n∑
i=1

aija
i
k = δsqa

s
ja
q
k.

Dans les coordonnées nouvelles, le produit scalaire de deux vecteurs se définit
donc par la même matrice G = (gij). Traduite dans le langage algébrique, la
formule précédente s’écrit:

G = ATA

Voyons ce que deviennent les composantes gij de la matice G lorsqu’on ef-
fectue un changement de coordonnées. Introduisons dans le même domaine
des coordonnées nouvelles y1, ..., yn telles que zj = zj(y), j = 1, ..., n. Posons:

B = (bij) =
∂zi

∂yj
.

Nous savons que les vecteurs ξ1, ξ2 exprimés en coordonnées y
1, ..., yn ont

alors les composantes
(
ζ11, ..., ζ

n
1

)
et
(
ζ12, ..., ζ

n
2

)
, avec

ηi1 = bijζ
j
1 ηi2 = bijζ

j
2

Soit (hij) la matrice exprimant le produit scalaire en coordonnées (y). Cela
revient à dire que:

〈ξ1, ξ2〉 = hklζ
k
1ζ

l
2 = gijη

i
1η
j
2

= gijb
i
kζ

k
1b
j
l ζ
l
2

=
(
bikgijb

j
l

) (
ζk1ζ

l
2

)
d’où

hkl = bikgijb
j
l .

On a donc
H = BTGB.

Définition 14 On appelle forrme quadratique (sur les vecteurs) en un point
x10, ..., x

n
0 une collection de nombres gij, i, j = 1, ..., n, telle que gij = gji,

rapportée au systeme de coordonnées (x1, ..., xn) . S’il existe un changement de
coordonnées x = x(z) par laquel on transforme les coordonnées (x1, ..., xn) en
(z1, ..., zn) avec xi (z10 , ..., z

n
0 ) = xi0, i = 1, ..., n, cette même forme quadratique
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2.2. VECTEURS ET FORMES QUADRATIQUES. 13

se définit dans les coordonnées nouvelles (z1, ..., zn) par une collection de
nombres hkl, k, l = 1, ..., n telle que hkl = hlk, liée à la précédente par la
formule: gij = ∂xk

∂zj
hkl

∂xl

∂zi
∗∗ Sous sa forme matricielle, cette égalité s’écrit:

G = ATHA.

Si la forme quadratique gij définie au oint P se transforme suivant la loi (∗∗)
lorsqu’on effectue un changement de coordonnées, on définit sur les vecteurs
tangents en P une fonction quadratique {ξ, ξ} (ou {ξ, η}) en posant

{ξ, ξ} = gijξ
iξj(

{ξ, η} = gijξ
iηj
)

En vertu de la loi de transformation (∗∗) , les fonctions ainsi définies ne
dépendent pas du choix du système de coordonnées mais uniquement du
point P et du vecteur ξ (ou des vecteurs ξ et η).

Gmira
PDF Creator Trial

Gmira
PDF Creator Trial

Gmira
PDF Creator Trial
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Chapter 3

Espaces Riemanniens et
pseudoriemanniens

3.1 Métrique riemannienne

Nous avons déjà discuté la notion de longuer ou, comme l’on dit la métrique
dans l’espace ou dans un domaine de l’espace . Par définition , la longueur
d’une courbe différentiable xi = xi(t) dans l’espace de dimention n muni de
coordonnées (x1, ..., xn) se définit par la formule:

l =
∫ b
a
|ẋ(t)| dt ẋ = v = dx

dt
.

La métrique riemannienne implique la donnée des longueurs des vecteurs
ξ =

(
ξ1, ..., ξn

)
sous la forme

|ξ|2 = gijξ
iξj

dans le système de coordonnées introduit. Cela revient à dire que |ξ|2 est
un fonction quadratique du vecteur ξ. La longueur du vecteur doit être in-
dependante du choix du système de coordonnées, aussi lorsqu’on effectue un
changement de coordonnées, les quantités gij doivent-elles se transformer
comme les composantes d’une forme quadratique, c’est à dire d’apres la
formule(∗∗) du chapitre précédent.

Définition 15 Par métrique riemannienne dans un domaine de l’espace
Rn,on entend une forme quadratique positive qui est définie sur les vecteurs
tangents en chaque point et qui représente une fonction différentiable du
point.

15
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16CHAPTER 3. ESPACES RIEMANNIENS ET PSEUDORIEMANNIENS

Définition 16 Par métrique riemannienne dans un domaine de l’espace,
muni fe coordonnées quelconques (z1, ..., zn) , on entend une collection de
fonction gij = gji (z

1, ..., zn) , i, j = 1, ..., n, telle que la matrice (gij) soit
défine positive. En introduisant dans le même domaine un nouveau système
de coordonnées (y1, ..., yn) , tel que zi = zi (y1, ..., yn) , i = 1, ..., n, la métrique
riemannienne se définie en coordonnées nouvelles par une collection de fonc-
tions g′ij = g′ji (y

1, ..., yn) , i, j = 1, ..., n telles que:

g′ij =
∂zk

∂yi
gkl

∂zl

∂yj
.

Le fait que la matrice (gij) soit définie positive implique gijξ
iξj > 0 si le

vecteur ξ est non nul. Etant donné la métrique riemannienne la longueur
d’une courbe zi = zi(t) s’exprime par la formule:

l =

∫ b

a

√
gij(z(t))

dzi

dt

dzj

dt
dt.

Etant donné deux courbes:

zi = f i(t) zi = hi(t)

qui se coupent pour t = t0 l’angle formé par ces courbes est uune quantité ϕ
(0 ≤ ϕ < π) telle que:

cosϕ =
〈ξ, η〉
|ξ| |η| .

où 〈ξ, η〉 = gijξ
iηj, |ξ| =

√
〈ξ, ξ〉, ξ, η étant les vecteurs vitesse au point

t = t0.

Définition 17 Soient ξ, η deux vecteurs dans un point P0 = (z10 , ..., z
n
0 ) . Par

leur produit scalaire, on entend alors la quantité 〈ξ, η〉 égale à:

〈ξ, η〉 = gij
(
z10 , ..., z

n
0

)
ξiηj.

En vertu des lois de transformation des grandeurs (gij) et
(
ξi
)
des coor-

données de vecteurs, le produit scalaire de deux vecteurs attachés au même
point est toujours indépendant du choix du système de coordonées. Quand
au produit scalaire de deux vecteurs attachés à deux point différents, il n’est
pas invariant par le choix du système de coordonnées.
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3.2. MÉTRIQUE DE MINKOWSKI 17

Définition 18 La métrique gij = gji(z) est dite euclidienne s’il existe des
coordonnées x1, ..., xn, xi = xi(z) telle que:

det

(
∂xi

∂zj

)
6= 0, gij =

n∑
k=1

∂xk

∂zi
∂xk

∂zj
.

On a alors en coordonnées x1, ..., xn

1, i = j
g′ij = δij = {

0, i 6= j

Les coordonnées x1, ..., xn sont appelées coordonnées euclidiennes.

3.2 Métrique de Minkowski

Soient des grandeurs gij = gji(z), i, j = 1, ..., n telles que la matrice (gij) soit
non dégénérée, mais que la forme gijξ

iξj soit non positive. On parle alors
de la métrique pseudoriemannienne. Nous disons que gij est une métrique
pseudoriemannienne d’espace (p, q) , où p + q = n, si p et q sont des indices
d’inértie positif et négatife de la forme quadratique gijξ

iξj.
Il est facile de voir que les quantités p et q sont définies corréctement,

c’est à dire que les indices d’inértie sont indépendants du système de co-
ordonnées. Si gij est une métrique pseudoriemannienne d’espèce (p, q) et
g0ij = gij(z

1
0 , ..., z

n
0 ), on peut donner à la forme quadratique g0ijξ

iξj, par
lechangement ξi = λikη

k, la représentation suivante:

η21 + ...+ η2p − η2p+1 − ...− η2n.

Dans le voisinage d’un point, une telle représentation sera déjà impossible en
général.

Définition 19 On dit que la métrique gij = gji(z) est pseudo-euclidienne s’il

existe un nouveau système de coordonnées x1, ..., xn, xi = xi(z), det
(
δxi

δzj

)
6=

0, tel que:

gij =
∂x1

∂zi
∂x1

∂zj
+ ...+

∂xp

∂zi
∂xp

∂zj
− ∂xp+1

∂zi
∂xp+1

∂zj
− ...− ∂xn

∂zi
∂xn

∂zj
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18CHAPTER 3. ESPACES RIEMANNIENS ET PSEUDORIEMANNIENS

On a en ces dérnier coordonnées

g′ij =


0 si i 6= j

1 si i = j, i ≤ p
−1 si i = j, i ≥ p+ 1

∣∣∣∣∣∣
Les coordonnées (x1, ..., xn) sont appelées coordonnées pseudo-euclidiennes
d’espèce (p, q) , où q = n−p. On peut introduire dans l’espave Rn la métrique
pseudo-euclidiennes d’espèce (p, q) en définissant le "produit scalaire" de deux
vecteurs −→v = (v1, ...vn) et −→w = (w1, ...wn) par la formule:

〈v, w〉 = v1w1 + ...+ vpwp − vp+1wp+1 − ...− vnwn.

Les coordonnées habituelles x1, ..., xn seront alors pseudo-euclidiennes.De même
l’espace Rn muni de cette métrique s’applle l’espace pseudo-euclidien, et on
le note Rnp,q.
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Chapter 4

Groupes des transformations
élémentaires

4.1 Groupe des transformation d’un domaine.

Soit deux domaine Ωx et Ωz definis dans l’espace euclidien de dimention n
aux coordonnées xi et zi avec i = 1, ..., n où chaque point de Ωz soit associé
a un point de Ωx tq: xi = xi(z1 , ..., zn) avec i = 1, ..., n, reciproquement on
a: zj = zj(x1 , ..., xn) avec j = 1, ..., n. Alors on a une transformation du
domaine Ωz en le domaine Ωx.

Remarque 20 Il faut naturellement que les fonctions xi(z1 , ..., zn) et leurs
reciproques zj = zj(x1 , ..., xn) soient différentiables: alors les jacobiens det(∂x

∂z
)

et det( ∂z
∂x

) ne s’annulent nulle part. Si les deux domaines Ωx et Ωz se con-
fondent: On entend donc par transformation d’un domaine Ω l’introduction
dans ce domaine d’un nouveau systéme de coordonnées tel que les nouvelles
coordonnées puissent, en tout point du domaine être exprimées en fonction
des anciennes et réciproquement

xi = xi
(
z1, ..., zn

)
, zi = zi

(
x1, ..., xn

)
.

Définition 21 On applle une collection C d’elements un groupe, si les trois
proprietés sont satisfaites:
soient f, g, h ∈ C
1) (f ◦ g) ∈ C.
2) (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

19
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20CHAPTER 4. GROUPESDES TRANSFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES

3) ∃ e ∈ C : e ◦ g = g ◦ e.
4) ∀ g ∈ C∃ g−1 ∈ C : g ◦ g−1 = e.

Proposition 22 L’ensemble des transformations d’un domaine Ω a une struc-
ture de groupe.
Preuve. Soit C l’ensemble des transformations d’un domaine donné Ω :
Soient ϕ et ψ ∈ C tels que:

ϕ : x = x(z)

ψ : z = z(y)

alors ϕ ◦ ψ : x = x(z(y)) est une transformation de y → x la reciproque de
ϕ est ϕ−1 donnée par: z = z(x), la tansfromation identique est xi = zi avec
i = 1, ..., n, par suite nous devrons extraire du groupe des transformations C,
quelques sous groupes utiles pour la géometrie.

Soit le domaine Ω muni d’une métrique (riemannienne ou pseudorieman-
nienne) définie en coordonnées x1 , ..., xn .par une matrice symétrique non
dégénérée gij = gji(x1 , ..., xn) et soit la transformation xi = xi(z1, ..., zn),la
même métrique se laisse exprimer en coordonnées z1, ..., zn par la matrice

g′ij = g′ij(z
1, ..., zn) où g′ij =

∂xk

∂zi
gkl
∂xl

∂zj
.

Définition 23 La transformation xi = xi(z1, ..., zn) est un déplacement pour
la métrique donnée si

g′ij(z
1, ..., zn) = gij(x1(z), ..., xn(z)).

donc un tel déplacement laisse strictement invariante la forme du produit
scalaire (gij).

Lemme 24 L’ensemble des déplacements d’une métrique donnée a une struc-
ture de groupe.
Preuve. Si deux transformations ϕ et ψ conservent la forme de la métrique
alors leur composé ϕ ◦ ψ conservera la fome de la métrique il est de même
pour ϕ−1 la reciproque conserve la forme de la métrique. Quand à la trans-
formation identique elle conserve la forme de la métrique par définition.
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4.2. TRANSFORMATION DU PLAN. 21

4.2 Transformation du plan.

4.2.1 Translation dans le plan.

Soient x11, x
2 deux coordonnées planaires La transformation la plus élémen-

taire du plan est la translation de ce plan dans son ensemble par un vecteur
−→v = (v1, v2). Cette transformation se présente comme suit:

x1 = z1 + v1 et x2 = z2 + v2.

et la transformation inverse est donnée par le vecteur
−→−v = (−v1,−v2),et se

présente comme suit:

z1 = x1 − v1 et z2 = x2 − v2.
Le produit de deux translations de vecteurs −→v et −→w est:

x1 = z1 + (v1 + w1) et x2 = z2 + (v2 + w2).

On obtient une nouvelle translation du vecteur −→v +−→w . La translation iden-
tique est la translation du vecteur nul

−→
0 :

z1 = x1 + 0 et z2 = x2 + 0.

Remarque 25 Ainsi l’ensemble des translations du plan a une structure de
groupe,et chaque translation correspand à un vecteur −→ω dans le plan ,et la
translation inverse correspond au vecteur

−→−ω. Cela signifie,que le groupe des
translations est isomorphe au groupe des vecteurs dans le plan,et il s’agit
d’un groupe abélien.

4.2.2 Homothéstie dans le plan.

Un autre exemple fourni par les homothéties du plan.Ce ne sont pas des
deplacements au sens propre.Exprimé en coordonnées ,l’homothétie s’écrit:

x1 = λ.z1 et x2 = λ.z2 avec λ ∈ R∗.
et l’homothétie inverse du scalaireλ est l’homothétie du scalaire 1/λ se présente
comme suit

z1 =
1

λ
x1 et z2 =

1

λ
x2 avec λ ∈ R∗.
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22CHAPTER 4. GROUPESDES TRANSFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES

Le produit de deux homothétie de scalaire λ et µ s’écrit:

x1 = λ.µ.z1 et x2 = λ.µ.z2 avec λ, µ ∈ R.

L’homotétie identique est définie par le scalaire λ = 1.

Remarque 26 Les homothéties du plan ont également une structure de groupe
Abélien. Ce groupe est isomorphe au groupe des nombres réels non nuls pour
la multiplication.

4.2.3 Translation et homothétie dans un plan.

Il s’agit des transformations de la forme:

x1 = λz1 + v1etx2 = λz2 + v2 où λ 6= 0.

Si z1 = µy1 + w1,z2 = µy2 + w2 avec µ 6= 0 est une autre transformation la
composé de ces deux transformation sera de la même forme:

x1 = λ(µy1 + w1) + v1

x1 = λµy1 + λw1 + v1

x1 = λµy1 + (v1 + λw1)

la même chose pour la deuxieme coordonée x2 ,on trouve: x2 = λµy2 + (v2 +
λw2)Si on definit la premiére transformation par le couple (λ,−→v ),et la deux-
ieme par le couple (µ,−→w )leur composée sera sous la forme

(λ,−→v ) ◦ (µ,−→w ) = (λµ,−→v + λ−→w ).

La transformation inverse de la transformation (λ,−→v ) sera ( 1
λ
, 1
λ
−→v ). L’élément

neutre de cette collection est definit par le couple (1,
−→
0 ).

Remarque 27 L’ensemble constitué des homothéties de scalaire non nul et
des translations forme un groupe non abélien car (λ,−→v ) ◦ (µ,−→w ) 6= (µ,−→w ) ◦
(λ,−→v ).
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4.2. TRANSFORMATION DU PLAN. 23

4.2.4 Transformations linéaires dans le plan.

Les transformations linéaires dans le plan s’écrivent sous la forme:

x1 = az1 + bz2

x2 = cz1 + dz2
⇔

(
x1

x2

)
=

(
a b
c d

)(
z1

z2

)

La matrice d’une telle transformation est
(
a b
c d

)
,et pour que cette trans-

formation soit inversible il faut que le déterminant ∆ = ad − bc 6= 0 c’est à
dire que la matrice soit non dégénérée.Soit(

a b
c d

)
une matrice non dégénérée. S’il existe une autre matrice non dégénérée telle
que (

z1

z2

)
=

(
a′ b′

c′ d′

)(
y1

y2

)
.

alors la transformation composée des deux matrice est:(
x1

x2

)
=

(
a b
c d

)(
a′ b′

c′ d′

)(
y1

y2

)
.(

x1

x2

)
=

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

a′c+ dc′ b′c+ dd′

)(
y1

y2

)
.

⇐⇒ x1 = (aa′ + bc′) y1 + (ab′ + bd′) y2

x2 = (a′c+ dc′) y1 + (b′c+ dd′) y2

Cette transformation est également linéaire définie par le produit des deux
matrices (

a b
c d

)
et
(
a′ b′

c′ d′

)
.

la transformation identique est caractérisée par la matrice unité deM2(R).(
x1

x2

)
=

(
1 0
0 1

)(
z1

z2

)
.
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24CHAPTER 4. GROUPESDES TRANSFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES

Remarque 28 L’ensemble des transformations linéaires admet une struc-
ture de groupe non abélien,et ce dérnier est isomorphe au groupe des matrices
inversibles de M2(R).

4.2.5 Groupe affi ne

Chaque transformation dans ce groupe est définie par le vecteur (A,−→v ),où
A est une matrice non dégénérée et −→v est un vecteur dans le plan

x = Az +−→v

La composée de deux transformation de ce type définie par les couples (A,−→v )
et (B,−→w ) s’écrit:

(A,−→v )(B,−→w ) = (AB,−→v + A−→w )

est une transformation affi ne. Le groupe affi ne est le produit semi-direct
du groupe des matrices non dégénérées de M2(R) et le groupe des vecteurs
du plan. Soient x1, x2 les coordonnées euclidiennes sur le plan muni de la
métrique euclidienne gij Exprimée à l’aide des coordonnées, la métrique gij
s’écrit:

gij = δij.

Voyons lesquelles des transformations affi nes sont des déplacements pour la
métrique euclidienne. En coordonnées (z1, z2) la métrique se définit par la
matrice g′ij, où

g′ij =
∂xk

∂zi
δkl
∂xl

∂zj
=

2∑
k=1

∂xk

∂zi
∂xk

∂zj
.

La matrice jacobienne
(
∂xk

∂zi

)
de la transformation affi ne se confond avec la

matrice

A =

(
a b
c d

)
.

Si la transformation affi ne est un déplacement, on a g′ij = δij, l’égalité se
décomposant alors en trois équations simultanées.

a2 + c2 = 1 ab+ cd = 0 b2 + d2 = 1 ∗
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4.2. TRANSFORMATION DU PLAN. 25

équivalentes à l’équation matricielle:

ATA = 1.

Cela signifie que la matrice A est orthogonale. Ainsi donc, la tronsformation
affi ne est un déplacement pour la métrique si et seulement si la matrice est
orthogonale. L’équation (∗) admet une solution explicite. Puisque a2 + c2 =
1, il existe un angle ϕ tel que:

a = cosϕ et b = sinϕ.

On a alors:

d = cosϕ, b = − sinϕ où d = − cosϕ, b = sinϕ .

On a pour chaque ϕ deux types de matrices orthogonales:

A =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
A =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
1 0
0 −1

)
.

Les matrices du premier type définissent une rotation du plan tout entier
de l’angle ϕ autour de l’origine des coordonnées. Le déterminant d’une telle
matrice est égale à 1.les matrice du deuxième type sont une rotation de l’angle
ϕ suivi d’une transformation symétrique par rapport à l’axe des abcisses:

z1 = y1

z2 = −y2.

Les déterminant de A est égale à −1. Les déplacements du premier type for-
rment un sous groupe au sein du groupe des déplacements. Les déplacements
qui constituent ce sous groupe seront applés propres.

Lemme 29 a) Tout déplacement propre du plan est une rotation autour d’un
point ou une translation.

b) Tout déplacement du type z → Az+ξ avec le déterminant de la matrice
égalle à −1 constitue la composé d’une symétrie par rapport à une droite et
d’une translation le long de cette droite "symétrie glissante".
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26CHAPTER 4. GROUPESDES TRANSFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES

Considéron maintenant encore un groupe, celui des déplacements et ho-
mothéties. Voyons ce que devient la métrique euclidienne quand on effectue
des transformations du type:

x = λB + ξ où BBT = 1.

La matrice jacobienne A =
(
∂x
∂z

)
s’écrit dans ce cas A = λB où B est une

matrice orthogonale. Alors la métrique euclidienne s’écrira en coordonnées
(z1, z2) de la sorte:

g′ij = λ2gij = λ2δij.

Les transformations proposées équivalent donc à multiplier la métrique
gij par un nombre. Nous dirons que ce sant des transformations conformes.
Voyons quelles sont les conditions pour qu’une transformation affi ne soit con-
forme. Par un raisonnement analogue au précédent, on établit la condition
de conformité pour la matrice A :(

1

λ
AT
)(

1

λ
A

)
= 1.

Ainsi donc la matrice B =
1

λ
A est orthogonale. Nous voyons que le sous

groupe des transformations conformes est constitué des transformations affi nes
de la forme:

x = λBz + ξ

avec la matrice B orthogonale. Supposons que le déterminant de B soit égale
à 1, c’est à dire que la matrice B soit de la forme:

B =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
.

Introduisons deux variables complexes

v = z1 + iz2

w = x1 + ix2

On a alors

w =
(
x1 + ix2

)
= λ (cosϕ− i sinϕ)

(
z1 + iz2

)
+
(
ξ1 + iξ2

)
.

avec la notation condensée:

w = αv + β.

Gmira
PDF Creator Trial

Gmira
PDF Creator Trial

Gmira
PDF Creator Trial



4.3. DÉPLACEMENETDE L’ESPACEEUCLIDIENÀTROIS DIMENSIONS27

où
α = λe−iϕ

β =
(
ξ1 + iξ2

)
Cette formule nous dit que les transformations conformes propres du plan
sont des transformations linéaires complexes de la droite complexe C = C1.

v = z1 + iz2 → w = x1 + ix2.

Soit maintenant det (B) = −1. Nous venons de voir que des transfor-
mations de ce type s’obtiennet en ajoutant aux rotations les symétries par
rapport à l’axe des abscisses:

x1 = z1

x2 = −z2

Dans le langage des variables complexes la symétrie s’écrit:

w = v = z1 − iz2.

Ainsi donc, la forme générale d’une transformation affi ne confome pour la
métrique euclidienne sur le plan est:

w = αv + β ou w = αv + β.

où α et β sont des nombres complexes quelconques, α 6= 0. |α| = 1, les trans-
formations sont; si α est réel, on retrouve les translations suivies d’homothéties
discutées dans les paraghraphes précédents.

4.3 Déplacemenet de l’espace euclidien à trois
dimensions

Considérons d’abord le déplacement qui est une transformation linéaire con-
servant l’origine des coordonnées. Elle est définie par une matrice A =

(
aij
)

du troisiémé ordre:

x = Az

xi = aijz
j
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28CHAPTER 4. GROUPESDES TRANSFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES

En coordonnées x1, x2, x3 la métrique est euclidienne, soit gij = δij. La ma-
trice jacobienne ∂xi

∂zj
= aij se confond alors avec la matricee A. La métrique

s’écrira donc en coordonnées z1, z2, z3 comme g′ij, où:

g′ij = aki δkla
l
j =

3∑
k=1

aki a
k
j .

Si g′ij = δij c’est à dire si la transformation est un déplacement , il vient:

3∑
k=1

aki a
k
j = δij.

l’égalité signifie tout simplement que si les vecteurs de base e1=(1, 0, 0) ,
e2=(0, 1, 0) , e3=(0, 0, 1) étaient orthonormés:. 〈ei, ej〉 = δij, alors les vecteurs
Aei = aki ek seront orthonormés, eux aussi. Sous la forme matricielle l’égalité
s’écrit:

ATA = 1.

ce qui veut dire que la matrice A est orthogonale. Comme detAT = detA,
le déterminant de la matrice égale a +

−1 :

detA =+
− 1

Le groupe des matrice orthogonales se confond avec le groupe des transfor-
mations qui laissent invarinte la forme(

x1
)2

+
(
x2
)2

+
(
x3
)2

c’est à dire avec le groupe des matrices A telles que

〈x, x〉 = 〈Ax,Ax〉 .

Lemme 30 La transformation A admet une droite invariante sur laquelle A
est soit fixe, soit une symétrie.

Preuve. Si v est le vecteur directeur d’une telle droite, on doit avoir

Av = λv
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4.3. DÉPLACEMENETDE L’ESPACEEUCLIDIENÀTROIS DIMENSIONS29

avec λ réel. il s’ensuit que v rst un vecteur propre de valeur propre égale
a λ. Dans cette expression λ est racine du polynôme caractéristique de la
matrice A :

det(A− λ · 1) = 0

L’équation est cubique en λ à coeffi cients réels, ce quiveut dire qu’elle
admet nécessairement au moins une racine réelle λ0 à laquelle correspond au
moin un vecteur propre v0. Il vient alors:

〈v0, v0〉 = 〈Av0, Av0〉 = λ20 〈v0, v0〉

d’où λ0 =+
− 1.

Soit un vecteur w orthogonal au vecteur propre v0, en sorte que 〈w, v0〉 =
0. Le vecteur Aw est alors orthogonal à v0 lui aussi:

〈v0, Aw〉 =+
− 〈Av0, Aw〉 =+

− 〈v0, w〉 = 0.

Conclusion 31 Le plan orthogonale à v0 et passant par l’origine des coor-
données est invariant par la transformation A. Choisissons dans l’espace un
repère euclidien (x1, x2, x3) tel que l’axe des x3 soit parallèle au vecteur v0.
La matrice A s’écrira alors en ces coordonnées comme suit:

A =

 a b 0
c d 0
0 0 1

 .

Il ressort de ATA = 1 que la matrice
(
a b
c d

)
est orthogonale. Elle

s’écrit donc:(
a b
c d

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
ou

(
a b
c d

)
=

(
cosϕ − sinϕ
− sinϕ − cosϕ

)
Suivant les signes de λ0 et de ad − bc, on a les déplacements des types

suivants
a)- Rotation autour d’un axe:
La matrice de cette transformation (où x3 est l’axe de rotation) s’écrit:

A =

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 , detA = λ0 (ad− bc) = 1.
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30CHAPTER 4. GROUPESDES TRANSFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES

Si λ0 = −1 et ad−bc = −1, on peut, par un choix approprié des coordonnées

(x1, x2) , faire en sorte que la matrice
(
a b
c d

)
soit du type

(
1 0
0 −1

)
.

Alors la matrice A =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 définit la rotationde l’angle π autour

de l’axe x3.

b)- Rotation impropre:
C’est le résultat de deux transformations successives: d’une rotation au-

tour d’un axe et d’une symétrie par rapport à un plan orthogonal à cet axe.
La matrice s’écrit alors sous la forme:

A =

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 −1

 , detA = −1.

Nous voyons que si detA = 1, la transformation orthogonale qu’elle définit est
toujours une rotation autour d’un axe. Les matrices orthogonales A forment
in froupe noté O(3). Les matrices orthogonalesde déterminat 1 forment au
sein de O(3) un sous groupe noté SO(3). Chaque matrice de SO(3) admet au
moin une valeur propre égale à 1.Conformément a ce raisonnement le groupe
SO(3) est constitué des rotations autour de toutes les droites passant par
l’origine des coordonnées. Envisageons maintenant le cas des déplacements
quleconques de l’espace à trois dimentions. Ce seront des transformations
affi nes:

z → Az + ξ.

De même pour le cas bidimensionnel, nous verrons que la matrice A est
orthogonale. faisons subir à l’origine des coordonnées une translation telle
que z = y + y0. Le déplacement sera alors:

y → Ay + (A− 1)y0 + ξ.

Supposons qu A soit du type rotation impropre. La matrice (A− 1) est alors
non dégénérée. Il existe donc un vecteur y0 tel que

(1− A) y0 = ξ y0 = (1− A)−1 ξ
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4.4. AUTRES GROUPES DE TRANSFORMATIONS 31

La transformation exprimée en coordonnées y est alors une simple rotation
impropre

y → Ay, A =

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


Supposons maintenant que la matrice A 6= 1 soit du type rotation autour
d’un axe. La matrice A − 1 est alors dégénérée. En faisant intervenir le
vecteur y0, l’équation s’écrira:

(1− A) y0 = ξ ⇔ {
(1− cosϕ) y10 − sinϕy20 = ξ1

sinϕy10 + (1− cosϕ) y20 = ξ2

0 = ξ3

Ce système est impossible si
(
ξ3 6= 0

)
. Par contre, les deux premiéres

quations simultanées permettent de calculer y10 et y
2
0 (lorsqu ϕ 6= 0, c’est à

dire que z → Az + ξ n’est pas une translation simple). Alors, endonnant à
la troisième coordonnée y30 une valeur arbitraire. le déplacement z → Az+ ξ
s’écrit sous la forme:

y → Ay +
(
0, 0, ξ3

)
, A =

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


où η =

(
0, 0, ξ3

)
est parallèle à l’axe de rotation de A, Aη = η. Il s’agit donc

d’un déplacement hèlicoïdal.

Conclusion 32 Les déplacement propres (detA = 1) de l’espace à trois domen-
sions sont des déplacements hèlicoïdaux (des translations et des rotations
dans des cas particuliers). Le groupe des déplacements s’obtient en ajoutant
les rotations impropres.

4.4 Autres groupes de transformations

4.4.1 Groupe des déplacement de l’espace euclidien à
n dimensions

Par analogie avec n = 3 considèrons le groupe des déplacements de l’espace
euclidien à n dimensions qui conservent l’origine des coordonnées. Ce groupe
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32CHAPTER 4. GROUPESDES TRANSFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES

est notéO(n). Chaque élément deO(n) se définit par une matrice orthogonale
A d’ordre n :

x = Az ATA = 1 detA =+
− 1

Les transformations du type, avec detA = 1, forment un sous groupe
SO(n) ⊂ O(n), appelé groupes des rotations de dimension n. Cette ap-
pellation est toutefois conventionelle, car, pour n ≥ 3, la rotation de di-
mension n n’est pas en générale une rotation plane. Le groupe SO(n) est
connexe. Cela revient à dire que si A0 et A1 sont deux rotations quelcon-
ques, A0,A1 ∈ SO(n), il existe dans SO(n) une courbe A(t), 0 ≤ t ≤ 1 (une
famille continue de matrives orthogonales de déterminat égale à 1), telle que
A(0) = A0 et A(1) = A1. Il suffi t de démontrer cette assertion pour le cas où
A0 est la matrice unité 1 ∈ SO(n). On sait selon le cour d’agèbre que toute
matrice orthogonale est diagonalisable par blocs:

  0 · · · · · · 0

0
. . . . . .

...

...
. . .

  . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0


+
−1

. . .
+
−1




où le i-ième bloc est du type:  =

(
cosϕi sinϕi
− sinϕi cosϕi

)

Considérons la fammille des matrices A(t) en remplaçant dans chaque
bloc l’angle ϕi par tϕi. Alors, si t = 1, nous retrouvons la matrice initiale
A, et si t = 0, nous obtenons la matrice dont tous les termes diagonaux
sont +

−1 uniquement. Puisque detA = 1, le nombre d’unité négatives est
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4.4. AUTRES GROUPES DE TRANSFORMATIONS 33

paire.Numérotons les coordonnées et mettons la matrice sous la forme:

A (0) =



  0 · · · · · · 0

0
. . . . . .

...

...
. . .

  . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0

 1
. . .

1





.

où chaque bloc est:   =

(
−1 0
0 −1

)
.

Une telle matrice peut déjà être liée par une courbe à la matrice unité: en
effet, au lieu de chaque bloc, mettons(

cos t sin t
− sin t cos t

)
Pour t = π nous retrouvons la matrice initiale, et por t = 0, la matrice unité.
Il est clair que le groupe O(n) n’est pas connexe: si les matrices A0 et A1
sont telles que detA0 = 1 et detA1 = −1, ces matrices ne peuvent pas être
liées par une courbe dans le groupe O(n). En effet, si une courbe pareille A(t)
existe, alors A(t) est une fonction continue de t. Or detA0 = detA(0) = 1
et detA(1) = −1.
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