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Liste des notations

— Les notations dans R? :

Uy U1
u = U9 , UV = (%)
us U3

— uy : la dérivée partielle de u par rapport a t

ou
U = —
ot
— Auw : le laplacien de u
Pu 0’u  O*u

Au

S L
dz3  0x3  0x3

— Vu : le gradient de u

Vu:<8u ou 0u>

dxy’ Oy’ Oy

— (u-V)u : le terme bilinéaire

(u-Vu=u Ou +u Ou +u Ou
N 1(’9961 26x2 38963

— u ® v : produit tensoriel

U1V1 UV1  U3V1
UR V= U1V UVy U3V
U1V U2V3  U3V3

— V- (u®w) : divergence du produit tensoriel u ® v

01 (uqv1) + Oa(uguy) + 03(ugzvy)
Ve (u@v) = | 0i(u1v2) + O2(uav2) + 95(uzva) | = (V- u)v+ (u-V)v
@1 (ulvg) + 32(u2v3) + 83 (U3’U3)

— le symbole de Kronecker :



— le symbole de Levi-Civita :
En 3-dimension, on peut figurer le symbole de Levi-Civita comme
suit :
+1 i (4,4, k) est (1,2,3),(2,3,1) ou (3,1,2),
gijk = —1 si(4,7,k) est (3,2,1),(1,3,2) ou (2,1, 3),
0 sii=jouj=kouk=1.

La relation du symbole Levi-Civita au symbole de Kronecker est :

Eijk€lmn = 5zl5jm5kn+5zm5]n6kl+51n53l5km_6zl(sjn5km_5zn5jm5kl_5zm5jl5kn

3
E EijkEimn = 5jm6kn - 6]n5km

i=1

3
E Eijk€ijn = 20kn

ij=1

En 2-dimension, le symbole de Levi-Civita est défini par :

F1osi(d)=(1,2)
gij =4 —1 si(i,j)=(21
0 sii=7y

— f: la transformations de Fourier de f

~

F(F)(E) = fle) = / e

la transformation de Fourier inverse de f

FUD@ = 1) = g [ e Teac

— f* g : le produit de convolution est défini par :

(Fea)@)= | fle-at)at= | Fgla—t)a



Introduction

En ce moment, I’équation de Navier-Stokes est I’équation au dérivées par-
tielles (EDP) de la physique la plus étudiée par les mathématiciens a travers
le monde. Elle nous sert a prédire la météo, simuler les fluides en tourbillon,
optimiser les ailes des avions, améliorer le réalisme des jeux vidéos...

Les équations de Navier-Stokes sont des équations non linéaires qui dé-
crivent le mouvement des fluides. Ces équations sont nommées pour hono-
rer les travaux de deux scientifiques du X1X™¢ siécle, le mathématicien et
I'ingénieur des ponts Henri Navier qui introduit la notion de viscosité dans
les équations d’Euler en 1823, et le mathématicien-physicien anglo-irlandais
George Gabriel Stokes qui a donné sa forme définitive a I’équation de conser-
vation de la quantité de mouvement en 1845.

le 24 mai 2000, les membres de I'institut Clay de mathématiques ont posé
sept problémes millénaire de mathématique et les équations de Navier-Stokes
est 'un de ses problémes.

Les équations de Navier Stokes forment un modéle bien accepté. Ces
équations bien évidement compliquées, cette complication est diie au terme
linéaire de diffusion et au terme non linéaire cinématique qui rendent difficile
le choix d'un espace fonctionnel bien adapté au probléme, c’est pourquoi jus-
qu’a présent il n’y a aucune théorie capable d’étudier I'existence, 1'unicité, la
régularité et le comportement asymptotique des équations de Navier-Stokes.

Dans ce mémoire, on s’intéresse au probléme de Navier Stokes incompres-
sible avec la force de Coriolis (N.SC') suivant :

%_AU+Q€3 Xu+ (u.V)u+Vp=0 dans R? x (0, 00),
divu=0 dans R? x (0, 00), (NSC)
u(x,0) = up(x) dans R3.

onu = u(z,t) = (u(z,t),us(z,t), us(z,t)) et p = p(x,t) sont respectivement
le champ de vitesse et la pression du fluide au point (z,t) € R x (0, 00), ug la
vitesse initiale du fluide. Le nombre réel Q) représente la vitesse de rotation
du fluide autour du vecteur e3 = (0,0,1), qui est appelé le paramétre de
Coriolis.

Dans ce rapport, on va donner un premier résultat ou le probléme (NSC')
est bien posé, et un deuxiéme résultat ou le probléme (N SC') est mal posé. En
particulier, on s’intéresse a ’existence et I'unicité de la solution uniformément
globale, pour une petite condition initiale dans un espace invariant d’échelle.



Ici, la solution uniformément globale signifie que la vitesse initiale ne dépend
pas de la vitesse de rotation €2. Un espace de Banach X pour la condition
initiale est dit invariant d’échelle §’il vérifie ||ud||x = |Juo||x pour tout A > 0,
ot uj () = Mug(Axr).

Dans le cas d’une vitesse de rotation || suffisamment rapide Babin, Ma-
halov, et Nikolaenko [1, 2, 3| ont obtenu l'existence globale et la régularité
des solutions de (N .SC') avec un champ de vitesse initial périodique. Chemin,
Desjardins, Gallagher et Grenier [13, 14] ont prouvé que pour toute vitesse
initiale uy € L2(R2)24+Hz (R®)3 avec divug = 0, il existe une constante €y > 0
telle que pour tout © € R avec || > Qp, (NSC) admet une solution globale
unique. Konieczny et Yoneda [31] ont prouvé I'existence globale des solutions

"mild" de (NSC') pour toute vitesse initiale dans I’espace de Fourier-Besov

F'BQ_S/p(Rg), 1 < p < oo d’une part; et dans l'espace F'Bl_j(R?’)ﬂF'B(l],l(]RS)

p,00
d’autre part.

Dans le cas de I'existence et de 'unicité des solutions uniformément glo-
bales avec une petite vitesse initiale, Giga, Inui, Mahalov et Saal [23| ont
obtenu la solution dans un espace invariant d’échelle F'M;'(R?). Hieber et
Shibata [25] ont obtenu la solution pour toute vitesse initiale dans l'espace
de Sobolev Hz(R3).

Notre travail est basé sur I’article de "Tsukasa Iwabuchi" et "Ryo Takada"

[27] et s’intéresse & résoudre le probléme de Navier-Stokes avec la force de

Coriolis (NSC') dans 'espace de Fourier-Besov F .B;;(]R?’). Il est organisé
comme suit :

Dans la premiére section, on présente une modélisation des équations de
Navier-Stokes avec la force de Coriolis, en se basant sur les informations
données dans le livre de A.J. Chorin et J.E. Marsden [15], et le livre de
Chandrasekhar [12].

La deuxiéme section est un préliminaire qui consiste a rappeler certaines
définitions et certaines inégalités importantes telles que 'inégalité de Young
et 'inégalité de Hardy-Littlewood-Paley. Dans cette méme section on définit
la décomposition de Littlewood-Paley, le para-produit de Bony, les espaces
de Besov ainsi que des propriétés importantes pour la suite de ce travail.
Ensuite, on définit les outils de base utilisés dans ce travail, qui sont la
transformée de Riesz et le projecteur de Leray-Helmholtz. On termine cette
section avec les semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés, en donnant une
attention particuliere au semi-groupe de la chaleur et au semi-groupe de
Stokes-Coriolis.



Enfin, la derniére section contient les résultats concernant les équations
de Navier-Stokes-Coriolis (N.SC') avec des données initiales dans des espaces
de Fourier-Besov homogénes. On démontre 'existence globale et 1'unicité des
solutions mild pour des petittes données initiales dans l'espace F .B;;(R‘q’)
voisin de BMO™'(R?). On montre aussi que le probléme (NSC) est mal
posé lorsque la donnée initiale appartient a l'espace F .Bl_;(R?’), q > 2, ce
qui implique 'optimalité de ’espace F.B;;(R‘O’) pour l'existence globale de la
solution.



Chapitre 1

Construction physique du modéle

Dans ce chapitre, nous rappelons les constructions physiques des différents
modéles en suivant la présentation faite dans le chapitre 1 livre de A. J.
Chorin et J. E. Marsden [15] .

Soit D un domaine remplie d'un fluide dans un espace a deux ou trois
dimensions. Imaginez que le fluide soit en mouvement. Notre objet est de
décrire ce mouvement.

Soit z un point dans D, et considérons la particule de fluide qui se déplace
a travers x a l'instant ¢. Par exemple, nous pouvons imaginer une particule de
poussiére en suspension dans le fluide ; cette particule parcourt une trajectoire
bien définie. Soit u(z,t) la vitesse de la particule de fluide de coordonnées x
a l'instant £. Ainsi, pour chaque instant fixe, u est un champ de vecteur sur
D. Voir la figure. On dit que u est le champ de vitesse du fluide.

la trajectoire d'une
particule du fluide

ulx,t)



Pour chaque instant ¢, on supposera que le fluide homogéne a une masse
volumique p(z,t) bien définie. Ainsi, si W est un sous-domaine de D, on
suppose que la masse de fluide dans W & l'instant ¢ est donnée par

m(W,¢) = /W o, 1)dz. (1.1)

Dans ce qui suit, on supposera que les fonctions u, p (et les autres fonc-
tions & introduire plus tard) sont suffisamment réguliéres pour que les opé-
rations de calcul standard puissent étre effectuées sur elles.

La dérivation des équations qu’on va voir plus tard, est basée sur trois prin-
cipes de base :

— la masse ne peut étre ni créée ni détruite,

— la dérivée de la quantité de mouvement est égale a la somme des forces

extérieures qui s’exercent sur le fluide(deuxiéme loi de Newton),

— I’énergie ne peut étre ni créée, ni détruite.

1.1 L’équation de continuité

Soit W un sous-domaine fixe de D (W ne change pas avec le temps). La
dérivée de la quantité de mouvement en W et & l'instant ¢ est égale &

d d

Cm(wt) = & /W ol t)dz
9
ot

w

= p(x, t)dzx.

Soit OW la frontiére de W supposée réguliere, n le vecteur normale vers
Iextérieur définie aux points de OW . Le débit volumique traversant par
unité de surface est u - n et le débit massique traversant par unité de surface
est pu - n.

Ainsi, le débit massique total qui travers W est I'intégrale de surface de pu
sur oW :

le taux de changement de masse croisant le sens sortant

le tauz de changement
de masse croisant = / pu - ndS.
le sens sortant ow



Le principe de la conservation de la masse peut étre énoncé plus précisé-
ment comme suit : le taux de variation de la masse en W est égale au débit
massique qui traverse 0W vers U'intérieur, c-a-d

d
— | pdr = —/ pu - ndS, (1.2)
dt Jw ow

c’est la forme intégrale de la loi de conservation de la masse. Selon le théoréme
de flux-divergence, cette affirmation est équivalente a

/W <% + dz’v(pu))dm = 0. (1.3)

Comme cela est vérifié pour tous les W, alors elle est équivalente a

dp . -
% + div(pu) = 0, (1.4)

cette équation est ’équation de continuité.
1.2 La deuxiéme loi de Newton

Soit z(t) = (x1(t), x2(t), z3(t)), le trajet suivi par une particule de fluide,
alors le champ de vitesse est

W (t), 22(8), (1), 1) = (axalt(t) | angt) , angt) ) , (1.5)
e u(a(t), 1) = HO (1.6)
= |
L’accélération d’une particule fluide est donnée par
aft) = L aft
= Lu(a(r). 1
= (), 2a(0),23(0),

B 8u8x1+ ou 8m2+ 6u6x3+@
C Oxy Ot Oxe Ot Oxg Ot Ot

10



ie
ou
a(t) = — +u- Vu. 1.7
="5 (17
On peut déduire aussi que pour toute fonction f dépend de 'espace et
du temps, on a

%u(x(t), t) = % +u - Vu, (1.8)
pour tout continuum ou milieu continu (décrire un fluide par milieu continu),
les forces agissant sur le continuum sont de deux types :

— les forces volumiques qui s’exercent sur chaque particule fluide interne
au continuum .
— les forces surfaciques ou de contact qui s’exercent sur la frontiére S du

continuum .

On examine plus tard les forces de contact en général, mais pour 'instant
définissons un fluide idéal comme ayant la propriété suivante : pour tout
mouvement du fluide, il existe une fonction p(x,t) appelée pression telle que
si S est une surface dans le fluide avec une unité normale n choisie, la force
de contact exercée sur la surface S en x € S a l'instant ¢ dans la direction

de n est
la force surfacique

traverse S dans = p(z,t)n.
la direction n

Notez que la force agit orthogonalement sur la surface S'; c¢’est-a-dire qu’il
n’existe pas de force tangentielle.
Intuitivement, ’absence de force tangentielle implique qu’il n’y a aucun
moyen pour que la rotation commence dans le fluide. Cette idée sera dé-
veloppée dans la section suivante.

Considérons donc un domaine W quelconque du fluide. Sur chaque élé-
ment dS de la frontiére de W , une force normale rentrant dans le domaine
W, définie par la pression p locale :

dSpw = —pndS
et donc, pour la surface OW toute entiére :
Sow = —/ pndS. (1.9)
ow

11



Si v est un vecteur fixe dans l’espace, on a

v-SaW:—/ pv - ndS
oW

__ /W div(po)da.

:—/ Vp - vdx
W

Donc

Sow = —/ Vpdz. (1.10)
w

Soit X (x,t) la force volumique s’exergant sur le continuum, la force total
s’exercant sur chaque particule fluide est :

Force Totale = pX — Vp.

Par la seconde loi de Newton (force = masse x accélération), nous sommes
conduits & I’équation différentielle suivante :

du

X — 1.11
pgp = PX = Vp, (1.11)

cette équation est une simple équation de I'hydrodynamique.

1.3 Les équations de ’hydrodynamique

Les équations de I’hydrodynamique nous donne les différentes lois de
conservation de la physique. Pour ce faire, nous suivons la présentation faite
dans le chapitre 2 et 3 du livre de Chandrasekhar [12].

On considére un fluide dont la densité p(x,t) ou x € R? et t € [0, 00[. On
note par u(t,x) = (ui(t,x), us(t, ), us(t, z)) la vitesse du fluide.

Soit I’équation de continuité suivante :

0
54‘28—%@%) =0, (1.12)



qui exprime la conservation de la masse. Une autre forme de (1.12) qui pourra
étre utile, est la suivante :

dp > ap > O,
o T2 T 9 pZaxj (1.13)
j=1 7j=1
Pour un fluide homogéne incompressible (p = py est constante), I’équation
de continuité est réduite a :
i an

5, —0 ie divu=0ouV u=0, (1.14)

Jj=
dans ce cas, la vitesse est donc un champ de divergence nulle. Les équations
de mouvement de I'hydrodynamique :

3

ou; > ou; OP;;
i T X, 4 1.15
T +p;ujaxj p +; , (1.15)

ou X; est la 1™ composante de toute force extérieure qui pourrait agir sur
le fluide. P;; est la tenseur des contrainte exercée dans la direction x; sur
un élément de surface normal & xz;. Cette force doit dépendre du taux de
croissance de déformation dans le fluide donné par :

1 auz an
== . 1.16
i 2(8xj+8xi) (1.16)
D’aprés une des hypothéses de la dynamique des fluides, nous donne
I’équation suivante :

3
Pij = wij + Z Qij;k1 Chls (1.17)
k=1
oll w;; = —pd;; est un tenseur symétrique vers lequel tend P;; quand e;; = 0,

et Gij = AN0ijOk + p(0ikdj; + 046j%) est un tenseur d’ordre 4, o p, A et p
sont des fonctions(scalaires). Dans le cas d'un fluide isotropique, la forme
de (1.17) doit étre invariante par toutes les rotations et les translations des
coordonnées du systéme. Ca implique donc que w;; et g;j,1; sont des tenseurs
isotropiques. On trouve :

3
Pij = —p0ij + 2pei; + Ay Z Chk- (1.18)

k=1

13



On définit p comme étant la pression isotropique en z; quand il n’y a pas
de déformation,dans ce cas,

3

> Pi=-3p=-3p+ 2uze“ + SAZekk (1.19)

i=1 i=1

On trouve alors, dans le cas ot le fluide n’est pas forcément incompressible :

2
A=—3 1.20
3 (1.20)
et
2 3
Bij = =pdij + 2peij + —5 1104 Z Chk- (1.21)
3 k=1

Le coefficient 1 qui apparait dans cette équation est le coefficient de viscosité.
Les termes dans (1.21) qui sont proportionnels & ;1 définissent les contraintes
dues a la viscosité. Si on les note par

3ui (9uj 5 26uk
i = — ——0;i |- 1.22
Pig u[(axj+8xi) ;3&% ! (1.22)
Dans le cas d’un fluide homogéne incompressible, le tenseur visqueux a la
forme plus simple :
8u,~ 8uj
i = ) 1.23
En remplagant P;; dans (1.15) par son expression, on trouve :
Ou; : Ouz Ou | du;\ 2 0 °. Ouy,
g = e (G g S s o
(1.24)

Dans le cas d’un fluide homogéne incompressible pour lequel i est constante,
I’équation (1.24) est réduite a :

3

du; du; 9,
i +'0qu - X 8—5—|—MAUZ-. (1.25)

P ot

14



1.4 Les équations de I’hydrodynamique dans
un référentiel en rotation

Considérons un fluide en rotation autour d’un axe fixe avec une vitesse
angulaire constante (2. Il conviendra de décrire les mouvements qui s’y pro-
duisent, comme ils apparaitront & un observateur au repos dans un référentiel
en rotation autour du méme axe et avec la méme vitesse angulaire. Dans un
tel référentiel tournant, des quantités qui seront reconnues comme des vi-
tesses et des accélérations par un observateur au repos dans celui-ci, ne sont
pas identiques aux vitesses et aux accélérations reconnues par un observateur
au repos par rapport a un repére inertiel fixé.

Pour éviter les ambiguités qui en résultent et pour fixer les idées, considé-
rons explicitement le cadre inertiel (£, 7, () par rapport auquel le systéme de
coordonnées choisi (x,y, z) est en rotation avec une vitesse angulaire {2 au-
tour de I'axe (. De plus, les axes z et ( coincident. La transformation reliant
les deux systémes de coordonnées est :

x = +£ cos(Qt) + nsin(Qt),
y = —&sin(2t) + n cos(§2), (1.26)
z=C.
Un vecteur ¢, avec les composantes ge, ¢, et g¢, dans le repere inertiel, aura
les composantes suivantes suivant les directions instantanées des axes du
référentiel en rotation :
¢ = +qe cos(Q2t) + g, sin(§2)
0 = —ge sin(Q1) + g, cos(Q1) (1.27)
& = gc.

Nous avons distingué les composantes du vecteur obtenu par cette trans-
formation par un indice supérieur, car elles ne sont pas nécessairement les
mémes quantités, qui seront reconnues par ’observateur au repos dans le ré-
férentiel en rotation. L’indice supérieur distinguera ensuite les quantités qui
auront le méme sens absolu, par opposition au sens relatif. La raison de cette
distinction apparaitra clairement lorsque nous considérerons les quantités,
qui ont le sens de vitesse et d’accélération dans le référentiel en rotation et
leurs relations avec la vitesse et I’accélération "absolue’. On dérive I’équation
(1.26) par rapport a t, on obtient
dx (df dn

= cos(Qt) + g sin(Qt)) — Q(&sin(Qt) — neos(Qt)), (1.28)

= =
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% = ( - % sin(Qt) + % cos(Qt)) Q(& cos(Qt) + nsin(2)).  (1.29)

dx d
Clairement, — et d—?i sont les quantités que 1'observateur au repos dans

le référentiel en rotation reconnaitra comme les composantes u, et wu, des
vitesses de fluide le long des directions x et y. Les équations (1.28) et (1.29)
mettent en relation u, et Uy avec u;) et u(o) On a

Uy = ux )+ Qy
U, = uﬁf’).

Ces équations peuvent étre combinées en une seule équation vectorielle :
u=u® —Qxr. (1.31)

Maintenant, en dérive les équations (1.28) et (1.29) une deuxiéme fois par
rapport a t, on obtient

% = | % ¢ cos(Q) + 'fltg sm(Qt)) + 29( & sin(Qt) + 2 cos(Qt)) — Q?z,
% = - % sin(Q2t) + d—tgl cos(Qt)) + 2Q( — L cos(Qt) + L sin(Qt)) — 02y.
(1.32)

Les équations sont équivalents au équations suivantes :

du, d 9(60) (0)
u :( “ ) +20u® — 02,

di 1o (1.33)
% — duy _ QQU(O) - Q2
dt dt ’ v
En remplacant u(o) et uy ) de (1.30) dans les équations précédentes, on
obtient N
du du
z =—"+2Q 0?
( dt ) g o TR
dug(/o) © du,
= —Y% 4 2Qu, — 02 1.34
( dt a o v (1.34)
du(ZO) ©) _ du,
dt Codt



Ces équations peuvent étre combinées en une seule equation vectorielle :

du©@O\O  qy 1 9
( o ) =E+QQXU—§V(|QXT] ). (1.35)

Le terme 22 x u dans cette équation représente ’accélération de Coriolis
et le terme —3 V(|2 x r|?) représente la force centrifuge.

Pour les dérivés par rapport aux coordonnées d’espace, il n'y a pas de
considérations compliquées telles que celles que nous venons d’expliquer pour
les différenciations par rapport au temps conduisant & des vitesses et a une
accélération. En conséquence, I'équation hydrodynamique standard ((1.15)) :

— X, 4+ -
dt +

T (1.36)

(ou X; est la i composante des forces externes agissant sur le fluide et P;;
le tenseur des contraintes), dans le référentiel en rotation , devient

dt Ot

du; _ Ou; ° ou; 1 0P, o 1
Z Z 5 Xi+— - — (=] 2 2€;.1:1:§) 1.
2 gy = Xt g+ g Gl rP) + 26, (137)

L’équation de continuité et I’équation de la chaleur ne sont pas affectées.
Pour un fluide incompressible, les équations du mouvement prennent la forme
explicite ((1.25)) :

ou; ’ Ju; J (p 1 2
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 L’espace de Lebesgue L”

Dans cette partie. On présente quelque propriété importante de ’espace

de Lebesgue, comme inégalité de Holder, inégalité de Young, inégalité de
Hardy-Littlewood-Paley, convolution, dualité ... le contenant de cette partie
est basé sur les livre [8] et [18].
Soit (X, M, 1) un espace mesurable avec p une mesure positive. On dit que
deux fonctions sont égales si et seulement si elles coincident sauf sur un
ensembles négligeable (i.e. de mesure nulle). Soit f une fonction mesurable
dans X, on définit :

1
(fX|f|pdu>p si 0<p<oo

sup|f(z)] si p= o0
rzeX

1fllze =

et I'espace

P(X)=LP(X,M,u)={f: X - C, fest mesurable et || f| L < co}.
(2.2)
On va utiliser la notation LP(X) ou LP au lieu de LP(X, M, u) puisque la
notation ne cause pas de confusion. On sait que l'espace LP(X, M, u) est
muni d’une semi-norme ||.||z», en particulier pour 1 < p < oo, le couple
(LP(X, M, 1), ||.||» est un espace normé.

18



La proposition suivante est une forme générale de 'inégalité de Holder
trouvée dans |[[8], page 118].

Proposition 1. (L’inégalité de Holder). Soient fi, fo, ..., fr des k fonc-
tions tel que f; € LP'(X),i=1,2,....k avec 1 < p; < o0. Si

fa) =T fite),

1 1
alors f € LP(X) avec — = Zle — et
p Di

k

e < T fillws-
=1

En cas particulier, K = 2 et p; = po = 2 on a le corollaire suivant :

Corollaire 1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si fi, fo € L*(X), alors

L1z < (1Al [l f2ll 2

Pour 1 < p < o0, on sait que (LP, ||.||z» est un espace de Banach. On a
I'inégalité triangulaire pour la norme dans ces espaces.

Proposition 2. (Inégalité de Minkowski). Pour 1 < p < oo et f,g €
LP(X), on a :
1f +gllee < [[fllze + llglle- (2.3)

L’inégalité de Minkowski (2.3) précise que la norme L, de la somme des
deux fonctions est au plus la somme de la norme L, de ces fonctions. Le
théoréme suivant est une généralisation de la proposition 2 trouvée dans |[17],
page 194], connue sous le nom d’inégalité de Minkowski pour les intégrales.
Ici, la somme est remplacée par les intégrales comme suit :

Théoréme 1. (Inégalité de Minkowski pour intégrales). Soient (X, M, )
et (Y,N,v) deux espaces mesurés de mesure o—finie, et soit f une fonction
(M @ N)—mesurable dans X XY

— Sil<p<ooetf>=0,alors

{ / ( / f(:c,y)dV(y))pdu(x)F </ { / f@,y)de(x)FdV(y),
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— Sil<p<ooetf(,y) € LP(X) pour presque partout y, et la fonc-
tion y — |[f(.,y)||zr appartient a LY (Y). Alors f(z,.) € LY (Y) pour
presque partout z, la fonction x — [ f(x,y)dv(y) appartient a LP(X)

et
H/f )| < [ ISl ivty)

Les deux théorémes donnés c1—dessous nous donnent deux résultats im-
portants de la théorie de I'intégration. La premiére est une généralisation du
théoréme de changement de variable que nous connaissons par Calcul. Et la
seconde nous permet, sous certaines hypothéses, de changer 'ordre d’inté-
gration en intégrales doubles. Ici, pour un espace mesuré de mesure o—finie
(X, M, ), on note LT (X, M, uu) 'espace de toutes les fonctions mesurables
de X a [0, 00]. De plus, pour une fonction f définie sur X x Y, les fonctions
fz et f¥ de f sont données respectivement par f,(y) = fY(z) = f(z,y).

Théoréme 2. (théoréme de changement de variable [17, page 73]).
(i) Soit T € GL(n,R). Si f est mesurable sur R", alors f o T est une
fonction mesurable dans R™. Ainsi, si f >0 ou f € L'(R"), alors

fla)de = | det T| | (f o T)(a)dr.
Rn Rn

(1i) Soit X un ouvert de R" et G : X — R" un C'—difféomorphisme.
Si f est une fonction mesurable sur G(X), alors f o G est aussi une
fonction mesurable sur X. Ainsi, si f >0 ou f € L'(G(X)), alors

/ f(@dx:/(fOG)(x)|detD$G|dx.
G(X) X

Théoréme 3. (Théoréme de Fubini-Tonelli [17, page 67]). Soient
(X, M, ) et (Y,N,v) deux espaces mesurés de mesure a—ﬁm'e
(i) (Tonellz') Si f € LT(X xY), alors les fonction g(z) = [ fodv et
h(y) = [ fYdp sont dans Lt (X) et LT(Y) respectwement et

/fd;mu /[/fxydy )]dﬂ /[/f:cydu )}dz/()

(2.4)

(ii) (Fubini) Si f € LY (X xY), alors f, € LY(Y) pour presque partout

re X, fYe LYX) pour presque partout y € Y, les fonctions g(x) =

[ fodv et h(y) = [ fYdu sont dans L'(X) et L' (Y) respectivement et
(2.4) tient.
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Lemme 1. (lemme de Fatou).
Soit (X, M, p) un espace mesuré. Si (f,) une suite de fonctions mesurables
dans LT(X), alors

/ liminf f,du < lim inf / fndu
X b's

Théoréme 4. (Dualité [17, page 190] ).
On suppose 1 < p < oo et —+— = 1. Alors (LP) = L? dans le sens suivant :

pour toute fonctionnelle linéaire continue @ sur LP, il existe une et une seule
application g € LY telle que :

/f 2)du(x) Vf € LF

De plus, [[¢llzry = [lg]|La
Aussi, on rappelle la définition du produit de convolution et ses propriétés

Définition 1. Soient f et g deux foncions mesurables sur R™. Le produit de
convolution de f et g est la fonction f * g définie par :

f (s L/fx— (2.5)

pour tout x tel que lintégrale existe.

Soit f une fonction définie sur R et y € R", on donne la translation
7,f(x) = f(x —y). Dans la suite, on présente quelques propriétés du produit
de convolution.

Proposition 3. [17, page 240].
Supposons que toutes les intégrales existent. Alors :

(i) fxrg=gxf

(i) (f xg)*h=fx(g*h)

(i) my(f * g) = (1yf) x g = f * (1y9)

(v) supp(f *g) C supp(f) + supp(g)

Afin de garantir que I'intégrale (2.5) existe, plusieurs conditions peuvent
étre imposées a f et g. Par exemple, si f est bornée et a support compact,

et si g est localement intégrable, nous avons (2.5) existe. Plus généralement,
les résultats suivants sont valables.
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Proposition 4. (voir [17, page 241]).
Soient 1 < p,q < oo tels que —+ —=1. Si f € LP et g € L9, alors f * g(x)

existe pour tout x, f * g est bornée et uniformément continue, et

sup [ £+ g(2)] < [ fllze g2
336 n

Proposition 5. ( Inégalité de Young voir [17, page 240]).
Supposons 1 < p,q,r < oo et —+1= 1—1— —. S felPetge LI alors
gxfel" et ' b

1S gller < 1 f1lzellgll e

L’une des propriétés les plus remarquables de la convolution est sa relation
avec le dérivée. Un exemple de ceci est donné dans le résultat suivant.

Proposition 6. (voir [17, page 241]).
Si f € LY, g € Ck, et 9°g est bornée pour || < k, alors f+g € C* et
0%(f x g) = [+ (9%) pour |af <k.

Ensuite, nous présentons une inégalité importante que nous utiliserons
dans le dernier chapitre. Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité
de Hardy-Littlewood-Sobolev et il estime, selon la norme de Lebesgue, le
potentiel de Riesz d’ordre «, I, qui est défini par

Iaf(l‘) — 2—aﬂ_—gr(%) /R f(y) dy.

PG) Jen |z =yl

Proposition 7. (Inégalité Hardy-Littlewood-Sobolev, voir [24, page
«

1
Soient 0 < a<mnetl <p<q<oovérifient — = — — —. Alors, il existe une
n

constante positive C = C(n, «, p) telle que, pour tout f € LP(R™), on a :
o fllza < Cllfllzo

2.2 La décomposition de Littlewood-Paley et le
para-produit de Bony

Dans cette partie, nous rappelons la décomposition de Littlewood-Paley
et le para-produit de Bony, outils nécessaires qui nous aident a définir les
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espaces de Besov et dans les preuves d’estimations basées sur ces espaces.
Soit ¢ une fonction de la classe de Schwarz . (R"), alors ¢ € .(R"). on

choisi une fonction ¢ qui vérifie :

0<P(6) <1
VEER'{B(E) =1  sile<1
PO=0  silgz2

€] <2}

donc
suppp(§) C {§ € R,

%i(6)=2(27¢) Vi€

bi=F—¢1 V€L et d=do=P—F1
Donc, on a : R
0<9(6) <1 VEeR"
suppo C {€ € R"| 27 <€ [< 2},
et, R
Y o) =1 vEeR*\{o}, (2.6)
jET.
On remarque que ¢;(z) := 2/"¢(27z).
En effet :
Soit z € R”
_ 1 i€ 7
0,(a) = s [ a0
(=279¢ i 1 293¢ 7
= 21"$(2' ).

Définition 2. Pour j € Z et f € .%'(R"), on note

Aif =F D), Sif=F G
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Remarque 1. Les opérateurs A; et S; vérifient les identités suivantes :
N A f =0, silj—k]>2, (2.7)

pour toutes f,g € . (R3).

On rappelle ensuite la décomposition de Littlewood-Paley trouvée dans
[34, page 23].

Proposition 8. (Décomposition de Littlewood-Paley )

Soient N € Z et [ € . Alors [ = Sx + X ;onAjf avec convergence
dans 7' . Cette égalité est dit la décomposition de Littlewood-Paley de f. En
outre, si imy_,_ A;f = 0 dans 7, alors Uégalité f = > ., A;f est dite
la décomposition homogéne de Littlewood-Paley de f.

JET

La proposition suivante garantie la convergence de la décomposition de
Littlewood-Paley dans .7/ /P.

Proposition 9. (voir[34, page 24] ). Pour f € /', il existe N € Z, et
une suite polynomiale (P;) ez avec le degré de P; est inférieur ou égal a N tel
que Y icn(Ajf + P;) converge vers f dans &'. Ainsi Uégalité 3., Ajf = f
tient dans ' |P.

Ensuite, on va définir un sous-espace de . qui jouera un role important
tout au long du texte.

Définition 3. On définit ’espace des distributions tempérées qui s’annule a
Uinfini comme étant lespace ./ des distributions pour que limy_,_oo Sy f =0
dans ..

En général, une distribution f ne peut pas étre complétement recouvrable
en utilisant sa décomposition homogeéne de Littlewood-Paley. Cependant, cela
est possible si f appartient a ’espace des distributions tempérées modulo
I’espace des polynémes P.

Proposition 10. (Décomposition homogéne de Littlewood-Paley, voir [[34],
page 24]). Pour tout f € ', il existe N € Z et une suite de polynomes
(Pj)jez de degré inférieur ou égal a N de sorte que Y ., (A; f+ P;) converge
vers [ dans .7'. Ainsi, l’égalité f = ZjeZ A, f tient dans S |P.
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Une inégalité importante dans cette théorie qui nous permet d’obtenir
des estimations de la norme de Besov est l'inégalité de Bernstein, énoncée
ci-dessous.

Lemme 2. (Inégalité de Bernstein).
On suppose que f € LP, 1 < p < oo, et supp f C {€ € R3| 2772 L [¢| < 27},
Il existe alors une constante C'= C(k) > 0 telle que

C 2% fllz, < ID*fllz, < C2%|f |z, (2.9)

Un autre outil important dans ’analyse de Littlewood-Paley est 1'opéra-
teur para-produit introduit par Bony [6].

Le para-produit de Bony

La décomposition de Bony est un outil pour étudier la régularité de pro-
duit des fonctions.

Soient f et g deux éléments de .#/(R™)/P. Par la décomposition homo-
geéne de Littlewood-Paley f =3, ., Apfet g=>..,A;g. Donc, on a

f9=>_Aufd Ajg

JEZ.

keZ JEZ
=Y ApfAsg
7,kEZ
=300 AufAg+ D> Y ArfAgg
JkEZ |j—K|=3 Jk€Z |j—k|<3
=D AN DD AN+ Y D AfAg
JEZ k<j—3 keZ j<k—3 kEZ |j—k|<2
c-a-d :
F9=Y_SisfNig+> AfSisg+ > Y ArfAjg (2.10)
JEZ kez kEZ |k—7|<2

c’est la décomposition de Bony. Cette décomposition est une formule parti-
culiére d'une formule générale écrite par J.M. Bony (théoréme 2.5 page 8)
dans article [6]
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2.3 L’espace de Fourier-Besov

Dans cette section, on présente quelque définitions et propriétés concer-
nant ’espace de Fourier-Besov.

Définition 4. Soient s € R, 1 < p,q < o0, et
!
(ZjeZ 2jsq\|Aju|yg> T sig< oo

sup2’* || Ajull, siq =00
JEZ

HUHF'B;[I =

On définie l’espace de Fourier-Besov homogéne F'B;q par
FB), = {ue /P | uly, < oo}

S

Particulierement Cannone et Wu ont introduit ’espace de Fourier-Herz Bq

[10] associé par la norme suivante
. 1
(Ssee 21 Bullf)" sig < oo

sup2’*[| Aull; siq =00
JEZ

Juals, =

_ . . s
il est clair que By = FB,
. . . ‘1
On montre une propriété importante de 'espace Fourier-Besov F B, ,(R?),

Lemme 3. L’espace FBI_;(R") est un espace invariant d’échelle, c-a-d Vu €
FB,(R"), YA >0 :

A - A
0 sy = iy = Mu(A) (2.11)
preuve. Soit u € F'B;;(R")
1B sy = / 6w (©)|de

et comme pour tout A > 0, &}(f) = %ﬁ(%) Alors
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~ N o~ €
5 ey = | Sl EAGIag
R”L
A= -~ ~
= [ Na00a5lac
]Rn
On prend 277\ = 277 on obtient

§' = —10g227* = j — loga \.
Donc @(AC) = @(C), ce qui implique

UMy @y = All @yt L, mn)

c-a-d
27 |||y ny = 27721 6| 1 ey
=277 || ¢jut| 1. ()
On applique la norme [?, On obtient

HUAHFBIé(]R”) - ||UHFB;;(RH)

]

2.4 La transformation de Riesz et la projection
de Leray-Helmholtz

Dans cette section, on définit la transformation de Riesz pour 'espace de
Schwarz et pour 'espace des distributions tempérées modulo les polynomes.
Cette transformation permettra de définir la projection de Leray-Helmholtz,
qui sera utilisée dans la manipulation des équations de Navier-Stokes.

On commence avec la définition des distributions tempérées W;.

Définition 5. Pour 1 < j < n, on définit les distributions tempérées W;
dans R™ par :

Yi

(Wj, @) = ¢ lim |n+1so(y)dy, Vp € .7,

e—0

iz 1Y

1 n
ouc, =T (n;r ) "% et estla fonction Gamma.
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Maintenant on va définir la transformation de Riesz dans .. Et apres,

dans . /P.

Définition 6. Soient 1 < j < n et f € .. On définit la j—éme transformée
de Riesz de f par R;f, comme :

Rif(x) = [+ W) = capov. / Y Yy

g |7 — y[" Tt

f(y)dy,

ou p.v. est la valeur principale de Cauchy, telle que :

p-v-/R U p(y)dy = lim I p(y)dy

n o —yrtt =0 Jiypze |2 —ym

Pour définir la projection de Leray-Helmholtz, on doit calculer la trans-
formation de Fourier de la transformation de Riesz. En fait, on va vérifier
que

FIR(€) = —z‘f—jf(s).

Au début, note que

a —n+1 __ xj
a—x]|x| =(n—1)p.w. (|m|”+1>

au sens des distributions. En effet :

J

(Galel ™) ) = [ Glal ™y = o)da
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Par la définition 6 et en appliquant la transformation de Fourier, on a

F[R;f](€) = F [cnp.v. <|9[:|ij+1’ >} (&)

1 0 —n+1
ol ©F©

Cn -~

= (i) 7 [|l=[7"1] () £(€)

1—n

:cny{

Cn

en vérifiant la définition 5 pour tout 1 < 7 < n le symbole de j—éme transfor-

mée de Riesz. on notera par ji’\j(é) .= —i>) D’autre part, la transformation

€1

I= —iRg
j=1

ou I est l'identité. Cela peut étre démontré en utilisant la définition 5 et

de Riesz satisfait

2
> i1 (—z%) = —1. Maintenant, on est prét a définir la j—éme transfor-
mée de Riesz R; dans .#//P. Etant donné f € .%”/P, la maniére la plus
naturelle de définir R; serait :

<ija §0> = <f> Rj@)? VSO S

Cependant, cette définition n’est pas possible car, étant donné ¢ € ., ce
n’est pas toujours vrai. Ainsi, on utilise une autre fagon de définir la transfor-
mation de Riesz dans ./ /P. Dans la section précédente, nous avons donné
un sens a la définition de I'élément [¢|~1f en .#’/P. En combinant ce fait et

la définition de la transformation de Riesz en .7, on peut définir la transfor-
mation de Riesz en .’/ P.

Définition 7. Soient f € /'/P et 1 < j < n. la j—éme transformée de
Riesz de f, R;f est défini par sa transformée de Fourier comme suit



On note que R;f € 7'/P, car —i; est un polynome et |§|*1f€ S'P.
On dispose maintenant de tous les outils nécessaires pour présenter la pro-
jection de Leray.

Définition 8. La projection de Leray est définie comme suit
P=I+R®R
Ou I est Uidentité sur (' /P)"*, R = (Ry, Ra, ..., R,) et ROR = (RkR;) 1<k j<n-

Il en résulte que Pf = f+(R®R) f pour tout f € (*'/P)". En appliquant
la transformation de Fourier, on peut écrire

FPfl=f+Z[(RR)f]
= [+ (Z[ReR))ksf
—f+ <—i€—kﬁ[3j]) f
€] g
_7 iké)
I+ <| G
Alors
ZIPAE) = (ak,j - %) 7. (2.12)
1<k, j<n

Dans la proposition suivante, on résume les autres propriétés que P satis-
fait :

Proposition 11. (i) P est un opérateur linéaire ;
(1)) V- (Pf) =0 pour tout f € (' /P)";
(i1i) si f € (L )P)" vérifie V- f =0, alors Pf = f.
Démonstration. .

La partie (i) découle directement de la définition de P.
Pour (i7), on a l'identité suivante

V-P:V-I+V-(R®R):(é?k)k+(RkV-R)k.

En appliquant la transformation de Fourier, on a

— ~ —

V- P= (8k)k + (RkV . R)k
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Alors

O + (BpV - R)y = (—i&y) + | §5|’“<v R)
= (—i&) + _‘gk Z —i& R,
_ —i&k —i§
= (Zi) + Z S
— (—ig) + fé’;zg 0

Par conséquent, F{V - (Pf)} =0 et donc V - (Pf) = 0.
Pour (ii7) , on utilise (7) pour obtenir

(ZP)k = (e + é (Z z@-ﬁ) , (2.13)

Comme V- f =0, On a

0=7 Z%fj S i,

j=1
Et donc, en remplacant dans (2.13), on obtient .Z[Pf] = f. O

Remarque 2. A partir de (ii) dans la proposition 11, on trouve P applique
(" P)" sur le sous-espace de (&' /P)" formé par toutes les distributions a
divergence nulle dans (' /P)". De plus, d’apres (iii) dans la proposition 11,
on aP? =P, c’est-a-dire que P est une projection.

Cette projection sera utile pour étudier les équations de Navier-Stokes
avec la force de Coriolis. Leurs propriétés par rapport a la transformée de
Fourier nous aideront a établir des estimations importantes. Elle sera égale-
ment utilisée pour définir un autre type de projection pour traiter les pro-
blémes d’Euler-Coriolis et de Boussinesg-Coriolis.

Comme P sera appliquée dans la suite, on verra certaines de ses propriétés
lices & des termes qui apparaissent dans les équations.
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Proposition 12.

(i) OP =Pd, ;
(ii) AP =PA;
(i) Z[PV] = 0.

On travaillera maintenant sur R?, ot les résultats des sections suivantes
ont été obtenus. Afin de gérer le terme de Coriolis, on définit les opérateurs
de projection P, suivants :

Py : L*(R%)? — L*(R?)

1
f== (Pfiz‘m f)

D
Ou — X est défini par la transformé de Fourier comme

D]
D — 5 7

Le lemme suivant contient les propriétés de Py, que 'on peut trouver dans
[30].

Lemme 4. les projections Py vérifie PyIP = Py. De plus, s V-f =0 on a :
(i) f=Pf+P- f;D
(id) Ples x f) = =it (Pof = P-f);

‘D]
(iii) PoPy— Py

Démonstration. soit f € L?(R3)3, on remarque que

Pa(ps) = 3 (PEN) = % <(E))
1 D
On montrera que b .
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On sait que
(PF) = fi +Z|§T2 (Z iﬁlﬁ) :

et donc,

&P — &(BF); = & — & ;.

5 _ 1 §2f3 53}\2 6 R

E x (Pf)(€) = |€‘ §1f3 +53f1 = E x f(€)
&fi —&h

Alors PL(Pf) = P.f. Si V- f=0alors Pf = f, et par conséquent

Ainsi,

1
P f+P f=— (f—H—xf) (f z—xf) f
! D] D]

Ainsi (i) est vérifié.
Ensuite, on va prouver (ii). Puisque P, f — P_f = ZW x f,on a

Dy Ds [ D
P - (= .
“ip e B0) rDr(\mxf)

Par conséquent, en appliquent la transformations de Fourier sur le coté
droit de I’égalité ci-dessus, on a

N f2f3 &
§1f1 &h
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D’autre part, a 'aide de glﬁ + 52}:2 + fgﬁ, = (0 on obtient

3
(B(es x )1 = (& % ) +|§—| S (=i (s % 7))
j=1
- éﬁ(aﬁ _ah)
——ﬁ—éﬁﬁﬁ—@@&ﬁ—@ﬁ»

- _5%+§SA> £ls 2
- (1 e ) T
&

= W(@}; —&f).

.

De méme, on a
2V &3

(Pes X [))2 = = (=& fs + &),

2 &3

(Ples x f))s = 2o (Efe — E21).

Par conséquent, P(es x f) = é%f X j/‘"\ En appliquant le Fourier inverse, on
obtient (i7).
Pour (7i7) on note que

1

PP = (P(ﬂf) + % x Pif>

1 1 . D . D 1 . D
:5(P§(Pfilmxf>ilmxi(lpfilﬁxf>)

1 D D D
:Z(Pfj:zpmxfilmx(Pfiimxf)>

Donc,

1 . D — D D D
Pipifzz(filmeiZPme—WX(WXf>) (214)

Ainsi, il suffit de montrer que

D D D D
o % (i =1) =1 o P =iy
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En appliquant le transformé de Fourier et V.f =0, on a :

7 (o (1<) = et

1 52f3 §3f2
:W( €1f3+§3f1 )
&1fr—Eafy

1 52(511?2: §2f12\— 53(—§1J§, + §3Z1)
T3 =& (& fa — &/1) + &s(&afs — )
S (=& fs+&f1) — &(&afs — /o)
| (a@h -6l — (@ +)h)
= GE 52(51]11 — §3J§) — (& + 532,){2)
E(&fi — &af2) — (§ +63)f3)
_ P s
= |§|2f
=—f

Et pour la deuxiéme égalité
D i€ £ 7
agim S I
R O
fzfz €3f2
1 .
‘€| (5I€J %) €1f3+€3f1
fo — &1
(1- &) @h-ah + (- 5152)( afiah)+ (<57 @R - af)

€2 IR
_ 1 ( €|€|€2) (52f3 fgfz) + (1 - é|2) (_51}; +§3ﬁ) i ( §|2|523) (€1f2 52?1)

§
( ifg) (€25 — &f2) + ( fﬂi)( Gfs+&h)+ (1 |§|2) (&uf2 ~ &)
1 f2f3A— 53f2A ¢
:E —&ifs +&h :EX
§ifa —&h

Ainsi, en appliquant la transformée de Fourier inverse et en remplacant
les deux égalités ci-dessus dans (2.14), d’ou Py est une projection.
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Et enfin, pour (iv) , on remarque que
IP | X P:Ff)
D 1

Pfil f)iz— (Pf:m f))
( AL D] D]
FriP2 o f il (szp ><f)>

U — Z 11—

!D\ |D| |D|

D D D
fqtz xf:l:zIP"D‘for‘D’ (fo)>
xfj:z|D’><f f)

Pi :Ff—

/\/\?/\/‘\

»-lklr—‘ »-lkI*—‘ »-lkIP—‘ MI’—‘ l\')ll—‘

quz
| D

]

2.5 Semi-groupe de la chaleur et de Stokes-Coriolis

On commence par définir ce qu’est un semi-groupe d’opérateurs linéaires
bornés et les Semi-groupes uniformément continus

Définition 9. Soit X un espace de Banach. la famille (T(t))o<t<co deS 0pé-
rateurs linéaires bornées de X vers X est un semi-groupe sur X si :

(i) T(0) =1, ou I est l'identité sur X ;

(i1) T(t+t") =T(t)T(t') pour tout t,t' > 0.
un semi-groupe T'(t) est uniformément continue si :

lim || T(t) — I|| = 0.

t—0+t

L’opérateur linéaire A défini par :

D(A) = {x e X: lim Mexisﬁce}

t—0t

et
T r —
Az = lim Tz pour z € D(A)
t—0t
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est 'opérateur infinitésimal de 7', D(A) est le domaine de A.
En conséquence du semi-groupe uniformément continu, on a :
lim [|7°(#)) — T()]| = 0
t—t/
Proposition 13. Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal

d’un semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur
linéaire borné.

La proposition suivante garantie I'unicité des semi-groupes uniformément
continus pour un générateur infinitésimal.

Proposition 14. (voir [35, page 2])
Sotent T'(t) et S(t) deuxr semi-groupes uniformément continus, si :

limM:A: lim M7

t—0+ t t—0+

Alors T'(t) = S(t) pour tout t > 0.

Certaines propriétés de semi-groupes uniformément continus sont résu-
mées dans le corollaire suivant :

Corollaire 2. (voir [35, page 3])
Soit T'(t) un semi-groupe uniformément continu, donc :

(i) Il existe une constante w > 0 telle que |T(t)]| < e**;

(ii) Il existe un seul opérateur linéaire borné A tel que T(t) = e ;

(1ii) L’opérateur A dans (ii) est un générateur infinitésimal de T'(t) ;

(1v) L’application t — T(t) est différentiable et

dT(t) = AT(t) = T(t)A.
dt

Ensuite, on va présenter la définition d’un semi groupe fortement continu

ou (Cy semi-groupe.

Définition 10. Un semi-groupe T(t), 0 < t < oo d’opérateur linéaire bornés
sur X, est dit fortement continu si :

lim T'(t)x =2 VreX

t—0t+

dans ce cas, T(t) est dit un semi-groupe de classe Cy ou tout simplement Cj
SeMi-groupe.
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Proposition 15. (voir [35, page 4])
Soit T'(t) un Cy semi-groupe, ils existent des constantes w > 0 et M > 1

telles que :
|T(t)]| < Me** V0 <t < 0.

De plus, pour tout x € X Uapplication t — T(t)x est une fonction continue
de R™ vers X.

Siw =0, T(t) est dit uniformément borné, et de plus si M =1, T'(¢) est
dit un Cj semi-groupe de contraction.
On résume plusieurs propriétés des Cy semi-groupes dans la proposition sui-
vante.

Proposition 16. (voir [35, page 4] )
Soient T'(t) un Cy semi-groupe et A un générateur infinitésimal. Alors

(1) Pour, z € X,
1 t+h
lim 7 T(r)xdr =T(t)x;

h—0 t

(i) Pour, x € X, [, T(r)x € D(A) et

A([Tﬁﬂﬁ)zT@x—@

(i1i) Pour x € D(A), T(t)x € D(A) et

d
ZT(t)r = AT(t)e = T(t) Az;

(iv) Pour x € D(A),

t t
T(T)AxdT:/ AT (1)xdr;

tl

T@x—ﬂwx:/

t/
(v) D(A) dense dans X et A un opérateur linéaire fermé.

La proposition suivante garantit I'unicité des Cy semi-groupes pour un
générateur infinitésimal.

Proposition 17. (voir [35, page 6])
Soient T'(t) et S(t) deux Cy semi-groupes de générateur infinitésimal A et B,
respectivement. Si A = B, alors T'(t) = S(t) Vt > 0.
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Soient A un opérateur linéaire défini sur X qui n’est pas nécessairement
borné. L’ensemble résolvant p(A) de A est défini comme l'ensemble de tous
les nombres complexes A pour lesquels A\l — A est inversible. La famille
R\ A) = (M — A7\ € p(A) des opérateurs linéaires bornés est appe-
lée la résolvante de A.

Un résultat important dans la théorie des semi-groupes est le théoréme sui-
vant.

Théoréme 5. (Théoréme de Hille-Yosida, voir [35, page 8])
Un opérateur linéaire (non borné) A est un générateur infinitésimal d’un Cj
semi-groupe de contractions T'(t),t > 0 si et seulement si :

(1) A est fermé et D(A) = X ;

(17) RT C p(A) et VA >0

IR A <

>| =

Etant donné = € X, le probléme abstrait de Cauchy pour A avec la
donnée initiale x consiste & trouver une solution au probléme suivant :

du
u(0) = z,

ot la solution est une fonction u(t) a valeur dans X telle que u(t) soit continue
pour t > 0, continuellement différentiable, u(t) € D(A) pour t > 0 et que
(2.15) est satisfaite. D’apreés la proposition 16, il est clair que si A est le
générateur infinitésimal d'un Cj semi-groupe 7(t), le probléme (2.15) a une
solution, u(t) = T'(t)x pour tout z € D(A).

Définition 11. Soit T'(t) un Cy semi-groupe sur un espace de Banach X .
Le semi-groupe T(t) est dit différentiable pour t > to si pour tout x € X,
t — T(t)z est différentiable pour t > to. T(t) est dit différentiable s’il est
différentiable pour t > 0.

L’existence et 'unicité de la solution de (2.15) sont garanties pour les
semi-groupes différentiables.

Proposition 18. (voir [35, page 104]) Si A est un générateur infinitésimal
d’un semi-groupe différentiable, alors pour tout x € X (2.15) admet une
solution unique.
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Maintenant, on considére le probléme de Cauchy non homogéne a (2.15),
c’est-a-dire le probléme suivant :
du

E:Au—i—f, t>0,

u(0) =z,

(2.16)

ou f : [0,T[— X. On suppose ici que A est un générateur infinitésimal
d’un Cj semi-groupe T'(t) tel que I’équation homogéne correspondante (f =
0) admet une solution unique pour toute donnée initiale x € D(A). Pour
I'existence de solutions de (2.16). On a le résultat suivant.

Proposition 19. Si f € LY0,T; X) alors pour tout x € X le probleme
(2.16) a au plus une solution. S’il a une solution, cette solution est donnée
par

u(t) = T(t)z + /0 T(t —7)f(r)dr. (2.17)

Ici, la fonction u € C([0,7],X) donnée par (2.17) pour t € [0,7] est
appelée solution "mild" pour (2.16) sur [0,7]. On remarque que toutes les
solutions "mild" de (2.16) ne sont pas en effet des solutions classiques, méme
dans le cas f = 0. Il est clair que (2.16) a une solution "mild" unique si
f € LY0,T; X). 1l faut donc imposer des conditions & f pour que, pour x €
D(A), la solution "mild" devienne une solution classique de (2.16). Notez que
la continuité de f, en général, n’est pas suffisante pour assurer 'existence de
solutions de (2.16), pour x € D(A). Par exemple, considérons A le générateur
infinitésimal d’'un Cy semi-groupe T'(¢) et prenons x € X tel que T(t)x ¢
D(A) pour tout t > 0. Supposons que la fonction continue f soit définie par
f(r) =T(7)x pour T > 0, et considérons le probléme suivant :

du

2 (t) = Au(t) + T(t)z et u(0) =0, (2.18)

Alors (2.18) n’a pas de solution, car la fonction

u(t) = /0 T(t — 1)T(r)adr = tT()z

n’est pas différentiable pour ¢ > 0. On doit donc donner plus de conditions
a f pour garantir l’existence de solutions au probléme (2.16).

Le résultat suivant donne des conditions pour assurer 1’existence de solu-
tions a (2.16).
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Théoréme 6. (voir [35, page 107]).
Soient A un générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t), f € L'(0,T; X)
et

o(t) = /OtT(t — ) f(rdr, 0<t<T.

le probléeme (2.16) a une solution forte u sur [0,T] pour tout x € D(A), si
l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(i) v(t) est différentiable p.s. sur [0,T] et v'(t) € L'(0,T; X).

(it) v(t) € D(A) p.s. sur [0,T] et Av(t) € L'(0,T; X).
Si 2.16 a une solution forte u sur [0,T] pour un x € D(A), Alors v satisfait
a la fois (i) et (7).

Nous nous intéressons a deux semi-groupes. Le premier est connu dans la
littérature sous le nom de semi-groupe de la chaleur, désigné généralement
par e'® et d’un générateur infinitésimal A = A. Son nom est di & sa relation
connue avec les équations de chaleur, car u(t) = e'®x est la solution au
probléme homogéne 2.15 pour A = A. Le second est moins connu et s’appelle
le semi-groupe de Stokes-Coriolis, T (t), avec le générateur infinitésimal A =
A —(eg x +). Comme nous le verrons, ce semi-groupe peut s’écrire comme une
composition du semi-groupe de chaleur et d’un opérateur oscillant. Ces deux
semi-groupes s’averent d’une grande importance en raison des techniques
utilisées pour obtenir 'existence de solutions aux problémes étudiés.
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution
des équations de Navier-Stokes
avec la force de Coriolis

Nous avons vu que l'on peut modéliser les équations de Navier-Stokes,
pour un fluide visqueux homogéne incompressible de viscosité constante, en
rotation autour d’un axe fixe. Si nous négligeons la force centrifuge, on a le
systeme suivant :

8UZ'
ot

3 i

Dans ce qui suit on va utiliser €2 au lieu de 2€2. Nous donnons maintenant le
systéme des équations de Navier-Stokes que nous considérons dans la suite :

9,

8—7; + (u.V)u =X — V(g) + uAu — Qez x u dans R? x (0, 00),
divu=0 dans R3 x (0, 00),
u(z,0) = up(z) dans R3.

(3.2)
dont u = u(x,t) = (uy(x,t),us(x,t),us(x,t)) et p = p(x,t) sont respective-
ment le champ de vitesse et la pression du fluide au point (z,t) € R3 x (0, 00),
uy = up(x) = (upa(x),uo2(x),ups(r)) la vitesse initiale du fluide vérifie
div ug = 0. Le nombre réel ) représente la vitesse de rotation autour du
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vecteur eg = (0,0,1), qui est appelé le paramétre de Coriolis.

Pour simplifier, on considére le cas d’un fluide de densité p = 1 et viscosité
i = 1. le systéme devient :

%_AU+Q€3 Xu+ (u.V)u+Vp=0 dans R? x (0, 00),
divu=0 dans R3 x (0, 00), (NSC)
u(x,0) = up(x) dans R3.

Il convient évidement de préciser, dés le début, le sens mathématique que
nous voulons donner aux équations du systéme (NSC). Car souvent, dans la
littérature concernant la résolution des équations de Navier-Stokes, le mot
"solution" a été utilisé de maniére fort différente.

Définition 12. On dira que u(z,t) est une solution forte classique des équa-
tions de Navier-Stokes s’il existe deux espaces de Banach E et F de distri-
butions de x tels que les propriétés suivantes soit vérifiées :

u(z,t) € E(E; [0, T) N6 (F; 0, T]) (33)

E — F (injection continue) (3.4)

u€ E=AueF (opérateur continue) (3.5)
u€FE=(u-VueF (opérateur continue) (3.6)

Définition 13. On dit que u(,t) est une solution "mild" des équations d

e
Nawvier-Stokes s’il existe un espace de Banach E tel que u(&,t) € € (F;[0,T))
et si u(,t) vérifie :

—

u(t) = T(t)ug — /0 T(t — 7)Pdiv(u @ u)(T)dr (IE)

o T(t) = ePe 2 est le semi-groupe de Stokes-Coriolis avec S = PJP
JP lVopérateur de projection sur les champs de vecteurs a divergence nulle,
lintégral fg T(t — 7)Pdiv(u ® u)(7)dr étant considérée au sens de Bochner.

Pour réduire le systéme différentiel (NSC) sous la forme d’intégrale "mild",
il faut introduire 'opérateur de projection P sur le champs de vecteur a di-
vergence nulle. soit u(z) = (uy(z), us(z), uz(z)) un champs de vecteurs arbi-
traire, on pose d’abord

Z(l") = Rlul + RQUQ + R3U3
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1

R; = —i0;(—A)72 (1 < j < 3 étant la transformation de Riesz classique, et
I’'on désigne par
Pu = (uy — Riz,us — Roz,u3 — R32)
= (I -VA™'V)u

On vérifié les propriétés suivantes :

Viu=0=Pu=u (3.7)
V-Pu=0 Vu (3.8)

Ces propriétés sont facile a vérifiés en passant par la transformée de Fourier.
En effet, on a :

On sait aussi que si V-u = 0 alors de méme V-a—? =0et V-Au=0. On

applique la divergence sur I’équation de Navier-Stokes (NSC) on obtient :

V-%—V~Au+v-§263 Xu+V-(uwAu+V-Vp=0
D’aprés la simplification
V-Vp=-V-(ulA)u—-V- Qe xu
et comme, on a V- Qez X u = (V x Qeg) - u+ Qez - (V xu) = ez - (V X u)
Ap=—(V - (wA)u+ Qe;z- (V x u))
On applique la transformé de Fourier a I’équation précédente :

—

—€Pp=—(V - (uA)u+ Qe (V x u))

c-a-d :

B= 12V - (wA)u+ Qes - (V x u))

Par transformé de Fourier inverse, on obtient :

p= A"V (wA)u+ Qe - (V x u))
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D’ou :

_ _ 8uz 8u1
Vp=-VA'V: (wAu+QVAH(—— - — 3.9
’ A+ QVAT(FE - T (39)
Soit J la matrice qui vérifiée Ja = e3 X a pour tout vecteur a. Alors
0 -1 0
J=11 0 0
0 0 0

On peut exprimé la projection de Leray qu’on a vu précédemment par :

P = {P; }1<ij<s; Pi; = 0i; + RiR;

tel que 0;; est le symbole de Kronecker, le symbole o(R;) de R; égale i%,
oui=+—1.
On applique la projection de Leray sur (NSC). On obtient :
0
Pa—? +PQJu + P(—A)u + P(u - V)u + PVp = 0
P
& %‘f‘QPJPU—APu—FP(U-V)U—FO:O
ou
@E—I—QSU—Atﬂ—P(u-V)u:O (3.10)
ot S = PJP. On prend A(Q)u = QSu — Au, I’équation (3.10) devient :
% + A(Q)u = —P(u-V)u (3.11)
La solution du systéme linéaire de (3.11) est donné par [22] comme suivante :
u(t) = e®e M8y, (3.12)
On pose T(t) = e®e=48 d’apres le principe de Duhamel, on a I'équation
intégrale suivante :
t
() = T(t)uy — / T(t — 7)P(u - V)u(r) dr
0
et comme on a V - u = 0, alors
t
u(t) = T(H)ug — / T(t — 7)Pdiv(u ® u)(r) dr (3.13)
0
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Remarque 3. la pression p n’apparait plus dans les équations de Navier-
Stokes sous la forme d’intégrale "mild". on peut exprimer la forme donné en
(3.9) en fonction de transformé de Riez comme suivant :

3 3
dip = — Z Z RijUjuk + QR@(RQ'UQ — R1u2) (3.14)
j=1 j=1

3.0.1 La transformée de Fourier de Semi-groupe 7'(.)

La transformée de fourier de 'opérateur T'(.) qu’'on a présenté dans la
partie précédente est s’écrit comme suit :

—_— ~ -~

TOF(E) = COS(Q%t)e"“tlf(f) T sm@%t)e—iwm@ ©

pour tout ¢ > 0 et f le champs de vecteur a divergence nulle. Ici {R;}_,
signifie la transformation de Riesz, I la matrice identité dans R? et R(&) est
une matrice antisymétrique, qui est définie par

1 0 §3 _52
R(¢) := £ & 0 & ¢ € R*\0.
& —& 0

Pour plus d’information de la forme explicite de T(.), on se référe a Hieber
et Shibata [25].
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3.1 Enoncé des théorémes fondamentaux

Théoréme 7. Pour tout 0 < a < 1, il existe des constantes positives C et
0 indépendants de §2, tel que pour tout ug € FB;;(R?’)?’ avec divug = 0 et
HuOHF-BI—; < 0, (NSC) posséde une solution global "mild" unique u € X,

X = {u € C([0,00); FB1o(R*)* | |ullxa <206, divu =0}
avec,
[ullxeo == Jlully + l[ull zo + [|u]l z-
o~ 1
— . +aj =~ 21 2
Jully = sup @l gy . ullzso = {;@ NG5, 20 o)}

Remarque 4. Le théoreme 7 indique ['existence et 'unicité de la solution
globale "mild" de (NSC) pour toute condition initiale suffisamment petite
dans F'B;;(R?’). De plus, la constante positive § dans le théoréeme 7 peut étre
prise indépendament de 2 € R, ce qui implique que la solution "mild" est
uniformément globale. Ainsi, il est facile de voir que Hz (R3) < F.B;;(Rg‘) et
F.B;(R?’) — F'B;;(R?’). Par conséquent, le théoreme 7 couvre les résultats

obtenus par Hieber et Shibata [25] et une partie des résultats de Konieczny
et Yoneda [31].

Remarque 5. Il n'existe aucune relation d’inclusion entre F‘B;;(R:S) et

. . 9.3
FMy ' (R?) dans [23], et entre FBL;(]R?’) et FB;OOP (R?) avec 1 < p < o0
[31],non plus. En effet, nous donnerons des exemples Fy, Fy et F3 des fonc-
tions sur R3 telles que

. . _3
Fy € FB,,(R?) aec Fy ¢ FMy'(R®), Fi ¢ FB..”(R®) (3.15)
F, e FMy (R?)  avec Fy ¢ FB,(R®) (3.16)
. _3 -
Fy € FB. P(R®)  avec Fy¢ FB,(R? (3.17)

Soit fo € 7 (R?) vérifié

~

" <3
fo=0, fo(f)Z{o si €] =1



On met j/";(f) = ]/C\(f—Qjel) pour j € N avec ey = (1,0,0). Puis on définie

les fonctions Fy, Fy et Fy par

Z 2 —fi(x Fy(z) ==Y e,
=1

7=10

Ou a; € C, \; € R*\ {0} avec Y72 /\—|<oo.

Demonstmtwn .
Pour toutes j € Z et 10 < k< oo,0ona

{supp@ C {e e R} 271 < [¢] < 271}

suppfy C {€ € R¥ |28 — 1 < |¢] < 2 + 1},

Donc pour tout 10 < k < o0

{@ﬁyéo sik=j—1,4,j+1

ifi =0 sinon.

Alors
2k

& Fy = Z —0ifr ~ .m,
Donc
||F1||;~B;; = 27763
JEZL

<O 2 QJH—M]HU

j=10

Z ||¢ij||L1

7=10

CZ—

]>10

D’ou le resultat.
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. _3
Fy ¢ FB, F(R%):

F =
Pl 3 =

s 3N~
up2' 5|6 F || 1o (3.19)
(YA

D’apreés (3.18), on a

o 3~ o3
27070 |6, Fi || oo ~ 27¢ "||7¢jfj|\Lp

o¥i—%
~ 05l e
Donc _
3j—31
”FlHF'Bf,;f > Csblp ,

pour tout 0 < p < oo. D’ot le résultat.

9.3
Fy€ FB, P (R3):

La transformée de Fourier de F3 :

D’apreés ([4] page 23) (1 €]0, 3]), il existe une constante ¢4 dépend de d telle

que :
1 1
ﬁ(ﬂ) = E

. ~ 1
r _ 2](2—3) ,
15 e g = Csup2 iy sl

p,o0

Alors

i2-3) N 5

< Oswp—g=lIgsller (9sller = C27)
J
<C.

D’ou le résultat.

1
Fs ¢ FBLQ(R‘g) :
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1Al = > 2765 sl
' JEZL

o~ 1
= CY 2ol

jET

soy 2

247
JEL

D’ou le résultat.
O

Remarque 6. On remarque que des exemples similaires comme Fy et F,
(dans la remarque précédente) ont été utilisés dans [26] et [23], respective-

ment.Notons que la fonction Fy vérifie aussi F; € F‘B;;(R‘g) \ Hz(R?) et
F e F'B;;(]R?’) \FB;%(R?’) Par conséquent, ’espace fonctionnel F'B;;(]R?’)
est strictement plus grand que celui de [25] et [31].

Démonstration. .
1
F ¢ H2(R3) :
D’aprés le théoréme de Bernstein et la propriété (3.18), on a

1E2 =D 2 1Ak

jez
=C Z 27 HA/J-\Fl |72 (Bernstein)
jez
=0 YR
jez
VAP
>0 2)=if13
ST

93]
> CZ T

j>10

D’ou le résultat.
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-1

1Flsry = 22719l

JET

>022—j’

j>10

202%.

j>10

2
7¢jfj (d’aprés (318))

Ll

D’ou le résultat. OJ

Il semble naturel de se demander si (N.SC') est bien-posé ou non dans des
espaces fonctionnels plus grands que F'B;;(RS). Alors le deuxiéme résultat :

1
Théoréme 8. Pour2 < q < oo, (NSC) est mal-posé dans l'espace F B, ,(R?),dans
le sens ot la continuité de ’application solution ne tient pas de la donnée ini-
tiale a la solution.

Remarque 7. Le théoreme 8 indique que la stabilité des solutions ne tient
-1

pas dans FBLq(]Rg), avec 2 < q < 00, ce qui signifie également que l’espace

F.B;;(Rg) dans le théoréme 7 est optimal pour que (NSC) soit bien-posé.

Remarque 8. On remarque que théoréme § est valable méme dans le cas
Q = 0. Par conséquent, le théoreme 8 implique que (NS) est mal posée

dans F.B;;(R‘q’) avec 2 < q < oo. Pour (NS), Germain [20] a montré la
discontinuité du deuzieme itéré dans F'B;o{q(R3) avec 2 < q < 00. Bourgain

et Pavlovi¢ [6] ont prouvé que le probleme est mal posé dans F.B;O{OO(RS).
Yoneda [37] a démontré que (NSC') est mal posé dans certains espaces fonc-

tionnels X satisfaisant F'B;O%Q(Rg) — X < F'B;olyq(R:”) avec 2 < q < o0.
Comme on a F.B;;(Ri”) — F.Bgol’q(R?’) pour tout 2 < q < oo. Alors théo-

réeme 8 améliore les résultats de "mal posés” pour (NS) dans F.B;Jl,q(]Rg’)
avec 2 < ¢ < 0.

o1



3.2 Preuve du théoréme 7

Dans ce qui suit, nous désigne par C' les constantes qui peuvent changer
de ligne en ligne. Notons en particulier C' = C(,...,-) la constante qui ne
dépend que des quantités apparaissant entre parenthéses.

Nous établissons d’abord les estimations linéaires pour le semi-groupe 7'(-).

Lemme 5. [] existe une constante positive C; telle que

pour tout t > 0 et tout f € F'B;;(RS)?’.

Démonstration. On a

‘m‘ = e_|§|2t(cos(9%t)]+Siﬂ(Q%1€)R(§)> A(f)‘
< 27 A(€)‘
<2|fto)

Donc

6701, = [ [h©TOR0) a
ol

pour tout 7 € Z. On multiplie les deux cotés de I'inégalité précédente par
277 et on applique la norme [?(Z). On obtient

1T Nt < 21l -

o’

D’ou le résultat. O

Lemme 6. Pour tout 0 < o < 1, il existe une constante positive Cy = C(«)
telle que

pour tout [ € F'B;;(R?’)?’ .

52



preuve. On a

B

supp¢Aj c{¢ecR® | 271 g g2t

0|, < [ i o) as

et comme on a

et .
sup e~ IE*t < omt2 72
£€suppé;
Alors
16Tl < / e gl
27— 1<|§\<2ﬂ+1

492§
<Ce™ i fll

pour tout ¢ > 0. On intégre par rapport a t, on obtient :

o ——

lia

/ o T(1)f <c||% / TS
R+ Lt
=C ‘ ;
Donc N
16:TOF1, 2 omepiqasy < C2 105l (3.20)
En multipliant les deux cotés de (3.20) par 2£% et en impliquant la norme
I2(Z), on compléte la preuve du lemme 6. O

Ensuite, on établit les estimations non linéaires. On prouve d’abord les
estimations bilinéaires suivantes.

Lemme 7. Pour tout 0 < o < 1, il existe une constante positive Cs = C(«)
telle que

{Z( / ||$J\g<r>||ﬂd¢)2} < Cs(| fllz2lgllz-= + lgllz= | fllz-<)

JEZ

pour toutes espace-temps distributions f et g avec ||f|z+a, ||g]|zta < 0.
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preuve. La stratégie de la preuve est liée a Christ et Weinstein [16], Kozono
et Shimada [32] et [26]. Par la décomposition de Bony , nous décomposons
fg comme suit

F9= SkosgArf + > SkoafDeg+ > Y ArfAyg

kEZ keZ kEZ |1—k|<2
=1+ L+ Is.

On applique 'inégalité triangulaire dans L'(R?), on a

Alors, on intégre sur 7 et on applique I'inégalité triangulaire dans (*(Z), on
obtient

(S ([ 165mln )}
A ([T165@ar) Y +{ S ([T 15 R ar)}

5 F9(7)|

ng‘

i), |

)], ]

SL0||,. G2

jEZ ez
oo 2 %
HE (] 16k ar

(5(/ )

=S+ ot J3
(3.22)
Pour J; :
On a
/ ‘ QE;E(T)H dr = / q;j ZSk_ggAkf(T) dr,
0 L 0 kEZ i

o4



puisque Z[Sy_sgArf] C {€ €R? | 252 < [¢] < 22}, alors

‘@Zsk—sgﬁkf(ﬂ = > ;S sgAnf(7)
kez o ||Ik—il<s o
1 ~— —
<W > ||6i(Smem) « A |,

|k—j]<3

supl;| Y |[Si-ag(r) x Auf(r)| |

(271') £€R3 . J|<3H ‘L

)|z HEZf(T)Hp (inégalité de Young)

Ik JIs3

<W > D IAg@ | At (),

lk—j|<31<k—3

on intégre par rapport a ¢, on obtient

/O ||<@-f1<r>||ud¢
o X / 53 s VAT (7)o

|k j\<3z<k 3
inégalité de Holder) A o T
( g \ L1 o Ll)H k‘f“L1+ (0,00;Ll)
Ik jl<B =00
k-3 1 k-3

al
{ Z (27 HAngLl O‘(OooLl) } & kf”“*‘* (0,005L1)”

l=—o00

2
(inégalité de Holder) < Z ( Z 220‘1)

|k—j|<3 “Ml=—00

l=—o00

3
C’est facile de voir ( 3 220‘l) = (2% VEk e Z. Alors

| IshE dr < Clalze 3 2MIET

lk—3j]<3

comme j ~ k. Donc

2
20k || A
Ji < CHgHza{ > ( > 2 ”A’“f”ufam,oo;m) } (3.23)

JEZL |[k—37]<3

< Cliflizellgllz—«

D=
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Pour J; :
De méme que J;, nous avons

Jo < Cllgllzallfllz—- (3.24)

n={X ([ 1EElmar)’}
<y / 16 D) o dr (@ )

JEZ

- [ [ E el dsar

JEZL

— [ IR ar
/”Z Z Akf ) % Ayg(7)|| i dr

kEZ |1— k|<2
S 2 Z Z / |Akf )||L1||Azg( )||z1 d7 (inégalité triangulaire +Young )
( 7T> keZ |l—k|<2
1 A, f Tz L2 .
S (2m)n Z Z HA"?f”LH%(O : || l9||L1 % (0,00 )(megahte de Hélder)
kEZ |lI—k|<2 w00il
m:_l—k ; ak N7 am *Ol(k’+m) _—
a (QW)”%ZZV;zQ HAkaLH%(O,oo;Ll)2 2 HA’"*’QQHL%(U,OO;D)
: )
o Ny 2 a(k+m) 9
< 3 ol S IET 4y )} xS )
Im|<2 k€Z =

< Cliflizellgllz—=
(3.25)
En substituant (3.23), (3.24) et (3.25) a (3.22), on obtient

0o 2 %
{Z(/g !\¢jf9(T)IIL1dT) } < T+ D+ s

JEZ

CUlAlzellgliz== + llgllze .l z=)-
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Ce qui termine la preuve du lemme 7. O

Maintenant, on considére les estimations du terme de Duhamel pour

(NSC), t
N(u, v)(t) = /0 T(t — 7)Pdiv(u ® v)(r) dr

pour tout ¢ > 0. On détermine l'estimation du terme bilinéaire N(-,-) dans
les espaces de solutions.

Lemme 8. Pour tout 0 < o < 1, il existe une constante positive Cy = C(«)
telle que

IN(w, v)lly < Ca(llull ze[v]l z-« + (0]l za [ull <)

pour tous espace-temps vecteurs u et v avec ||ul| zta , ||v] 72« < 00.

preuve. Soient j € Z et t > 0, on a

165 N (1, 0) () | 1 = gEj/O (T(t — 7)Pdiv(u @ v)(r)) ™ dr

Ll

¢
< / ¢ (T'(t — 7)Pdiv(u @v)) ™ (7)|| 1 dr
o )
D’apreés le lemme 5 < C/ |¢; (Pdiv(u®v)) ™ (7)1 dr,
0

et comme

&k
€17

65(€)div(u ® v)(E,7)
65Ol @ (€, 7)
A DISTEN Gl

16;(€) (Pdiv(u @ v)) ™ (£,7)|

55(6) (5 S Jaiotu vy 7)

NN IN

Alors

273116, N (w 0) ()11 < C /\!d)Ju@v ~ ()l dr

o7



on applique la norme 12 et le sup, On obtient

1N (u, v)lly < CS;;IO){Z (/Ot 163 0) "~ (7)o d7)2}§

=

~o{ S ([ 1ws 0 @l d)} |

JEZ

N

D’ou, d’aprés le lemme 7
IN(u, v)lly < C(llullze[[v]lz-o + 0]l 2ol 7<)

Ce qui termine la preuve du lemme 8.

O

Lemme 9. Pour tout 0 < o < 1, il existe une constante positive Cs = C'(«)

telle que
IN (u, 0)|| 72 < Cs([ul 22 [|v]| 2= + [[v]| 2= [[ul] z-<)

pour tous espace-temps vecteurs u et v avec ||ul| zta, [|v]|z2a < 00.

preuve. soient j € Z ett >0, on a

—_—
U, v

16N, 0) (1)1 < / 16(T (¢ — 7)Pdiv(u ® v)) ~ ()| dr

¢
< C/ ||¢je_|"2(t_7) (Pdiv(u ® v)) T ()| dr
0

g 02_7 /0 e*(th)QQj—2X[07t]<7_)H(gj(u ® U) - (T)HLI dr

Ce qui implique d’aprés 'inégalité intégrale de Minkowski (ﬁ > 1)
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16N (u, v) (1)

2
LTEa (0,00;L1)

(g s oo \s R - 2
<ch{ / ( / eI (1) B @ v) <r>||L1dt) df}

1ta
2

) oo o0 92j—1 ~ N %
<o [ ( | e @G o~ I dt) dr
0 0

1t

o poo 00 251 2
=0 / (/ X[O,t}(T)e_(t_T) T dt) pj(u®@wv) ™ (1)||1 dr,
0 0

1to

2

il est facile de voir que xjo(7) =1 V7 €[0,t] & xpq(T) =1 Vt € [1,00],
et

lta

( / °° e—(t—r)ﬁj) e

”(bJN(U“ U)(t)HLﬁ(gyoo;Ll)
[ 0o 2j—1 H:Ta o~
<C2j/ (/ o~ (-7 e dt) loj(u@v) ™ (7)||pr dT
0 T

=cr [Ciue o) (Ol dr

Donc

On multiplie les deux cotés par 27 et on applique la norme [?. Donc
d’aprés le lemme 7

1

5Ol < S ([ 16ws 0 ol d)}

JEZ
< C(llullze 10l 2=« + vl 2o lul 2-<).

Ce qui termine la preuve du lemme 9.

Maintenant, on est prét a démontrer le théoréme 7 :
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Démonstration. du théoréme 7. Solent 0 < o < 0 et € > 0. On définit

I'application ¥ et I’espace X“ par
U(u)(t) :=T(t)uo — N(u,u)(),

X = {u € O([0,00); FB, 5(R))*|||ul| xe < 2, divu = 0}

avec
[ullxe = llully + [lullz+« + llullz-o-

Soit u € X«
[ (u)|lxe < T()uollxa + [[N(u, u)||xa

D’aprés le lemme 5 et le lemme 6. On a
1T (uollxe = I1T()uolly + [ T()uollz+e + [IT(-)uollz-o
< ClHUOHFB;é + CQHUOHF'B;é + CQHUOHFB;é
< (Cr+2C) [Juol| gy 1

Et d’aprés le lemme 8 et le lemme 9. On a :

[N (u, )| xe = [N (u,u)|ly + [[N(uw,w)|[z+ + [[N(u, u)] z-
< (G +2GC5)(Jull z+a (|ull 2= + [Jull z-« |l z+2)
= 2(Cy +2C5)[Jul| z-a[[ul| z+o
8(Cy + 2C5)e”

Alors, on applique (3.27) et (3.28) sur (3.26), on obtient

19 ()] xe < (Cr+2C9)|Juoll oyt +8(Ca + 2C5)e%,

pour tout u € X“.
De plus, on a :

[V (u) = ¥(v)|xe = [[N(u,u) = N(v,v)||xa
=||N(u—v,u) + N(v,u —v)| xea
[N (u—v,u)|[xa + [|[N(v,u —v)| xe,

VAN

d’aprés le lemme 8 et le lemme 9, on a :

IN(u = v, u)lly < Calllu = vl[z+al[ullz-o + [lullz==lu = v]|z+e)

— 2Cu ]l — vl xalul xo,
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et
”N('LL—/U,U)Hzia < 205HU—UHXQHUHXQ (332)

Alors, on applique (3.31) et (3.32) sur (3.30), on obtient :

W (u) = W ()|lxe < (2Cs +4C5)([[ullxe + [[v]xe)lu = ] xa
(3.33)
< 8(04 + 205)8”11, — UHXa.
pour tout u et v appartient a X“.
On choisie € > 0 vérifie .
© T 16(Cy + 2G5
Donc, pour tout uy € F.B;;(R?’)?’ vérifie ||u0||F-B;; < ﬁ, on obtient
d’aprés (3.29) et (3.33) que
1 1
I@)lxe < 55 1W(w) = P(0)]lxe < 5llu = v]xe

pour tout u et v appartiennent & X®. Par conséquent, d’aprés le théoréme
du point fixe, on obtient I'existence et 'unicité de la solution "mild" globale,
pour tout 2 € R, il est clair que la constante € ne dépend que de . Ce qui
termine la démonstration du théoréme 7.

]

3.3 Preuve du théoréme 8

Pour la preuve du théoréme 8, Iwabuchi et Takada ont utilisé la théorie
d "ill-posedness" par Bejenaru et Tao [5]. On pose D := F'B;;(R?’)?’, selon
le théoréme 7, pour tout 0 < o < 1, il existe § > 0 tel que I'application :
ul.]: (Bp, [lllp) = (X% [l x<)
feulfl=T0)f = N(u,u),

est définie, ou Bp = {f € D|||f|lp < d}. L’application u[.] est continue
d’aprés le théoréme 3 de ([5] page 4).

On fixe D' := FB, (R®)3, §' := L(0,00; FB, ,(R%)) avec 2 < ¢ < oc.
A Taide de I'injection continue 1?(R3) < 19(R3) pour tout 2 < ¢ < oo , on
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démontre facilement que D < D’ et X < S’. Donc 'application

ul-]: (Bp, [lllor) = (X% I-lls)

f o ulf) = TC)f — Nuw), (3:34)

est définie.

Supposons que (3.34) est continue, alors I'application Ay : (Bp, ||.|[p/) 2
f—= NTOLTO)f) € (X2 ||.]ls) est aussi continue d’aprés la théorie de
Bejenaru et Tao |5]. Cependant, on va construire une suite (fV)<y<0o C Bp
telle que

1/ — 0 quand N — oo, (3.35)

et
>0, [|A(fY)|s =c (3.36)

pour tout N suffisamment grand, ce qui est contradictoire. Donc 'application
: n’est pas continue. Cela signifie que la solution ne dépend pas d’une
3.34) n’est p ti Cela signifie que la soluti dépend pas d’

. . Cs .
facon continue de la vitesse initiale dans l’espace F' BLZ(R?’) avec 2 < g < 00

Maintenant on construit une suite (f")1<ny<oo C Bp satisfaisant (3.35)

et (3.36). Soit
1 si |&| <1, k=123,
X(©) = { 1o
0 sinon,

et X;-:(f) = x(€ F 2ey) pour j € Z, ol ey := (0,1,0). Ensuite, on définit le
contre-exemple (fn)i<n<oo par sa transformée de Fourier

1 §2
{X] +x; O | &
€\ o

fN

N est une fonction a valeur réelle, de divergence nulle et qu’il existe une
constante Cy > 0, telle que

1 |y, < CoN T2, (337)

pour tout N € N et tout 2 < ¢ < co. En effet

- (22’
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Donc

i (@) = x( F Yes) (2)

T2l ey SC\(ZE)

‘ 9si 3
_ giFadies sin z
z

=€

N ()

1 1 S J o + :
i (f)

] 2N —Ro{2 cos(z27ey) (2522)3}
_ 221 Rl{ZCOS(.TQJeQ)( )3}

(2)N2 0

pour tout N € N*. On calcule la divergence de fV

V-V =

RS ; 2sinx\3
BN ZQJ{ — 01 Ro{2 cos(xQJeg)( > }
=N

+82R1{2cos(x2j62)<2smx)} O}

= 0.

Il reste & démontrer I'estimation de fV. On a
7 = G,
’ JEZ
. i 3 q
=) 271 0;(€ 2 )+ Xk f ‘d§> ;
S [L[a0 St g (-

JEL
1 52
1,al
’f‘ £1 ‘ < 1, alors

1 . a4
150, OZW( SO GO+ x5 O)ae) |

comme on a j ~ k et
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puisque fRS@-({)X;t(ﬁ) d¢ < C, C une constante qui ne dépend d’aucun
parameétre pour tout j € Z. Alors

2N
1
N (|19

— ON&*,

Dot (3.37).

Ainsi, on a 6C; ' fN € Bp et ||fN||F.B;1 — 0, V2 < g < oo. Dans ce
»q

qui suit, on omet la constante 6C; ' pour simplifier la démonstration de la
propriété (3.36).

Soit E un ensemble mesurable dans R?, tel que la mesure de Lebesgue de
E est positive, il existe une constante ¢ > 0 telle que

= ’% > ¢ (3.39)

pour tout 5 - (51752753) S E7 et

e

1
Ec{ ERP | —<6<1,0<6<
eR | & &<

o <1} (339)

11 est clair que E est un compact, donc il existe jo € N tel que 3% s j(f ) =
1 pour tout £ € F.
On a

VZ (Ao 1y = /E S 227156 A, €) e

I=—j0

<3 /|¢l VAL (FY)(t, )] de

l=—jo

Jo 1 .
I'inégalité de Holder < ( Z 2pl) ( Z 2" lq”@ Az(fN)(t 3l )

11 — —
T l==jo l=—jo
p g

<( 3 2pl)’1’||A2<fN><t>||F~BL;-

l=—j0
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Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout ¢ > 0

| A2 (f™)(¢ 1 > || FlA(N)( (3.40)

HF31 >]HL1(E)

Soient fc et T\S deux applications définies comme suit

T(&,t) 1= cos (0 ||)e € (e 4) = sin (Qé |t> lepe
On a
Z A (M) (1))
- /o F|1(t = DBdiv(T(r) ¥ @ (7)) | (6) dr

— /0 (T(&,t = 7) + To(&,t = T)R() F [Pdiv(T(r) Y @ T(7) /)] €) dr

N /Ot ﬁ(g’t =7 (6j’k - %) 1< k<3 ( igl(TﬁN)l i (TF)?N)WJ dr

‘6’2 1<m<3

+ [ Tet=rRE)F [P0 @ T (@ dr
([ =03 (0= ) e )

+ [ L= RO F[pan(r) o T (€ dr

En considérant la premiére composante du vecteur Z[Ay(fV)(2)](€), on ob-
tient

|7 [A=(f7)(1)](6)]
/fc(f,t—T)Z <51,k—§’§§)26 ) (TE) ) dr
0 k=—1

/0 (6.t — PR FBdin(T(r) Y © () F)(€) dr

>

=

(3.41)
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Il est facile de vérifier (T'(7)fV); =0 (car (]/”\V)g =0) et

T(r)fN = T.(7) % fN + R()Ty(r) = fV.

D’aprés 'inégalité (3.41) et la commutativité du produit de convolution, on
obtient

[ Z 1A () (D))

> /Otﬁ@,t—r)( ép) EL(T.(7) % N)y # (T.(7) * ) dr
| [ Tie -0 (1- ) GmE e @@
| [Tt S @@ (e
| [Tt S e (T e

/0 ﬁ(g,t—ﬂ(aLk 515’“)&( ) = )% (ROTA) = ) dr

T GE
3 t §1&k ST =
_kJZ_l /OTc(f,t—T)<51,k |£|2)§l( ()T(7) % fN)y % (R(O)T(7) * fN)d

/0 Tt — TR FBdin(T() Y & T(r) FY)(E) dr

= L(&,t) — I2(€,1) = I3(€,1) — (&, 1) — [5(&,8) — L6(&, 1) — I7(&,1) (3.42)

—

ou (T, ( )fN)k et (R(.)T. ( ) fN) désignent les k-éme composants de T,.(7) f¥
et R(.)T. ( )fN, respectivement.
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On considére d’abord 'estimation de I1(,t) pour £ € E :

Il(é,t)z‘/ti(é,t—f)(l )T T ) ()

&2
!/ (1= e [ s (af >

\/_ {Xj f 77 "‘XJ (f 77)}’5 nT *‘77| CoS (Q%T>

{X] n) +x; (1 }| |d77d7'

comme, on a pour tout £ €

X5 (€ =m)x; (n) = VneR3Vj>2
X; (€= nxm: Vn e R3Vj > 2
Jos X5 (& =G () + x5 (€ = m)x (m) dn = 2 Jo X5 (€ = m)x (m) .
(3.43)
Alors

Il(fvt) :' _2/Otﬁ(€7t_7_>< ’2?2)61/ 7(le=nl*+1nl*)
53 773 772 772 2
Q— 7 dndr]|.
( o )( W) €l NZ X5 (&= mx; (n) dndr

Puisqu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

oS (QET) >c
7]

pour tout 0 <7 < 1 et tout n e EU suppr si 2V > 2+ 9], et

(& — m2)m o1
€ —nlln| 16

pour tout 7 € suppy; , avec E—ne suppxj, ou pour tout 7 € supr;r avec
§ — 1 € suppy; -

-1<
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Donc

(S t 221/ /RS 7(|1€=n2+|nl?) +(£ 77)XJ ( )dﬁdT.

On peut vérifier facilement que
Vn € suppxji,Qj’1 <nl <2t Vi1 (3.44)
Alors

c 2N t
& 2j —T8x2%
t)2N22 /Oe dr
j=N
c 2N
e 2j0—25(1 _ _—t8x2%
>NZQ 27%(1—¢ )
j=N
c 2N
>NZ(1_6_8
=N

2 ¢,
pour tout £ € E et pour tout 272V <t < 1, ce qui donne

2, m) = (3.45)

pour tout £ € E :

112 t)
L’estimation de I5(&,t) et I3(&,t)
D’aprés (3.44) et (3.43), on a

L(&t) + I3(€,t) < QQJ/ /w r(|€—n[2+nl?) %

X {x]- €=+ x5 E=mHxT () + x5 (n)}dndr
1 — e—7(g=nl+In?)

o ‘
<<= ) 2% / 27X (€ —n)x; (n)dn
N2 [ T 2 €
C&
<N2232 79—J

j=N

o
= NN

(3.46)
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L’estimation de I4(,t) pour tout £ € E :
D’aprés (3.44) et (3.43), on a

&1 — mi||m|
L) < 223// r(le—nf2+Inf2) 181 = 11T
SN Z R3 & —nl|n|

X {xj (€ —=n) +x;E=mHx; ) + x5 ()} dndr
oN (3.47)

¢ 2j6—2j0—2j
< ~ Z 92j9=2j9=2j
j=N
o C
= ON922N
Par conséquent, nous avons d’aprés (3.47) et (3.46) que
C

< 7w (3.48)

128, 8) + 138, 8) + La(&, )| 1 )

L’estimation de I5(&,t) et I(€,t) pour tout £ € E :
On remarque d’abord que

pour tout 7 € (0,t) et tout 5 € suppfN avec 28 > 2+ |Q).
Dongc, pour tout £ € £

I5(60) + Io(6.1) < C(t + ) / / e IR 7N (6 — e | 7 ()] dpdr
0 3

Puisque Zr i (f) = 1 pour tout £ € E. Alors d’aprés I'inégalité de
Holder, lemme 6 et lemme 7 on obtient
2y 2
)}

15 8) + T )l
<o) |7, e,

ST e |

(3.49)
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L’estimation de I7(£,t) pour £ € F :
On a pour tout £ € E et pour tout 7 € [0, ]

Tt — ) < |Q|',§|

(t—r71) <t.

Alors pour tout £ € F

R Ct/ 2 @ T ME)| dr

Ensuite, de la méme maniére que (3.49). Donc d’aprés lemme 6 et lemme 7

172 0)ll < Ct / 12N @ T sy
<<?tHT'-fNHZaHTK»fNHZ-a (3.50)
< O™ g
< Ct

D’apreés (3.40),(3.42),(3.45),(3.48),(3.49) et (3.50), il existe 0 < ¢p < 1 et
Coy > 1 telles que

C
A2 D2 > 0 = Colt + ) = 155

pour tout N € Net t > 0, avec 2V > 2+(Q| et 272V <t < 1. Soit Ny € N
vérifie Ny > max {3Cycy ", loga(2 + |Q2|)}. On obtient
N Co
HA2(f )(t)HF'B;}J 2 3
pour tout N € N et t > 0 avec N > Ny et 272V < t < ¢o(6Cy) 71, ce qui
implique (3.36).
Ce qui termine la preuve du théoréme.
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier un modéle parmi les modéles des
équations de Navier-Stokes. Au premier chapitre, on va aller d’'un modéle
simple qui décrit le mouvement d’un fluide vers un modéle un peu complexe
qui modélise le mouvement d’un fluide visqueux homogeéne incompressible de
viscosité constante, et en rotation autour d’un axe fixe. Ce modéle est dit les
équations de Navier-Stokes-Coriolis et il est noté (NSC).

Avant d’étudier le modeéle, on va rappeler dans le deuxiéme chapitre des

outils mathématiques nécessaires :

— Les inégalités classiques (inégalité de Holder, inégalité de Young, in-
égalité de Minkowski ...) sont trés importantes dans les démonstra-
tions des théorémes qu’on va voir dans le troisiéme chapitre ;

— La décomposition de Littlewood-Paley, qui en général nous permet de
généraliser les propriétés et les résultats de I'espace de Lebesgue L? &
I’espace de Lebesgue LP;

— Le paraproduit de Bony est une décomposition du produit de deux
distributions tempérées, il nous permet de faire I’estimation du terme
bilinéaire de 1’équation intégrale ‘mild’.

— La transformée de Reisz et la transformée de Leray, sont deux opéra-
teurs bien définis. ILs nous aideront & transformer le probléme (NSC)
en une équation intégrale ‘mild’, et aussi a estimer quelques termes
dans la suite.

— Les espaces de Fourier-Besov qui sont des espaces fonctionnels de Ba-
nach. On va s’intéresser a l'espace F B;;(R”) et les espace F .B;;(R")
pour tout ¢ > 0.

— Le semi-groupe de Stokes-Coriolis est un opérateur qui n’est pas assez
aussi connu que le semi-groupe de la chaleur. Il exprime la solution
de I'équation homogéne de (NSC). On va s’intéresser a sa transformée
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de Fourier qui est définie dans le troisiéme chapitre. Cet opérateur est
un outil fondamental pour faire les preuves des théorémes.

Avec tous ces outils (et de 'analyse fonctionnelle et des techniques usuelles
dans I'étude des équations aux dérivées partielles, comme l'intégration par
parties et des théorémes de point fixe ...), on est prét dans le dernier cha-
pitre a étudier les équations de Navier-Stokes-Coriolis, on prend le cas ot la
masse volumique p = 1 et p = 1, les résultats obtenus restent vraies lorsque
p et pu sont des constantes. Pour étudier ces équations, on va travailler sur
I’équation intégrale ‘mild’, la résolution de cette équation est équivalente la
résolution de systéme (NSC). Les résultats obtenus sont :

Le premier résultat (théoréme 7) montre qu’a une petite condition initiale les

équations de Navier-Stokes-Coriolis sont bien posées dans I'espace F'B ;;(R”)
L’idée de la démonstration est de montrer que ’équation 1(u) = u admet
une et une seule solution pour tout condition initiale uy avec ¥ est 'applica-
tion solution définie par W(u)(t) := T(t)ug — N(u,u)(t). On commence par
montrer des lemmes et a la fin on utilise ces lemmes et le théoréme de point
fixe pour finir la preuve.

Le deuxiéme résultat (théoréme 8) montre que pour tout ¢ > 2 le systéme

(NSC) est mal posé dans '’espace F 'B;; (R™), parce que la stabilité de la solu-
tion fait défaut. L’idée de la démonstration est de montrer que I'application
solution ne dépend pas d’une fagon continue de la donnée initiale, c.-a-d. on
montre la discontinuité de l'application u[f] = T'(.)f — N(u, u). On fait cette
preuve en se basant sur la théorie de [5] et d’un contre-exemple qui va nous
donner la contradiction. .

Les résultats précédents montre que l'espace I B ,(R") est optimal dans
les espaces F' .B;;(R”), q € R. Les questions qui se posent maintenant sont :

(1) Est-ce que le probléme est bien posé pour toute donnée initiale dans

I’espace précédent ?
(77) Sinon existe-t-il une possibilité d’optimiser cet espace ?
(7i1) Est-ce que le probléme est mal posé pour toute donnée initiale su-

. . . sy~ 1
périeure a une constante donnée dans les espaces I'B 1’q(R”), qgeR?
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