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Liste des notations
— Les notations dans R3 :

u =

 u1

u2

u3

 , v =

 v1

v2

v3


— ut : la dérivée partielle de u par rapport à t

ut =
∂u

∂t

— ∆u : le laplacien de u

∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

— ∇u : le gradient de u

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

,
∂u

∂x3

)
— (u · ∇)u : le terme bilinéaire

(u · ∇)u = u1
∂u

∂x1

+ u2
∂u

∂x2

+ u3
∂u

∂x3

— u⊗ v : produit tensoriel

u⊗ v =

 u1v1 u2v1 u3v1

u1v2 u2v2 u3v2

u1v3 u2v3 u3v3


— ∇ · (u⊗ v) : divergence du produit tensoriel u⊗ v

∇ · (u⊗ v) =

∂1(u1v1) + ∂2(u2v1) + ∂3(u3v1)
∂1(u1v2) + ∂2(u2v2) + ∂3(u3v2)
∂1(u1v3) + ∂2(u2v3) + ∂3(u3v3)

 = (∇ · u)v + (u · ∇)v

— le symbole de Kronecker :

δij = δji = δij =

{
1 si i = j

0 si i 6= j
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— le symbole de Levi-Civita :
En 3-dimension, on peut figurer le symbole de Levi-Civita comme
suit :

εijk =


+1 si (i, j, k) est (1, 2, 3), (2, 3, 1) ou (3, 1, 2),

−1 si (i, j, k) est (3, 2, 1), (1, 3, 2) ou (2, 1, 3),

0 si i = j ou j = k ou k = i.

La relation du symbole Levi-Civita au symbole de Kronecker est :

εijkεlmn = δilδjmδkn+δimδjnδkl+δinδjlδkm−δilδjnδkm−δinδjmδkl−δimδjlδkn

3∑
i=1

εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm

3∑
i,j=1

εijkεijn = 2δkn

En 2-dimension, le symbole de Levi-Civita est défini par :

εij =


+1 si (i, j) = (1, 2)

−1 si (i, j) = (2, 1)

0 si i = j

— f̂ : la transformations de Fourier de f

F (f)(ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn
e−ixξf(x) dx.

la transformation de Fourier inverse de f

F−1(f̂)(x) = f(x) =
1

(2π)n

∫
Rn
eix·ξf̂(ξ) dξ.

— f ∗ g : le produit de convolution est défini par :

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− t)g(t) dt =

∫
Rn
f(t)g(x− t) dt

4



Introduction
En ce moment, l’équation de Navier-Stokes est l’équation au dérivées par-

tielles (EDP) de la physique la plus étudiée par les mathématiciens à travers
le monde. Elle nous sert à prédire la météo, simuler les fluides en tourbillon,
optimiser les ailes des avions, améliorer le réalisme des jeux vidéos...

Les équations de Navier-Stokes sont des équations non linéaires qui dé-
crivent le mouvement des fluides. Ces équations sont nommées pour hono-
rer les travaux de deux scientifiques du XIXeme siècle, le mathématicien et
l’ingénieur des ponts Henri Navier qui introduit la notion de viscosité dans
les équations d’Euler en 1823, et le mathématicien-physicien anglo-irlandais
George Gabriel Stokes qui a donné sa forme définitive à l’équation de conser-
vation de la quantité de mouvement en 1845.

le 24 mai 2000, les membres de l’institut Clay de mathématiques ont posé
sept problèmes millénaire de mathématique et les équations de Navier-Stokes
est l’un de ses problèmes.

Les équations de Navier Stokes forment un modèle bien accepté. Ces
équations bien évidement compliquées, cette complication est dûe au terme
linéaire de diffusion et au terme non linéaire cinématique qui rendent difficile
le choix d’un espace fonctionnel bien adapté au problème, c’est pourquoi jus-
qu’à présent il n’y a aucune théorie capable d’étudier l’existence, l’unicité, la
régularité et le comportement asymptotique des équations de Navier-Stokes.

Dans ce mémoire, on s’intéresse au problème de Navier Stokes incompres-
sible avec la force de Coriolis (NSC) suivant :

∂u

∂t
−∆u+ Ωe3 × u+ (u.∇)u+∇p = 0 dans R3 × (0,∞),

div u = 0 dans R3 × (0,∞),
u(x, 0) = u0(x) dans R3.

(NSC)

où u = u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) et p = p(x, t) sont respectivement
le champ de vitesse et la pression du fluide au point (x, t) ∈ R3×(0,∞), u0 la
vitesse initiale du fluide. Le nombre réel Ω représente la vitesse de rotation
du fluide autour du vecteur e3 = (0, 0, 1), qui est appelé le paramètre de
Coriolis.

Dans ce rapport, on va donner un premier résultat où le problème (NSC)
est bien posé, et un deuxième résultat où le problème (NSC) est mal posé. En
particulier, on s’intéresse à l’existence et l’unicité de la solution uniformément
globale, pour une petite condition initiale dans un espace invariant d’échelle.
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Ici, la solution uniformément globale signifie que la vitesse initiale ne dépend
pas de la vitesse de rotation Ω. Un espace de Banach X pour la condition
initiale est dit invariant d’échelle s’il vérifie ‖uλ0‖X = ‖u0‖X pour tout λ > 0,
où uλ0(x) = λu0(λx).

Dans le cas d’une vitesse de rotation |Ω| suffisamment rapide Babin, Ma-
halov, et Nikolaenko [1, 2, 3] ont obtenu l’existence globale et la régularité
des solutions de (NSC) avec un champ de vitesse initial périodique. Chemin,
Desjardins, Gallagher et Grenier [13, 14] ont prouvé que pour toute vitesse
initiale u0 ∈ L2(R2)2+H

1
2 (R3)3 avec divu0 = 0, il existe une constante Ω0 > 0

telle que pour tout Ω ∈ R avec |Ω| > Ω0, (NSC) admet une solution globale
unique. Konieczny et Yoneda [31] ont prouvé l’existence globale des solutions
"mild" de (NSC) pour toute vitesse initiale dans l’espace de Fourier-Besov

˙FB
2−3/p

p,∞ (R3), 1 < p 6∞ d’une part ; et dans l’espace ˙FB
−1

1,1(R3)∩ ˙FB
0

1,1(R3)
d’autre part.

Dans le cas de l’existence et de l’unicité des solutions uniformément glo-
bales avec une petite vitesse initiale, Giga, Inui, Mahalov et Saal [23] ont
obtenu la solution dans un espace invariant d’échelle FM−1

0 (R3). Hieber et
Shibata [25] ont obtenu la solution pour toute vitesse initiale dans l’espace
de Sobolev H

1
2 (R3).

Notre travail est basé sur l’article de "Tsukasa Iwabuchi" et "Ryo Takada"
[27] et s’intéresse à résoudre le problème de Navier-Stokes avec la force de
Coriolis (NSC) dans l’espace de Fourier-Besov ˙FB

−1

1,2(R3). Il est organisé
comme suit :

Dans la première section, on présente une modélisation des équations de
Navier-Stokes avec la force de Coriolis, en se basant sur les informations
données dans le livre de A.J. Chorin et J.E. Marsden [15], et le livre de
Chandrasekhar [12].

La deuxième section est un préliminaire qui consiste à rappeler certaines
définitions et certaines inégalités importantes telles que l’inégalité de Young
et l’inégalité de Hardy-Littlewood-Paley. Dans cette même section on définit
la décomposition de Littlewood-Paley, le para-produit de Bony, les espaces
de Besov ainsi que des propriétés importantes pour la suite de ce travail.
Ensuite, on définit les outils de base utilisés dans ce travail, qui sont la
transformée de Riesz et le projecteur de Leray-Helmholtz. On termine cette
section avec les semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés, en donnant une
attention particulière au semi-groupe de la chaleur et au semi-groupe de
Stokes-Coriolis.
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Enfin, la dernière section contient les résultats concernant les équations
de Navier-Stokes-Coriolis (NSC) avec des données initiales dans des espaces
de Fourier-Besov homogènes. On démontre l’existence globale et l’unicité des
solutions mild pour des petittes données initiales dans l’espace ˙FB

−1

1,2(R3)
voisin de BMO−1(R3). On montre aussi que le problème (NSC) est mal
posé lorsque la donnée initiale appartient à l’espace ˙FB

−1

1,q(R3), q > 2, ce
qui implique l’optimalité de l’espace ˙FB

−1

1,2(R3) pour l’existence globale de la
solution.
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Chapitre 1

Construction physique du modèle

Dans ce chapitre, nous rappelons les constructions physiques des différents
modèles en suivant la présentation faite dans le chapitre 1 livre de A. J.
Chorin et J. E. Marsden [15] .

Soit D un domaine remplie d’un fluide dans un espace à deux ou trois
dimensions. Imaginez que le fluide soit en mouvement. Notre objet est de
décrire ce mouvement.

Soit x un point dans D, et considérons la particule de fluide qui se déplace
à travers x à l’instant t. Par exemple, nous pouvons imaginer une particule de
poussière en suspension dans le fluide ; cette particule parcourt une trajectoire
bien définie. Soit u(x, t) la vitesse de la particule de fluide de coordonnées x
à l’instant t. Ainsi, pour chaque instant fixe, u est un champ de vecteur sur
D. Voir la figure. On dit que u est le champ de vitesse du fluide.
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Pour chaque instant t, on supposera que le fluide homogène a une masse
volumique ρ(x, t) bien définie. Ainsi, si W est un sous-domaine de D, on
suppose que la masse de fluide dans W à l’instant t est donnée par

m(W, t) =

∫
W

ρ(x, t)dx. (1.1)

Dans ce qui suit, on supposera que les fonctions u, ρ (et les autres fonc-
tions à introduire plus tard) sont suffisamment régulières pour que les opé-
rations de calcul standard puissent être effectuées sur elles.
La dérivation des équations qu’on va voir plus tard, est basée sur trois prin-
cipes de base :

— la masse ne peut être ni créée ni détruite,
— la dérivée de la quantité de mouvement est égale à la somme des forces

extérieures qui s’exercent sur le fluide(deuxième loi de Newton),
— l’énergie ne peut être ni créée, ni détruite.

1.1 L’équation de continuité
Soit W un sous-domaine fixe de D (W ne change pas avec le temps). La

dérivée de la quantité de mouvement en W et à l’instant t est égale à

d

dt
m(W, t) =

d

dt

∫
W

ρ(x, t)dx

=

∫
W

∂

∂t
ρ(x, t)dx.

Soit ∂W la frontière de W supposée réguliere, n le vecteur normale vers
l’extérieur définie aux points de ∂W . Le débit volumique traversant par
unité de surface est u · n et le débit massique traversant par unité de surface
est ρu · n.
Ainsi, le débit massique total qui travers ∂W est l’intégrale de surface de ρu
sur ∂W :
le taux de changement de masse croisant le sens sortant

le taux de changement
de masse croisant
le sens sortant

 =

∫
∂W

ρu · ndS.
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Le principe de la conservation de la masse peut être énoncé plus précisé-
ment comme suit : le taux de variation de la masse en W est égale au débit
massique qui traverse ∂W vers l’intérieur, c-à-d

d

dt

∫
W

ρdx = −
∫
∂W

ρu · ndS, (1.2)

c’est la forme intégrale de la loi de conservation de la masse. Selon le théorème
de flux-divergence, cette affirmation est équivalente à∫

W

(
∂ρ

∂t
+ div(ρu)

)
dx = 0. (1.3)

Comme cela est vérifié pour tous les W , alors elle est équivalente à

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0, (1.4)

cette équation est l’équation de continuité.

1.2 La deuxième loi de Newton
Soit x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)), le trajet suivi par une particule de fluide,

alors le champ de vitesse est

u(x1(t), x2(t), x3(t), t) =

(
∂x1(t)

∂t
,
∂x2(t)

∂t
,
∂x3(t)

∂t

)
, (1.5)

c-à-d
u(x(t), t) =

dx(t)

dt
. (1.6)

L’accélération d’une particule fluide est donnée par

a(t) =
d2

dt2
x(t)

=
d

dt
u(x(t), t)

=
d

dt
u(x1(t), x2(t), x3(t), t)

=
∂u

∂x1

∂x1

∂t
+

∂u

∂x2

∂x2

∂t
+

∂u

∂x3

∂x3

∂t
+
∂u

∂t
,
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i.e
a(t) =

∂u

∂t
+ u · ∇u. (1.7)

On peut déduire aussi que pour toute fonction f dépend de l’espace et
du temps, on a

d

dt
u(x(t), t) =

∂u

∂t
+ u · ∇u, (1.8)

pour tout continuum ou milieu continu (décrire un fluide par milieu continu),
les forces agissant sur le continuum sont de deux types :

— les forces volumiques qui s’exercent sur chaque particule fluide interne
au continuum .

— les forces surfaciques ou de contact qui s’exercent sur la frontière S du
continuum .

On examine plus tard les forces de contact en général, mais pour l’instant
définissons un fluide idéal comme ayant la propriété suivante : pour tout
mouvement du fluide, il existe une fonction p(x, t) appelée pression telle que
si S est une surface dans le fluide avec une unité normale n choisie, la force
de contact exercée sur la surface S en x ∈ S à l’instant t dans la direction
de n est 

la force surfacique
traverse S dans
la direction n

 = p(x, t)n.

Notez que la force agit orthogonalement sur la surface S ; c’est-à-dire qu’il
n’existe pas de force tangentielle.
Intuitivement, l’absence de force tangentielle implique qu’il n’y a aucun
moyen pour que la rotation commence dans le fluide. Cette idée sera dé-
veloppée dans la section suivante.

Considérons donc un domaine W quelconque du fluide. Sur chaque élé-
ment dS de la frontière de W , une force normale rentrant dans le domaine
W , définie par la pression p locale :

dS∂W = −p n dS
et donc, pour la surface ∂W toute entière :

S∂W = −
∫
∂W

pndS. (1.9)
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Si v est un vecteur fixe dans l’espace, on a

v · S∂W = −
∫
∂W

pv · ndS

= −
∫
W

div(pv)dx.

= −
∫
W

∇p · vdx

Donc

S∂W = −
∫
W

∇pdx. (1.10)

Soit X(x, t) la force volumique s’exerçant sur le continuum, la force total
s’exerçant sur chaque particule fluide est :

Force Totale = ρX −∇p.

Par la seconde loi de Newton (force = masse × accélération), nous sommes
conduits à l’équation différentielle suivante :

ρ
du

dt
= ρX −∇p, (1.11)

cette équation est une simple équation de l’hydrodynamique.

1.3 Les équations de l’hydrodynamique
Les équations de l’hydrodynamique nous donne les différentes lois de

conservation de la physique. Pour ce faire, nous suivons la présentation faite
dans le chapitre 2 et 3 du livre de Chandrasekhar [12].

On considère un fluide dont la densité ρ(x, t) où x ∈ R3 et t ∈ [0,∞[. On
note par u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)) la vitesse du fluide.

Soit l’équation de continuité suivante :

∂ρ

∂t
+

3∑
j=1

∂

∂xj
(ρuj) = 0, (1.12)
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qui exprime la conservation de la masse. Une autre forme de (1.12) qui pourra
être utile, est la suivante :

∂ρ

∂t
+

3∑
j=1

uj
∂ρ

∂xj
= −ρ

3∑
j=1

∂uj
∂xj

(1.13)

Pour un fluide homogène incompressible (ρ = ρ0 est constante), l’équation
de continuité est réduite à :

3∑
j=1

∂uj
∂xj

= 0 i.e. divu = 0 ou ∇ · u = 0, (1.14)

dans ce cas, la vitesse est donc un champ de divergence nulle. Les équations
de mouvement de l’hydrodynamique :

ρ
∂ui
∂t

+ ρ
3∑
j=1

uj
∂ui
∂xj

= ρXi +
3∑
j=1

∂Pij
∂xj

, (1.15)

où Xi est la ieme composante de toute force extérieure qui pourrait agir sur
le fluide. Pij est la tenseur des contrainte exercée dans la direction xj sur
un élément de surface normal à xi. Cette force doit dépendre du taux de
croissance de déformation dans le fluide donné par :

eij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (1.16)

D’après une des hypothèses de la dynamique des fluides, nous donne
l’équation suivante :

Pij = wij +
3∑

k,l=1

qij;klekl, (1.17)

où wij = −pδij est un tenseur symétrique vers lequel tend Pij quand eij = 0,
et qij;kl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) est un tenseur d’ordre 4, où p, λ et µ
sont des fonctions(scalaires). Dans le cas d’un fluide isotropique, la forme
de (1.17) doit être invariante par toutes les rotations et les translations des
coordonnées du système. Ça implique donc que wij et qij;kl sont des tenseurs
isotropiques. On trouve :

Pij = −pδij + 2µeij + λδij

3∑
k=1

ekk. (1.18)
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On définit p comme étant la pression isotropique en xi quand il n’y a pas
de déformation,dans ce cas,

3∑
i=1

Pii = −3p = −3p+ 2µ
3∑
i=1

eii + 3λ
3∑

k=1

ekk (1.19)

On trouve alors, dans le cas où le fluide n’est pas forcément incompressible :

λ = −2

3
µ, (1.20)

et

Pij = −pδij + 2µeij +−2

3
µδij

3∑
k=1

ekk. (1.21)

Le coefficient µ qui apparaît dans cette équation est le coefficient de viscosité.
Les termes dans (1.21) qui sont proportionnels à µ définissent les contraintes
dues à la viscosité. Si on les note par

pij = µ

[(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
−

3∑
k=1

2

3

∂uk
∂xk

δij

]
. (1.22)

Dans le cas d’un fluide homogène incompressible, le tenseur visqueux a la
forme plus simple :

pij = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (1.23)

En remplaçant Pij dans (1.15) par son expression, on trouve :

ρ
∂ui
∂t

+ ρ

3∑
j=1

uj
∂ui
∂xj

= ρXi +
∂p

∂xi
+

3∑
j=1

∂

∂xj
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
− 2

3

∂

∂xi

3∑
k=1

∂uk
∂xk

.

(1.24)
Dans le cas d’un fluide homogène incompressible pour lequel µ est constante,
l’équation (1.24) est réduite à :

ρ
∂ui
∂t

+ ρ
3∑
j=1

uj
∂ui
∂xj

= ρXi −
∂p

∂xi
+ µ∆ui. (1.25)
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1.4 Les équations de l’hydrodynamique dans
un référentiel en rotation

Considérons un fluide en rotation autour d’un axe fixe avec une vitesse
angulaire constante Ω. Il conviendra de décrire les mouvements qui s’y pro-
duisent, comme ils apparaîtront à un observateur au repos dans un référentiel
en rotation autour du même axe et avec la même vitesse angulaire. Dans un
tel référentiel tournant, des quantités qui seront reconnues comme des vi-
tesses et des accélérations par un observateur au repos dans celui-ci, ne sont
pas identiques aux vitesses et aux accélérations reconnues par un observateur
au repos par rapport à un repère inertiel fixé.

Pour éviter les ambiguïtés qui en résultent et pour fixer les idées, considé-
rons explicitement le cadre inertiel (ξ, η, ζ) par rapport auquel le système de
coordonnées choisi (x, y, z) est en rotation avec une vitesse angulaire Ω au-
tour de l’axe ζ. De plus, les axes z et ζ coïncident. La transformation reliant
les deux systèmes de coordonnées est :

x = +ξ cos(Ωt) + η sin(Ωt),
y = −ξ sin(Ωt) + η cos(Ωt),
z = ζ.

(1.26)

Un vecteur q, avec les composantes qξ, qη et qζ , dans le repère inertiel, aura
les composantes suivantes suivant les directions instantanées des axes du
référentiel en rotation :

q
(0)
x = +qξ cos(Ωt) + qη sin(Ωt)

q
(0)
y = −qξ sin(Ωt) + qη cos(Ωt)

q
(0)
z = qζ .

(1.27)

Nous avons distingué les composantes du vecteur obtenu par cette trans-
formation par un indice supérieur, car elles ne sont pas nécessairement les
mêmes quantités, qui seront reconnues par l’observateur au repos dans le ré-
férentiel en rotation. L’indice supérieur distinguera ensuite les quantités qui
auront le même sens absolu, par opposition au sens relatif. La raison de cette
distinction apparaîtra clairement lorsque nous considérerons les quantités,
qui ont le sens de vitesse et d’accélération dans le référentiel en rotation et
leurs relations avec la vitesse et l’accélération ’absolue’. On dérive l’équation
(1.26) par rapport à t, on obtient

dx

dt
=

(
dξ

dt
cos(Ωt) +

dη

dt
sin(Ωt)

)
− Ω(ξ sin(Ωt)− η cos(Ωt)), (1.28)
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dy

dt
=

(
− dξ

dt
sin(Ωt) +

dη

dt
cos(Ωt)

)
− Ω(ξ cos(Ωt) + η sin(Ωt)). (1.29)

Clairement,
dx

dt
et
dy

dt
sont les quantités que l’observateur au repos dans

le référentiel en rotation reconnaîtra comme les composantes ux et uy des
vitesses de fluide le long des directions x et y. Les équations (1.28) et (1.29)
mettent en relation ux et uy avec u(0)

x et u(0)
y . On a

ux = u
(0)
x + Ωy

uy = y
(0)
y − Ωx

uz = u
(0)
z .

(1.30)

Ces équations peuvent être combinées en une seule équation vectorielle :

u = u(0) − Ω× r. (1.31)

Maintenant, en dérive les équations (1.28) et (1.29) une deuxième fois par
rapport à t, on obtient

d2x
dt2

=

(
d2ξ
dt2

cos(Ωt) + d2η
dt2

sin(Ωt)

)
+ 2Ω

(
− dξ

dt
sin(Ωt) + dη

dt
cos(Ωt)

)
− Ω2x,

d2y
dt2

=

(
− d2ξ

dt2
sin(Ωt) + d2η

dt2
cos(Ωt)

)
+ 2Ω

(
− dξ

dt
cos(Ωt) + dη

dt
sin(Ωt)

)
− Ω2y.

(1.32)
Les équations sont équivalents au équations suivantes :

dux
dt

=

(
du

(0)
x

dt

)(0)

+ 2Ωu
(0)
y − Ω2x,

duy
dt

=

(
du

(0)
y

dt

)(0)

− 2Ωu
(0)
x − Ω2y.

(1.33)

En remplaçant u(0)
x et u(0)

y de (1.30) dans les équations précédentes, on
obtient (

du
(0)
x

dt

)(0)

=
dux
dt

+ 2Ωuy − Ω2x,(
du

(0)
y

dt

)(0)

=
duy
dt

+ 2Ωux − Ω2y,(
du

(0)
Z

dt

)(0)

=
duz
dt
.

(1.34)
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Ces équations peuvent être combinées en une seule equation vectorielle :(
du(0)

dt

)(0)

=
du

dt
+ 2Ω× u− 1

2
∇(|Ω× r|2). (1.35)

Le terme 2Ω× u dans cette équation représente l’accélération de Coriolis
et le terme −1

2
∇(|Ω× r|2) représente la force centrifuge.

Pour les dérivés par rapport aux coordonnées d’espace, il n’y a pas de
considérations compliquées telles que celles que nous venons d’expliquer pour
les différenciations par rapport au temps conduisant à des vitesses et à une
accélération. En conséquence, l’équation hydrodynamique standard ((1.15)) :

dui
dt

= Xi +
1

ρ

∂Pij
∂xj

(1.36)

(où Xi est la ieme composante des forces externes agissant sur le fluide et Pij
le tenseur des contraintes), dans le référentiel en rotation , devient

dui
dt

=
∂ui
∂t

+
3∑
j=1

uj
∂ui
∂xj

= Xi +
1

ρ

∂Pij
∂xj

+
∂

∂xj
(
1

2
|Ω× r|2) + 2εijkujΩk (1.37)

L’équation de continuité et l’équation de la chaleur ne sont pas affectées.
Pour un fluide incompressible, les équations du mouvement prennent la forme
explicite ((1.25)) :

∂ui
∂t

+
3∑
j=1

uj
∂ui
∂xj

= Xi −
∂

∂xi

(
p

ρ
− 1

2
|Ω× r|2

)
+ µ∆ui + 2εijkujΩk. (1.38)
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 L’espace de Lebesgue Lp

Dans cette partie. On présente quelque propriété importante de l’espace
de Lebesgue, comme inégalité de Hölder, inégalité de Young, inégalité de
Hardy-Littlewood-Paley, convolution, dualité ... le contenant de cette partie
est basé sur les livre [8] et [18].
Soit (X,M, µ) un espace mesurable avec µ une mesure positive. On dit que
deux fonctions sont égales si et seulement si elles coïncident sauf sur un
ensembles négligeable (i.e. de mesure nulle). Soit f une fonction mesurable
dans X, on définit :

‖f‖Lp =


(∫

X
|f |pdµ

) 1
p

si 0 < p <∞

sup
x∈X
|f(x)| si p =∞

(2.1)

et l’espace

Lp(X) = Lp(X,M, µ) = {f : X → C, f est mesurable et ‖f‖Lp <∞}.
(2.2)

On va utiliser la notation Lp(X) ou Lp au lieu de Lp(X,M, µ) puisque la
notation ne cause pas de confusion. On sait que l’espace Lp(X,M, µ) est
muni d’une semi-norme ‖.‖Lp , en particulier pour 1 6 p 6 ∞, le couple
(Lp(X,M, µ), ‖.‖Lp est un espace normé.
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La proposition suivante est une forme générale de l’inégalité de Hölder
trouvée dans [[8], page 118].

Proposition 1. (L’inégalité de Hölder). Soient f1, f2, ..., fk des k fonc-
tions tel que fi ∈ Lpi(X), i = 1, 2, ..., k avec 1 6 pi 6∞. Si

f(x) =
k∏
i=1

fi(x),

alors f ∈ Lp(X) avec
1

p
=
∑k

i=1

1

pi
et

‖f‖Lp 6
k∏
i=1

‖fi‖Lpi .

En cas particulier, k = 2 et p1 = p2 = 2 on a le corollaire suivant :

Corollaire 1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si f1, f2 ∈ L2(X), alors

‖f‖L1 6 ‖f1‖L2‖f2‖L2 .

Pour 1 6 p 6 ∞, on sait que (Lp, ‖.‖Lp est un espace de Banach. On a
l’inégalité triangulaire pour la norme dans ces espaces.

Proposition 2. (Inégalité de Minkowski). Pour 1 6 p 6 ∞ et f, g ∈
Lp(X), on a :

‖f + g‖Lp 6 ‖f‖Lp + ‖g‖Lp . (2.3)

L’inégalité de Minkowski (2.3) précise que la norme Lp de la somme des
deux fonctions est au plus la somme de la norme Lp de ces fonctions. Le
théorème suivant est une généralisation de la proposition 2 trouvée dans [[17],
page 194], connue sous le nom d’inégalité de Minkowski pour les intégrales.
Ici, la somme est remplacée par les intégrales comme suit :

Théorème 1. (Inégalité de Minkowski pour intégrales). Soient (X,M, µ)
et (Y,N , ν) deux espaces mesurés de mesure σ−finie, et soit f une fonction
(M⊗N )−mesurable dans X × Y

— Si 1 6 p <∞ et f > 0, alors[ ∫ (∫
f(x, y)dν(y)

)p
dµ(x)

] 1
p

6
∫ [ ∫

f(x, y)pdµ(x)

] 1
p

dν(y),
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— Si 1 6 p 6 ∞ et f(., y) ∈ Lp(X) pour presque partout y, et la fonc-
tion y 7→ ‖f(., y)‖Lp appartient à L1(Y ). Alors f(x, .) ∈ L1(Y ) pour
presque partout x, la fonction x 7→

∫
f(x, y)dν(y) appartient à Lp(X)

et ∥∥∥∥∫ f(., y)dν(y)

∥∥∥∥
Lp

6
∫
‖f(., y)‖Lpdν(y).

Les deux théorèmes donnés ci-dessous nous donnent deux résultats im-
portants de la théorie de l’intégration. La première est une généralisation du
théorème de changement de variable que nous connaissons par Calcul. Et la
seconde nous permet, sous certaines hypothèses, de changer l’ordre d’inté-
gration en intégrales doubles. Ici, pour un espace mesuré de mesure σ−finie
(X,M, µ), on note L+(X,M, µ) l’espace de toutes les fonctions mesurables
de X à [0,∞]. De plus, pour une fonction f définie sur X × Y , les fonctions
fx et f y de f sont données respectivement par fx(y) = f y(x) = f(x, y).

Théorème 2. (théorème de changement de variable [17, page 73]).
(i) Soit T ∈ GL(n,R). Si f est mesurable sur Rn, alors f ◦ T est une

fonction mesurable dans Rn. Ainsi, si f > 0 ou f ∈ L1(Rn), alors∫
Rn
f(x)dx = | detT |

∫
Rn

(f ◦ T )(x)dx,

(ii) Soit X un ouvert de Rn et G : X → Rn un C1−difféomorphisme.
Si f est une fonction mesurable sur G(X), alors f ◦ G est aussi une
fonction mesurable sur X. Ainsi, si f > 0 ou f ∈ L1(G(X)), alors∫

G(X)

f(x)dx =

∫
X

(f ◦G)(x)| detDxG|dx.

Théorème 3. (Théorème de Fubini-Tonelli [17, page 67]). Soient
(X,M, µ) et (Y,N , ν) deux espaces mesurés de mesure σ−finie.

(i) (Tonelli) Si f ∈ L+(X × Y ), alors les fonction g(x) =
∫
fxdν et

h(y) =
∫
f ydµ sont dans L+(X) et L+(Y ) respectivement, et∫

fd(µ×ν) =

∫ [ ∫
f(x, y)dν(y)

]
dµ(x) =

∫ [ ∫
f(x, y)dµ(x)

]
dν(y)

(2.4)
(ii) (Fubini) Si f ∈ L1(X × Y ), alors fx ∈ L1(Y ) pour presque partout

x ∈ X, f y ∈ L1(X) pour presque partout y ∈ Y , les fonctions g(x) =∫
fxdν et h(y) =

∫
f ydµ sont dans L1(X) et L1(Y ) respectivement et

(2.4) tient.
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Lemme 1. (lemme de Fatou).
Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Si (fn) une suite de fonctions mesurables
dans L+(X), alors ∫

X

lim inf fndµ 6 lim inf

∫
X

fndµ

Théorème 4. (Dualité [17, page 190] ).

On suppose 1 6 p 6∞ et
1

p
+

1

q
= 1. Alors (Lp)′ = Lq dans le sens suivant :

pour toute fonctionnelle linéaire continue ϕ sur Lp, il existe une et une seule
application g ∈ Lq telle que :

ϕ(f) =

∫
X

f(x)g(x)dµ(x) ∀f ∈ Lp

De plus, ‖ϕ‖(Lp)′ = ‖g‖Lq

Aussi, on rappelle la définition du produit de convolution et ses propriétés

Définition 1. Soient f et g deux foncions mesurables sur Rn. Le produit de
convolution de f et g est la fonction f ∗ g définie par :

f ∗ g(x) =

∫
X

f(x− y)g(y)dy (2.5)

pour tout x tel que l’intégrale existe.

Soit f une fonction définie sur Rn et y ∈ Rn, on donne la translation
τyf(x) = f(x− y). Dans la suite, on présente quelques propriétés du produit
de convolution.

Proposition 3. [17, page 240].
Supposons que toutes les intégrales existent. Alors :

(i) f ∗ g = g ∗ f
(ii) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)
(iii) τy(f ∗ g) = (τyf) ∗ g = f ∗ (τyg)
(iv) supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g)

Afin de garantir que l’intégrale (2.5) existe, plusieurs conditions peuvent
être imposées à f et g. Par exemple, si f est bornée et à support compact,
et si g est localement intégrable, nous avons (2.5) existe. Plus généralement,
les résultats suivants sont valables.
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Proposition 4. ( voir [17, page 241]).

Soient 1 6 p, q 6∞ tels que
1

p
+

1

q
= 1. Si f ∈ Lp et g ∈ Lq, alors f ∗ g(x)

existe pour tout x, f ∗ g est bornée et uniformément continue, et

sup
x∈Rn
|f ∗ g(x)| 6 ‖f‖Lp‖g‖Lq

Proposition 5. ( Inégalité de Young voir [17, page 240]).

Supposons 1 6 p, q, r 6 ∞ et
1

r
+ 1 =

1

p
+

1

q
. Si f ∈ Lp et g ∈ Lq, alors

g ∗ f ∈ Lr et
‖f ∗ g‖Lr 6 ‖f‖Lp‖g‖Lq

L’une des propriétés les plus remarquables de la convolution est sa relation
avec le dérivée. Un exemple de ceci est donné dans le résultat suivant.

Proposition 6. (voir [17, page 241]).
Si f ∈ L1, g ∈ Ck, et ∂αg est bornée pour |α| 6 k, alors f ∗ g ∈ Ck et
∂α(f ∗ g) = f ∗ (∂αg) pour |α| 6 k.

Ensuite, nous présentons une inégalité importante que nous utiliserons
dans le dernier chapitre. Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité
de Hardy-Littlewood-Sobolev et il estime, selon la norme de Lebesgue, le
potentiel de Riesz d’ordre α, Iα, qui est défini par

Iαf(x) = 2−απ−
n
2

Γ(n−α
2

)

Γ(α
2
)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy.

Proposition 7. (Inégalité Hardy-Littlewood-Sobolev, voir [24, page
3]).

Soient 0 < α < n et 1 < p < q <∞ vérifient
1

q
=

1

p
− α
n
. Alors, il existe une

constante positive C = C(n, α, p) telle que, pour tout f ∈ Lp(Rn), on a :

‖Iαf‖Lq 6 C‖f‖Lp

2.2 La décomposition de Littlewood-Paley et le
para-produit de Bony

Dans cette partie, nous rappelons la décomposition de Littlewood-Paley
et le para-produit de Bony, outils nécessaires qui nous aident à définir les
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espaces de Besov et dans les preuves d’estimations basées sur ces espaces.

Soit ϕ une fonction de la classe de Schwarz S (Rn), alors ϕ̂ ∈ S (Rn). on
choisi une fonction ϕ qui vérifie :

∀ξ ∈ Rn


0 6 ϕ̂(ξ) 6 1

ϕ̂(ξ) = 1 si |ξ| 6 1

ϕ̂(ξ) = 0 si |ξ| > 2

donc
suppϕ̂(ξ) ⊂ {ξ ∈ Rn, |ξ| 6 2}

ϕ̂j(ξ) = ϕ̂(2−jξ) ∀j ∈ Z

φ̂j = ϕ̂j − ϕ̂j−1 ∀j ∈ Z et φ̂ = φ̂0 = ϕ̂− ϕ̂−1

Donc, on a :
0 6 φ̂(ξ) 6 1 ∀ξ ∈ Rn

supp φ̂ ⊂ {ξ ∈ Rn| 2−1 6| ξ |6 2},

et, ∑
j∈Z

φ̂j(ξ) = 1 ∀ξ ∈ Rn \ {0}, (2.6)

On remarque que φj(x) := 2jnφ(2jx).
En effet :
Soit x ∈ Rn

φj(x) =
1

(2π)n

∫
Rn
eix·ξφ̂j(ξ)dξ

ζ=2−jξ
= 2jn

1

(2π)n

∫
Rn
ei2

jx·ζ φ̂(ζ)dζ

= 2jnφ(2jx).

Définition 2. Pour j ∈ Z et f ∈ S ′(Rn), on note

∆jf := F−1(φ̂j f̂), Sjf = F−1(ϕ̂j f̂)
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Remarque 1. Les opérateurs ∆j et Sj vérifient les identités suivantes :

∆j∆kf = 0, si|j − k| > 2, (2.7)

∆j(Sk−1f∆kg) = 0, si|j − k| > 5, (2.8)

pour toutes f, g ∈ S (R3).

On rappelle ensuite la décomposition de Littlewood-Paley trouvée dans
[34, page 23].

Proposition 8. (Décomposition de Littlewood-Paley )
Soient N ∈ Z et f ∈ S ′. Alors f = SN +

∑
j>N ∆jf avec convergence

dans S ′. Cette égalité est dit la décomposition de Littlewood-Paley de f . En
outre, si limN→−∞∆jf = 0 dans S ′, alors l’égalité f =

∑
j∈Z ∆jf est dite

la décomposition homogène de Littlewood-Paley de f .

La proposition suivante garantie la convergence de la décomposition de
Littlewood-Paley dans S ′/P .

Proposition 9. ( voir[34, page 24] ). Pour f ∈ S ′, il existe N ∈ Z, et
une suite polynomiale (Pj)j∈Z avec le degré de Pj est inférieur ou égal à N tel
que

∑
j∈Z(∆jf +Pj) converge vers f dans S ′. Ainsi l’égalité

∑
j∈Z ∆jf = f

tient dans S ′/P.

Ensuite, on va définir un sous-espace de S qui jouera un rôle important
tout au long du texte.

Définition 3. On définit l’espace des distributions tempérées qui s’annule à
l’infini comme étant l’espace S ′

0 des distributions pour que limN→−∞ SNf = 0
dans S ′.

En général, une distribution f ne peut pas être complètement recouvrable
en utilisant sa décomposition homogène de Littlewood-Paley. Cependant, cela
est possible si f appartient à l’espace des distributions tempérées modulo
l’espace des polynômes P .

Proposition 10. (Décomposition homogène de Littlewood-Paley, voir [[34],
page 24]). Pour tout f ∈ S ′, il existe N ∈ Z et une suite de polynômes
(Pj)j∈Z de degré inférieur ou égal à N de sorte que

∑
j∈Z(∆jf +Pj) converge

vers f dans S ′. Ainsi, l’égalité f =
∑

j∈Z ∆jf tient dans S ′/P.

24



Une inégalité importante dans cette théorie qui nous permet d’obtenir
des estimations de la norme de Besov est l’inégalité de Bernstein, énoncée
ci-dessous.

Lemme 2. (Inégalité de Bernstein).
On suppose que f ∈ Lp, 1 6 p 6∞, et supp f̂ ⊂ {ξ ∈ R3| 2j−2 6 |ξ| < 2j}.
Il existe alors une constante C = C(k) > 0 telle que

C−12jk‖f‖Lp 6 ‖Dkf‖Lp 6 C2jk‖f‖Lp . (2.9)

Un autre outil important dans l’analyse de Littlewood-Paley est l’opéra-
teur para-produit introduit par Bony [6].

Le para-produit de Bony

La décomposition de Bony est un outil pour étudier la régularité de pro-
duit des fonctions.

Soient f et g deux éléments de S ′(Rn)/P . Par la décomposition homo-
gène de Littlewood-Paley f =

∑
k∈Z ∆kf et g =

∑
j∈Z ∆jg. Donc, on a

fg =
∑
k∈Z

∆kf
∑
j∈Z

∆jg

=
∑
j,k∈Z

∆kf∆jg

=
∑
j,k∈Z

∑
|j−k|>3

∆kf∆jg +
∑
j,k∈Z

∑
|j−k|<3

∆kf∆jg

=
∑
j∈Z

∑
k6j−3

∆kf∆jg +
∑
k∈Z

∑
j6k−3

∆kf∆jg +
∑
k∈Z

∑
|j−k|62

∆kf∆jg

c-à-d :

fg =
∑
j∈Z

Sj−3f∆jg +
∑
k∈Z

∆kfSk−3g +
∑
k∈Z

∑
|k−j|62

∆kf∆jg (2.10)

c’est la décomposition de Bony. Cette décomposition est une formule parti-
culière d’une formule générale écrite par J.M. Bony (théorème 2.5 page 8)
dans l’article [6]
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2.3 L’espace de Fourier-Besov
Dans cette section, on présente quelque définitions et propriétés concer-

nant l’espace de Fourier-Besov.

Définition 4. Soient s ∈ R, 1 6 p, q 6∞, et

‖u‖ ˙FB
s
p,q

=


(∑

j∈Z 2jsq‖∆̂ju‖qp
) 1
q si q <∞

sup
j∈Z

2js‖∆̂ju‖p si q =∞

On définie l’espace de Fourier-Besov homogène ˙FB
s

p,q par

˙FB
s

p,q = {u ∈ S ′/P | ‖u‖ ˙FB
s
p,q
<∞}

Particulièrement Cannone et Wu ont introduit l’espace de Fourier-Herz Ḃsq
[10] associé par la norme suivante

‖u‖Ḃsq =


(∑

j∈Z 2jsq‖∆̂ju‖q1
) 1
q si q <∞

sup
j∈Z

2js‖∆̂ju‖1 si q =∞

il est clair que Ḃsq = ˙FB
s

1,q

On montre une propriété importante de l’espace Fourier-Besov ˙FB
−1

1,2(R3),

Lemme 3. L’espace ˙FB
−1

1,2(Rn) est un espace invariant d’échelle, c-à-d ∀u ∈
˙FB
−1

1,2(Rn), ∀λ ≥ 0 :

‖uλ‖ ˙FB
−1
1,2(Rn)

= ‖u‖ ˙FB
−1
1,2(Rn)

uλ = λu(λ.) (2.11)

preuve. Soit u ∈ ˙FB
−1

1,2(Rn)

‖φ̂jûλ‖L1(Rn) =

∫
Rn
|φ̂j(ξ)ûλ(ξ)|dξ

et comme pour tout λ ≥ 0, ûλ(ξ) = λ
λn
û( ξ

λ
). Alors
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‖φ̂jûλ‖L1(Rn) =

∫
Rn

λ

λn
|φ̂j(ξ)û(

ξ

λ
)|dξ

λζ=ξ
=

∫
Rn
λ|φ̂j(λζ)û(

ζ

λ
)|dζ

On prend 2−jλ = 2−j
′ , on obtient

j′ = −log22−jλ = j − log2λ.

Donc φ̂j(λζ) = φ̂j′(ζ), ce qui implique

‖φ̂jûλ‖L1(Rn) = λ‖φ̂j′û‖L1(Rn)

c-à-d

2−j‖φ̂jûλ‖L1(Rn) = 2−j2log2λ‖φ̂j′û‖L1(Rn)

= 2−j
′‖φ̂jûλ‖L1(Rn)

On applique la norme l2, On obtient

‖uλ‖ ˙FB
−1
1,2(Rn)

= ‖u‖ ˙FB
−1
1,2(Rn)

2.4 La transformation de Riesz et la projection
de Leray-Helmholtz

Dans cette section, on définit la transformation de Riesz pour l’espace de
Schwarz et pour l’espace des distributions tempérées modulo les polynômes.
Cette transformation permettra de définir la projection de Leray-Helmholtz,
qui sera utilisée dans la manipulation des équations de Navier-Stokes.

On commence avec la définition des distributions tempérées Wj.

Définition 5. Pour 1 6 j 6 n, on définit les distributions tempérées Wj

dans Rn par :

〈Wj, ϕ〉 = cn lim
ε→0

∫
|y|>ε

yi
|y|n+1

ϕ(y)dy, ∀ϕ ∈ S ,

où cn = Γ

(
n+ 1

2

)
π−

n+1
2 et Γ est la fonction Gamma.
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Maintenant on va définir la transformation de Riesz dans S . Et après,
dans S ′/P .

Définition 6. Soient 1 6 j 6 n et f ∈ S . On définit la j−ème transformée
de Riesz de f par Rjf , comme :

Rjf(x) = f ∗Wj(x) = cnp.v.

∫
Rn

xj − yj
|x− y|n+1

f(y)dy,

où p.v. est la valeur principale de Cauchy, telle que :

p.v.

∫
Rn

xj − yj
|x− y|n+1

f(y)dy = lim
ε→0

∫
|y|>ε

xj − yj
|x− y|n+1

f(y)dy

Pour définir la projection de Leray-Helmholtz, on doit calculer la trans-
formation de Fourier de la transformation de Riesz. En fait, on va vérifier
que

F [Rjf ] (ξ) = −i ξj
|ξ|
f̂(ξ).

Au début, note que

∂

∂xj
|x|−n+1 = (n− 1)p.v.

(
xj
|x|n+1

)
au sens des distributions. En effet :

〈
∂

∂xj
|x|−n+1, f

〉
(y) =

∫
Rn

∂

∂xj
|x|−n+1f(y − x)dx

=

∫
Rn

(1− n)
xj
|x|n+1

f(y − x)dx

= (1− n) lim
ε→0

∫
|x|>ε

xj
|x|n+1

f(y − x)dx

= (1− n)p.v.

〈
xj
|x|n+1

, f

〉
(y)
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Par la définition 6 et en appliquant la transformation de Fourier, on a

F [Rjf ] (ξ) = F

[
cnp.v.

〈
xj
|x|n+1

, f

〉]
(ξ)

= cnF

[
1

1− n
∂

∂xj
|x|−n+1

]
(ξ)f̂(ξ)

=
cn

1− n
(iξj)F

[
|x|−n+1

]
(ξ)f̂(ξ)

=
cn

1− n
(2πiξj)

π
n
2
−1Γ(1

2
)

Γ(n−1
2

)
|ξ|−1f̂(ξ)

= −i ξj
|ξ|
f̂(ξ),

en vérifiant la définition 5 pour tout 1 6 j 6 n le symbole de j−ème transfor-

mée de Riesz. on notera par R̂j(ξ) := −i ξj
|ξ|

. D’autre part, la transformation

de Riesz satisfait

I = −
n∑
j=1

R2
j

où I est l’identité. Cela peut être démontré en utilisant la définition 5 et∑n
j=1

(
−i ξj
|ξ|

)2

= −1. Maintenant, on est prêt à définir la j−ème transfor-

mée de Riesz Rj dans S ′/P . Étant donné f ∈ S ′/P , la manière la plus
naturelle de définir Rj serait :

〈Rjf, ϕ〉 = 〈f,Rjϕ〉, ∀ϕ ∈ S

Cependant, cette définition n’est pas possible car, étant donné ϕ ∈ S , ce
n’est pas toujours vrai. Ainsi, on utilise une autre façon de définir la transfor-
mation de Riesz dans S ′/P . Dans la section précédente, nous avons donné
un sens à la définition de l’élément |ξ|−1f̂ en S ′/P . En combinant ce fait et
la définition de la transformation de Riesz en S , on peut définir la transfor-
mation de Riesz en S ′/P .

Définition 7. Soient f ∈ S ′/P et 1 6 j 6 n. la j−ème transformée de
Riesz de f , Rjf est défini par sa transformée de Fourier comme suit

R̂jf(ξ) = −i ξj
|ξ|
f̂(ξ)
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On note que Rjf ∈ S ′/P , car −iξj est un polynôme et |ξ|−1f̂ ∈ S ′/P .
On dispose maintenant de tous les outils nécessaires pour présenter la pro-
jection de Leray.

Définition 8. La projection de Leray est définie comme suit

P = I +R⊗R

Où I est l’identité sur (S ′/P)n, R = (R1, R2, ..., Rn) et R⊗R = (RkRj)16k,j6n.

Il en résulte que Pf = f+(R⊗R)f pour tout f ∈ (S ′/P)n. En appliquant
la transformation de Fourier, on peut écrire

F [Pf ] = f̂ + F [(R⊗R)f ]

= f̂ + (F [RkRj])k,j f̂

= f̂ +

(
−i ξk
|ξ|

F [Rj]

)
k,j

f̂

= f̂ +

(
ξk
|ξ|

ξj
|ξ|

)
k,j

f̂

Alors
F [Pf ](ξ) =

(
δk,j −

ξkξj
|ξ|2

)
16k,j6n

f̂(ξ). (2.12)

Dans la proposition suivante, on résume les autres propriétés que P satis-
fait :

Proposition 11. (i) P est un opérateur linéaire ;
(ii) ∇ · (Pf) = 0 pour tout f ∈ (S ′/P)n ;
(iii) si f ∈ (S ′/P)n vérifie ∇ · f = 0, alors Pf = f .

Démonstration. .
La partie (i) découle directement de la définition de P.
Pour (ii), on a l’identité suivante

∇ · P = ∇ · I +∇ · (R⊗R) = (∂k)k + (Rk∇ ·R)k.

En appliquant la transformation de Fourier, on a

∇̂ · P = (∂̂k)k + (R̂k∇ ·R)k
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Alors

∂̂k + (R̂k∇ ·R)k = (−iξk) +
−iξk
|ξ|

(∇̂ ·R)

= (−iξk) +
−iξk
|ξ|

n∑
l=1

−iξlR̂l

= (−iξk) +
−iξk
|ξ|

n∑
l=1

−iξl
−iξl
|ξ|

= (−iξk) +
iξk
|ξ|2

n∑
l=1

ξ2
l = 0

Par conséquent, F{∇ · (Pf)} = 0 et donc ∇ · (Pf) = 0.
Pour (iii) , on utilise (7) pour obtenir

(F [Pf ])k = (f̂)k +
iξk
|ξ|2

(
n∑
j=1

−iξj f̂j

)
, (2.13)

Comme ∇ · f = 0, On a

0 = F [∇ · f ] =
n∑
j=1

F [∂jfj] =
n∑
j=1

−iξj f̂j,

Et donc, en remplaçant dans (2.13), on obtient F [Pf ] = f̂ .

Remarque 2. A partir de (ii) dans la proposition 11, on trouve P applique
(S ′/P)n sur le sous-espace de (S ′/P)n formé par toutes les distributions à
divergence nulle dans (S ′/P)n. De plus, d’après (iii) dans la proposition 11,
on a P2 = P, c’est-à-dire que P est une projection.

Cette projection sera utile pour étudier les équations de Navier-Stokes
avec la force de Coriolis. Leurs propriétés par rapport à la transformée de
Fourier nous aideront à établir des estimations importantes. Elle sera égale-
ment utilisée pour définir un autre type de projection pour traiter les pro-
blèmes d’Euler-Coriolis et de Boussinesq-Coriolis.
Comme P sera appliquée dans la suite, on verra certaines de ses propriétés
liées à des termes qui apparaissent dans les équations.
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Proposition 12. .

(i) ∂tP = P∂t ;
(ii) ∆P = P∆ ;
(iii) F [P∇] = 0.

On travaillera maintenant sur R3, où les résultats des sections suivantes
ont été obtenus. Afin de gérer le terme de Coriolis, on définit les opérateurs
de projection P± suivants :

P± : L2(R3)3 → L2(R3)3

f 7→ 1

2

(
Pf ± i D

|D|
× f

)
,

Où
D

|D|
× est défini par la transformé de Fourier comme(

D̂

|D|
× f

)
(ξ) :=

ξ

|ξ|
× f̂(ξ).

Le lemme suivant contient les propriétés de P±, que l’on peut trouver dans
[30].

Lemme 4. les projections P± vérifie P±P = P±. De plus, si ∇· f = 0 on a :
(i) f = P+f + P−f ;

(ii) P(e3 × f) = −i D3

|D|
(P+f − P−f) ;

(iii) P±P± = P± ;
(iv) P±P∓ = 0.

Démonstration. soit f ∈ L2(R3)3, on remarque que

P±(Pf) =
1

2

(
P(Pf)± i D

|D|
× (Pf)

)
=

1

2

(
Pf ± i D

|D|
× (Pf)

)
On montrera que

D

|D|
× (Pf) =

D

|D|
× f.
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On sait que

(P̂f)k = f̂k + i
ξk
|ξ|2

(
3∑
l=1

−iξlf̂l

)
,

et donc,
ξj(P̂f)k − ξk(P̂f)j = ξj f̂k − ξkf̂j.

Ainsi,

ξ

|ξ|
× (P̂f)(ξ) =

1

|ξ|

 ξ2f̂3 − ξ3f̂2

−ξ1f̂3 + ξ3f̂1

ξ1f̂1 − ξ2f̂1

 =
ξ

|ξ|
× f̂(ξ)

Alors P±(Pf) = P±f . Si ∇ · f = 0 alors Pf = f , et par conséquent

P+f + P−f =
1

2

(
f + i

D

|D|
× f

)
+

1

2

(
f − i D

|D|
× f

)
= f

Ainsi (i) est vérifié.

Ensuite, on va prouver (ii). Puisque P+f − P−f = i
D

|D|
× f , on a

−i D3

|D|
(P+f − P−f) =

D3

|D|

(
D

|D|
× f

)
.

Par conséquent, en appliquent la transformations de Fourier sur le côté
droit de l’égalité ci-dessus, on a

ξ3

|ξ|
ξ

|ξ|
× (P̂f)(ξ) =

ξ3

|ξ|2

 ξ2f̂3 − ξ3f̂2

−ξ1f̂3 + ξ3f̂1

ξ1f̂1 − ξ2f̂1
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D’autre part, à l’aide de ξ1f̂1 + ξ2f̂2 + ξ3f̂3 = 0 on obtient

( ̂P(e3 × f))1 = (ê3 × f)1 + i
ξ1

|ξ|2
3∑
j=1

(−iξj(ê3 × f)j)

= −f̂2 −
ξ1

|ξ|2
(ξ1f̂2 − ξ2f̂1)

= −f̂2 −
1

|ξ|2
(ξ2

1 f̂2 − ξ2(−ξ2f̂2 − ξ3f̂3))

= −
(

1− ξ2
1 + ξ2

2

|ξ|2
f̂2

)
+
ξ2ξ3

|ξ|2
f̂3

=
ξ3

|ξ|2
(ξ2f̂3 − ξ3f̂2).

De même, on a

( ̂P(e3 × f))2 =
ξ3

|ξ|2
(−ξ1f̂3 + ξ3f̂1),

( ̂P(e3 × f))3 =
ξ3

|ξ|2
(ξ1f̂2 − ξ2f̂1).

Par conséquent, ̂P(e3 × f) =
ξ3

|ξ|2
ξ × f̂ . En appliquant le Fourier inverse, on

obtient (ii).
Pour (iii) on note que

P±P±f =
1

2

(
P(P±f)± i D

|D|
× P±f

)
=

1

2

(
P

1

2

(
Pf ± i D

|D|
× f

)
± i D
|D|
× 1

2

(
Pf ± i D

|D|
× f

))
=

1

4

(
Pf ± iP D

|D|
× f ± i D

|D|
×
(
Pf ± i D

|D|
× f

))
Donc,

P±P±f =
1

4

(
f ± i D

|D|
× f ± iP D

|D|
× f − D

|D|
×
(
D

|D|
× f

))
. (2.14)

Ainsi, il suffit de montrer que

− D

|D|
×
(
D

|D|
× f

)
= f et P

D

|D|
× f =

D

|D|
× f.
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En appliquant le transformé de Fourier et ∇.f = 0, on a :

F

(
D

|D|
×
(
D

|D|
× f

))
=

1

|ξ|2
(ξ × (ξ × f̂))

=
1

|ξ|2
(ξ ×

 ξ2f̂3 − ξ3f̂2

−ξ1f̂3 + ξ3f̂1

ξ1f̂2 − ξ2f̂1

)

=
1

|ξ|2

ξ2(ξ1f̂2 − ξ2f̂1)− ξ3(−ξ1f̂3 + ξ3f̂1)

−ξ1(ξ1f̂2 − ξ2f̂1) + ξ3(ξ2f̂3 − ξ3f̂2)

ξ1(−ξ1f̂3 + ξ3f̂1)− ξ2(ξ2f̂3 − ξ3f̂2)


=

1

|ξ|2

ξ1(ξ2f̂2 − ξ3f̂3)− (ξ2
2 + ξ2

3)f̂1)

ξ2(ξ1f̂1 − ξ3f̂3)− (ξ2
1 + ξ2

3)f̂2)

ξ3(ξ1f̂1 − ξ2f̂2)− (ξ2
1 + ξ2

2)f̂3)


= −|ξ|

2

|ξ|2
f̂

= −f̂
Et pour la deuxième égalité

F{P D

|D|
× f} =

(
δk,j −

ξkξj
|ξ|2

)
k,j

ξ

|ξ|
× f̂

=
1

|ξ|

(
δk,j −

ξkξj
|ξ|2

)
k,j

 ξ2f̂3 − ξ3f̂2

−ξ1f̂3 + ξ3f̂1

ξ1f̂2 − ξ2f̂1



=
1

|ξ|



(
1− ξ2

1

|ξ|2

)
(ξ2f̂3 − ξ3f̂2) +

(
−ξ1ξ2

|ξ|2

)
(−ξ1f̂3 + ξ3f̂1) +

(
−ξ1ξ3

|ξ|2

)
(ξ1f̂2 − ξ2f̂1)(

−ξ1ξ2

|ξ|2

)
(ξ2f̂3 − ξ3f̂2) +

(
1− ξ2

2

|ξ|2

)
(−ξ1f̂3 + ξ3f̂1) +

(
−ξ2ξ3

|ξ|2

)
(ξ1f̂2 − ξ2f̂1)(

−ξ1ξ3

|ξ|2

)
(ξ2f̂3 − ξ3f̂2) +

(
−ξ2ξ3

|ξ|2

)
(−ξ1f̂3 + ξ3f̂1) +

(
1− ξ2

3

|ξ|2

)
(ξ1f̂2 − ξ2f̂1)


=

1

|ξ|

 ξ2f̂3 − ξ3f̂2

−ξ1f̂3 + ξ3f̂1

ξ1f̂2 − ξ2f̂1

 =
ξ

|ξ|
× f̂

Ainsi, en appliquant la transformée de Fourier inverse et en remplaçant
les deux égalités ci-dessus dans (2.14), d’où P± est une projection.
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Et enfin, pour (iv) , on remarque que

P±P∓f =
1

2

(
P(P∓f)± i D

|D|
× P∓f

)
=

1

2

(
P

1

2

(
Pf ∓ i D

|D|
× f

)
± i D
|D|
× 1

2

(
Pf ∓ i D

|D|
× f

))
=

1

4

(
Pf ∓ iP D

|D|
× f ± i D

|D|
×
(
Pf ∓ i D

|D|
× f

))
=

1

4

(
f ∓ i D

|D|
× f ± iP D

|D|
× f +

D

|D|
×
(
D

|D|
× f

))
=

1

4

(
f ∓ i D

|D|
× f ± i D

|D|
× f − f

)
= 0

2.5 Semi-groupe de la chaleur et de Stokes-Coriolis
On commence par définir ce qu’est un semi-groupe d’opérateurs linéaires

bornés et les Semi-groupes uniformément continus

Définition 9. Soit X un espace de Banach. la famille (T (t))06t<∞ des opé-
rateurs linéaires bornées de X vers X est un semi-groupe sur X si :

(i) T (0) = I, où I est l’identité sur X ;
(ii) T (t+ t′) = T (t)T (t′) pour tout t, t′ > 0.

un semi-groupe T (t) est uniformément continue si :

lim
t→0+
‖T (t)− I‖ = 0.

L’opérateur linéaire A défini par :

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe
}

et
Ax = lim

t→0+

T (t)x− x
t

pour x ∈ D(A)
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est l’opérateur infinitésimal de T , D(A) est le domaine de A.
En conséquence du semi-groupe uniformément continu, on a :

lim
t→t′
‖T (t′)− T (t)‖ = 0

Proposition 13. Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal
d’un semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur
linéaire borné.

La proposition suivante garantie l’unicité des semi-groupes uniformément
continus pour un générateur infinitésimal.

Proposition 14. (voir [35, page 2])
Soient T (t) et S(t) deux semi-groupes uniformément continus, si :

lim
t→0+

T (t)− I
t

= A = lim
t→0+

S(t)− I
t

,

Alors T (t) = S(t) pour tout t > 0.

Certaines propriétés de semi-groupes uniformément continus sont résu-
mées dans le corollaire suivant :

Corollaire 2. (voir [35, page 3])
Soit T (t) un semi-groupe uniformément continu, donc :

(i) Il existe une constante w > 0 telle que ‖T (t)‖ 6 ewt ;
(ii) Il existe un seul opérateur linéaire borné A tel que T (t) = etA ;
(iii) L’opérateur A dans (ii) est un générateur infinitésimal de T (t) ;
(iv) L’application t 7→ T (t) est différentiable et

dT (t)

dt
= AT (t) = T (t)A.

Ensuite, on va présenter la définition d’un semi groupe fortement continu
ou C0 semi-groupe.

Définition 10. Un semi-groupe T (t), 0 6 t <∞ d’opérateur linéaire bornés
sur X, est dit fortement continu si :

lim
t→0+

T (t)x = x ∀x ∈ X

dans ce cas, T (t) est dit un semi-groupe de classe C0 ou tout simplement C0

semi-groupe.
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Proposition 15. (voir [35, page 4])
Soit T (t) un C0 semi-groupe, ils existent des constantes w > 0 et M > 1
telles que :

‖T (t)‖ 6Mewt ∀0 6 t <∞.

De plus, pour tout x ∈ X l’application t 7→ T (t)x est une fonction continue
de R+ vers X.

Si w = 0, T (t) est dit uniformément borné, et de plus si M = 1, T (t) est
dit un C0 semi-groupe de contraction.
On résume plusieurs propriétés des C0 semi-groupes dans la proposition sui-
vante.

Proposition 16. (voir [35, page 4] )
Soient T (t) un C0 semi-groupe et A un générateur infinitésimal. Alors

(i) Pour, x ∈ X,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (τ)xdτ = T (t)x;

(ii) Pour, x ∈ X,
∫ t

0
T (τ)x ∈ D(A) et

A

(∫ t

0

T (τ)xdτ
)

= T (t)x− x;

(iii) Pour x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) et

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax;

(iv) Pour x ∈ D(A),

T (t)x− T (t′)x =

∫ t

t′
T (τ)Axdτ =

∫ t

t′
AT (τ)xdτ ;

(v) D(A) dense dans X et A un opérateur linéaire fermé.

La proposition suivante garantit l’unicité des C0 semi-groupes pour un
générateur infinitésimal.

Proposition 17. (voir [35, page 6])
Soient T (t) et S(t) deux C0 semi-groupes de générateur infinitésimal A et B,
respectivement. Si A = B, alors T (t) = S(t) ∀t > 0.
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Soient A un opérateur linéaire défini sur X qui n’est pas nécessairement
borné. L’ensemble résolvant ρ(A) de A est défini comme l’ensemble de tous
les nombres complexes λ pour lesquels λI − A est inversible. La famille
R(λ;A) = (λI − A)−1, λ ∈ ρ(A) des opérateurs linéaires bornés est appe-
lée la résolvante de A.
Un résultat important dans la théorie des semi-groupes est le théorème sui-
vant.

Théorème 5. (Théorème de Hille-Yosida, voir [35, page 8])
Un opérateur linéaire (non borné) A est un générateur infinitésimal d’un C0

semi-groupe de contractions T (t), t > 0 si et seulement si :
(i) A est fermé et D(A) = X ;
(ii) R+ ⊂ ρ(A) et ∀λ > 0

‖R(λ;A)‖ 6 1

λ
.

Étant donné x ∈ X, le problème abstrait de Cauchy pour A avec la
donnée initiale x consiste à trouver une solution au problème suivant :

du

dt
= Au, t > 0,

u(0) = x,
(2.15)

où la solution est une fonction u(t) à valeur dansX telle que u(t) soit continue
pour t > 0, continuellement différentiable, u(t) ∈ D(A) pour t > 0 et que
(2.15) est satisfaite. D’après la proposition 16, il est clair que si A est le
générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe T (t), le problème (2.15) a une
solution, u(t) = T (t)x pour tout x ∈ D(A).

Définition 11. Soit T (t) un C0 semi-groupe sur un espace de Banach X.
Le semi-groupe T (t) est dit différentiable pour t > t0 si pour tout x ∈ X,
t 7→ T (t)x est différentiable pour t > t0. T (t) est dit différentiable s’il est
différentiable pour t > 0.

L’existence et l’unicité de la solution de (2.15) sont garanties pour les
semi-groupes différentiables.

Proposition 18. (voir [35, page 104]) Si A est un générateur infinitésimal
d’un semi-groupe différentiable, alors pour tout x ∈ X (2.15) admet une
solution unique.
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Maintenant, on considère le problème de Cauchy non homogène à (2.15),
c’est-à-dire le problème suivant :

du

dt
= Au+ f, t > 0,

u(0) = x,
(2.16)

où f : [0, T [→ X. On suppose ici que A est un générateur infinitésimal
d’un C0 semi-groupe T (t) tel que l’équation homogène correspondante (f ≡
0) admet une solution unique pour toute donnée initiale x ∈ D(A). Pour
l’existence de solutions de (2.16). On a le résultat suivant.

Proposition 19. Si f ∈ L1(0, T ;X) alors pour tout x ∈ X le problème
(2.16) a au plus une solution. S’il a une solution, cette solution est donnée
par

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− τ)f(τ)dτ. (2.17)

Ici, la fonction u ∈ C([0, T ], X) donnée par (2.17) pour t ∈ [0, T ] est
appelée solution "mild" pour (2.16) sur [0, T ]. On remarque que toutes les
solutions "mild" de (2.16) ne sont pas en effet des solutions classiques, même
dans le cas f ≡ 0. Il est clair que (2.16) a une solution "mild" unique si
f ∈ L1(0, T ;X). Il faut donc imposer des conditions à f pour que, pour x ∈
D(A), la solution "mild" devienne une solution classique de (2.16). Notez que
la continuité de f , en général, n’est pas suffisante pour assurer l’existence de
solutions de (2.16), pour x ∈ D(A). Par exemple, considérons A le générateur
infinitésimal d’un C0 semi-groupe T (t) et prenons x ∈ X tel que T (t)x 6∈
D(A) pour tout t > 0. Supposons que la fonction continue f soit définie par
f(τ) = T (τ)x pour τ > 0, et considérons le problème suivant :

du

dt
(t) = Au(t) + T (t)x et u(0) = 0. (2.18)

Alors (2.18) n’a pas de solution, car la fonction

u(t) =

∫ t

0

T (t− τ)T (τ)xdτ = tT (t)x

n’est pas différentiable pour t > 0. On doit donc donner plus de conditions
à f pour garantir l’existence de solutions au problème (2.16).

Le résultat suivant donne des conditions pour assurer l’existence de solu-
tions à (2.16).
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Théorème 6. (voir [35, page 107]).
Soient A un générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe T (t), f ∈ L1(0, T ;X)
et

v(t) =

∫ t

0

T (t− τ)f(τ)dτ, 0 6 t 6 T.

le problème (2.16) a une solution forte u sur [0, T ] pour tout x ∈ D(A), si
l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(i) v(t) est différentiable p.s. sur [0, T ] et v′(t) ∈ L1(0, T ;X).
(ii) v(t) ∈ D(A) p.s. sur [0, T ] et Av(t) ∈ L1(0, T ;X).

Si 2.16 a une solution forte u sur [0, T ] pour un x ∈ D(A), Alors v satisfait
à la fois (i) et (ii).

Nous nous intéressons à deux semi-groupes. Le premier est connu dans la
littérature sous le nom de semi-groupe de la chaleur, désigné généralement
par et∆ et d’un générateur infinitésimal A = ∆. Son nom est dû à sa relation
connue avec les équations de chaleur, car u(t) = et∆x est la solution au
problème homogène 2.15 pour A = ∆. Le second est moins connu et s’appelle
le semi-groupe de Stokes-Coriolis, TΩ(t), avec le générateur infinitésimal A =
∆− (e3×·). Comme nous le verrons, ce semi-groupe peut s’écrire comme une
composition du semi-groupe de chaleur et d’un opérateur oscillant. Ces deux
semi-groupes s’avèrent d’une grande importance en raison des techniques
utilisées pour obtenir l’existence de solutions aux problèmes étudiés.
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution
des équations de Navier-Stokes
avec la force de Coriolis

Nous avons vu que l’on peut modéliser les équations de Navier-Stokes,
pour un fluide visqueux homogène incompressible de viscosité constante, en
rotation autour d’un axe fixe. Si nous négligeons la force centrifuge, on a le
système suivant :

∂ui
∂t

+
∑3

j=1 uj
∂ui
∂xj

= Xi −
∂

∂xi

(
p

ρ

)
+ µ∆ui + 2εijkujΩk.∑3

j=1

∂uj
∂xj

= 0
(3.1)

Dans ce qui suit on va utiliser Ω au lieu de 2Ω. Nous donnons maintenant le
système des équations de Navier-Stokes que nous considérons dans la suite :

∂u

∂t
+ (u.∇)u = X −∇

(
p

ρ

)
+ µ∆u− Ωe3 × u dans R3 × (0,∞),

div u = 0 dans R3 × (0,∞),
u(x, 0) = u0(x) dans R3.

(3.2)
dont u = u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) et p = p(x, t) sont respective-
ment le champ de vitesse et la pression du fluide au point (x, t) ∈ R3×(0,∞),
u0 = u0(x) = (u0,1(x), u0,2(x), u0,3(x)) la vitesse initiale du fluide vérifie
div u0 = 0. Le nombre réel Ω représente la vitesse de rotation autour du
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vecteur e3 = (0, 0, 1), qui est appelé le paramètre de Coriolis.

Pour simplifier, on considère le cas d’un fluide de densité ρ = 1 et viscosité
µ = 1. le système devient :

∂u

∂t
−∆u+ Ωe3 × u+ (u.∇)u+∇p = 0 dans R3 × (0,∞),

div u = 0 dans R3 × (0,∞),
u(x, 0) = u0(x) dans R3.

(NSC)

Il convient évidement de préciser, dès le début, le sens mathématique que
nous voulons donner aux équations du système (NSC). Car souvent, dans la
littérature concernant la résolution des équations de Navier-Stokes, le mot
"solution" a été utilisé de manière fort différente.

Définition 12. On dira que u(x, t) est une solution forte classique des équa-
tions de Navier-Stokes s’il existe deux espaces de Banach E et F de distri-
butions de x tels que les propriétés suivantes soit vérifiées :

u(x, t) ∈ C (E; [0, T [) ∩ C 1(F ; [0, T [) (3.3)
E ↪→ F (injection continue) (3.4)

u ∈ E ⇒ ∆u ∈ F (opérateur continue) (3.5)
u ∈ E ⇒ (u · ∇)u ∈ F (opérateur continue) (3.6)

Définition 13. On dit que u(ξ, t) est une solution "mild" des équations de
Navier-Stokes s’il existe un espace de Banach E tel que u(ξ, t) ∈ C (E; [0, T [)
et si u(ξ, t) vérifie :

u(t) = T (t)u0 −
∫ t

0

T (t− τ)Pdiv(u⊗ u)(τ) dτ (IE)

où T (t) = et∆e−∆tS est le semi-groupe de Stokes-Coriolis avec S = PJP
,P l’opérateur de projection sur les champs de vecteurs à divergence nulle,
l’intégral

∫ t
0
T (t− τ)Pdiv(u⊗ u)(τ) dτ étant considérée au sens de Bochner.

Pour réduire le système différentiel (NSC) sous la forme d’intégrale "mild",
il faut introduire l’opérateur de projection P sur le champs de vecteur à di-
vergence nulle. soit u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)) un champs de vecteurs arbi-
traire, on pose d’abord

z(x) = R1u1 +R2u2 +R3u3
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Rj = −i∂j(−∆)−
1
2 (1 6 j 6 3 étant la transformation de Riesz classique, et

l’on désigne par

Pu = (u1 −R1z, u2 −R2z, u3 −R3z)

= (I −∇∆−1∇·)u

On vérifié les propriétés suivantes :

∇ · u = 0⇒ Pu = u (3.7)
∇ · Pu = 0 ∀u (3.8)

Ces propriétés sont facile à vérifiés en passant par la transformée de Fourier.
En effet, on a :

P̂uj(ξ) =
3∑

k=1

(δj,k −
ξjξk
|ξ|2

)û(ξ)

On sait aussi que si ∇·u = 0 alors de même ∇· ∂u
∂t

= 0 et ∇·∆u = 0. On
applique la divergence sur l’équation de Navier-Stokes (NSC) on obtient :

∇ · ∂u
∂t
−∇ ·∆u+∇ · Ωe3 × u+∇ · (u.∆)u+∇ · ∇p = 0

D’après la simplification

∇ · ∇p = −∇ · (u.∆)u−∇ · Ωe3 × u

et comme, on a ∇ · Ωe3 × u = (∇× Ωe3) · u+ Ωe3 · (∇× u) = Ωe3 · (∇× u)

∆p = −
(
∇ · (u.∆)u+ Ωe3 · (∇× u)

)
On applique la transformé de Fourier à l’équation précédente :

−|ξ|2p̂ = − ̂(
∇ · (u.∆)u+ Ωe3 · (∇× u)

)
c-à-d :

p̂ = |ξ|−2 ̂(
∇ · (u.∆)u+ Ωe3 · (∇× u)

)
Par transformé de Fourier inverse, on obtient :

p = −∆−1
(
∇ · (u.∆)u+ Ωe3 · (∇× u)

)
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D’où :
∇p = −∇∆−1∇ · (u.∆)u+ Ω∇∆−1(

∂u2

∂x1

− ∂u1

∂x2

) (3.9)

Soit J la matrice qui vérifiée Ja = e3 × a pour tout vecteur a. Alors

J =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0


On peut exprimé la projection de Leray qu’on a vu précédemment par :

P = {Pij}16i,j63; Pij = δij +RiRj

tel que δij est le symbole de Kronecker, le symbole σ(Rj) de Rj égale i
ξj
|ξ|

,

ou i =
√
−1.

On applique la projection de Leray sur (NSC). On obtient :

P
∂u

∂t
+ PΩJu+ P(−∆)u+ P(u · ∇)u+ P∇p = 0

⇔ ∂Pu
∂t

+ ΩPJPu−∆Pu+ P(u · ∇)u+ 0 = 0

⇔ ∂u

∂t
+ ΩSu−∆u+ P(u · ∇)u = 0 (3.10)

où S = PJP. On prend A(Ω)u = ΩSu−∆u, l’équation (3.10) devient :

∂u

∂t
+ A(Ω)u = −P(u · ∇)u (3.11)

La solution du système linéaire de (3.11) est donné par [22] comme suivante :

u(t) = et∆e−ΩtSu0 (3.12)

On pose T (t) = et∆e−ΩtS, d’après le principe de Duhamel, on a l’équation
intégrale suivante :

u(t) = T (t)u0 −
∫ t

0

T (t− τ)P(u · ∇)u(τ) dτ

et comme on a ∇ · u = 0, alors

u(t) = T (t)u0 −
∫ t

0

T (t− τ)Pdiv(u⊗ u)(τ) dτ (3.13)
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Remarque 3. la pression p n’apparait plus dans les équations de Navier-
Stokes sous la forme d’intégrale "mild". on peut exprimer la forme donné en
(3.9) en fonction de transformé de Riez comme suivant :

∂ip = −
3∑
j=1

3∑
j=1

RjRkujuk + ΩRi(R2u1 −R1u2) (3.14)

3.0.1 La transformée de Fourier de Semi-groupe T (.)

La transformée de fourier de l’opérateur T (.) qu’on a présenté dans la
partie précédente est s’écrit comme suit :

T̂ (t)f(ξ) = cos(Ω
ξ3

|ξ|
t)e−|ξ|

2tIf̂(ξ) + sin(Ω
ξ3

|ξ|
t)e−|ξ|

2tR(ξ)f̂(ξ)

pour tout t > 0 et f le champs de vecteur à divergence nulle. Ici {Ri}3
i=0

signifie la transformation de Riesz, I la matrice identité dans R3 et R(ξ) est
une matrice antisymétrique, qui est définie par

R(ξ) :=
1

ξ

 0 ξ3 −ξ2

ξ3 0 ξ1

ξ2 −ξ1 0

 ξ ∈ R3\0.

Pour plus d’information de la forme explicite de T (.), on se réfère à Hieber
et Shibata [25].
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3.1 Énoncé des théorèmes fondamentaux
Théorème 7. Pour tout 0 < α < 1, il existe des constantes positives C et
δ indépendants de Ω, tel que pour tout u0 ∈ ˙FB

−1

1,2(R3)3 avec div u0 = 0 et
‖u0‖ ˙FB

−1
1,2

6 δ, (NSC) possède une solution global "mild" unique u ∈ Xα,

Xα := {u ∈ C([0,∞); ˙FB
−1

1,2(R3))3 | ‖u‖Xα 6 2Cδ, div u = 0}

avec,
‖u‖Xα := ‖u‖Y + ‖u‖Zα + ‖u‖Z−α

‖u‖Y := sup
t>0
‖u(t)‖ ˙FB

−1
1,2
, ‖u‖Z±α :=

{∑
j∈Z

(2±αj‖φ̂jû‖
L

2
1±α (0,∞;L1(R3))

)2
} 1

2 .

Remarque 4. Le théorème 7 indique l’existence et l’unicité de la solution
globale "mild" de (NSC) pour toute condition initiale suffisamment petite
dans ˙FB

−1

1,2(R3). De plus, la constante positive δ dans le théorème 7 peut être
prise indépendament de Ω ∈ R, ce qui implique que la solution "mild" est
uniformément globale. Ainsi, il est facile de voir que H

1
2 (R3) ↪→ ˙FB

−1

1,2(R3) et
˙FB
−1

1,1(R3) ↪→ ˙FB
−1

1,2(R3). Par conséquent, le théorème 7 couvre les résultats
obtenus par Hieber et Shibata [25] et une partie des résultats de Konieczny
et Yoneda [31].

Remarque 5. Il n’existe aucune relation d’inclusion entre ˙FB
−1

1,2(R3) et

FM−1
0 (R3) dans [23], et entre ˙FB

−1

1,2(R3) et ˙FB
2− 3

P

p,∞ (R3) avec 1 < p 6 ∞
[31],non plus. En effet, nous donnerons des exemples F1, F2 et F3 des fonc-
tions sur R3 telles que

F1 ∈ ˙FB
−1

1,2(R3) avec F1 /∈ FM−1
0 (R3), F1 /∈ ˙FB

2− 3
P

p,∞ (R3) (3.15)

F2 ∈ FM−1
0 (R3) avec F2 /∈ ˙FB

−1

1,2(R3) (3.16)

F3 ∈ ˙FB
2− 3

P

p,∞ (R3) avec F3 /∈ ˙FB
−1

1,2(R3) (3.17)

Soit f0 ∈ S (R3) vérifié

f̂0 > 0, f̂0(ξ) =

{
1 si |ξ| 6 1

2

0 si |ξ| > 1
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On met f̂j(ξ) := f̂(ξ−2je1) pour j ∈ N avec e1 = (1, 0, 0). Puis on définie
les fonctions F1, F2 et F3 par

F1(x) :=
∞∑
j=10

2j

j
fj(x), F2(x) :=

∞∑
j=1

aje
iλj .x, F3(x) :=

1

|x|
,

Où aj ∈ C, λj ∈ R3 \ {0} avec
∑∞

j=1
|aj |
|λj | <∞.

Démonstration. .
F1 ∈ ˙FB

−1

1,2(R3) :

Pour toutes j ∈ Z et 10 6 k 6∞, on a{
suppφ̂j ⊂ {ξ ∈ R3 | 2j−1 6 |ξ| 6 2j+1}
suppf̂k ⊂ {ξ ∈ R3 | 2k − 1 6 |ξ| 6 2k + 1}.

Donc pour tout 10 6 k 6∞{
φ̂j f̂k 6≡ 0 si k = j − 1, j, j + 1

φ̂j f̂k ≡ 0 sinon.

Alors

φ̂jF̂1 =
∑
k>10

2k

k
φ̂j f̂k ∼

2j

j
φ̂j f̂j, (3.18)

Donc

‖F1‖2
˙FB
−1
1,2

=
∑
j∈Z

2−2j‖φ̂jF̂1‖2
L1

6 C
∑
j>10

2−2j‖2j

j
φ̂j f̂j‖2

L1

6 C
∑
j>10

‖φ̂j f̂j‖2
L1

j2

6 C
∑
j>10

1

j2
.

D’où le resultat.
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F1 /∈ ˙FB
2− 3

P

p,∞ (R3) :

‖F1‖
˙FB

2− 3
P

p,∞
= sup

j∈Z
2j(2−

3
p‖φ̂jF̂1‖Lp (3.19)

D’après (3.18), on a

2j(2−
3
p‖φ̂jF̂1‖Lp ∼ 2j(2−

3
p‖2j

j
φ̂j f̂j‖Lp

∼ 23j− 3j
p

j
‖φ̂j f̂j‖Lp .

Donc

‖F1‖
˙FB

2− 3
P

p,∞
> Csup

j

23j− 3j
p

j
,

pour tout 0 < p 6∞. D’où le résultat.

F3 ∈ ˙FB
2− 3

P

p,∞ (R3) :

La transformée de Fourier de F3 :
D’après ([4] page 23) (1 ∈]0, 3[), il existe une constante cd dépend de d telle
que :

F

(
1

|.|

)
= cd

1

|.|2
.

Alors

‖F1‖
˙FB

2− 3
P

p,∞
= Csup

j∈Z
2j(2−

3
p

)‖φ̂j
1

|.|2
‖Lp

6 Csup
j∈Z

2j(2−
3
p

)

22j
‖φ̂j‖Lp (‖φ̂j‖Lp = C2

3j
p )

6 C.

D’où le résultat.

F3 /∈ ˙FB
−1

1,2(R3) :
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‖F1‖2
˙FB
−1
1,2

=
∑
j∈Z

2−2j‖φ̂jF̂3‖2
L1

= C
∑
j∈Z

2−2j‖φ̂j
1

|.|2
‖2
L1

> C
∑
j∈Z

2−2j26j

24j
.

D’où le résultat.

Remarque 6. On remarque que des exemples similaires comme F1 et F2

(dans la remarque précédente) ont été utilisés dans [26] et [23], respective-
ment.Notons que la fonction F1 vérifie aussi F1 ∈ ˙FB

−1

1,2(R3) \ H 1
2 (R3) et

F1 ∈ ˙FB
−1

1,2(R3) \ ˙FB
−1

1,1(R3). Par conséquent, l’espace fonctionnel ˙FB
−1

1,2(R3)
est strictement plus grand que celui de [25] et [31].

Démonstration. .
F1 /∈ H

1
2 (R3) :

D’après le théorème de Bernstein et la propriété (3.18), on a

‖F1‖2

H
1
2

=
∑
j∈Z

2j‖∆jF1‖2
L2

= C
∑
j∈Z

2j‖∆̂jF1‖2
L2(Bernstein)

= C
∑
j∈Z

2j‖φ̂jF̂1‖2
L2

> C
∑
j>10

2j‖2j

j
φ̂j f̂j‖2

L2

> C
∑
j>10

23j

j2
.

D’où le résultat.
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F1 /∈ ˙FB
−1

1,1(R3) :

‖F1‖ ˙FB
−1
1,1

=
∑
j∈Z

2−j‖φ̂jF̂1‖L1

> C
∑
j>10

2−j
∥∥∥∥2j

j
φ̂j f̂j

∥∥∥∥
L1

(d’après (3.18))

> C
∑
j>10

1

j
.

D’où le résultat.

Il semble naturel de se demander si (NSC) est bien-posé ou non dans des
espaces fonctionnels plus grands que ˙FB

−1

1,2(R3). Alors le deuxième résultat :

Théorème 8. Pour 2 < q 6∞, (NSC) est mal-posé dans l’espace ˙FB
−1

1,q(R3),dans
le sens où la continuité de l’application solution ne tient pas de la donnée ini-
tiale à la solution.

Remarque 7. Le théorème 8 indique que la stabilité des solutions ne tient
pas dans ˙FB

−1

1,q(R3), avec 2 < q 6 ∞, ce qui signifie également que l’espace
˙FB
−1

1,2(R3) dans le théorème 7 est optimal pour que (NSC) soit bien-posé.

Remarque 8. On remarque que théorème 8 est valable même dans le cas
Ω = 0. Par conséquent, le théorème 8 implique que (NS) est mal posée
dans ˙FB

−1

1,q(R3) avec 2 < q 6 ∞. Pour (NS), Germain [20] a montré la
discontinuité du deuxième itéré dans ˙FB

−1

∞,q(R3) avec 2 < q 6∞. Bourgain
et Pavlović [6] ont prouvé que le probleme est mal posé dans ˙FB

−1

∞,∞(R3).
Yoneda [37] a démontré que (NSC) est mal posé dans certains espaces fonc-
tionnels X satisfaisant ˙FB

−1

∞,2(R3) ↪→ X ↪→ ˙FB
−1

∞,q(R3) avec 2 < q 6 ∞.
Comme on a ˙FB

−1

1,q(R3) ↪→ ˙FB
−1

∞,q(R3) pour tout 2 < q 6 ∞. Alors théo-
rème 8 améliore les résultats de "mal posés" pour (NS) dans ˙FB

−1

∞,q(R3)
avec 2 < q 6∞.
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3.2 Preuve du théorème 7
Dans ce qui suit, nous désigne par C les constantes qui peuvent changer

de ligne en ligne. Notons en particulier C = C(·, ..., ·) la constante qui ne
dépend que des quantités apparaissant entre parenthèses.
Nous établissons d’abord les estimations linéaires pour le semi-groupe T (·).

Lemme 5. Il existe une constante positive C1 telle que

‖T (t)f‖ ˙FB
−1
1,2

6 C1‖f‖ ˙FB
−1
1,2

pour tout t > 0 et tout f ∈ ˙FB
−1

1,2(R3)3.

Démonstration. On a

∣∣∣T̂ (t)f
∣∣∣ =

∣∣∣∣e−|ξ|2t( cos(Ω
ξ3

|ξ|
t)I + sin(Ω

ξ3

|ξ|
t)R(ξ)

)
f̂(ξ)

∣∣∣∣
6 2e−|ξ|

2t
∣∣∣f̂(ξ)

∣∣∣
6 2

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣ .

Donc ∥∥∥φ̂jT̂ (t)f
∥∥∥
L1

=

∫
R3

∣∣∣φ̂j(ξ)T̂ (t)f(ξ)
∣∣∣ dξ

6 2
∥∥∥φ̂j f̂∥∥∥

L1
,

pour tout j ∈ Z. On multiplie les deux côtés de l’inégalité précédente par
2−j et on applique la norme l2(Z). On obtient

‖T (t)f‖ ˙FB
−1
1,2

6 2 ‖f‖ ˙FB
−1
1,2
.

D’où le résultat.

Lemme 6. Pour tout 0 < α < 1, il existe une constante positive C2 = C(α)
telle que

‖T (.)f‖Z±α 6 C2‖f‖ ˙FB
−1
1,2

pour tout f ∈ ˙FB
−1

1,2(R3)3 .
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preuve. On a ∥∥∥φ̂jT̂ (t)f
∥∥∥
L1

6
∫
R3

C|φ̂je−|ξ|
2tf̂(ξ)| dξ,

et comme on a

supp φ̂j ⊂ {ξ ∈ R3 | 2j−1 6 ξ| 6 2j+1},

et
sup

ξ∈suppφ̂j

e−|ξ|
2t 6 e−t2

2j−2

.

Alors

‖φ̂jT̂ (t)f‖L1 6
∫

2j−16|ξ|62j+1

Ce−|ξ|
2t|φ̂j(ξ)f̂(ξ)| dξ

6 Ce−t2
2j−2‖φ̂j f̂‖L1

pour tout t > 0. On intègre par rapport à t, on obtient :∫
R+

∥∥∥φ̂jT̂ (t)f
∥∥∥ 2

1±α

L1
dt 6 C

∥∥∥φ̂j f̂∥∥∥ 2
1±α

L1

∫
R+

e−t2
2j−2 2

1±α dt

= C
∥∥∥φ̂j f̂∥∥∥ 2

1±α

L1
2−2j.

Donc
‖φ̂jT̂ (.)f‖

L
2

1±α (0,∞;L1(R3))
6 C2−(1±α)j‖φ̂j f̂‖L1 (3.20)

En multipliant les deux côtés de (3.20) par 2±αj et en impliquant la norme
l2(Z), on complète la preuve du lemme 6.

Ensuite, on établit les estimations non linéaires. On prouve d’abord les
estimations bilinéaires suivantes.

Lemme 7. Pour tout 0 < α < 1, il existe une constante positive C3 = C(α)
telle que{∑

j∈Z

(∫ ∞
0

‖φ̂j f̂ g(τ)‖L1 dτ
)2
} 1

2

6 C3(‖f‖Zα‖g‖Z−α + ‖g‖Zα‖f‖Z−α)

pour toutes espace-temps distributions f et g avec ‖f‖Z±α , ‖g‖Z±α <∞.
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preuve. La stratégie de la preuve est liée à Christ et Weinstein [16], Kozono
et Shimada [32] et [26]. Par la décomposition de Bony , nous décomposons
fg comme suit

fg =
∑
k∈Z

Sk−3g∆kf +
∑
k∈Z

Sk−3f∆kg +
∑
k∈Z

∑
|l−k|62

∆kf∆lg

= I1 + I2 + I3.

On applique l’inégalité triangulaire dans L1(R3), on a∥∥∥φ̂j f̂ g(τ)
∥∥∥
L1

6
∥∥∥φ̂j Î1(τ)

∥∥∥
L1

+
∥∥∥φ̂j Î2(τ)

∥∥∥
L1

+
∥∥∥φ̂j Î3(τ)

∥∥∥
L1
. (3.21)

Alors, on intègre sur τ et on applique l’inégalité triangulaire dans l2(Z), on
obtient{∑

j∈Z

(∫ ∞
0

‖φ̂j f̂ g(τ)‖L1 dτ
)2} 1

2

6
{∑

j∈Z

(∫ ∞
0

‖φ̂j Î1(τ)‖L1 dτ
)2} 1

2
+
{∑

j∈Z

(∫ ∞
0

‖φ̂j Î2(τ)‖L1 dτ
)2} 1

2

+
{∑

j∈Z

(∫ ∞
0

‖φ̂j Î3(τ)‖L1 dτ
)2} 1

2

= J1 + J2 + J3

(3.22)

Pour J1 :
On a ∫ ∞

0

∥∥∥φ̂j Î1(τ)
∥∥∥
L1

dτ =

∫ ∞
0

∥∥∥∥∥φ̂j∑
k∈Z

̂Sk−3g∆kf(τ)

∥∥∥∥∥
L1

dτ,

54



puisque F [Sk−3g∆kf ] ⊂ {ξ ∈ Rn | 2k−2 6 |ξ| 6 2k+2}, alors∥∥∥∥∥φ̂j∑
k∈Z

̂Sk−3g∆kf(τ)

∥∥∥∥∥
L1

=

∥∥∥∥∥∥
∑
|k−j|63

φ̂j ̂Sk−3g∆kf(τ)

∥∥∥∥∥∥
L1

6
1

(2π)n

∑
|k−j|63

∥∥∥φ̂j(Ŝk−3g(τ) ∗ ∆̂kf(τ)
)∥∥∥

L1

6
1

(2π)n
sup
ξ∈R3

|φ̂j|
∑
|k−j|63

∥∥∥Ŝk−3g(τ) ∗ ∆̂kf(τ)
∥∥∥
L1

6
1

(2π)n

∑
|k−j|63

‖Ŝk−3g(τ)‖L1‖∆̂kf(τ)‖L1 (inégalité de Young)

6
1

(2π)n

∑
|k−j|63

∑
l6k−3

‖∆̂lg(τ)‖L1‖∆̂kf(τ)‖L1 ,

on intègre par rapport à t, on obtient∫ ∞
0

‖φ̂j Î1(τ)‖L1 dτ

6
1

(2π)n

∑
|k−j|63

∑
l6k−3

∫ ∞
0

‖∆̂lg(τ)‖L1‖∆̂kf(τ)‖L1 dτ

(inégalité de Hölder) 6
1

(2π)n

∑
|k−j|63

k−3∑
l=−∞

‖∆̂lg‖
L

2
1−α (0,∞;L1)

‖∆̂kf‖
L

2
1+α (0,∞;L1)

dτ

(inégalité de Hölder) 6
∑
|k−j|63

( k−3∑
l=−∞

22αl

) 1
2
{ k−3∑
l=−∞

(2−αl‖∆̂lg‖
L

2
1−α (0,∞;L1)

)2

} 1
2

‖∆̂kf‖
L

2
1+α (0,∞;L1)

.

C’est facile de voir
(∑k−3

l=−∞ 22αl

) 1
2

= C2αk, ∀k ∈ Z. Alors∫ ∞
0

‖φ̂j Î1(τ)‖L1 dτ 6 C‖g‖Z−α
∑
|k−j|63

2αk‖∆̂kf‖
L

2
1+α (0,∞;L1)

comme j ∼ k. Donc

J1 6 C‖g‖Z−α
{∑

j∈Z

( ∑
|k−j|63

22αk‖∆̂kf‖
L

2
1+α (0,∞;L1)

)2} 1
2

6 C‖f‖Zα‖g‖Z−α

(3.23)
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Pour J2 :
De même que J1, nous avons

J2 6 C‖g‖Zα‖f‖Z−α . (3.24)
Pour J3 :

On a

J3 =
{∑
j∈Z

(∫ ∞
0

‖φ̂j Î3(τ)‖L1 dτ
)2} 1

2

6
∑
j∈Z

∫ ∞
0

‖φ̂j Î3(τ)‖L1 dτ (l1 ↪→ l2)

=

∫ ∞
0

∫
Rn

∑
j∈Z

φ̂j(ξ)|Î3(ξ, τ)| dξdτ

=

∫ ∞
0

‖Î3(τ)‖L1 dτ

=

∫ ∞
0

‖
∑
k∈Z

∑
|l−k|62

1

(2π)n
∆̂kf(τ) ∗ ∆̂lg(τ)‖L1 dτ

6
1

(2π)n

∑
k∈Z

∑
|l−k|62

∫ ∞
0

‖∆̂kf(τ)‖L1‖∆̂lg(τ)‖L1 dτ (inégalité triangulaire +Young )

6
1

(2π)n

∑
k∈Z

∑
|l−k|62

‖∆̂kf‖
L

2
1+α (0,∞;L1)

‖∆̂lg‖
L

2
1−α (0,∞;L1)

(inégalité de Hölder)

m=l−k
=

1

(2π)n

∑
k∈Z

∑
|m|62

2αk‖∆̂kf‖
L

2
1+α (0,∞;L1)

2αm2−α(k+m)‖∆̂m+kg‖
L

2
1−α (0,∞;L1)

6
∑
|m|62

2αm
{∑

k∈Z

(2αk‖∆̂kf‖
L

2
1+α (0,∞;L1)

)2

} 1
2

×
{∑

k∈Z

(2−α(k+m)‖∆̂m+kg‖
L

2
1−α (0,∞;L1)

)2

} 1
2

6 C‖f‖Zα‖g‖Z−α
(3.25)

En substituant (3.23), (3.24) et (3.25) à (3.22), on obtient{∑
j∈Z

(∫ ∞
0

‖φ̂j f̂ g(τ)‖L1 dτ

)2} 1
2

6 J1 + J2 + J3

6 C(‖f‖Zα‖g‖Z−α + ‖g‖Zα‖f‖Z−α).
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Ce qui termine la preuve du lemme 7.

Maintenant, on considère les estimations du terme de Duhamel pour
(NSC),

N(u, v)(t) :=

∫ t

0

T (t− τ)Pdiv(u⊗ v)(τ) dτ

pour tout t > 0. On détermine l’estimation du terme bilinéaire N(·, ·) dans
les espaces de solutions.

Lemme 8. Pour tout 0 < α < 1, il existe une constante positive C4 = C(α)
telle que

‖N(u, v)‖Y 6 C4(‖u‖Zα‖v‖Z−α + ‖v‖Zα‖u‖Z−α)

pour tous espace-temps vecteurs u et v avec ‖u‖Z±α , ‖v‖Z±α <∞.

preuve. Soient j ∈ Z et t > 0, on a

‖φ̂jN̂(u, v)(t)‖L1 =

∥∥∥∥φ̂j ∫ t

0

(
T (t− τ)Pdiv(u⊗ v)(τ)

) ̂ dτ
∥∥∥∥
L1

6
∫ t

0

‖φ̂j
(
T (t− τ)Pdiv(u⊗ v)

) ̂ (τ)‖L1 dτ

D’après le lemme 5 6 C

∫ t

0

‖φ̂j
(
Pdiv(u⊗ v)

) ̂ (τ)‖L1 dτ,

et comme

|φ̂j(ξ)
(
Pdiv(u⊗ v)

) ̂ (ξ, τ)| = |φ̂j(ξ)
(
δk,l −

ξkξl
|ξ|2

)
̂div(u⊗ v)(ξ, τ)|

6 |φ̂j(ξ) ̂div(u⊗ v)(ξ, τ)|
6 |φ̂j(ξ)|ξ|û⊗ v(ξ, τ)|
6 2j+1|φ̂j(ξ)û⊗ v(ξ, τ)|.

Alors

2−j‖φ̂jN̂(u, v)(t)‖L1 6 C

∫ t

0

‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖L1 dτ,
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on applique la norme l2 et le sup, On obtient

‖N(u, v)‖Y 6 C sup
t>0

{∑
j∈Z

(∫ t

0

‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖L1 dτ

)2} 1
2

= C

{∑
j∈Z

(∫ ∞
0

‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖L1 dτ

)2} 1
2

.

D’où, d’après le lemme 7

‖N(u, v)‖Y 6 C
(
‖u‖Zα‖v‖Z−α + ‖v‖Zα‖u‖Z−α

)
.

Ce qui termine la preuve du lemme 8.

Lemme 9. Pour tout 0 < α < 1, il existe une constante positive C5 = C(α)
telle que

‖N(u, v)‖Z±α 6 C5(‖u‖Zα‖v‖Z−α + ‖v‖Zα‖u‖Z−α)

pour tous espace-temps vecteurs u et v avec ‖u‖Z±α , ‖v‖Z±α <∞.

preuve. soient j ∈ Z et t > 0, on a

‖φ̂jN̂(u, v)(t)‖L1 6
∫ t

0

‖φ̂j
(
T (t− τ)Pdiv(u⊗ v)

) ̂ (τ)‖L1 dτ

6 C

∫ t

0

‖φ̂je−|.|
2(t−τ)

(
Pdiv(u⊗ v)

) ̂ (τ)‖L1 dτ

6 C2j
∫ ∞

0

e−(t−τ)22j−2

χ[0,t](τ)‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖L1 dτ

Ce qui implique d’après l’inégalité intégrale de Minkowski ( 2
1±α > 1)
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‖φ̂jN̂(u, v)(t)‖
L

2
1±α (0,∞;L1)

6 C2j

{∫ ∞
0

(∫ ∞
0

e−(t−τ)22j−2

χ[0,t](τ)‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖L1 dt

) 2
1±α

dτ

} 1±α
2

6 C2j
∫ ∞

0

(∫ ∞
0

e−(t−τ) 22j−1

1±α χ[0,t](τ)‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖
2

1±α
L1 dt

) 1±α
2

dτ

= C2j
∫ ∞

0

(∫ ∞
0

χ[0,t](τ)e−(t−τ) 22j−1

1±α dt

) 1±α
2

‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖L1 dτ,

il est facile de voir que χ[0,t](τ) = 1 ∀τ ∈ [0, t]⇔ χ[0,t](τ) = 1 ∀t ∈ [τ,∞[,
et (∫ ∞

τ

e−(t−τ) 22j−1

1±α

) 1±α
2

= C2−j−(±α)j.

Donc

‖φ̂jN̂(u, v)(t)‖
L

2
1±α (0,∞;L1)

6 C2j
∫ ∞

0

(∫ ∞
τ

e−(t−τ) 22j−1

1±α dt

) 1±α
2

‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖L1 dτ

= C2∓αj
∫ ∞

0

‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖L1 dτ.

On multiplie les deux côtés par 2±αj et on applique la norme l2. Donc
d’après le lemme 7

‖N̂(u, v)(t)‖Z±α 6 C

{∑
j∈Z

(∫ ∞
0

‖φ̂j(u⊗ v) ̂ (τ)‖L1 dτ

)2} 1
2

6 C
(
‖u‖Zα‖v‖Z−α + ‖v‖Zα‖u‖Z−α

)
.

Ce qui termine la preuve du lemme 9.

Maintenant, on est prêt à démontrer le théorème 7 :
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Démonstration. du théorème 7. Soient 0 < α < 0 et ε > 0. On définit
l’application Ψ et l’espace Xα par

Ψ(u)(t) := T (t)u0 −N(u, u)(t),

Xα := {u ∈ C
(
[0,∞); ˙FB

−1

1,2(R3)
)3∣∣‖u‖Xα 6 2ε, div u = 0}

avec
‖u‖Xα := ‖u‖Y + ‖u‖Z+α + ‖u‖Z−α .

Soit u ∈ Xα

‖Ψ(u)‖Xα 6 ‖T (.)u0‖Xα + ‖N(u, u)‖Xα (3.26)

D’après le lemme 5 et le lemme 6. On a

‖T (.)u0‖Xα = ‖T (.)u0‖Y + ‖T (.)u0‖Z+α + ‖T (.)u0‖Z−α
6 C1‖u0‖ ˙FB

−1
1,2

+ C2‖u0‖ ˙FB
−1
1,2

+ C2‖u0‖ ˙FB
−1
1,2

6 (C1 + 2C2)‖u0‖ ˙FB
−1
1,2
.

(3.27)

Et d’après le lemme 8 et le lemme 9. On a :

‖N(u, u)‖Xα = ‖N(u, u)‖Y + ‖N(u, u)‖Z+ + ‖N(u, u)‖Z−
6 (C4 + 2C5)(‖u‖Z+α‖u‖Z−α + ‖u‖Z−α‖u‖Z+α)

= 2(C4 + 2C5)‖u‖Z−α‖u‖Z+α

6 8(C4 + 2C5)ε2.

(3.28)

Alors, on applique (3.27) et (3.28) sur (3.26), on obtient

‖Ψ(u)‖Xα 6 (C1 + 2C2)‖u0‖ ˙FB
−1
1,2

+ 8(C4 + 2C5)ε2, (3.29)

pour tout u ∈ Xα.
De plus, on a :

‖Ψ(u)−Ψ(v)‖Xα = ‖N(u, u)−N(v, v)‖Xα

= ‖N(u− v, u) +N(v, u− v)‖Xα

6 ‖N(u− v, u)‖Xα + ‖N(v, u− v)‖Xα ,

(3.30)

d’après le lemme 8 et le lemme 9, on a :

‖N(u− v, u)‖Y 6 C4(‖u− v‖Z+α‖u‖Z−α + ‖u‖Z−α‖u− v‖Z+α)

= 2C4‖u− v‖Xα‖u‖Xα ,
(3.31)
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et
‖N(u− v, u)‖Z±α 6 2C5‖u− v‖Xα‖u‖Xα . (3.32)

Alors, on applique (3.31) et (3.32) sur (3.30), on obtient :

‖Ψ(u)−Ψ(v)‖Xα 6 (2C4 + 4C5)(‖u‖Xα + ‖v‖Xα)‖u− v‖Xα

6 8(C4 + 2C5)ε‖u− v‖Xα .
(3.33)

pour tout u et v appartient à Xα.
On choisie ε > 0 vérifie

ε =
1

16(C4 + 2C5)
.

Donc, pour tout u0 ∈ ˙FB
−1

1,2(R3)3 vérifie ‖u0‖ ˙FB
−1
1,2

6
ε

C1 + 2C2

, on obtient

d’après (3.29) et (3.33) que

‖Ψ(u)‖Xα 6
1

2
ε, ‖Ψ(u)−Ψ(v)‖Xα 6

1

2
‖u− v‖Xα

pour tout u et v appartiennent à Xα. Par conséquent, d’après le théorème
du point fixe, on obtient l’existence et l’unicité de la solution "mild" globale,
pour tout Ω ∈ R, il est clair que la constante ε ne dépend que de α. Ce qui
termine la démonstration du théorème 7.

3.3 Preuve du théorème 8
Pour la preuve du théorème 8, Iwabuchi et Takada ont utilisé la théorie

d "ill-posedness" par Bejenaru et Tao [5]. On pose D := ˙FB
−1

1,2(R3)3, selon
le théorème 7, pour tout 0 < α < 1, il existe δ > 0 tel que l’application :

u[. ] : (BD, ‖.‖D)→ (Xα, ‖.‖Xα)

f 7→ u[f ] = T (.)f −N(u, u),

est définie, où BD = {f ∈ D | ‖f‖D < δ}. L’application u[.] est continue
d’après le théorème 3 de ([5] page 4).

On fixe D′ := ˙FB
−1

1,q(R3)3, S ′ := L∞(0,∞; ˙FB
−1

1,q(R3))3 avec 2 < q 6 ∞.
À l’aide de l’injection continue l2(R3) ↪→ lq(R3) pour tout 2 < q 6 ∞ , on
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démontre facilement que D ↪→ D′ et Xα ↪→ S ′. Donc l’application

u[. ] : (BD, ‖.‖D′)→ (Xα, ‖.‖S′)
f 7→ u[f ] = T (.)f −N(u, u),

(3.34)

est définie.

Supposons que (3.34) est continue, alors l’application A2 : (BD, ‖.‖D′) 3
f → N(T (.)f, T (.)f) ∈ (Xα, ‖.‖S′) est aussi continue d’après la théorie de
Bejenaru et Tao [5]. Cependant, on va construire une suite (fN)16N<∞ ⊂ BD

telle que
‖fN‖D′ → 0 quand N →∞, (3.35)

et
∃c > 0, ‖A2(fN)‖S′ > c (3.36)

pour tout N suffisamment grand, ce qui est contradictoire. Donc l’application
(3.34) n’est pas continue. Cela signifie que la solution ne dépend pas d’une
façon continue de la vitesse initiale dans l’espace ˙FB

−1

1,2(R3) avec 2 < q 6∞.

Maintenant on construit une suite (fN)16N≤∞ ⊂ BD satisfaisant (3.35)
et (3.36). Soit

χ(ξ) :=

{
1 si |ξk| 6 1, k = 1, 2, 3,

0 sinon,

et χ±j (ξ) := χ(ξ ∓ 2je2) pour j ∈ Z, où e2 := (0, 1, 0). Ensuite, on définit le
contre-exemple (fN)16N<∞ par sa transformée de Fourier

f̂N(ξ) :=

√
−1

N
1
2

2N∑
j=N

2j
{
χ+
j (ξ) + χ−j (ξ)} 1

|ξ|

 ξ2

−ξ1

0

 .

fN est une fonction à valeur réelle, de divergence nulle et qu’il existe une
constante C0 > 0, telle que∥∥fN∥∥ ˙FB

−1
1,q

6 C0N
− 1

2
+ 1
q , (3.37)

pour tout N ∈ N et tout 2 6 q 6∞. En effet

χ̂(x) =

(
2 sinx

x

)3

.
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Donc

χ̂±j (x) = ̂χ(.∓ 2je2)(x)

= ei∓x2je2χ̂(x)

= ei∓x2je2

(
2 sinx

x

)3

.

Alors

fN(x) =
1

(2π)3

̂̂
fN(−x)

=
1

(2π)3

1

N
1
2

2N∑
j=N

2jF

{χ+
j (ξ) + χ−j (ξ)}

 ξ2

−ξ1

0

 (−x)

=
1

(2π)3

1

N
1
2

2N∑
j=N

2j

−R2{2 cos(x2je2)(2 sinx
x

)3}
R1{2 cos(x2je2)(2 sinx

x
)3}

0

 ,

pour tout N ∈ N∗. On calcule la divergence de fN

∇ · fN =
1

(2π)3

1

N
1
2

2N∑
j=N

2j
{
− ∂1R2{2 cos(x2je2)

(2 sinx

x

)3

}

+ ∂2R1{2 cos(x2je2)
(2 sinx

x

)3

}+ 0

}
= 0.

Il reste à démontrer l’estimation de fN . On a

‖fN‖q
˙FB
−1
1,q

=
∑
j∈Z

2−jq‖φ̂j f̂N‖qL1

=
∑
j∈Z

2−jq
(∫

R3

∣∣∣∣φ̂j(ξ)√−1

N
1
2

2N∑
k=N

2k
{
χ+
k (ξ) + χ−k (ξ)} 1

|ξ|

 ξ2

−ξ1

0

∣∣∣∣ dξ)q,
comme on a j ∼ k et

∣∣∣∣ 1

|ξ|

 ξ2

−ξ1

0

∣∣∣∣ < 1 , alors

‖fN‖q
˙FB
−1
1,q

6 C

2N∑
j=N

2−jq
(∫

R3

φ̂j(ξ)
1

N
1
2

2j
{
χ+
j (ξ) + χ−j (ξ)} dξ

)q
,
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puisque
∫
R3 φ̂j(ξ)χ

±
j (ξ) dξ 6 C, C une constante qui ne dépend d’aucun

paramètre pour tout j ∈ Z. Alors

‖fN‖q
˙FB
−1
1,q

6 C

2N∑
j=N

1

N
q
2

= CN
q
2

+1.

D’où (3.37).

Ainsi, on a δC−1
0 fN ∈ BD et ‖fN‖ ˙FB

−1
1,q
→ 0, ∀ 2 < q 6 ∞. Dans ce

qui suit, on omet la constante δC−1
0 pour simplifier la démonstration de la

propriété (3.36).

Soit E un ensemble mesurable dans R3, tel que la mesure de Lebesgue de
E est positive, il existe une constante c > 0 telle que

1− ξ2
1

|ξ|2
> c (3.38)

pour tout ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ E, et

E ⊂
{
ξ ∈ R3 | 1

100
6 ξ1 6 1, 0 < ξ3 6

|ξ|
1 + |Ω|

, |ξ| 6 1
}
. (3.39)

Il est clair que E est un compact, donc il existe j0 ∈ N tel que
∑j0

j=−j0 φ̂j(ξ) =
1 pour tout ξ ∈ E.
On a

‖F [A2(fN)(t)]‖L1(E) =

∫
E

j0∑
l=−j0

2l2−lφ̂l(ξ)|Â2(fN)(t, ξ)| dξ

6
j0∑

l=−j0

2l2−l
∫
R3

|φ̂l(ξ)Â2(fN)(t, ξ)| dξ

l’inégalité de Hölder
1

p
+

1

q
=1

6

( j0∑
l=−j0

2pl
) 1

p
( j0∑
l=−j0

2−lq‖φ̂l(ξ)Â2(fN)(t, ξ)‖qL1

) 1
q

6

( j0∑
l=−j0

2pl
) 1

p

‖A2(fN)(t)‖ ˙FB
−1
1,q
.
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Par conséquent, il existe une constante c > 0 telle que, pour tout t > 0∥∥A2(fN)(t)
∥∥

˙FB
−1
1,q

> c
∥∥F [A2(fN)(t)]

∥∥
L1(E)

. (3.40)

Soient T̂c et T̂s deux applications définies comme suit

T̂c(ξ, t) := cos
(

Ω
ξ3

|ξ|
t
)
e−|ξ|

2t, T̂s(ξ, t) := sin
(

Ω
ξ3

|ξ|
t
)
e−|ξ|

2t.

On a

F [A2(fN)(t)](ξ)

=

∫ t

0

F
[
T (t− τ)Pdiv(T (τ)fN ⊗ T (τ)fN)

]
(ξ) dτ

=

∫ t

0

(
T̂c(ξ, t− τ) + T̂s(ξ, t− τ)R(ξ)

)
F
[
Pdiv(T (τ)fN ⊗ T (τ)fN)

]
(ξ) dτ

=

∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)

(
δj,k −

ξjξk
|ξ|2

)
16j,k63

( 3∑
l=1

ξl(T̂ (τ)fN)l ∗ (T̂ (τ)fN)m

)
16m63

dτ

+

∫ t

0

T̂s(ξ, t− τ)R(ξ)
)
F
[
Pdiv(T (τ)fN ⊗ T (τ)fN)

]
(ξ) dτ

=

(∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)
3∑

k=1

(
δj,k −

ξjξk
|ξ|2

) 3∑
l=1

ξl(T̂ (τ)fN)l ∗ (T̂ (τ)fN)k dτ
)

16j63

+

∫ t

0

T̂s(ξ, t− τ)R(ξ)
)
F
[
Pdiv(T (τ)fN ⊗ T (τ)fN)

]
(ξ) dτ

En considérant la première composante du vecteur F [A2(fN)(t)](ξ), on ob-
tient

|F [A2(fN)(t)](ξ)|

>

∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)
3∑

k=−1

(
δ1,k −

ξ1ξk
|ξ|2

) 3∑
l=1

ξl(T̂ (τ)fN)l ∗ (T̂ (τ)fN)k dτ

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂s(ξ, t− τ)R(ξ)F [Pdiv(T (τ)fN ⊗ T (τ)fN)](ξ) dτ

∣∣∣∣
(3.41)
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Il est facile de vérifier (T̂ (τ)fN)3 = 0 (car (f̂N)3 = 0) et

T̂ (τ)fN = ̂Tc(τ) ∗ fN +R(.) ̂Ts(τ) ∗ fN .

D’après l’inégalité (3.41) et la commutativité du produit de convolution, on
obtient

|F [A2(fN)(t)](ξ)|

>

∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)

(
1− ξ2

1

|ξ|2

)
ξ1( ̂Tc(τ) ∗ fN)1 ∗ ( ̂Tc(τ) ∗ fN)1 dτ

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)

(
1− ξ2

1

|ξ|2

)
ξ2( ̂Tc(τ) ∗ fN)2 ∗ ( ̂Tc(τ) ∗ fN)1 dτ

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)
ξ1ξ2

|ξ|2
ξ1( ̂Tc(τ) ∗ fN)1 ∗ ( ̂Tc(τ) ∗ fN)2 dτ

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)
ξ1ξ2

|ξ|2
ξ2( ̂Tc(τ) ∗ fN)2 ∗ ( ̂Tc(τ) ∗ fN)2 dτ

∣∣∣∣
− 2

3∑
k,l=1

∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)

(
δ1,k −

ξ1ξk
|ξ|2

)
ξl( ̂Ts(τ) ∗ fN)l ∗ (R(.) ̂Tc(τ) ∗ fN)k dτ

∣∣∣∣
−

3∑
k,l=1

∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)

(
δ1,k −

ξ1ξk
|ξ|2

)
ξl(R(.) ̂Ts(τ) ∗ fN)l ∗ (R(.) ̂Ts(τ) ∗ fN)k dτ

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂s(ξ, t− τ)R(ξ)F [Pdiv(T (τ)fN ⊗ T (τ)fN)](ξ) dτ

∣∣∣∣
= I1(ξ, t)− I2(ξ, t)− I3(ξ, t)− I4(ξ, t)− I5(ξ, t)− I6(ξ, t)− I7(ξ, t) (3.42)

où ( ̂Tc(τ)fN)k et (R(.) ̂Ts(τ)fN)k désignent les k-ème composants de ̂Tc(τ)fN

et R(.) ̂Ts(τ)fN , respectivement.
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On considère d’abord l’estimation de I1(ξ, t) pour ξ ∈ E :

I1(ξ, t) =

∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)

(
1− ξ2

1

|ξ|2

)
ξ1( ̂Tc(τ) ∗ fN)1 ∗ ( ̂Tc(τ) ∗ fN)1 dτ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)

(
1− ξ2

1

|ξ|2

)
ξ1

∫
R3

e−|ξ−η|
2τ cos

(
Ω
ξ3 − η3

|ξ − η|
τ
)

√
−1

N
1
2

2N∑
j=N

2j
{
χ+
j (ξ − η) + χ−j (ξ − η)}ξ2 − η2

|ξ − η|
e−|η|

2τ cos
(

Ω
η3

|η|
τ
)

√
−1

N
1
2

2N∑
j=N

2j
{
χ+
j (η) + χ−j (η)} η2

|η|
dη dτ

∣∣∣∣
comme, on a pour tout ξ ∈ E

χ+
j (ξ − η)χ+

j (η) = 0 ∀η ∈ R3 ∀j > 2

χ−j (ξ − η)χ−j (η) = 0 ∀η ∈ R3 ∀j > 2∫
R3 χ

+
j (ξ − η)χ−j (η) + χ−j (ξ − η)χ+

j (η) dη = 2
∫
R3 χ

+
j (ξ − η)χ−j (η) dη.

(3.43)
Alors

I1(ξ, t) =

∣∣∣∣− 2

∫ t

0

T̂c(ξ, t− τ)

(
1− ξ2

1

|ξ|2

)
ξ1

∫
R3

e−τ(|ξ−η|2+|η|2)

× cos

(
Ω
ξ3 − η3

|ξ − η|
τ

)
cos

(
Ω
η3

|η|
τ

)
(ξ2 − η2)η2

|ξ − η|η|
1

N

2N∑
j=N

22jχ+
j (ξ − η)χ−j (η) dηdτ

∣∣∣∣.
Puisqu’il existe une constante c > 0 telle que

cos

(
Ω
η3

|η|
τ

)
> c

pour tout 0 < τ 6 1 et tout η ∈ E ∪ suppf̂N si 2N > 2 + |Ω|, et

−1 6
(ξ2 − η2)η2

|ξ − η||η|
6 − 1

16

pour tout η ∈ suppχ−j , avec ξ − η ∈ suppχ+
j , ou pour tout η ∈ suppχ+

j avec
ξ − η ∈ suppχ−j .
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Donc

I1(ξ, t) >
c

N

2N∑
j=N

22j

∫ t

0

∫
R3

e−τ(|ξ−η|2+|η|2)χ+
j (ξ − η)χ−j (η) dηdτ.

On peut vérifier facilement que

∀η ∈ suppχ±j , 2
j−1 6 |η| 6 2j+1, ∀j > 1. (3.44)

Alors

I1(ξ, t) >
c

N

2N∑
j=N

22j

∫ t

0

e−τ8×22j dτ

>
c

N

2N∑
j=N

22j2−2j(1− e−t8×22j)

>
c

N

2N∑
j=N

(1− e−8)

> c,

pour tout ξ ∈ E et pour tout 2−2N 6 t 6 1, ce qui donne

‖I1(., t)‖L1(E) > c. (3.45)

L’estimation de I2(ξ, t) et I3(ξ, t) pour tout ξ ∈ E :
D’après (3.44) et (3.43), on a

I2(ξ, t) + I3(ξ, t) 6
C

N

2N∑
j=N

22j

∫ t

0

∫
R3

e−τ(|ξ−η|2+|η|2) |ξ1 − η1||η2|
|ξ − η||η|

× {χ+
j (ξ − η) + χ−j (ξ − η)}{χ+

j (η) + χ−j (η)} dηdτ

6
C

N

2N∑
j=N

22j

∫
R3

1− e−τ(|ξ−η|2+|η|2)

|ξ − η|2 + |η|2
2−jχ+

j (ξ − η)χ−j (η) dη

6
C

N

2N∑
j=N

22j2−2j2−j

6
C

N2N
(3.46)
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L’estimation de I4(ξ, t) pour tout ξ ∈ E :
D’après (3.44) et (3.43), on a

I4(ξ, t) 6
C

N

2N∑
j=N

22j

∫ t

0

∫
R3

e−τ(|ξ−η|2+|η|2) |ξ1 − η1||η1|
|ξ − η||η|

× {χ+
j (ξ − η) + χ−j (ξ − η)}{χ+

j (η) + χ−j (η)} dηdτ

6
C

N

2N∑
j=N

22j2−2j2−2j

6
C

N22N

(3.47)

Par conséquent, nous avons d’après (3.47) et (3.46) que

‖I2(ξ, t) + I3(ξ, t) + I4(ξ, t)‖L1(E) 6
C

N2N
(3.48)

L’estimation de I5(ξ, t) et I6(ξ, t) pour tout ξ ∈ E :
On remarque d’abord que

|T̂s(η, τ)| 6 |Ω|η3

η
τ 6 t

pour tout τ ∈ (0, t) et tout η ∈ suppf̂N avec 2N > 2 + |Ω|.
Donc, pour tout ξ ∈ E

I5(ξ, t) + I6(ξ, t) 6 C(t+ t2)

∫ t

0

∫
R3

e−τ |ξ−η|
2|f̂N(ξ − η)|e−τ |η|2 |f̂N(η)| dηdτ.

Puisque
∑j0

j=−j0 φ̂j(ξ) = 1 pour tout ξ ∈ E. Alors d’après l’inégalité de
Hölder, lemme 6 et lemme 7 on obtient

‖I5(., t) + I6(., t)‖L1(E)

6 C(t+ t2)

{ j0∑
j=−j0

(∫ t

0

∥∥∥φ̂jF [(F−1[e−τ |.|
2|f̂N |])2]

∥∥∥
L1

)2} 1
2

6 C(t+ t2)
∥∥∥F−1[e−τ |.|

2|f̂N |]
∥∥∥
Zα

∥∥∥F−1[e−τ |.|
2|f̂N |]

∥∥∥
Z−α

6 C(t+ t2)
∥∥fN∥∥ ˙FB

−1
1,2

6 C(t+ t2).

(3.49)
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L’estimation de I7(ξ, t) pour ξ ∈ E :
On a pour tout ξ ∈ E et pour tout τ ∈ [0, t]

|T̂s(ξ, t− τ)| 6 |Ω| |ξ3|
|ξ|

(t− τ) 6 t.

Alors pour tout ξ ∈ E

I7(ξ, t) 6 Ct

∫ t

0

∣∣F [T (τ)fN ⊗ T (τ)fN ](ξ)
∣∣ dτ.

Ensuite, de la même manière que (3.49). Donc d’après lemme 6 et lemme 7

‖I7(., t)‖ 6 Ct

∫ t

0

∥∥F [T (τ)fN ⊗ T (τ)fN ]
∥∥
L1(E)

dτ

6 Ct
∥∥T (.)fN

∥∥
Zα

∥∥T (.)fN
∥∥
Z−α

6 Ct
∥∥fN∥∥2

˙FB
−1
1,2

6 Ct

(3.50)

D’après (3.40),(3.42),(3.45),(3.48),(3.49) et (3.50), il existe 0 < c0 < 1 et
C0 > 1 telles que∥∥A2(fN)(t)

∥∥
˙FB
−1
1,q

> c0 − C0(t+ t2)− C0

N2N

pour tout N ∈ N et t > 0, avec 2N > 2+ |Ω| et 2−2N 6 t 6 1. Soit N0 ∈ N
vérifie N0 > max {3C0c

−1
0 , log2(2 + |Ω|)}. On obtient∥∥A2(fN)(t)

∥∥
˙FB
−1
1,q

>
c0

3

pour tout N ∈ N et t > 0 avec N > N0 et 2−2N 6 t 6 c0(6C0)−1, ce qui
implique (3.36).
Ce qui termine la preuve du théorème.
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier un modèle parmi les modèles des
équations de Navier-Stokes. Au premier chapitre, on va aller d’un modèle
simple qui décrit le mouvement d’un fluide vers un modèle un peu complexe
qui modélise le mouvement d’un fluide visqueux homogène incompressible de
viscosité constante, et en rotation autour d’un axe fixe. Ce modèle est dit les
équations de Navier-Stokes-Coriolis et il est noté (NSC).

Avant d’étudier le modèle, on va rappeler dans le deuxième chapitre des
outils mathématiques nécessaires :

— Les inégalités classiques (inégalité de Hölder, inégalité de Young, in-
égalité de Minkowski . . . ) sont très importantes dans les démonstra-
tions des théorèmes qu’on va voir dans le troisième chapitre ;

— La décomposition de Littlewood-Paley, qui en général nous permet de
généraliser les propriétés et les résultats de l’espace de Lebesgue L2 à
l’espace de Lebesgue Lp ;

— Le paraproduit de Bony est une décomposition du produit de deux
distributions tempérées, il nous permet de faire l’estimation du terme
bilinéaire de l’équation intégrale ‘mild’.

— La transformée de Reisz et la transformée de Leray, sont deux opéra-
teurs bien définis. ILs nous aideront à transformer le problème (NSC)
en une équation intégrale ‘mild’, et aussi à estimer quelques termes
dans la suite.

— Les espaces de Fourier-Besov qui sont des espaces fonctionnels de Ba-
nach. On va s’intéresser à l’espace ˙FB

−1

1,2(Rn) et les espace ˙FB
−1

1,q(Rn)
pour tout q > 0.

— Le semi-groupe de Stokes-Coriolis est un opérateur qui n’est pas assez
aussi connu que le semi-groupe de la chaleur. Il exprime la solution
de l’équation homogène de (NSC). On va s’intéresser à sa transformée
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de Fourier qui est définie dans le troisième chapitre. Cet opérateur est
un outil fondamental pour faire les preuves des théorèmes.

Avec tous ces outils (et de l’analyse fonctionnelle et des techniques usuelles
dans l’étude des équations aux dérivées partielles, comme l’intégration par
parties et des théorèmes de point fixe . . . ), on est prêt dans le dernier cha-
pitre à étudier les équations de Navier-Stokes-Coriolis, on prend le cas où la
masse volumique ρ = 1 et µ = 1, les résultats obtenus restent vraies lorsque
ρ et µ sont des constantes. Pour étudier ces équations, on va travailler sur
l’équation intégrale ‘mild’, la résolution de cette équation est équivalente la
résolution de système (NSC). Les résultats obtenus sont :
Le premier résultat (théorème 7) montre qu’à une petite condition initiale les
équations de Navier-Stokes-Coriolis sont bien posées dans l’espace ˙FB

−1

1,2(Rn).
L’idée de la démonstration est de montrer que l’équation ψ(u) = u admet
une et une seule solution pour tout condition initiale u0 avec ψ est l’applica-
tion solution définie par Ψ(u)(t) := T (t)u0 − N(u, u)(t). On commence par
montrer des lemmes et à la fin on utilise ces lemmes et le théorème de point
fixe pour finir la preuve.
Le deuxième résultat (théorème 8) montre que pour tout q > 2 le système
(NSC) est mal posé dans l’espace ˙FB

−1

1,q(Rn), parce que la stabilité de la solu-
tion fait défaut. L’idée de la démonstration est de montrer que l’application
solution ne dépend pas d’une façon continue de la donnée initiale, c.-à-d. on
montre la discontinuité de l’application u[f ] = T (.)f −N(u, u). On fait cette
preuve en se basant sur la théorie de [5] et d’un contre-exemple qui va nous
donner la contradiction.

Les résultats précédents montre que l’espace ˙FB
−1

1,2(Rn) est optimal dans
les espaces ˙FB

−1

1,q(Rn), q ∈ R. Les questions qui se posent maintenant sont :
(i) Est-ce que le problème est bien posé pour toute donnée initiale dans

l’espace précédent ?
(ii) Sinon existe-t-il une possibilité d’optimiser cet espace ?
(iii) Est-ce que le problème est mal posé pour toute donnée initiale su-

périeure à une constante donnée dans les espaces ˙FB
−1

1,q(Rn), q ∈ R ?
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