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CHAPITRE 1
PRELIMINAIRES

1 Loi de conposition interne.

1.1-DEFINITION
On appelle loi de composition interne sur un ensemble £ toute application de £ XE dans E.

Notation :
A tout couple (a, b) € E?;laloiassocie un élément unique C dans E : a se nommele premier terme,

b le second terme et ¢ le composé de @ et b .11y a plusieurs notation de ce composé ; parmis eux :

Notation additive : a+b=c;
Notation multiplicative : ab=c ;
Autre notations : aTb=c ; alb=c ; axb=c ; ......

> PROPRIETES SPECIALES :

La loi de composition peut présenter certaines qualités, que I'on va étudier.

1.2- ASSOCIATIVITE :




Laloi T est dite associative si :

(Va,b,c € E) ; (aTb)Tc=aT(bTc).

Exemples :
i.  L’addition et la multiplication dans N ou Z sont associatives.

ii.  Laréunion etl'intersection dans P(E) sont associatives.

1.3-COMMUTATIVITE
Laloi T est dite commutative si :

(Va,b,c € E) ; aTb=bTa

Exemples :
i.  L’addition et la multiplication dans N sont commutatives.

ii.  Laréunion etl'intersection dans P(E) sont commutatives.

iii.  Soit dans £ laloi de composition interne suivante :
EXE—FE
(a,b) = aTb=a.

Dite le premier projecteur.
Si £ contient plus de deux éléments, (E, T) n’est pas commutatif.

1.4-ELEMENT NEUTRE :
On dit qu’un élément e € E est neutre pourlaloi 7'si:

Va€E, al e=ela=a
On dit alors que la loi est unifére ou_unitaire.

Exemples :
i.  L’addition dans N posséde I’élément neutre 0. La multiplication a I'élément neutre 1.

ii. Le premier projecteur sur E: aTh = a ; n’a pas d’élément neutre si £ contient plus de
deux éléments.
iii.  Laréunion dans P(F) a I'élément neutre (:
(VAEP(E)) : PUA=AUD=4

iv.  L'intersection dans P(E) al’élément neutre E :

(VAEP(E)) : ENA=ANE=A

Proposition :
Sil’élément neutre existe ; il est unique.

Preuve :
Supposons que la loi 7 ait deux éléments neutres e et ¢’ dans £; alorsona:

e neutreet ¢ el = ¢ Te=eTe=¢,

et ¢ neutreetee E=ceTe=¢Te=ec.
Donce=¢'.



1.5-ELEMENT SIMPLIFIABLE
On dit qu'un élément @ € F est simplifiable a gauche si :

(Y b,c € E); aTb=aTc = b=c.
On dit que a € E est simplifiable a droite si :

(V b,c € E); bTa=cTa = b=c.
Si @ est simplifiable a droite et a gauche ; on dit qu'il est simplifiable.

Remarque :
Pour une loi commutative, un élément simplifiable d'un c6té est simplifiable.

Sila loi est unitaire dans £, I'élément neutre est évidemment simplifiable.
Exemples :
i.  Tout nombre naturel, sauf 0, est simplifiable pour la multiplication :
(Vx €N ; x=0); ax=bx = a=b
ii.  Pour le premier projecteur, tout élément est simplifiable a droite :
axb=b*c = a=b
Mais aucun élément n’est simplifiable a gauche, car:
a*b=a*c=a ; Va,b,c
iii. Dans P(E) aucun élément, sauf E, n’est simplifiable pour I'intersection et aucun élément,

sauf @, n’est simplifiable pour la réunion.

2- roupe

Définition :
Un ensemble G muni d’une loi de composition interne 7" noté (G, ) est dit un groupe si les
axiomes suivantes sont vérifiées :

i.  Laloi T est associative.

ii. Il existe un élément neutre.

iii.  Tout élément est symétrisables. (T est symétriquesi: x7Ty =y Tx; Vx,y € G)

Exemples :
(Z,+), (R*,x).

Exemples :
Un groupe peut étre fini ou infini.

* Onappelle ordre d’'un groupe G le nombre de ses éléments et on le note ord(G) ou |G|.

e Soit (G, 7). Un groupe. On dit que G est abélien(ou commutatif) si la loi est commutative.

3- SOUS GROUPE D UN GROUPE :

3.1-SOUS GROUPE :
Dans tout ce qui suit, on va adopter la notion multiplicative d'un groupe. Ainsi on désigne dans la suite par

G un groupe muni d’une loi de composition interne notée . , admettant 1 pour élément neutre, et le

symétrique d'un élément X est1’élément x*.

Définition :
Un groupe H est appelé un sous groupe d’un groupe G s'il est contenu dans G, et sila loi de H estla

restriction de celle de G.



Exemple fondamentale :
Tous les sous groupes non nuls de (Z,+) sont de la forme nZ, n € N*,

Preuve :
Soit (G un sous groupe de (Z,+) et 71 le plus petit entier naturel non nul de G. Alors on a #Z c G.

Soit m € G ;la division euclidienne de 72 par # montre qu'il existe @ € N; 7 € N telque : m=an+r et
0<r<n. Commeona r = m-an € G, 0<r<n, etn le plus petit naturel non nul appartenant a G,
alors on a nécessairement #=0 et m=an € n’. D'otona: G=nZ.

Théoréme (Caractérisation d’'un sous groupe).

Un sous ensemble H d’'un groupe G est un sous-groupe de G si et seulement si :

Hzg
(YOH=xy'OH; @xVY)

Preuve :
La condition est nécessaire : si / est un groupe, I'inverse y'l dey et le produit xy'l de X etde

y *appartenant a H.
La condition est aussi suffisante :

XOH = (x, Y0 H2= xx* =10 H,

xOH= (LX) OH2=1x"'= x'"0OH,
(X Y)OH2= (x y')U H2= X(y')'= x H

Intersection de sous groupes :
Proposition :
Soit (7 un groupe. L'intersection de toute famille de sous-groupe de (G est un sous groupe de G.

Preuve :
Soit H = ﬂ H, Tintersection d’une famille de sous groupe H, d’un groupe G.
il
H n’est pas vide car 1; [JH .
Deplussi: X, YOH=[H =0i; xy*OH
i
= 0i; xy™0 H, (car H; sous groupe de G)
= xy 0 H.

D’ou le résultat.

3.2-MORPHISME DE GROUPE
Soient G et G’ deux groupe et f G — G’ une application. f un morphisme de groupe cad:

VXy € G, flxy) =f(x). f(V)

Propriété :
Soit el’élément neutre de G et ¢’ 'élément neutre de G’. Alors on a :

1. f(e)=¢;
2. f(xH)=(f(¥)" ; OxOG.

Preuve :



1. Ona f(x)= f(xg = f( X f( §;eton composant a gauche par (f(x))™ on obtient
f(e)=¢€.
2. Ona: f(X)f(x)=f(xx")= f(§=¢eet f(xHF(X)=Ff(X'X= (= ¢&.

Donc nécessairementona: f(x™)=(f(x)™"

Exemples :
1. Soit G un groupe, x un élément de G ; et < x > le sous groupe de G engendré par x.

L’application :
f:(0,+) s<x>

n- x'

Est un morphisme de groupes. En effeton i(n+m) = X" = X. X"= f(n. { ;0 n il
2. Soient G un groupe et H un sous groupe distingué de G. L’application :
G- G/H
X - X
Est un homorphisme surjectif de groupes.
3. Lapplication Fr%) - @)
X - log(x)

Est un homorphisme de groupe bijective, cad un isomorphisme de groupes.

Noyau et image d’'un homorphisme :

Proposition :
Soit f :G — G'un morphisme de groupes.

1. Llimagede f d’unsous-groupe de G est un sous-groupe de G’

2. L’image réciproque d’un sous groupe de G’ est un sous groupe de G.

Preuve: Immédiat.

Cas particulier
f (G) est un sous groupe & , on appelle 'image dé et on la notdm( f).

f*{e})  xOG € X ="¢ estunsous groupe €& ; on appelle le noyau dé et on le note
ker(f ). On vérifie facilement queker(f ) est un sous groupe distingué @e

Théoreme:
Soit f :G - G' un homorphisme de group¥,son noyau. Alors :

1. Sib=f(x)OG' ;alors f™*(b)=xN.

2. f injectif siet seulementsi N ={@ .

Preuve:



1. xOf7(b) = f(¥ =M= (%))
fO) () =¢
- f(x'x)=¢

< x'XON

= X0 x N.

I}

2. finjectivee (Ox, yOG; f(XY= f(Yy= x= Yy
= (Ox,yO G, yi XxN= x= ¥
= [OxOG xN={ k ]

- N={g

CHAPITRE 2
ANNEAUX ET IDEAUX

N.B : Toutes les lois sont supposées commutatives.
1 ANNEAUX .

1.1-DEFINITION :

On appelle anneau un ensemble 4 muni de deux lois de composition internes ; une addition
et une multiplication telles que :
i. A est un groupe commutatif pour I'addition.
ii. La multiplication est associative.
iii. La multiplication est distributive par rapport a I'addition ; cad :
Ox,y,z0 A Xy 2= Xy Xet (Y+2)X= yxt+ zx

Si on outre ; la multiplication est commutative, on dit que 4 est un anneau commutatif.

Si A posséde un élément neutre pour la multiplication, on note 1 cet élément-unité et on dit

que A _est un anneau unitaire.




Unanneau A4 est dit anneau intégre si 00X, y[J Aona: Xy=0= x=0ou y=0.
Soit A un anneau (commutatif et unitaire).
1. Un élément non nul a € A est dit un diviseur de zéro si 3 b(= ()) € A4 tel que
ab(= ba) = 0. On note par Z (A) 'ensemble des diviseurs de zéro de 4.

2. Unélément non nul a € A est dit nilpotent si @" = () pour un certain n € N*,
3. Un élément x € A est dit une unité de A4 (ou bien inversible) si 3 y € A4/ xy(=
yx)=1,.
1.2-EXEMPLES :
i ,+,.);0 ,+,.)et ,+,.) sontdesanneaux commutatifs unitaires et intégres.

ii. SoitA unanneauetE unensemble.’ensemble F(E,A) des applications de E = A muni
des deux lois :

(f,9) - f+g telque (f+g)(x) = f(XY+ (¥ ; O E;
(f,g) - f.g telque (fg)(xX)= f(X o R ; OXJ E; estunanneau unitaire.

A est commutatif ; alorE'(E, A) est commutatif.

1.3-PROPRIETES :
SoitA un anneau commutatif. On a :

1. x(yz)=xy-xz et (yz)x=yx-zx ; Vx,y €A.
preuve :
ona x (y-z) txz=x(y-z+tz) =xz
d'ou: x (y-z) =xy —xz=yz —zx=(y —z) X.

2. x.0=0,; Vx€eA4.

on dit que 0 est un élément absorbant.
Preuve :

Il suffit de prendre y=z dans 1).

3. Si A estunitaireet a,b € A ;alorsona Vn>1:

(a+b)" :Zn: Ca B

n!

KI(n-K!

(Formule de Bindme de Newton) &fﬂf =

Preuve:
Par récurrence sur n.

n=1; @+bj=a+b=CQd°B+ ¢4a'b

Supposons la formule juste jusqu’a I'ordreet montrons la pourt+/ .



Un calcul simple donne la relation de Pascal sué/an

k k-1 k
Cn—l + Cn—l - Cn

Ainsion a :

(a+h™ =(a*+h(a+ b

n
- k An-k Kk
- (Z Cn a" b j( at b (Hypothése de récurrence)
k=0

n n

= ZCrl](al'Hl—kbk + Z qk an— kbk*l

k=0 k=0

n

n
CrI:an+l—kbk " Z an 4 M- () e
k=0

k=0

>

n
k 4n+l-Kk K k-1 A1 K K
Cn a b"+ z Q] a b (avec k'= k+1)
k=0 k'=1

n n
:an+1+zc:am1—kbk+ bk+1+z Qk_l aﬁ'l— kH
k=1 k=1

n
— a.n+l + Z (an + an—l) a.n+l—kbk_|_ bk+l

=C0,a" i+ G, A B LA B ( pasca
k=1
n+1

— k (n+1)-k |k
=> C,,a b
k=0
- alors on a Ja, b A:

(a+b)"_ Z Cka"*p*
k=0

2-  SOUS- ANNEAUX ; HOMOMORPHI SME- ET- | DEAUX :
2. 1- SOUS ANNEAU :
Une partied d’un annealB est un sous annede B si elle est un sous groupe additif et si ellesesile par le

produit. Un sous anneau et un anneau.

Exemple:

1. Zestunsousanneaude Q.
2. Les fonctions polynémes définies sur [1 " a valeurs réelles forment un anneau de 'anneau

des fonctions de [] " a valeurs réelles.

Sous anneau engendré par une partie :
On vérifie facilement que toute intersectiorsdes anneaux dé¢ est un sous anneau.de

Soient4 un anneau &f une partie ded. On définit le sous anneau deengendré pal par :
B(S)= intersections des sous anneauxdeontenantS.




C’est le plus petit sous anneauAleontenansS. on montre facilement qu’on a aussi :

B(S):{Zi(;tz...g)/m S r’n]D}

fini
—Sauf mention du contraire, tout les anneau consgdgar la suite , sont supposés commutatifs edicast

2.2-HOMOMORPHISME - IDEAUX :
> Homomorphisme :

Une applicationf d'un anneawd dans un anneaBl est un homomorphisme (ou morphisme) si elle
satisfait aux relations :

f(a+b) = f(a+ f(h

f(ab) = f(a). f(b
Pour touta, b dans I'anneau.

Exemples :
L'injection canonique d’un sous annefa’un anneal3 (cad4 <B) dansB est un morphisme

d’anneaux.

Définition :
Un endomorphismest un morphisme d’un annedudans lui-méme. Un isomorphisraeun morphisme
bijectif. Un automorphismest un endomorphisme bijectif.

> Idéal :

Un ensembld d’un anneaud , + , .) est dit un idéal dé sion a:
(I,+) estun groupe
OxO 1, 0y0 A ona xyd .

Théoréme :
1. Le noyau d’un morphisme est un idéal.

2. Un morphisme est injectif si et seulement si son noyau est nul.

Preuve:
1. Soit f un morphisme d’un anneau 4 dans un anneau B . Le noyau est un groupe additif

puisque le morphisme est aussi un morphisme de groupe additif. En outre, si allker(f) et
b0 Aalorsona: f(ab)= f(a).f(h=0,. f(h= Q;etdoncabUOker(f).

2. Sile morphisme est injectif, le zéro a un seul antécédent : ker(f )= {0}.
Réciproquement ; I'égalité f(X) = f(y) entraine f(x—y) =0 :cad:
x—yOker(f)={0} et parsuite x=y et f estinjectif.

Proposition :
1. Limage d’un idéal par un morphisme est un idéal.

2. L'image réciproque d’un idéal par un morphisme est un idéal.

Preuve : Trivial.



> Anneau quotient :

Soitl unidéal ded . OnaA /1 munide la loi additive(;(, ;l) — X+ Y estun groupe commutatif car

(A,+) est un groupe commutatif. On définit de ménredd la loi multiplicative suivante : 6(,9) - x_y .
En effet :

X=X'=x=X+u Ul |
_ = Xy= X Y+ uy+ v U\
y=y'=y=y+Vv ] | —

| étant un idéal ; alorsly'+ vX'LI | et par suitexy— X' y'L1 | cad : x_y:x'_y'

Al'l muni des deux lois citées précédemment est un arooeamutatif unitaire.

On appelle 'anneau quotient dbparl_. L’homomorphisme d’annea# — A/ | est appelé 'homomorphisme
canonigue.

Application :
Soit f : A = Bun homomorphisme d’anneaux. Alors la décomposiiierf donne lisomorphisme

d’anneaux :

Al Ker( f) OIm( )
Exemples:

1. Soit N0 . Commeon N estunidéalde (0,+,.) :alors [J /N estun anneau

commutatif unitaire. On appelle 'anneau des entiers modulo n.
2. Soit A un anneau, comme {0} et A sont des idéaux impropres de 4 ; on vérifie facilement

que: A/{0} OA et A/ AL{0}.

3- CORPS :

3.1-DEFINITION :
e Un corps est un anneau unitaire dans lequel tout élément non nul est inversible ; cad que

A*=A \ {0} est un groupe pour la multiplication.
e Sila multiplication d’un corps est commutative : on dit que le corps est commutatif.

« Toutcorps estintegre: ab=0 et az 0= a‘ab= b=0.
e Tout corps contient 1 et 0 avec (1+0).

3.2-CARACTERISATION D "UN CORPS':
Soit A un anneau non nul. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i. A estun corps.
ii. Lesseulsidéauxde 4 sont{0} et A.

iii.  Tout homomorphisme non nul de A dans un anneau est injectif.

Preuve:
i.=ii. Soit | #{0} unidéal. Soit X[I 1 et X# Oalors 1= x"x[ | et par suite

ona:l =A.



ii .=iii. Soit f : A - B un morphisme d’anneaux non nul avBc% {0} . Cad :
[(X[O A/ f(X) #0. Par suitex 1 ker(f ) est unidéal : donc d’'apres ii. Orker(f )={0} etpar
suite f est injectif.

iii.=1i. soit X[1 A et X non inversible. On veut montrer que X=0. Comme
Xest non inversible, alors B = A/ XA# 0 (car A# XA) : et par suiteona:

f:A> B= Al xA,ou f(2) = z= 7+ X/ quiestnonnul (car BZ0 ) est un
morphisme qui est injectif d’aprés iii. Orona: f(0)= 0=x=f (X). Donc X=0 car

f estinjectif.

Proposition :
Tout anneau unitaire integre fini est un corps.

Preuve :
Soit Aun tel anneau et soit alJ A ; avec a# 0.

Soit
f:-A- A
a - ax

» f estune application injective car a# Oet Aest intégre.

« f est bijective car Afini. Donc [b[] Atel que: ab=1= ba

Ainsi on a :ab=ba=1 (car toutes les lois sont supposéesroatatif), et aest inversible.

THEOREME DE WEDDERBURN (Admis).
Tout corps fini est commutatif.

4- | DEAUX PREM ERES — | DEAUX NMAXI MAUX :

Soit P un idéal d’un anneau commutati ( + , .).
* Pestditpremiersivx,y €4, xyeP=x€P ouy€P.

o P estditmaximalsi P= A etsiles seules idéaux compris entre P et A sont P et A.

Théoréme :
Soit4 un anneau commutatif unitaire & un idéal de4. Alors on a :
1. P premier & A/P intégre.

2. P maximal & A/P corps.

Prevue:
1. Supposons P premier et montrons que A/P intégre. Soit a,b € 4 tel que:

ab=0 et a#0 . Ces relations se traduisent dans A4 par abe P et ag¢ P.

L’hypothése P premier entraine que b € P ; cad b=0.



Réciproquement, supposons A/P intégre, et considérons deux éléments aeth de A tel
que abe P . Par passage au quotient on obtient ab=a b=0.

Puis a=0ou b=0 ; donc @€ Pou be P. Ainsi P est un idéal premier.

Supposons que M est maximal et montrons que A/M est un corps. Soit a€ A tel que

0# allA/M. Montrons que aest inversible dans A/M. Pour cela considérons I'idéal
aA+M quicontient strictement I'idéal M (car aldM).
A cause de la maximalité de M ona a4 + M =A. Ainsiil existet € A et UE M tel que:

1= at+ U.Par passage aux classes modulo M, On obtient at=1. Ainsi la classe de @ est

inversible dans A/M ; et 'anneau A/M est un corps.

Réciproquement, supposons que A/M et un corps ; et prenons un idéal | contenant
strictement M. Soit alll —M.0na a#0 car allM, et par suite a est inversible dans
A/M ; cad X 0A tel que 1=at ou: a—at:6, oul-atOM <l . Donc

1= (1_ at)"' \_av_t,D I et par suite :

oM 01 dl

| =4 . Ainsiona M est un idéal maximal de 4.

Corollaire :
Un idéal maximal est premier car un corps est un anneau intégre.

Théoréme de Krull : (Admit)

Tout idéal propre de A est inclu dans un idéal maximal.

CHAPITRE 3




LES MODULES

1- Mbdul es

Définition
SoitA4 un anneau. Url-moduleest un ensembl&/ muni d’une loi de groupe abélien ]\4( +) et

d’une application (modulation) b XM—oM
telles que :

a(x+y) = axt+ ay

(ab) x= & by Ox, yd M
(a+b) x= ax+ bx Oa, b A
1,.x=xX

Définition

1. SiA ;= k estun corps, la structure dbmodule est exactement ceIIeAeespace vectoriel.
Les propriétés élémentaires des espaces vdstaigtendent aud-modules
0.x =0, (—a)x = —ax, ...).

2. SiA =7 et (M, +) estun groupe abélied/ est muni d'une structure @&-module & travers la
modulation :

0xM - M
(n,X) - nNXx= X+..+ X
—
n fois

Ainsi, iln’y a aucune différence entre la structure de Z-module et celle du groupe abélien.

3. Sil estun idéal de{, alors/ est un4-module a travers la modulation :
Ax|l o |

(a,x) - ax

4. SoientB un anneau ef un sous-anneau d& L'anneauB est de maniére naturelle 4n

module a travers la modulation :
AxB - B

(a,b) - ab

Exemple
Soient M et N deuxA-modules. On appelle ud-homorphisme

(Ou applicationA4-linéaire) deM dansN toute applicationf : M — N telle que :
f(x+y) =f(x+f(y Ox,yd M
f (ax) = af (X Dad ADXD M



L’ensemble des{-homomorphismes se notdom, ( M, N ) .

Soientu et vl Hom ( M, N) et al . Notons par:

u+v:M - N

x = (u+ ()

CR S

et

au . M - N

x —(au)(¥ = ay )

Hom, ( M, N )a ainsi la structure d’'ur -module & travers la modulation :

A x Hom, (M, N) - Hom ( M, N)
(a,u) -~ au

SiN = A Hom ( M, A qui est I'ensemble des formek-linéaires deM dans A
s'appelle le duatieM .

Annulateur : I'ensemble{al] A/ ax= 0 ; [0XJ M } est unidéal de A appelé annulateur de M ,
noté¢ Ann( M )
Ann(M ) = {ad A ax= 0;0X] M}.

2- Sous nodul es, Mdul es quotients.

Définition
SoitM un A-module. Une partiéV de M est un sous modutie M si (V, +) est un groupe abélien
et ax[J N pourtout X[ N et al A

L'injection canoniqu®l & M est un homomorphisme de-modules.

Proposition
SoientM et N deux A-modules etf [1Hom, ( M, N ) Alorsona:

1. Kerf = {xOM/ f (X) = 0y }estunsous-modulede M .
2. Imf = {f (X)/ X1 M } est un sous module de N .

Preuve
La méme que celle des espaces vectoriels.

Définition
SoientV unA-module etV un sous-module d& . Sur le groupe quotient abélidd/N , on considére la
modulation :
AxM/N - M/N

(a,;<) L ax= ax+ N



M /' N a donc une structure d& -module appelé module quotiede M par N .
L'application canonique¢ : M — M /N est un homorphisme d&-modules aveckerg = N .

On a le théoréme suivant :

Théoréme
SoientE etF deux A-modules etf [1Hom, ( E F ) Alorsona:

E/Ker(f)O Im( ).
(C'est le premier théoréme d’isomorphisme).

Eneffet:sig : E- E/ Ker( f )est I’'homomorphisme canonique, il existe un ssoiorphisme :
fiE/ker(f) - Im(f).

EDD[EDDﬁF
Sl T

E/ker(f)[] DfD s Im(f)

Telque:f =i o0f os

Preuve
Il est simple de voir que :

f :E/Ker(f) - Im(f)
x=x+Ker(f)- (X

est un isomorphisme et que

+* Opérations sur les modules

Proposition et Définition
1. Toute intersection de sous modules ddumodule est und-module.

2. SoientM unA-module etS une partie dd/. L'intersection de tous les sous moduledidle
contenantS' est le plus petit sous module £ contenantS appelé sous module engendré PaiC’est aussi
I'ensemble des combinaisorslinéaires des éléments dell estnoté < S >:

<S> {>ax / alAetxd &

finie

Preuve .
1. Soit M,,...,M, des sous modules d’'un 4-module.



n
Il est facile de verifier les axiomes telque : m M, est un A-module
k=1

2. Soient M un A-module et S une partie de M, et Soit Ml, .o,M , tout les sous modules de

M contenant S.

simple a remarquer que DXDﬂ M, = xOM, ; OkO{,..., n

k=1

n
Dol m M, est le plut petit sous module d¢contenans.
k=1
Proposition et Définition

Soit (M i )

iy une famille de sous-modules d’un A-moduleM . Le sous-module engendré par

UiDI M; estl’ensemble des éléments de la formez finie i tels queX; UM, , on I'appelle la somme
des M, etonlenote Z M; .

Preuve (trivial).

il

CHAPITRE 4
ANNAEAUX ET MODULES DES
FRACTIONS

1- Constructions et propositions él énentaires

1.1- Relation d'équivalence:
Soit £ un ensemble et considérons une relation bingirsur /. Cette relation peut présenter des
qualités particulieres que nous allons étudier.

1.1.1- Réflexivité :
On dit qu’une relation binair® est réflexivesi :
(OxOE) ; xdx

Exemples :
1. Légalité est réflexive: (HaldE) ; a= a

2. Llinclusion dans P(E) est réflexive : JAOP(E)) ; AO A

1.1.2- Symétrie :
On dit qu’une relatiofR surFE est symétriqusi :

XOy= yIx

Exemples :
1. L'égalité est symétrique: a=b= b= a.

2. Larelation d’inclusion n’est pas symétrique :



A Bn’entraine pas, en général que B [J A. On ne peut échanger Aet B que dans le cas
ou A=B.

1.1.3- transitivité :
On dit qu’une relation binaire R sur E est transitive si :

(xOy et yI2)= X1 :

Exemple :
L'inclusion est transitive :

(AOB et BO C)= AD C

1.1.4- Relation d’équivalence :
On dit qu’une relation binair® surE est une relation d’équivalenseelle est a la fois réflexive,
symétrique et transitive.

1.2- Partie multiplicative :
Définition
SoientA un anneau eSune partie non vide d&. On dit queS est une partie _multiplicativee

Asi:
) 1e Setog S.
i) va beS, abe S.

La construction du corps des nombres rationfgl partir deZ reste valable dans le cas des anneaux intégres
et fournit le corps des fractions de I'anneau irgég

Soient Aun anneau integre €= A\{0} une partie multiplicative( p.m) deA. Le corps des fractions de

A peut étre défini comme suit :
Frac(A) = {a stelsque & Aet& §

L’anneau intégred s'injecte dans son corps des fractions a traVasmomorphisme :

A o Frac(A
a - all

Cette construction considére I’ensemblec:impleﬁa, S) tels queall A et §1 ¢ avec la relation
d’équivalence :

(a, 5)0(d, ) = as- ds= 0
Cette relation reste valable dans ledessanneaux intégres puisque la transitivitésetia simplification

; c’est a dire queA n’a pas de diviseurs de zéro. Toutefois, on péoéraliser cette méthode comme suit :
Soiend un anneau &¥ une partie multiplicative dd. On définit une relation dd x S par :

1 (@ s)0(d, )= (as- ap t= 0 pouruncertain@ ¢



On veut montrer queest une relation d’équivalence. Il est visible que ~ est réflexive et symétrique.
Pour la transitivité, s(a, S) D( a, S’) et (a’, S) 0 (a”, s alorsona:

et

(a's'-a"s')t= C

pour certainst, t T1S. Onadonc:
(as"- sa' ) s tt= as & t+ sa & # sa st sa's=tt0+ 0= 0
On obtient alors une relation d'équivalence.

On note paB/ Sla classe d’équivalence c(ea, S) qu’on appelle fraction. Sur I'ensemble de ces fomst

notéS™ A, on définit I'addition et la multiplication par :
(als) + (als) = (ast sa) [ sy
et

(als) x (als) = (aa)/ s3).

On vérifie facilement que + et x sont biefirdés et font deS™" A un anneau commutatif et unitaire

d’élément nulO / 1et d’élément unitél/ 1.
L’homomorphisme:

¢: A - S'A
a - all
Applique les éléments dS sur les unités d8™ A, on dit queg est S— inversant
Définition
L'anneauS™ A est appelé anneau des fractionsAlgpar rapport aS.

Remarque

1. Il estclair que 'lhomomorphismg : A — S* Pest injectif si et seulement & ne contient pas de
diviseurs de zéro.

2. Sid estintégre e§ = A {0}, alors S Aest le corps des fractions e

3. Si§, estle semi groupe des éléments non diviseurside alorsS(;1 A s’appelle I'anneau total des

fractions ded noté 7T (A).

Exemple 1. Localisation :
Soit P un idéal premier dd. Ona S = A\P est une partie multiplicative dé. Dans ce cas on note

S Apard,, . Les éléments der/s ot @ € P et s € S forment unidéal M ded,.Si  a/s ¢ M
alorsa &P etparsuite //a € A, etdonc s/a € Ap.Donc a/s € U (A, ) de sorte que M est I'unique

idéal maximal de4 .. Ainsion a:

M=PA, ={a/s telque a € Pets €S =A\P}.



A, estappelé anneau local en P ou localisation ded enP .

Exemple : =7
27. est un idéal maximal d&, est puisqué/2Z est un corps, alors l'idéaZ2est premier
DoncS=7\27Z est un partie multiplicative dé. On noteS™Z par Z,, . Les élémentsa/ Sou

all2] et sl Sforme un idéall/ tel queM est I'unique idéal maximal d, . Ainsion a :
M=21TA =21 0\21)0=2 (\2 )="f/s telquead 2 etl S=0 W2

> Ne pas confondre A/P qui annule tous les éléments de P et A, quiinverse tous les
éléments de A\P .

2. Soit 0+ § € Atelque s estnon nilpotent (sinon 0 € S). L'ensemble S = {S" /n € N/} est une
partie multiplicative de 4.

S Ase noted .

3. Soit/ unidéal ded. L'ensembleS = [ + [ = {1 + x /x € I} est une partie multiplicative deA.

2- Modul es des fractions

On peut de maniére analogue appliquer iatcaction deS" Aa un A-moduleM pour construire le
module des fractions.

SoientV unA-module etS une partie multiplicative dd. On définit suM X A la relation
d’équivalence :

(m 9O(m,s) =« OB S/ {ms sh)=

On désigne pami/s la classe derg, s) qu'on appelle fractiorl’ensemble de ces fractions est
notéS™" M.

En définissant de maniére naturelle I'additet la modulation par :
(m/g) + (m/s)=(s m s/ ss

et

(art)(m/ 9 = (am/( st
ou a/tdS* A S' Mdevient ainsiun S™ A-module (et aussi un A-module).

«Pour S = A\P ouP estun idéal premier dé, on noteS™ M par M.
 Tout homomorphisme dé-modules@ :M - N induit un homomorphisme
de S A-modules :

S'a : S'M -~ S'N
alk - a(a s

La formation de ces fractions commute avec l'irget®n finie et I'addition ; c’est & dire que :



1.S*(M+ N) = S* M+ SN
2.8 (Mn N) =S"Mn SN
3.SINOM , alorsS*(M /N) O (S'M) (s N

Proposition
Soit M unA-module, alors les assertions suivantes sont atguites :

) M=0;

i) M, =0 pour tout idéal premieP deA ;
i) M, =0 pour tout idéal maximat deA.
Preuve

i) = ii) = iii) sonttriviales.

iii) = 1) Supposons que M #0.Soient x € M \{0}et I =Ann(Ax)(=Ann(x) = {a € A/ax =
0}).

Onal estun idéal de et 1 I, d’'ou/ estun idéal propre dé Ainsil est inclus dans au moins un

idéal maximalm, ded.D'aprés(ii)) M =0, etdoncx/l =0 (carx € M). Ainsiil existes € A\m,,

tel que £x =0, alorsonat € I (= Ann(x)) S m,, contradiction. D’ou M =0.

Proposition
Soit @ : M — N un homomorphisme dd-modules. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) @ estinjectif (respectivement surjectif ) ;
i) @p estinjectif (respectivement surjectif ) poouttP” € Spec(A) ;
iy @, estinjectif (respectivement surjectif ) pounttan € Max(A4).

Preuve

I) = i) Supposons que @ est injectif, alors

oo M ofL N

est une suite exacte. S8t € Spec(4) et posons S = AP . Comme le foncteur S est exact, alors la suite :

~1
003 s*MOT M. st A
est exacte, et dong, =S - @ est injectif.

ii) = iii) Triviale.
iii) = i) Supposons que ), est injectif pour toutm € Max(A) et montrons queg est injectif. Posons

M’ = Ker ¢ et on doit montrer qud/’ = (. Il suffit de montrer, d’aprés la propositionépédente, que
M’ =0 pour toutm € Max(A).

Comme



o0 M'T- M 0B, N

est une suite exacte, alors pour temt€ Max(A), la suite :
o0 M O M_O0%M. N_

est exacte. Dés lors oM, =1 m(i,, ) = K er(¢,,) = 0. Notamment on d//’ =0 et est donc injectif.
Le cas ougest surjectif est similaire et cela achéve la peed la proposition.

Proposition
Soient4 un anneau &Y une partie multiplicative dd.

1. Supposons qu¥/ est und-module de type fini. AlorS™M =0 si et seulement s'il existe€ S tel que
sM = 0.
2. L’hypothésél/ est de type fini dans 1) est nécessaire.

Preuve

msidérons ud-module de type finM =<X,, ..., X, >engendré par le systemgf...,X,} tel que
S™ M=0.Pour touti = 1, ..., n, il existes; € S tel ques;x; = 0. Dés lors, pous = |_| in=1 s §
onasM =o.

Inversement, supposons qu'il exist€ S tel que SM = 0. Dés lors on a, pour tout 71 € M ,sm =0 et par

suite on a /1 =0/1. Ainsi S*M = 0.

2. SoientR un domaine qui n’est pas un cors= F rac(R) le corps des fractions dg S =
R - {0} une partie multiplicative d&®, etM = K/R. On vérifie aussitot quB M= 0. De
plus, s'il existes € S tel que SM # 0, onaura M =0; c’est a dire que K = R, absurde. Donc  SM # 0

pour tout SES.
D’ou le résultat.
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