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CHAPITRE | : PRELIMINAIRES

1-Loi de composition interne :
Définition : Une loi de composition interne notée T sur un ensemble E est une application de E X E
dans E.

EXE—E
(x,y) — xTy
La notation (E, T) signifie que E est un ensemble muni de la loi de composition interne T.

Notation: Tout couple (E,*) signifié que E est un ensemble et * une loi de composition interne dans
E.

2-Propriétés spéciales:

AssocOiativité :

Définition : Soit * une loi de composition interne dans E. La loi * est dite associative si :
Vab,c€E(a*b)*xc=ax*(bx*c).

Exemple :

1) L’addition et la multiplication dans N ou Z sont associatives.

2) Laréunion et I’intersection dans P (E) sont associative.

Commutativité :

Définition : Soit * une loi de composition interne dans E. La loi = est dite commutative si :
Vab€E,axb=bxa

Exemple :

1) L’addition et la multiplication dans N sont commutatives.

2) La réunion et ’intersection dans P (E) sont commutatives.

3) La soustraction dans C n’est pas commutative.

Elément neutre :

Définition : Soit * une loi de composition interne dans E.

On dit qu’un élément e € E est neutre pour laloi xSi: Va € E,axe=exa=a
Alors on dit que le couple (E,*) est unifere(ou bien unitaire).

Proposition : Si e et e’ sont deux éléments neutres pour * dans E, alors e = e’.

Preuve : Supposons que = ait deux éléments neutres e et e’ dans E.
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Alors puisque e est I’élément neutre ete’ € E,e’ xe =e*xe’ =e'.

Et puisque e’ est I’élément neutre ete € E,e xe' = e’ xe =e.

Donc e = e'.donc I’élément neutre est unique.

Exemple :

1) L’addition dans N posséde 1’élément neutre 0. La multiplication a 1’élément neutre 1.
2) La réunion dans P(E) a I’élément neutre @ : (VA € P(E),AUQ =A).

3) L’intersection dans P(E) a I’élément neutre E : (VA € P(E),ANE = A).
Extension :

Définition : Soient X un ensemble, * une loi de composition interne dans E. On peut munir EX d’une
loi de composition interne noté « , définie par: vV f,g € EX,vx € X, (f *x g)(x) = f(x) * g(x) .
Et appelée extension a EX de la loi * de E.

Exemple:Sif,g: R Ralorsf+ g:R—— R
Exemple: Sif,g:R — f+g TR

Stabilité :

Définition : Soit * une loi de composition interne dans E. Une partie A de E est dite stable pour = si et
seulement si, AxAcAcad V(x,y)EAXAx*y€EA.

Si A est une partie stable de E pour = , la loi de composition dans A définie par: A X A T) A est
X,y )r—oX*y

appelée loi de composition interne induite sur A par * de E, et encore notée .

Loi produit :

Définition : On appelle produit de deux couples (E, T), (F, L) le couple (E X F,*) tel que :
V(x,y),(x",y') EE XF, (cy) ', y)=CTx,yLy").

Exemple : R?, muni de la loi de composition interne + définie par :

v (x,y), (x',y') € R? (x,y) + (x",y") = (x + x',y + y") est le produit du (R, +)
par lui-méme.

Eléments réquliers :

Définition : Soit * une loi de composition interne dans E.

1) Onditqu’un élément a € E est régulier a gauche si:V b,c EE,axb =a*xc = b =c.
2) Onditque a estrégulier a droitesi:Vb,c € E,bxa=c*xa = b =c.
3) Ondit que a est régulier pour = si et seulement si a est régulier a gauche et a droite.
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Exemple :

1) Tout nombre naturel est régulier pour I’addition :Vx € Na+x=b+x = a =b.
2) Tout nombre naturel, sauf 0 est régulier pour la multiplication: ¥V x € N*,ax = bx = a = b.

Elément symétrigues :

Définition : Soit * une loi de composition interne dans E admet un élément neutre.

1) On dit qu’un élément a € E est symétrisable a droite, s’il existe un élément a’ de E tel que

!
axa =e.
2) Ondit qu’un élément a € E est symétrisable a gauche, s’il existe un élément a’ de E tel que
a'xa=e.

3) Ondit que a est symétrisable s’il admet un méme symétrique a’ a droite et a gauche.

Proposition : Si x4, ... ... ... ..., X, sont des élément inversible de (E,X), alors x4, ... ... ... ..., X5, €5t
inversible d’inverse x; %, ... .. ... xi L.

Preuve : Comme X est associative,

ety e X)) 7Y e T D) = (g, e, X ) Copxy D (24, 21 )
=x;xjl=e
De méme ona (x5, oo, x7 D (g, o xy) = €
D’ou(xy, oor, )" = (7%, e e, x7 D).

Proposition : Soit * une loi de composition interne dans E. Si la loi * est associative et E admet un
élément neutre alors :

Tout élément symétrisable est régulier.

Preuve : Soient * une loi associative dans E, et E admet un élément neutre et a un élément
symétrisable de E. Donc3a’ € E.

Alors Vb,c €E, (bxa)=(cxa)=>(bxa)+a' =(c*a)*a
bx(axa)=cx(axa')
bxe=cx*e donc b=c.

De méme on montrer que a est régulier & gauche.

Notation : Si la loi est notée additivement, le symétrique d’un élément a se nomme 1’opposé de a et se

note (—a) . Si la notation est multiplicative, il se nomme I’inverse de a et se note a™?1 .

Proposition : Soit * une loi de composition interne dans E. Si la loi * est associative et E admet un
élément neutre. Tout élément dans E symétrisable admet un symétrique unique.
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Preuve : Supposons que a ait deux symétriques a’ et a”’ dans (E,*).
Alorsa’ xa = a"" * a = e, et comme a est régulier ,on obtienta’ = a’’ .

Morphisme :

Définition : Soit (Gq,*) et (G5, T) . Un homomorphisme de G, dans G, est une application
fiGy > GytelqueVx,y € Gy, f(x*xy)=f)Tf(Q).

Proposition :

1) Sif:(E,x) — (F,T)etg: (F, T) — (G, L) sont deux morphismes, alors g o f: E — G est un
morphisme de (E,*) dans (G, 1).

2) Pour tout (E,*),ldg: E — E est un automorphisme de (E,*).
X—X

3) Si I’application f: (E,x) — (F,T) est un isomorphisme, alors f ~1: F — E est un isomorphisme du
(F,T) dans (E,*).

Preuve :

DVxy€E(ge)x*y) =g(f)Tf)) =(g°Hx)L(geHW).
2) Evident.

3) Puisque f est bijective, "application réciproque £~1: F — E existe, et on a,
Vx,y € F:xTy = f(f ' )TF(F () = FF ) = £ ().

Dou f 1 (xTy) = fH(x) * f ()

2-GGroupe:

Définition :

1) Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne . On dit que cette loi détermine
sur G une structure de groupe ou que G est un groupe si les trois axiomes suivantes sont
vérifiés :

i) La loi = est associative. C.a.d. que,Y x,y,z € G, (x xy) xz = x * (y * 2).
i) La loi * admet un élément neutre.
C’est-a-dire. Je€GtelqueVx EG x*e=exx =X
iii) Tout élément x € G admet un symétrique x’ € G pour la loi *.
CadvxegG,Ix' eGtelquex*x' =x"xx =e.

2) Side plus, la loi * est commutative c.a.d. V x,y € G,x *y = y * x, On dit que le groupe (G,*)

est commutatif ou abélien.

Exemple :
(Z,+), (R, +) et (C,+) Sont des groupes commutatifs.

(C*,x), (R*,x) et (Q*,x) Sont des groupes commutatifs.
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Conséquences : Soit (G,*) un groupe, alors :

Tout élément de G est régulier a gauche et a droite pour la loi *.
cadque Ya€eG,Vx,yeEG:

ax*x=a*xy=—= X=Y
{x*azy*a:> X=Yy

Preuve :
Vx,y,Z€G

xxy=xxz=x1x(x xy) =x"1x(x*2)
S lxx)ry=(x"1xx)xz>y=02z
De méme pour y * x = z * x.

3-Morphismes de groupes :
Définition : Soient (Gq,*) et (G, T) deux groupes. Un homomorphisme de G; dans G, est une
application f: G; — Gy, telque f(x*xy) =f(x)T f(y)

v Side plus f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de G; dans G, ou que G; et G,
sont isomorphe et on note G, = G,.

v Un endomorphisme du groupe G, est un homomorphisme de G, dans lui-méme.

v Un automorphisme de G, est un isomorphisme de G, sur lui-méme.

Exemple : La fonction exponentielle est un homomorphisme du groupe (R, +) dans le groupe (R*,X)
Car ety =e* x e¥

Proposition : Soient (Gq,*) et (G,, T) deux groupes d’éléments neutres respectifs e; et e, et soit
f: Gy — G, Un homomorphisme, alors :

1) fle) =e;
2) Vx€G, fGH =GN

Preuve :

1) fle))T f(er) =f(eg*xe) =f(er) =f(e))Te
D’ou f(e;) = e, car f(ey) est régulier.

2) {f(x) Tfx ™) =flxxx)=f(e) =e
fODT ) =fx"*x) = f(e)) = e,

Définition : Soient (Gq,*) et (G,,T) deux groupes et f un homomorphisme de G, dans G, tel que,
f: Gy — G,. Si e, désigne 1’élément neutre du groupe (G,,T) :

= D’ou f(x™) = (f(x)™

®

« Lenoyaude f notée ker f est donné par :

kerf ={x€G;/ f(x)=e}=f"({ez})
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% L’image de f notée Im f est donnée par :
Imf={f(x) / x€G}

Proposition : Soit f un homomorphisme du groupe(Gy,*) dans (G, T).
Alorssi f estinjective < Ker f = {e;} . OuU e; est 1’élément neutre du groupe G;.
Preuve : (=) Supposons que f est injective, et soit x € ker f .
f(x) = e, = f(e;), d’ou puisque f est injective : x = e,.Ainsi:Ker f = {e;}
(&)Supposons que ker f = {e,} . Soientx,y € G;, tel que f(x) = f(¥)
Donc f() T (f() ™" = e,
Cad.que(xxy ) =e,=f(e;) = x*xy Lekerf.
Car f est un morphisme, est par conséquent x * y~! = ¢;
D’ou x =y = f estinjectif .

Proposition :( Transfert De La Structure De Groupe)
Soient(G,*) un groupe, T une loi de composition interne sur E( (E, T)) . S’il existe un isomorphisme

de (G,*) sur (E,T) . Alors (E,T) est un groupe isomorphe au groupe (G,*) etonnote G =~ E.
Preuve : Supposons qu’il existe un isomorphisme de f: (G,*x) — (E,T) . (e le neutre de G)
Soientx,y,z€E, X=f"1(x), Y=y, Z=Ff"1(2)

1) GTWTz=(FXTFWM)TF(Z)=fX*Y)Tf(Z)
=f(X*Y)*Z)=f(X = (Y % 2))
=fXTFY*Z)=fX)TFX)Tf(2)

=xT (yT z).Donc T est associative dans E.

Donc f(e) est neutre pour T dans E.

2) {fo(€)=f(X)Tf(€)=f(X*€)=f(X)=x
f@OTx=fTfX)=flexX)=fX)=x
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3) {fo(X_l) = f(X) Tf(X_l) =f(X*X—1) = f(e)
FXDTx=FfXDTFX) =FfX1xX) = f(e)

Donc x admet un symétrique pour T dans E.

4-Groupe produit :

Définition : Le groupe G X G’ est appelé le produit direct de groupe G par G'.

Proposition : Soit (G,*) un groupe d’élément neutre e.
On définit une loi * sur G X G on posant :(a, b) * (c,d) = (a*c, b * d).
Muni de cette loi, G X G est un groupe :

+ Le neutre est (e, e).

% L’inverse de (a,b) est (a™1,b™1).

Preuve : Soient a,b,c,d,x,y € G,
Alors ((a,b) * (c,d)) * (x,y) = (axc,b*d) * (x,y)
=((axc) xx,(b+*d) *y)
=(a* (c*x),b*(d+y)) = (ab)*(c+x,d*y)
=(a,b) * ((c,d) * (x,¥))
D’ou la loi * est associative.

Cette loi admet (e, e) comme un élément neutre et pour tout (a, b) € G X G, I’inverse de

(a,b) est (a1,b~1). Donc G X G est un groupe.

5-Ordre d’un groupe fini :
Définition : On dit qu’un groupe (G,*) est fini si le cardinal de ’ensemble G est fini

Exemple : ((Z/7Z)" ,x) est un groupe fini son cardinal est 6.

Définition : Soit (G,*) un groupe fini, le cardinal de I’ensemble G est appelé 1’ordre du groupe et on
le note ord(G).

Exemple : (( Z/4Z), +) est un groupe fini d’ordre 4.
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6-Sous —qroupe :
Définition : Soient (G,*) un groupe, et H une partie de G. On dit que H est un sous-groupe de (G,*) Si
et seulement si :

i) Vx,y €H, xx*y€H (Heststablepour laloi *)
i) e€H (e le neutre de G)
iii) Vx€H, ona, x !€H. (x7!lesymétriquede x dans G)

Proposition : Soit (G, .) un groupe d’élément neutre e . Pour qu’une partie H de G soit un
sous-groupe de G, il faut et il suffit que :

i) H+0.
i) Vx,y€H, xy 1 eH.

Preuve :

La condition nécessaire : si H est un sous-groupe, I’inverse y~! de y et le produit
xy~1 de x et de y™! appartiennenta H.

La condition est aussi suffisante :

Onax€H =xxl=e€H

x€EH = (e,x) EH? = ex 1=x"1€eH
x,yEH = (x,y VeH?*=x(y ) '=xy€H
C.a.d. que H est stable pour la loi produite .

D’ou (H,.) est un sous groupe G.

Proposition : Soit (G,*) un groupe. (H;);c; une famille de sous-groupe de G.
Alors N;¢; H; est un sous-groupe de G.

Preuve : Soit H = N;¢; H;

1) Vx,yeG,Vx,yeEH= (Viel, xeHety€eH;)) = (Viel,LxxyeEH,)) =x*xy€EH
2) (Viel,e€H;),alorse e H
3) VxEG,xeEH= (VielLxeH)=> (Viel,Lx'eH)=x"1€H.

Définition : Soit (G,*) un groupe. A une partie de G, ’intersection de tous les sous-groupes de G
contenant A est un sous-groupe de G . Appelé sous-groupe engendré par A et noté < A >.

AInsi <A >= Ny s gaecacu H €t Va € G on peut noter <a>au lieu < {a} >.

Proposition : Soient (G,*) un groupe, A une partie de G. < A > est le plus petit sous-groupe de G
contenant A.
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Preuve : Ona<A4>= Ny g de g acu H
Donc d’aprés la proposition précédente < A> est un sous-groupe de G contenant A.
D’autre part, soit H un sous-groupe de G contenant . Par définition de <A>,ona:<A>c H
Ainsi < A> est inclus dans tout sous-groupe de G contenant A.
Donc < A > est le plus petit sous-groupe de G contenant A.
Théoreme : Le noyau d’un morphisme f: (G1,*) — (G,, T) de groupes est un sous-groupe de G;.
Preuve :V x,y € ker f
fOxy™)=fTfOG™)=f)T )" =eTe; =e;. Doncxyt € kerf.
Et puisque e; € ker f donc kerf + @etVx,y Ekerf = x*y L €kerf .
Alors ker f est un sous-groupe de G;.
Proposition : L’image d’un morphisme f: A — B de groupes est un sous-groupe de B
Telque:Im f ={b € B,3a € Atel que f(a) = b}.
Preuve : Soita € A, alors f(a) = f(0, + a) = f(04) + f(a)
Donc f(a) — f(a) = f(04) + f(a) = f(a) = 0p = f(04).
Soient by,b, € Im f etaq,a, € Aavec f(a,) = by, f(ay) = b,
Alors by — by = f(ay) — f(az) = f(a; — a;) € Imf.
Donc Imf est un sous groupe de B.
Définition :

1) On dit qu’une partie A d’un sous-groupe de G est un ensemble ou systéme de générateur de G
0u que G est engendre par A4, si < A>=G.

2) Un groupe monogéne G est un groupe engendré par un seul élément.
C'est-a-dire 3 x € G, tel que G =< x > . Si de plus |G| est fini, on dit que G est un groupe
cyclique.

Notation :
Soit H un sous-groupe de G. On dit que x est congru a y modulo H et on note :

x =y (H) sixH = yH.On note par x = xH = Hx = la classe de x modulo H. Notamment, toute
intersection de sous-groupe de G est un sous-groupe de G.
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7-Groupe Quotient :
Théoreme : Soit H un sous-groupe de G . L’ensemble quotient G / H est un groupe pour la loi
(x,y¥) — xy, z désignant la classe d’un élément z de G.

Preuve :

1) la correspondance : (G/H) T G /H est bien une application.
Soient x'et y' telsque x' = x(H) et y' = y(H)
Doncx' =x(H) = x'x 1€ H
=x'y'yxleH
=x'y'(xy)"1eH
= x'y' = xy'(H).
Demémeona:y =y(H)=y'y leH
=y'xx lyleH
=y'x(yx)"'eH
= y'x = yx(H) = xy' = xy(H).
D’otiona:x'y’ = xy(H) cest-a-dire que : x'y’ = xy.
2) L’associativité : Si z est une troisiéme classe, on a:
X5 7) =72 = x(v2) = ()z = (P)Z = @Yz

L’élément neutre est 1 € H. L’inverse de la classe de x est la classe de x 1.
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CHAPITRE Il : ANNEAUX

1-Distributivité :
1) On dit que la loi = est distributive a gauche pour la loi T si :

Vab,c€E,ax(bTc)=(@*b)T (a*c)
2) On dit que la loi * est distributive a droite pour laloi T si: (b T c) *a = (b * a)T(c * a).
3) On dit que T est distributive sur = si et seulement si T est distributive a gauche et a droite sur *.
Exemple :
H)An(BUC)=(ANB)UANC).
2JAU(BNC)=(AUB)N(AUO).
Définition :

1) On dit qu’un ensemble A muni de deux lois de compositions internes notée + et X est un

anneau si :

i) (A, +) est un groupe commutatif.

i) La loi x est associative. C.a.d.que: Vx,y,z€ A,ona:x X (yXz)=(xXy)Xz

iii) La loi x admet un élément neutre noté 1. (Dans ce cas on dit que A est un anneau
unitaire)

iv) La loi x est distributive par rapportalaloi +. Cad que:

xX(y+z)=xXy+xXz

vx,y,ZEAona{(x+y)xz=xxz+y><z

2) On dit que I’anneau (4, +,X%) est commutatif si de plus la loi X est commutative.

Exemple :

1) (Z,+,%), (R, +,X) et (C, +,x) sont des anneaux commutatifs et unitaires.
2) Soit (4, +,x) un anneau et E un ensemble. Alors I’ensemble F(E, A) des applications de
E — A muni des deux lois :

f,9)—f+g (f,9) —fxg

x— f(x)+gx) x— f(x) x g(x)
Est un anneau unitaire.

2-Anneau produit:
Définition : Soient (4, +,X) et (A’, +,%) deux anneaux. On définit des lois + et X sur Ax A’ en
posant :

Vab€eA Vc,deA

» (a,b)+(c,d)=(a+cb+d).
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» (a,b) X (c,d)=(axcbxd).

3-Régles de calcul dans un anneau:
Soit (4, +,X) un anneau.
On note : 0 est I’élément neutre pour +, et 1 le neutre pour X.

V (a,b,c) € A% Ona:

1) ax0=0xa=0 (0estabsorbant pour la multiplication)
2) (-D)xa=ax(-1)=-
3) {(—a) Xb=ax(—b)=—ab
(—a)x(=b)=axb=ab
{(a—b)XczaXC—bXC
cx(a—b)=c><a—c><b
5) VneN"(1-a)Xipa = (EF55a)1-a)=1-a"
6) (1+a)TZy(—Dkak = TE,(-D*a) A +a) = 1+ a?*!
7) vn € N*V (x4, ...,x,) € A"

n

n

4)

i=1 i=1
n n
lea = (Z x;)a
i=1 i=1
8) Vn,peN"V (xg, ., Xp) € A”,v(yl, ...... ,yp) € AP,
n p 14 n 14
Z Z Xiyj) = Z(xi}’j) = (z xi)(Z yi)
i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

9) n+1 bn+1 _ (a _ b) Zk o an—kbk

Proposition :(FORMULE DU BINOME DE NEWTON)
Soit (A, +,X)unanneau.n € N, x,y € Atelquex Xy = y X x.
On a: (x +y)" = 3¥0_, ckxkyn-k

Ou par convention x? = y° = 1,.

Preuve :(Par récurrence)

Pour n = 0 la formule est vraie
Supposons la formule est vraie pour n, et montrons que la formule est vraie pour n + 1.
Ona(x+y)""1=(x+y)"(x+y)

= (ZR=ocnx*y" ) (x +y)

= (Cheo Chx y" Y x + (oo crxFy™ )y

— Zk 0 Ckxk+1 n—k + Z;{l=0 Clrkayn+1—k
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ntlck=lykyntizk 4 yn_ o ckxkynti=k (qveck =k + 1)

— N+l n k-1,k,n+1-k n+1 n k.k.n+1-k
=x""" 4 Yk=1Cn XY + Y™+ Yo e xCy

CTrlli—llxn+1y(n+1)—(n+1) + C12+1x0y(n+1) +Z;cl:1(crlf_1 + c,’f)xky"“"‘

n+1 .k k., n+1-k
k=0 Cnt1 X Y

4-SOUS —ANNEUX ET IDEAUX :

(avec ck = ck_| + k=

4-1-Sous-anneau :
Définition : Soient (4, +,X) un anneau, B une partie de A. On dit que B est un sous-anneau
de(4, +,X) si et seulement si :

» Muni des lois induites (B, +,%) posséde lui-méme une structure d’anneau.

Exemple :

1) (Z,+,%) est un sous-anneau de I’anneau (Q, +,%)
2) (Q,+,x) estun sous-anneau de (R, +,X)

Proposition :(Caractéristique d 'un sous-anneau)

Soient (4, +,X) un anneau, B une partie de A. Pour que B soit un sous-anneau de A, il faut et il suffit
que :

v 1,4 €B.
v V(a,b)€EB? a—-bE€EB
v Y(a,b)€EB? ab€eB

Exemple : Le seul sous-anneau de (Z, +,X) est (Z, +,X) lui-méme.

Proposition : Soit (4, +,X) un anneau. Soit (B;);¢; une famille non vide de sous-anneaux de A, alors
N;e; B; est un sous-anneau de A.

Preuve : Vi € I, B; est un sous-groupe de A donc N;¢; B; est un sous-groupe de A.
Stable par multiplication
X,y €NigBi e Viel, x€eB; ety €B;
= Viel,xXy€EB;
= x Xy € NirB;

Viel, 14 €ldonc1l, € NigB;.
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4-2-1IDEAUX :
Définition : Soit (4, +,X) un anneau commutatif. Soit / une partie de A .
On dit que I est un idéal de A si :

% (I, +) est un sous-groupe de (4, +).
» Vxel,VyeAona:xy€el

Tout idéal qu’est a la fois idéal a gauche et idéal a droite de A est appelé idéal bilatére de A, c'est-a-
dire :

1) VaeAViel,= axi€el
2) VaeAVvViel,=ixac€l

Exemple :

{0} et A sont deux idéaux de A dit idéaux impropre.

Tout idéal I de A différent de {0} et A est dit idéal propre de A.

Remargue : Si un idéal I contient un élément inversible x € A. Alorsona: [ = A.
Preuve :

Soitx€l,x"'€Adoncl=xx"1el

Soita€ A,ona:a= a .1 €l,doudA=1.
L L
acA 1€l

Proposition : Soient I et J deux idéaux a droite (resp. a gauche) d’un anneau A4, alors I + J est un idéal
a droite (resp. a gauche) de A.

Preuve : Soitx,yel+ ] =3ab€let3a’,b'€jtelquex=a+a'ety=b+b’
x—y=(a—-b)+ (@ —-b)el+].
D’autre part, si I et J sont deux idéaux a droite

VzeAonaazeleta'ze]Jdoncxz=(a+a')z=az+a'zel+],doulapreuve.

5-Générateur d’un idéal :
Définition : L’idéal engendré par une partie F d’un anneau A est le plus petit idéal contenant cette
partie. Il est noté I(F) ou < F >.

Proposition : Soit A un anneau commutatif. Pour tout x € A la partie xA = Ax = {ax,a € A} estun
idéal de A appelé idéal engendré par x.

Preuve :

1) x=1.x€Ax
2) V(a,b) € A%, ax + bx = (a + b)x € Ax
3) Va€eAVbeAb(ax) = (ba)x € Ax.
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Proposition : ’intersection d’une famille d’idéaux est un idéal.
Preuve : Soit (/;) je; une famille d’idéaux d’un anneau (4, +,X).
V j €], I; estun sous-groupe de A donc I’intersection (e I; est un sous-groupe de A.
Stable par multiplication par un élément de A :
X€Njgl; &Vje], x€el;
= Vj €J,Va € 4, xXaEI]=>x><aEﬂj€]Ij
Définition :
Soit (4, +,X) un anneau commutatif.
Un idéal I de A est dit premier si :

o [#A
e Vx,yeEAxXyel=x€louye€l

Un idéal I de A est dit maximal si :

e [#+A
o V]idealdeA,IS]= (J =1ouj=2A4)

Un idéal I de A est un idéal principale si :

o Jae€ltelquel = Aa ={xa,x € A}

6-Homomorphismes d’anneaux

Définition : Soient (4, +,X)et (B, +,%) deux anneaux. On note 14 et 15 les éléments neutres
multiplicatifs. On note 0,4 et 05 les éléments neutres additifs. On dit qu’une application f: A — B est
un homomorphisme d’anneaux Si :

= [ =15

= V) €A f(x+y)=f0)+f()

" V(xy) €A% flxy) = fCOf )

* Un endomorphisme d’anneaux (4, +,X) est un homomorphisme d’anneaux
de (4, +,X) dans (4, +,X).

*  Un isomorphisme d’anneaux est un homomorphisme d’anneaux bijectif.

=  Un automorphisme d’anneaux (4, +,X) est un endomorphisme bijectif dans 1’anneau
(4, +,%).

Proposition :

1) Sif:A— Bet g:B— C sont des morphismes d’anneaux, alors g o f: A — C est un
morphisme d’anneaux.

2) Id4:A — A est un automorphisme de I’anneau(4, +,X).

3) Sif:A— B estunisomorphisme d’anneaux, alors f ~1: B — A est un isomorphe d’anneaux.
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Théoréme :

1) Le noyau d’un morphisme est un idéal.
2) Un morphisme est injectif si et seulement si son noyau est nul.

Preuve :

1) Soit f un morphisme d’un anneau A dans un anneau B. Le noyau est un groupe additif puisque
le morphisme est aussi un morphisme de groupe additif.
Enplus,siaekerf et be A:
Alorsona:f(ab) = f(a) X f(b) = 0 X f(b) = 0g;donc ab € ker(f).
Donc le noyau d’un morphisme est un idéal.
2) Sile morphisme est injectif, le zéro a un seul antécédent = ker f = {0}

Réciproquement ;si f(x) = f(y) = f(x—y) =0.
c.a.d. x —y € ker(f) = {0}
Donc x = y et f est injective.
Proposition : Pour tout morphisme f: A — B d’anneaux, ker f est un idéal bilatére de A.
Preuve : On sait que le ker f est un sous-groupe. Alors soit x € Ker f, et soita € A
Donc f(ax) = f(a)f(x) = f(@)0 =0
f(xa) = f(x)f(a) = 0f(a) = 0. Donc Kker f est un idéal bilatére de A.

Anneau Quotient :

Soit I un idéal d’un anneau commutatif A. On sait que A / I muni de la loi additive (x,y) — x + y est
un groupe commutatif car (4, +) est un groupe commutatif. On définie de méme sur A / I la loi
multiplicative suivante : (x,y) — xy . En effet :

X=x' =x=x"+uouucel
y=y =y=y +v0uvel

=xy=x'y +uy’ +vx'+uv

I étant un idéal, alors uy’ + vx’ + uv € I et par suite xy — x'y’ € I c'est-a-dire xy = x'y’ .
A / I muni des deux lois citées précédemment est un anneau commutatif unitaire.

On appelle I’anneau quotient de A par I. L’homomorphisme d’anneau A — A / I est appelé
I’homomorphisme canonique.

7-ANNEAUX INTEGRES :
Définition : Soient 4 un sous anneau, a € A.

1) On dit que a est un diviseur de zéro a gauche dans A si et seulement si :

{ a#0
AbeAb+#0etab=0.
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2) On dit que a est un diviseur de zéro a droite dans A si et seulement si :

{ a#0
dc €A, c+0etca=0
3) Ondit que a est un diviseur de zéro dans A si et seulement si a est un diseur de zéro a

dans 4 ou un diviseur de zéro a droite dans A.

Exemple :
Soitf:R—->R et gR-R
{Osix<0 {xsixSO
- . X = .
xsix=>0 O0six>0

Sont des diviseurs de zéro puisque f # 0,g # 0,fg = 0.
Définition : Un anneau (4, +,%) est dit intégre si :
» A n’admet aucun diviseur de zéro.
Autrement dit, ¢’est un anneau Vérifiant :
Vx,y€EAxXy=0=>x=00uy=0.
Exemple : L’anneau Z des entiers est intégre.

Définition : Soient A un anneau intégre,(x, y) € A2. On dit que x divise y et on note x|y si et
seulementsi3 a € Atel que y = ax : En d’autre terme x|y <& 3a € A/ y = ax.

Proposition : Soient A un anneau intégre, (x,y) € A2. Alorssi x|y & Ay c Ax.
Preuve : Si x|y, alors3 a € Atel que y = ax.

DoncV a € A,ay = a(ax) = (aa)x € Ax. D’ou Ay C Ax.

gauche

Proposition : Soit A un anneau unifére intégre. Alors, tout élément inversible d’un coté est inversible.

Preuve : Soit a € A inversible a droite, alors 3b € A tel que ab = 1.
ab—1=0= b(ab—1) =bab—b = (ba—1)b = 0.

Puisque A est integre b # 0, alors b est régulier

Alors ba — 1 = 0. Donc a est aussi inversible a gauche.

Définition :(Elément nilpotent)

Soit A un anneau non réduit a { 0}. Soit a un élément non nul de A.
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On dit que a est nilpotent s’il existe un entier n tel que a™ = 0, avec ces notationsVp > n,a? =0

Le plus petit entier n tel que a™ = 0 est appelé I’indice de nilpotente de a.

8-CORPS :

Définition : Un ensemble K muni de deux lois de compositions internes + et x. On dit que
(K,+,Xx) est un corps si :

v (K, +,X) est un anneau.
v 0g # 1g. (tout corps contient 1 et 0)
v' Tout élément de K \ {0} admet un inverse pour le produit dans K.

Si de plus, x est commutatif dans K on dit que (K, +,%) est un corps commutatif.
Exemple :
(Q,+,%), (R, +,x) et (C, +,x) Sont tous des corps commutatifs.

Caractérisation d’un corps : Soit A un anneau non nul. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A est un corps .

i) Les seuls idéaux de A sont {0} et A.

iii) Tout homomorphisme non nul de A dans un anneau est injectif.
Preuve :

i) = ii) Soitl # {0} unidéal
Soitx #0etx€l,x'€ed =1=xx"1el
Soita€eAd,ona:a=a.1€l,doul = A.
ii) = iii) , Soit f: A — B un morphisme d’anneau non nul avec B # {0}
Cad:3x e Atel que f(x) # 0. Par suite x & ker f etker f estun idéal.
Donc d’aprés ii) on a ker f = {0} et par suite f est injectif.
iii) = i). Soit x € A et x non inversible
Comme x est non inversible, alors B = A / xA (A # xA)

Par suite f:A — B =A/xA ou f(z) =Z = z+ xA qu’est non nul car (B # 0) est un morphisme
qu’est injectif d’apres iii). Or f(0) = 0 = x = f(x)

Donc x = 0 car f injectif.
Remargue : Tout corps commutatif est un anneau integre.

La réciproque est fausse, Z est un anneau intégre mais n’est pas un corps.
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9-Sous-corps :
Définition : Soient (K, +,X%) un corps, L une partie de K. On dit que L est un sous-corps de K si:

> L estun sous-anneau de K .
> VxeL\{0}, x"1eL.

Autrement dit :

= L*0Q.
» Vx,yeL\{0}, xy 1€l

Exemple : @Q est un sous-corps de R, et R est un sous-corps de C. (Pour les lois usuelles + et x)
Proposition :(Caractérisation D 'un Sous-Corps)
L est un sous-corps de (K, +,X) si et seulement si :

> 1€L.
> V(a,b)€L? a—bEL.
> V(a,b) €L?avec b# 0,ab ' €L.

10-Morphisme de corps :
Définition : Soient (K, +,X) et (L, +,%) deux corps. On dit qu’une application f: K — L est un
morphisme de corps si :

¢ f(1g) =1
< V(a,b) € K?, fla+b) = f(a)+ f(b)
% V(a,b) € K? f(ab) = f(a)f (b)

Si de plus f est bijective. On dit que f est un isomorphisme de corps.
Proposition :(Corps des fractions d’un anneau intégre)

Soit (4, +,%) un anneau commutatif.

Si A est un anneau intégre, il existe un corps (K, +,%) tel que :

v' (A, +,%) est un sous-anneau de K.

v K ={ab 1,a,b € A b # 0}.

v Si K’ est un corps satisfaisant les deux derniéres conditions, alors K’ =~ K (On dit que le corps
K est unique a I’isomorphisme prés).

Le corps K s’appelle le corps des fractions de ’anneau A.

Exemple :

(Q, +,X%) est le corps des fraction de I’anneau intégre (Z, +,X).
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Proposition : Soient A et B deux corps commutatifs et f un homomorphisme de A vers B.
Alors f est injectif.

Preuve :

Soitx € ker f tel que x # 0.

x étant inversible. Doncon a:
1=fD)=flx™V=fl)f(x™)=0

Ce qui est impossible, donc ker f = {0} et f est injectif.
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CHAPITRE 111 : LES MODULES

1-Premier pas :
Définition : Soit A un anneau. Un A-module(ou un module sur A) est un groupe abélien M muni d’une
application (multiplication externe) A x M ———— M vérifiant les propriétés suivantes :

(am)—am

VabeAetVmne€ M,ona:

1. (a+b)ym=am+bm eta(m+n) =am + an (distributivité).
2. (ab)ym =a(bm).
3. 1ym=m.

Exemple :

1) Un anneau A est un A-module.

2) Un idéal de A est A-module.

Définition : (Sous-Module)

Soit A un anneau. Et soit M un A-module, un sous-module est une partie N de M vérifiant :

» N est un sous-groupe abélien de M.
> VaceAetVvmeN,ameEN.

Autrement dit : Une partie N de M est un sous-module si et seulement si :

v 0€N.

vV Vx,yENetVa€eA:
= x+y€EN
= ax €N

Exemple : Si A est un anneau, les idéaux de A sont les sous- A-modules de A.
Définition : (Homomorphisme)

Soit A un anneau, et soit M et N deux A-modules. Un homomorphisme de M dans N est une
application f: M — N tellsque,Va,b € AetVvm,ne Mona: f(am+ bn) = af (m) + bf (n).

On note Hom, (M, N) I’ensemble des homomorphismes de M dans N.

Un homomorphisme de M dans M est appelé endomorphisme de M. On note End, (M) I’ensemble des
endomorphismes du A-module M.

Lemme : Soit A un anneau et soit M, N, P trois A-modules. Si f: M — N et g: N — P sont des
homomorphismes, leur composé g o f: M — P est un homomorphisme de A-modules.

Définition : On dit qu’un morphisme de A-module f: M — N est un isomorphisme s’il existe un
homomorphisme g:N — M telque fog=1Idy etgof =1dy .
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Proposition : Un morphisme est un isomorphisme si et seulement si, il est bijectif.
Preuve :
Si f:M — N est un isomorphisme de réciproque g, il est clair que g est la bijection réciproque de f.

Inversement, si f: M — N est un morphisme bijectif, soit g sa bijection réciproque. Alors g est un
morphisme.

Eneffet: Sin,n" € Neta,a’ € Aona:
flagn) +a’'g(n")) = af(g(n)) +a'f(g(n)) =an+a'n’.
Donc ag(n) + a’'g(n") = g(an + a’n"). Ce qui établit la linéarité de g.
Définition : (Noyau)

Soit f: M — N un morphisme de A-modules. On appelle noyau de f, noté ker f, I’ensemble des
m € M tels que f(m) = 0. End'autre terme kerf ={vmeM / f(m) =0}.

Proposition : Soit f: M — N un homomorphisme de A-module. Si M' est un sous-module de
M, f(M") est un sous-module de N. Si N’ est un sous-modules N, alors f~1(N") est un sous-module
de M.

En particulier, le noyau ker f et I’'image Imf = f(M) de f sont des sous-modules de M et N
respectivement.

Preuve :
Montrons que f(M") est un sous-module de N.
Comme f(0y) =0y et0y, € M et0y € f(M'). D’autre part, sinet n' € f(M")
Idmetm' € M' telque n= f(m)et n' = f(m")
=n+n' =f(mMm+f(m)=fm+m')e fM')
Enfin,si n = f(m) € f(M') etsi a € A,an = af (m) = f(am) € f(M") puisque am € M'.
Montrons que f~1(N) est un sous-module de M.
Comme f(0,) =0y €N’,0, € f~1(N"), d’autre part,si metm’' € f~(N") etsi a,b € A
Ona: f(am+bm') =af(m)+ bf(m") € N'. Puisque f(m) et f(m") appartiennenta N’ et que

N’ est un sous-module de N ; Donc am + bm' € f~1(N").

2-Operations sur les Modules :

Proposition : Soit A un anneau, soit M un A-module et soit (Ny)es une famille de sous-modules de
M. Alors I’intersection N = ¢ N est un sous-module de M.
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Preuve :
Comme 0 € N;Vs, donc0€N.

Soient m, n deux éléments de N, Vs m et n appartiennent au sous-module de N;. Donc m + n aussi
et m + n appartiennent a leur intersection N .

Enfin, soit me Net a € A. Vs, m € N; donc am € N; et finalement am € N.
ainsi N est un sous-A-module de M.

Définition : Soit A un anneau, M un A-module et soit (M;)ses une famille de sous-modules de M.
la somme des Mg, Yo M , est le sous-module de M engendré par la réunion Ug M des M.

C’est aussi I’ensemble des combinaisons linéaires Y, mg 0U (my), est une famille presque nulle
d’¢élément de M tel que my € My Vs.

Définition : Soit A un anneau, M un A-module et I un idéal de A. On définit le sous-module /M de
M comme I’ensemble des combinaisons linéaires Y); a;m;. Ou Vi,a; €I et m; € M.

Proposition : Soit M un A-module. Soit (Ns)es une famille quelconque de sous-modules de M et P,
et P, deux sous-modules de M.

Si P; U P, est un sous-module de M, alors, P, € P, ou P, C P,.
Preuve : On suppose P; et P, ne sont pas inclus I’un dans 1’autre.

Alors il existe p, € P, et p, € P, tel que p; & P, et p, & P;. Puisque les P; sont des sous modules
il vient p; + p, € P, et p; +p, € P,.

Alors que p;, p, € P, UP,.

Définition : Soit A un anneau. Et soit (M) une famille de A-modules le produit des M, est
I’ensemble [[; M, des lois :

v (mg)s + (n5)s = (Mg + ng)s
v a(mg)s = (amy);

Qui en font un A-module

La somme directe des M, est le sous-module @;M, de []M, formé des éléments (my), tel que :
Vs sauf pour un nombre fini mg = 0.

3-Noyau et image :
Proposition : Soit f: M — N un morphisme de A-modules (en particulier un morphisme de groupe
additif)

1. Lenoyaude f, kerf ={m € M; f(m) = 0} est un sous-module de M.
2. L’imagede f, Imf = {Vn € N,3m € M; f(m) = n} est un sous-module de N.
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Preuve :

1) Onsait que ker f est un sous-groupe de M.
Soit x € ker f etsoit a € 4, alorsona: f(ax) = af(x) = a0 = 0.
Donc ax € ker f, ce qui montre que ker f est un sous-module de M.
2) On sait que Imf est un sous-groupe de N.
Soitx € Imf et a € A.
Comme x € Imf. Il existe un antécédent y € M de x. C'est-a-dire f(y) = x.
Alors par linéarité de f, ay est un antécédent de ax € Imf.
Cela montre que Imf est un sous-module de N.

4-Geénérateurs, Bases, Modules libres :

Définition : Soit A un anneau. Et soit M un A-module. On dit qu’une famille (m;);¢; d’éléments de M
est:

Génératrice : Si le sous-module de M engendré par les m; est égal a M.

Libre : Si pour toute familles presque nulles (a;);c; d’éléments de A,

Larelation};m;a; =0=a; =0,Vi€I.

¢+ Une Base de M : C’est un systeme libre de générateurs, c'est-a-dire pour tout élément m de
M, il existe une unique famille presque nulle (a;);¢; dans A telle que m = Y, m;a;.

R/
0.0
R/
0.0

Proposition : Soit A un anneau, M un A-module et S une partie de M.
Soit s ’homomorphisme canonique : A5 — M , (aAg)ses — Xis AsS.
Alors :

1) ¢, estinjectif si et seulement si S est libre.
2) @, estsurjectif si et seulement si S est génératrice.
3) ¢, est isomorphisme si et seulement si S est une base.

Preuve :

Le noyau de @ est I’ensemble des familles (ay). Telle que Y.gass = 0, dire que S est libre équivaut
donc a dire que ker ¢, = {0}. C'est-a-dire que ¢, est injectif.

L’image de ¢, est I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de S.
Par suite Img@, =< S > et @, est surjectif si et seulement si S est génératrice.

Enfin, la définition de fait que S est une base revient exactement a dire que ¢, est bijectif, donc un
isomorphisme.

5-Annulateur,Modules monogeénes :

Définition : On dit qu’un élément x d’un A-module M est annulé par le scalaire a € A si ax = 0.
L’ensemble des éléments de A qui annulent x est un idéal de A appelé annulateur de x (on écrit
Ann(x)).
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L’annulateur d’un sous-module N est I’ensemble des éléments de A qui annulent tout élément de N,
i.e. Ann(N) = Nyey Ann(x) qui aussi un idéal de A.

L’annulateur du module M est évidemment N ¢y Ann(x). Si Ann(M) = {0}, on dit que M est fidele.
L’annulateur d’un module libre est toujours nul.

Si Ann(x) # {03}, on dit que x est un élément de torsion.

Module monogéne :

Définition : Un module est dit monogene s’il est engendré par un seul élément, il est isomorphe a A/I
ou [ est son annulateur.

6-Suites exactes :

e . .. C fi fi
Définition : Une suite d’applications linéaires : ....— M;_; > M; = Mipq e

Est dite exacte si pour chaque i, Imf; = Ker f;,1.

e Si M’ estun sous-module de M, la suite : 0 — M’ 5 M 5 M/M' — 0 est exacte.
. . i pr:
o SiM=M,®M,,lasuite 0 — M; Sm M, — 0 est exacte.
. f . . s
e Lasuite 0 — M — N est exacte si et seulement si f est injective.

. : g : : o
e De méme la suite M > N — 0 est exacte si et seulement si g est surjective.

Suites exactes scindées :

Propositions :

1-a) Une suite exacte M % N — 0 est dite scindée s°il existe un homomorphisme g;: N — M tel que
ge°gs =1dy,danscecas M = ker g @ Img;.

Preuve : vV x € M s’écritx = x — g1(g(x)) + g1(g(x)) avec g;(g(x)) € Img,

Etx — g,(g(x)) € ker g puisque g o g, = Idy,

Par ailleurs, si x € Img, N ker g alors 3x, € N tel que x = g,(xy) et g(x) = 0 d’ou
0=(g°g1)(x0) =xp etx=g,(0) =0.

1-b) Inversement si M % N — 0 est exacte et ker g est facteur direct de M alors la suite est scindée.

En effet, g étant surjective, Vy € N,y = g(m) oum € M’ un supplémentaire de ker g (écrire
y=gx)etx =m+n,n € kerg,m € M"), M est unique car si my € M’ vérifie y = g(m,),ona
my; —m € kerg N M’ = {0}, en posant g, (y) = m. Donc la suite est scindée.

. . . f . o
2) D’une maniere analogue, on dit que la suite exacte 0 — P — M est scindée s’il existe f;: M — P
tel que f; o f = Id,, ; dans ce cas M = Imf € ker f;. Inversement si Imf est facteur direct de M, la
suite est scindée . Dans ce cas, on a aussi Imf = P.

On résulte de 1) et 2) la proposition suivante :
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. . fo 9 . . A
Proposition : Pour une suite exacte 0 — P > M - N — 0, les conditions suivantes sont équivalentes.

1. 0—>P £> M est scindée.

2. M gN —> 0 est scindée.
3. M=P&N.

PP . . f g T . " -
Définition : On dit que la suite 0 — P > M - N — 0 est scindée, si les trois conditions précédentes
sont vérifiées.
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CHAPITRE 1V : ANNEAUX ET MODULES NOETHERIENS

Définition : Soit 4 un anneau. On dit qu’un A-module M est de type fini s’il existe une partie fini
ScMtelque M =< S >.c’est-a-dire que M = Ax; + Ax, + ..... +Ax,.

Proposition : Soit A un anneau et soit M un A-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Tout sous-modules de M est de type fini.
b) Toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire.
c) Toute famille non vide de sous-modules de M admet un élément maximal.

Définition : Un A-module qui vérifié les trois propriétés équivalentes est dit Noethérien.
Preuve :(De la proposition)

a)=b) : Si (M,),>1 €st une suite croissante de sous-modules de M, la réunion U,s1 M,, estun
sous-module de M donc de type fini. Si m;, ........,m;_ est un systéme fini de générateurs de cette

réunion avec m;, € Mjet i= sup{ir}1 < k < s, on voit que la suite est stationnaire a partir de i.

b) = c) Soit (M;);e; une famille non de vide de sous-modules de M et M; un eélément quelconque de
cette famille ; si M; n’est pas maximal alors M; € M;,; ol M;,, est un autre elément de cette
famille ; si M;,, n’est pas maximal alors M;,; € Mj,, ol M;,, estun eélément de la famille, on
fabrique ainsi une suite croissante a partir d’un certain M;, . qui sera un élement maximal de la
famille (M;);¢;.

c) =a):

Soit N un sous-module de M ; la famille des sous-modules de N qui sont de type fini n’est pas vide
(si m € N,Am est un élément de cette famille), elle admet un élément maximal M’ = Y., Am,.
Onaalors M'=Ncarsi M S Net me N —M’, lesous-module M' + Am de N est de type fini
et contient strictement M’ ce qui contredit la maximalité de M'.

Définition : Un anneau A est dit Noethérien s’il est Noethérien en tant que module sur lui-méme.
Les conditions équivalentes s’énoncent alors :

» Tout idéal de A est de type fini.
> Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.
> Toute famille non vide d’idéaux de A admet un élément maximal.

Proposition : Soit A un anneau, M un A-module de type fini. Alors pour tout module Noethérien N,
Homy (M, N) est un A-module Noethérien.

Preuve : Comme M est de type fini, on peut considérer une famille fini (my, .......,m,) d’éléments
de M qui I’engendrent, on a alors un homomorphisme canonique :

f: Homg(M,N) — N™, g — £(g) = (g(my), e ..., g(my)).
C’est effectivement un homomorphisme car pour tout g et h dans Hom,(M,N) et a et b dans A

Ona: f(ag + bh) = ((ag + bh)(my), ... ... ....., (ag + bh)(my))
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= (ag(my) + bh(my), ... ... ....,ag(my) + bh(m,))
=a(g(my), .. ....,g(my)) + b(h(my), ... ..., h(my))

= af(g) + bf(9).

Il est injectif car si un homomorphisme de M dans N est nul en tous les m;, il s’annule en toute
combinaison linéaire des m; donc sur M.

Ainsi Hom, (M, N) est un isomorphisme a un sous-module de N™. Comme N estun A-module
Noethérien, N™ aussi et Hom,4(M, N) est un A-module Noethérien.

Proposition : Soit A un anneau Noethérien, et soit I un idéal de A.
Alors A / I est Noethérien.
Preuve : Onsaitque A/ ={x+1=Xx / x € A}
Or les idéaux de A / I sont de la forme J /I, avec J unidéal de AtelqueJ 21
SoitH<C A/l > H=YA/Ix; avecx; € A
=Y A/l (x; +1)
Soit] =Y xA+1=]/1=3x (A/) =H
AlorsH =] /let] =Y, Ax;
H=]/I=%",(A/I)x; Estde type fini. Donc A / I est Noethérien.
Exemple : Z/nZ est Noethérien.
Proposition : K[X] est un anneau Noethérien
Preuve : Soit I un idéal tel que I € K[X]
Soit P € I \ {0} de degré minimal et] = {d°P /P €1\ {0}}
Ensuite PK[X] S 1
Maintenant soit Q € I
Donc Q = PH+ Ravecd°’R < d°P

{RzQ_PHE’ — R=0doncQ = PH € PA

d°R < d°P
Exemple : Z est un anneau Noethérien.
Définition : Soit C = A X B avec A et B sont des anneaux.
Unidéal I de C, s’écrit sous laforme : 1 =1; X I, .

Avec I;un idéal de A et I, un idéal de B
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