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Chapitre 1

Introduction

1.0.1 Avant propos

L’histoire de la théorie des graphes débute peut-étre avec les travaux d’Eu-
ler au XV I11° siecle et trouve son origine dans I’étude de certains problemes,
tels que celui des ponts de Kénigsberg (voir la figure ci-desous de couverture,
les habitants de Konigsberg se demandaient s’il était possible, en partant
d’un quartier quelconque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer

deux fois par le méme et de revenir a leur point de départ), la marche du

cavalier sur I’échiquier ou le probleme de coloriage de cartes.

FIGURE 1.1 — La riviere Pregel et I'lle de Kneiphof



Graphe associé a 'image précédente

La théorie des graphes s’est alors développée dans diverses disciplines
telles que la chimie, la biologie, les sciences sociales. Depuis le début du X X
siecle, elle constitue une branche a part entiere des mathématiques, grace
aux travaux de Konig, Menger, Cayley puis de Berge et d’Erdds. De maniere
générale, un graphe permet de représenter la structure, les connexions d’un
ensemble complexe en exprimant les relations entre ses éléments : réseau de
communication, réseaux routiers, interaction de diverses especes animales,
circuits électriques,. . . Les graphes constituent donc une méthode de pensée
qui permet de modéliser une grande variété de problemes en se ramenant
a I’étude de sommets et d’arcs. Les derniers travaux en théorie des graphes
sont souvent effectués par des informaticiens, du fait de 'importance qu’y

revet 'aspect algorithmique.

La théorie des graphes est un trés vaste domaine, en evolution constante
tant du point de vue des recherches fondamentales que de celui des applica-
tions. Concernant la recherches fondamentales. Elles justiffient une recherche
importante en algorithmique. L’importances des réseaux de transports et
de communications, d’ailleurs de plus en plus des réseaux évolutifs ( pour
faire fonctionner des utilisateurs a des serveurs de téléphonies mobiles par
exemple), explique le fonctionnement des problématiques.

Dans d’autres domaines tels que la chemie, la biologie ou encore les réseaux
sociaux des modele a base de graphe sont utilisé quotidiennement en re-

cherche.



1.0.2 Introduction

Le plan de ce mémoire est organisé en trois chapitre le premier vas étres
consacré pour le rappelle des graphes en générale.

Dans le deuxeme chapitre, on a définit la classe des graphes triangulé, on
a caractérisé cette classe par l'existance d’ordre d’élimination simplicial, qui
a donné lieu d'un algorithme polynomial (lex-BFS).

Dans le derniér chapitre, on a donné un algorithme en O(n®), qui reconnait

le graphe faiblement triangulé.



Chapitre 2

Introduction sur les graphes

2.1 Graphes généralités

2.1.1 Préliminaires

Définition 2.1.1 Un graphe fini G est la donnée de deux ensembles (finis)
S et A et d'une application ¢ : A — S? qui a tout élément a € A associe
p(a) = (s,8'). On note a = ss', n = |S| le nombre de sommets de S est
Uordre de G et p = |A| le nombre d’éléments de A est sa taille. Un élément
a de A est un arc de G. Un élément s de S est un sommet de G.
On notera G = (S, A, ¢) ou G = (S, A) s’il n’y a pas d’ambguité.

s et s’ sont les extrémités de l'arc a = ss’

, s est lorigine ou l’extrémité
initiale de a et s est lextrémité terminale (ou finale). Si s = s’ on dit que a
est une boucle.

Deux arcs sont dits paralléles s’ils ont les mémes extrémités (initiales set
finales).

Un ensemble de k arcs est appelé arc multiple, k est la multiplicité. Un k-

graphe est un graphe dans lequel le mazimum de multiplicité est k.

Exemple 2.1.2



o
\ 453
&

Dans cet exemple, on a la représentation sagittale d'un graphe d’ordre 4.
*S = {x1, 9, x3, x4} L'ensemble des sommets de G.
*A = {a,b,c,de,f,g} L’ensemble des arcs de G.
xL’arc g est une boucle.
xL’arc @ = x1x9 son origine est x; ou l'extrémité initiale et xo est

I'extrémité terminale (ou finale).

Définition 2.1.3 Dans un graphe G = (S, A), considérons deux sous-ensembles
S'CcSetA CA, onditque H= (S A") est un sous-graphe de G si pour

tout arc a de A, les extrémités de a sont dans S’.

Exemple 2.1.4

o
A £S)

<§2 X1

e Le sous-graphe de
d A0
¢ >
T4 ¢ g

H = (5", 4") le sous graphe de G
A,:{a7b7e7f7g}

Sl = {'r17x27x3}

Définition 2.1.5 Soit G = (S, A) un graphe et S" C S, on appelle sous-
graphe engendré par S’ le graphe H = (S’, A") ou A’ est 'ensemble des arcs
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de G ayant leurs extrémités dans S'.
On note G — s le sous-graphe engendré par S" = S — {s}.

Dans I'exemple précédent le sous-graphe H de G est un sous-graphe engendré.

Définition 2.1.6 Soit G = (S, A) un graphe et A" C A, on appelle graphe
partiel engendré par A" le graphe H = (S, A’). On note G —a le graphe partiel
engendré par A’ = A — {a}.

Exemple 2.1.7

x
O S o
e Le sous-graphe partiel de G b
dﬂ Ab
f
& >
T4 ¢ ) T4 XT3

H = (S, A’) le sous-graphe partiel de G
S = {xh X2, T3, $4}

A = {b,d}

Définition 2.1.8 Deuz arcs ay et as sont dis adjacents s’ils ont au moins
une extrémité commune. Deur sommets s; et s sont dits adjacents (ou voi-
sins) s’il existe un arc a tel que @(a) = (s,s") ou p(a) = (s',s). Un sommet
s est un prédécesseur (resp. successeur) d’un sommet s’ sl existe un arc a
tel que p(a) = (s,8) (resp. p(a) = (s',8)). On note T'F(s) l’ensemble des
successeurs d’'un sommet s et I'~(s) l'ensemble de ses prédécesseurs. L’en-
semble I'(s) = T (s) UL~ (s) désigne ’ensemble des voisins de s.
Dans l'exemple 1.2.2

*les deux arcs a et b sont adjacents car ils ont une extrémité commune
Za.

*les deur sommets xq et xo sont adjacent car ils ont [’arc a en commun.

*l’ensemble des prédécesseurs de x1 et x4 sont donné par :

o I'(zy)={w2, x3}.

o 't (zy)={x1, 23}



*l’ensemble des successeurs de x1 et x4 sont donné par :
o F_(l’l):{l’g, 1’4}.
o'~ (1'4):@

Définition 2.1.9 Soit a = ss’ un arc d’un graphe G. On dit que a est in-
cident a s vers l'extérieur et incident a s’ vers lintérieur. Le nombre d’arcs
incidents o s vers lextérieur est noté df(s) ou (df(s))et s’appelle le demi-
degré extérieur de s. Par analogie, le demi-degré intérieur de s, noté dg(s)
ou (dg(s)) est le nombre d’arcs incidents a s vers Uintérieur. Le dgré da(s)
ou (dg(s))est égal a d*(s) + dg(s).

Si dg(s) est pair (resp. impair) alors le sommet s est dit pair (resp. impair).
Si dg(s) = 0 le sommet s est dit isolé, si dg(s) = 1 le sommet s est dit
pendant.

Un arc est pendant s’il est incident a un sommet pendant.

Exemple 2.1.10

OLE‘7

Dans cet exemple on a que :
* Le demi-degré intérieur de x5 est donné par d(s)=3.
* Le demi-degré extérieur de x5 est donné par d(s)=2.
* Le degré de x7 est nul (dg(x7) = 0) car il est isolé.
* Le sommet z5 est pendant car son degré egal a 1 (dg(z2) = 1).

* L’arc b est pendant car il est incident a un sommet pendant xs.
Remarque 2.1.11 d*(s) > |I'(s)| et d=(s) > [T~ (s)|
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Théoréme 2.1.12 Soit G = (S, A)un graphe de taille p. Alors :
- >2dt(s) = >.d (s) =p et donc D d(s) = 2p.

seS seS seS
— le nombre de sommets impairs est pair.

Définition 2.1.13 Un chemin dans un graphe G = (S, A) est une suite al-
ternée finie C' de sommets et d’arcs C' = [sja1$2a5...5,] (n > 1) telle que
o(a;) = (si, Si+1) et on note C' = [$189...8,), S1 est lextrémité initiale ou ori-
gine de C' et s, son extrémité finale. La longueur [(C') du chemin C est égale
au nombre d’arcs qu’il comporte (un arc peut éventuellement étre répété).

St un arc ne figure plus d’une fois dans le chemin, ce dernier est dit simple.
St aucun sommet ne figure plus d’une fois dans le chemin, ce dernier est dit

elémentaire.

Remarque 2.1.14 Un chemin élémentaire est un chemin simple.

Si C = [s1] c’est le chemin nul par convention.

Définition 2.1.15 Un circuit dans un graphe G = (S, A) est un chemin
C de la forme C = [sja1$2a5...51). De facon analogue on définit un circuit

simple et un circuit élémentaire.

Définition 2.1.16 Un sous-chemin d’un chemin C' = [s153...5,] est un che-

min de la forme C = [s;8;41...5;] tel que 1 <1i < j <mn.

Définition 2.1.17 La somme de deux chemins Ci; = [s153...5;] et Cy =

[skS2...5;] est un chemin C = [s182...8kSk+1...5j]. On note C = Cy + Cs.
Théoréme 2.1.18 De tout chemin C = [s153...5] de G on peut extraire un
chemin élémentaire C' ayant sy pour origine et s, pour ertrémité.

2.2 Graphes orientés

2.2.1 généralités

Définition 2.2.1 Un graphe orienté fini G = (S, A) est la donnée d’un en-
semble fini non vide de sommets S et d’un ensemble d’arcs A C S x S. Si

a=(s,s) €A, on dit que a est un arc de s a s, on note a = ss'. Si s = ¢,

11



on dit alors que a est une boucle en s. les sommets s et s’ sont adjacents si
(s,8') € A ou (s',s) € A. L'ordre du graphe orienté G est par définition est
le cardinal |S| de S et sa taille le cardinal |A| de A.

Remarque 2.2.2 Un graphe orienté fini G = (S, A) est donc la donnée
d’un ensemble fini non vide de sommets S et d’une relation binaire A définie
sur S. Le graphe G sera dit réflexif (resp antiréflexif ), symétrique (resp an-
tisymétrique) ou transitif selon que la relation binaire A est réflexive (resp

antiréflexive), symétrique (resp antisymétrique)ou transitive.

Définition 2.2.3 Un chemin dans un graphe orienté fini G = (S, A) est une
suite alternée finie C' de sommets et d’arcs de G, C = [s1a152a9...8,] telle
que o(a;) = (i, Siv1). On note C' = [$159...8,], s1 est Uextrémité initiale ou
origine de C' et s, son extrémité finale. La longueur [(C) du chemin du che-
min C' est égale au nombre d’arcs qu’il comporte (un arc peut éventuellement
étre répété).

Le chemin C est un circuit si $1 = S,,.

St un arc ne figure plus d’une fois dans le chemin, ce dernier est dit simple.
Si aucun sommet ne figure plus d’une fois dans le chemin (sauf peut étre s
et s,), ce dernier est alors dit élémentaire. De fagon analogue, on définit un
circuit simple et un circuit élémentaire.

Pour tout sommet s, on admet le chemin C' = [s] de longueur 0, qui est un
circuit de s a s.

Une chaine de sy a s, de longueur n—1 est une suite de sommets [s = $183...8' = 8]
telle que pour tout i = 1.n — 1, (8;,8;41) € A ou (8;41,5;) € A. La chaine
C est un cycle si s = s'. De facon analogue on définit un cycle simple et un

cycle élémentaire.

Définition 2.2.4 Dans un graphe orienté G = (S, A), considérons deux
sous-ensembles S C S et A" C A, on dit que H = (S, A") est un sous-

garphe de G si pour tout arc a de A, les extrémités de a sont dans S’.

Définition 2.2.5 Soit G = (S, A) un graphe oriené et S" C S, on appelle
sous-graphe engendré par S’ le graphe H = (S’, A") ou A’ est l’ensemble des
arcs de G ayant leurs extrémités dans S’.

On note G — s le sous-graphe engendré par 8" =S — {s}.

12



Définition 2.2.6 Soit G = (S, A) un graphe orienté et A’ C A, on appelle
graphe partiel engendré par A’ le graphe H = (S, A"). On note G—a le graphe
partiel engendré par A’ = A — {a}.

Définition 2.2.7 Soit a = ss’ un arc d’un graphe orienté G. On dit que a
est incident a s vers l'extérieur et incident a s vers lintérieur. Le nombre
d’arcs incidents a s vers lextérieur est noté df(s) ou (d*(s))et s’appelle le
demi-degré extérieur de s. Par analogie, le demi-degré intérieur de s, noté
dg(s) ou (d=(s)) est le nombre d’arcs incidents & s vers lintérieur. Le dgré
dg(s) ou (d(s))est égal a d*(s) +d(s).

Si d(s) est pair (resp. impair) alors le sommet s est dit pair (resp. impair).
Sid(s) =0 le sommet s est dit isolé, si d(s) =1 le sommet s est dit pendant.

Un arc est pendant s’il est incident a un sommet pendant.

Remarque 2.2.8 d*(s) = |I'T(s)] = |{s' tel que (s,5') € A}| et d(s) =
IT=(s)| = [{s tel que (¢, s) € A}|.

Définition 2.2.9 Un graphe orienté G = (S, A) est fortement conneze si
pour tout couple (s,s') de sommets il existe un chemin de s a s'.
Un graphe orienté G = (S, A) est simplement connexe si pour tout couple

(s,s") de sommets il existe une chaine de s a s'.

S’il existe un chemin joignant deux sommets a et b, on notera a — b. Si
a— bet b— a,on dit alors que a et b sont fortement connexes et on notera
a < b.

Si on impose a la relation 7 a <> b7 d’étre reflexive, on vérifie aisément que
la relation a <> b étre fortement connexe est une relation d’équivalence sur
S.

Une classe d’équivalence pour a <> b est appelée une composante fortement
connexe de G. GG est donc fortement connexe s’il admet une seule composante
fortement connexe.

Les sommets appartenant a un cycle maximal, i.e., un cycle auquel on ne
peut ajouter de nouveaux sommets, constituent une composantes fortement
connexe. Autrement dit, un graphe orienté est fortement connexe si et seule-

ment si il existe un circuit passant par chaque sommet de celui-ci.
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Définition 2.2.10 La fermeture transitive d’'un graphe orienté G est le graphe
orienté G = (S, A) défini par (s, s') € A s’il existe un chemin de G de s d s'.

Définition 2.2.11 Soit G = (S, A) un graphe orienté avec S = {s1, $2...5, }.
La matrice d’adjacence de G est la matrice d’ordre n, M(G) = (m;;) dont

les lignes et les colonnes sont indexées par S et définie par :
— 1 sis; ets; sont adjacents
Y1 0 sinon

2.3 Graphes simples

2.3.1 généralités

Définition 2.3.1 Etant donné un ensemble fini non vide S muni d’une re-
lation binaire R antitéflexive et symétrique. On désigne par A 'ensemble des
paires de couples de points en relation. On appelle graphe simple la donnée
du couple G = (S, A). S est appelé ensemble de sommets du graphe et A est
appelé ensemble des arétes du graphe simple G.

Le graphe simple particulier G = (S, 0) est appelé graphe discret.

Définition 2.3.2 Le nombre de sommets d’un graphe simple est appelé ordre
du graphe, on le note Ord(G) ou |G|. le nombre d’arétes d’un graphe simple
est appelé taille du graphe, on le note tail(G). On parlera d’un (n,p)-graphe

pour désigner un graphe d’ordre n et de taille p.

Définition 2.3.3 On considére un (n,p)-graphe simple G = (S, A). Etant
donné une aréte a = s;s; € A, on dit que s; et s; sont les extrémités de a,
que a relie s; a s;. les sommets s; et s; sont alors dits adjacents (ou voisins),
on doit aussi qu’ils sont incidents a [’aréte a ou que [’aréte a est incidente
a s; et s;. Un sommet qui n’as pas de voisins est dit isolé. Deux arétes sont
adjacentes si elles sont incidentes a méme sommet.

Un sommet s manque un sommet s’ (s # s') s’ils ne sont liés par au-
cune aréte. un sommet manque une aréte s’il manque les deux extrémités
de ’aréte. On dira qu’un sommet voit une aréte s’il n’est pas incident a cette

aréte et s’il est lié a au moins une de ses extrémités par une aréte.
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On dit que le graphe simple G est complet, et on note K,,, si deux sommets

quelconques de G sont adjacents.

Exemple 2.3.4

A e

K, K, K3 K, Ks

Définition 2.3.5 A tout (n,p)-graphe simple on associe sa matrice d’adja-
cence M(G). C’est la matrice carré d’ordre n, M(G) = (my;) dont les lignes

et les colonnes sont indexées par S et définie par :
{ 1 sis; et s; sont adjacents
mi; = 0 .
sinon

Définition 2.3.6 Etant donné un (n, p)-graphe simple G = (S, A), et s € S,
on appelle degré de s et on note dg(s) le nombre d’arétes de G incidentes a
s.

On dira que le sommet s est pendant si son degré est un.

Le degré d’un sommet isolé et nul.
Définition 2.3.7 s € S est dit pair si dg(s) est pair et impair sinon.

Définition 2.3.8 Soient G = (S, A) un graphe simple et deux sous-ensembles
ST C S, A C A Ondit que H= (5", A") est un sous-graphe de G si pour
toute aréte a de H les extrémités de a sont dans S’. Si en plus S = S’, le

graphe H = (S', A’) est dit alors sous-graphe partiel de G.

Définition 2.3.9 Soit G = (S, A) un graphe simple et S" C S, on appelle
sous-graphe engendré par S’ le graphe H = (S’, A") ou A’ est l’ensemble des
arétes de G ayant leurs extrémités dans S’. On note G — {s} le sous-graphe

engendré par S — {s}.

Définition 2.3.10 Soit G = (S, A) un graphe simple. Si s et s’ sont deux
sommets non adjacents de G. On définit le graphe G + a en ajoutant [’aréte
a=ss" au graphe G. G+a = (S,A") ou A’ = AU {a}.

15



Définition 2.3.11 Soit G = (S, A) un (n,p)-graphe simple et K,, = (S, A")
le graphe complet dont ’ensemble des sommets est S. On appelle complémentaire
de G, le graphe G = (S, A) ou A= A"\ A.

Exemple 2.3.12

son graphe complémentaire

-

Graphe G=(S,A) Graphe complémentaire G = (S, A)

Définition 2.3.13 Soient G = (S, A) graphe simple et C' une partie de S.
On dira que C' est une clique de G si le graphe G [C] engendré par C est un
graphe complet. On dira que C est une clique maximale de G si C' est une
clique et si le graphe G [B] n’est pas complet chaque fois que C' est strictement
contenue dans B.

Une partie I de S est dite stable ou indépendante si le graphe complémentaire

du graphe engendré par I est complet.

Exemple 2.3.14

Complémentaire

o

Un stable Une clique

Définition 2.3.15 On appelle chemin une suite finie de sommets (Sy...8,)
(m > 2) telle que pour tout 1 < i < m—1, s;8,41 € A. On notera C = [s1...8,)
ou C = (81...5m). L’entier m—1 s’appelle la longueur du chemin. Les sommets
s1 et s, sont appelés les extrémités du chemin.

Un cycle de longueur m—1 est un chemin p = (s1...8,,) tel que s; = s,,, €tant
entendu qu’un cycle est défini modulo l’équivalence (S, ..., Sm) = (Siy ooy Yio1)-
On convient qu’on chaque sommet s on a un cycle de longueur 0.

Un chemin de longueur strictement supérieur a un dont toutes les arétes sont
distinctes est dit simple.
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Un chemin de longueur strictement supérieur a un dont tous les sommets
(sauf éventuellement s1 et s,,) sont distincts est dit élémentaire.

Un cycle élémentaire est un un chemin élémentaire fermé ayant au moins
trois arés (seuls les sommets d’extrémité sont identiques).

Les arétes de G de la forme s;s; avec |i — j| > 1 sont appelées les cordes du
chemin. Lorsque le cycle n’a pas de corde, on parle de cycle sans corde.

On appelle trou tout graphe T ayant au moins quatre sommets et dont les
sommets peuvent étre ordonnés de maniere a former un cycle sans corde de
T. Un graphe est un antitrou si son graphe complémentaire est un trou. On
note par C, (resp. Cy,) un trou (resp., antitrou) avec n sommets (voir figure
1).S0it G = (S, A) un graphe simple.

2.4 graphes connexes

Définition 2.4.1 Deuz sommets s, s' d’un graphe simple G = (S, A) sont
connectés s’ils sont liés par un chemin, ce que l’on notera x ~ y. La relation
~ est une relation d’équivalence sur S. Une classe d’équivalence pour ~ est
une composante connexe de G. Le graphe simple G est dit connexe si X\ ~
contient une seule classe d’équivalence, i.e., G posséde une seule composante
connexe. Autrement dit, pour toute paire de sommets, il existe un chemin les

joignant. On supposera de plus que G = ({s}, D) est connexze.

Remarque 2.4.2 Dans un graphe simple qui n’est pas connexe on peut aussi

définir la distance entre deux sommets quelconques s et s’ en posant :
d(s, ) = oo s’il n'existe pas de chemin entre s et s’ ;
U min={l(C) tel que C est une chemin de s a s'} sinon
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Définition 2.4.3 Soit G = (S, A) un graphe simple conneze (d’ordre > 2).
Un sommet s est un point d’articulation de G si G — s est non connexe. Une

aréte est un pont de G si G — a est non conneze.

Exemple 2.4.4 de sommet s d’articulation

N

G—s

D

G=(S,A) graphe connexe Le graphe G-s n’est pas connexe

Exemple 2.4.5 d’arc a est un pont

— Le graphe G-a n’est pas connexe
G=(S,A) graphe connexe

Théoreme 2.4.6 Un sommet s d’un graphe simple connexe G est un point
d’articulation de G si et seulement si il existe deux sommets s’ et s distincts

de s tels que s appartient a chaque chemin élémentaire reliant s’ et s”

Théoreme 2.4.7 Soit a une aréte de G. Alors les propositions suivantes

sont équivalentes :
i) a est un pont.
il) a n'appartient a aucun cycle élémentaire de G.

iii) 1l eziste deux sommets s' et s de G tels que a appartient a tout chemin

élémentaire reliant s’ et s”.
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2.5 Graphes particuliers

2.5.1 Arbres

Définition 2.5.1 On appelle arbre tout graphe simple connexe sans cycle.

On appelle forét tout graphe simple sans cycle.

Exemple 2.5.2

Arbre Foret
Remarque 2.5.3 Tout sous-graphe engendré d’un arbre est un arbre.

Lemme 2.5.4 Tout arbre d’ordre n > 2 posséde au moins deur sommets

pendants.

Proposition 2.5.5 Soit G = (S, A) un (n,p) graphe-simple. les propriétés

sutvantes sont équivalentes.
i) G est un arbre.

ii) Il existe une unique chemin élémentaire joignant deuxr sommets quel-

conques de G.
iii) G est conneze et n =p+1

iv) G est acyclique et si on joint tout couple de sommets non adjacents par

une aréte a, alors G + a possede exactement un seul cycle.

v) G est connezxe, et si on supprime un arc quelconque, il n’est plus conneze.

19



Chapitre 3

les graphes triangulés

Définition 3.0.6 Un graphe G=(S,A) est triangulé si tout cycle de longueur

>4 admet une corde.

S1 So 21 52

53 53

S5 ° S4
Graphe n’est pas triangulé
contient un cycle de longuer 4
= (51,52, 53, 54)

S5 S4

Graphe triangulé
Le premier enseignement issu de la définition des graphes triangulés est que
cette classe est une classe héréditaire ; c’est ce qu’affirme le lemme suivant :

Lemme 3.0.7 Tout sous-graphe engendré d’un graphe triangulé est trian-

qulé.

Preuve: En effet, la suppression d'un quelconque ensemble de sommets S
de G ne peut en aucun cas créer de cycle sans corde.

3.1 Ordre d’elimination simplicial

3.1.1 séparateur minimal

Définition 3.1.1 Le sous-ensemble de sommets S’ CS est un séparateur

de G sl existe deux sommets a et b non adjacents dans G et non connectés
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dans G[S\S’]. On dit alors aussi que c’est un a,b-séparateur (voir l’exemple
4.1.2). Si S minimal pour Uinclusion parmi tous les séparateurs de G, c’est

un séparateur minimal de G.

Exemple 3.1.2

{c,d, e} est un a,b-séparateur de G,

{c,d} ou {d, e} sont des a,b-séparateurs
minimaux de G.

Propriété 3.1.3 Dans tout graphe triangulé G, tout séparateur minimal de

G est une clique.

S?

Tout séparateur minimal S™ d’un graphe triangulé est une clique : s’il n’y
avait pas d’aréte entre x et y, le graphe aurait un cycle de longueur k > 4.

Preuve: Soit S’ un séparateur minimal de G, alors il existe deux sommets
a et b tels que S est un a,b-séparateur de G. On appelle C,, (respectivement
Cy) la composante connexe de G[S\S’] contenant a (respectivement b).
Soient deux sommets x et y dans S’, supposons par I’absurde qu’ils ne
sont pas adjacents.
Considérons alors le plus petit cycle de G contenant x, y, au moins un

sommet de C, et au moins un sommet de Cy,. Comme S’ est minimal, x est
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adjacent d'un sommet de C, et d’'un sommet de C}. De méme, y est adja-
cent d’un sommet C, et d'un sommet de Cp, comme illustré dans I’exemple
précédent. Et aucun sommet de C, n’est adjacent d’'un sommet de C}, donc
un tel cycle existe a une longueur supérieure ou égale a 4 (il doit passer suc-
cessivement par x, Cy, y et ().

Or G est un graphe triangulé donc ce cycle contient une corde, 'aréte
(x, ¥) (par minimalité du cycle et puisqu'un sommet de C, ne peut étre ad-

jacent d'un sommet de Cj) : contradiction ! &

Cette propriété est utile pour la démonstration des lemmes suivants, qui
permettent d’aboutir au théoreme 3.1.8 de caractérisation des graphes trian-
gulés a 'aide du parcours LexBF'S.

LexBF'S signifie la recherche en profendeur.

3.1.2 Sommet simplicial

Définition 3.1.4 Soit G=(S,A) un graphe simple, on dira que s est simpli-
cial si son voisinage Ng(s) est une clique.

ot Ng(s) est l'ensemble des voisins de s dans G.

Définition 3.1.5 Soit G=(S,A) un graphe simple dont les sommets sont
numéroté si, ..., S, on note l’ensemble S; par {s1,...,S;,...,s,} et le graphe
G; par G[s;, ..., Sp].

On dira que 0 = [S1, ..., Si, ..., Sp] est un ordre d’élimination simplicial de G,
si et seulement si pour tout 1 < i < n, le somment s; est simplicial dans le
graphe G; = G|s;, ..., Sp]

Exemple 3.1.6

d C b

a
(€,
g f ¢

o =la,g,e,d,b, f,c| est un ordre d’élimination simplicial
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Dirac, en 1961 a montré la propriété fondamentale de 'existance de 1'ordre

d’élimination simplicial dans les graphes triangulés.

Lemme 3.1.7 Tout graphe triangulé G=(S,A) posséde un somment sim-
plicial. Si G n’est pas complet, alors il posséde au moins deux somments

simpliciaux non-adjacents.

Preuve: Soit un graphe triangulé G = (S, A), on procede par induction sur
n = |A| pour prouver la propriété suivante qui est plus forte que le lemme :
tout graphe triangulé possede au moins un sommet simplicial, et si ce n’est
pas une clique alors il en possede au moins deux non adjacents.

L’initialisation étant triviale pour n = 1, supposons que tout graphe
triangulé a moins de n sommets en possede un simplicial, et démontrons que
G ayant n sommets en a un aussi.

Si G est une clique, alors tout sommet est simplicial. Si ce n’est pas le
cas, alors il possede deux sommets non adjacents a et b. Soit S un a,b-
séparateur minimal de G. G[S\S’] a un certain nombre de composantes
connexes (voir le figure ci-desous), appelons C; (respectivement Cs) Ien-
semble des sommets de celle qui contient a (respectivement b). Montrons

que C contient un sommet simplicial (on procede de méme pour Cy).

i

4
0o —

S?

Les deux composantes connexes C et Cy contenant respectivement a et b separees
par un a,b-separateur minimal S’ de G contiennent chacune un sommet simplicial.

Soit G[C; C S’] est une clique. Alors a est simplicial dans G[C; C 57].
Or tous les voisins de a appartiennent a G[C; C S’], donc a est simplicial
dans G.
Soit G[C; C S'] n’est pas une clique. Comme b n’appartient pas a C; C

23



S, G[C7 € S'] a moins de n sommets, donc on applique 'hypothese de
récurrence : G[C; C 5] a deux sommets simpliciaux non adjacents qu’on
appelle x et y. Trois cas se présentent alors :

* soit x € (4, alors tous ses voisins sont dans C; C S/, donc x est aussi
simplicial dans G.

* soit y € (1, alors de méme y est simplicial dans G.

* soit x € S et y € S, x et y ne sont pas adjacents, mais S’ est un
séparateur minimal d’'un graphe triangulé donc ce devrait étre une clique
d’apres la propriété 3.1.3 : contradiction !

Finalement, dans tous les cas, on a montré que C; et Cs contiennent chacun

au moins un sommet simplicial pour G, ce qui conclut la démonstration. <

Fulkerson et Gross, en 1965, ont caractérisé les graphes triangulés de la

maniére suivante :

Théoréme 3.1.8 Un graphe G=(S,A) est triangulé si et seulement s’il ad-

met un ordre d’élimination simplicial.

Preuve: —) cette implication découle de I'aplication récursive du lemme
précédent : Dans un graphe triangulé, on trouve un somment simplicial, on
le supprime, le graphe obtenu reste un graphe triangulé......

(<= Si un graphe n’est pas triangulé, alors il possede un cycle de plus de
3 sommets sans corde, et aucune sommet de ce cycle ne peut étre éliminé

simplicialement. %

C’est toujours cette caractérisation(existance d’un ordre d’élimination sim-
plicial) qui a mené a l’algorithme linéaire de reconnaissance des graphes tri-
angulé donner par Rose, Targane et Leuker en 1976. Il construit un ordre
d’élimination simplicial a I'envers : il détermine d’abord le dernier sommet
xr, de lordre et termine par le premier sommet x;. Pour comprendre ce
fonctionnement, nous devons utiliser un peu finement les conséquences de la

propriété de Dirac (lemme).

Lemme 3.1.9 Soit G=(S,A) un graphe triangulé. Pour tout sommet s de

G, il est existe un ordre d’élimination simplicial o terminant par s.
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Preuve: Soit v un ordre d’élimination simplicial de G et y(x)=i. A partir
de v nous allons construire un ordre d’élimination o telque o(n)=x :

* Si G est graphe complet, il suffit d’échanger x et 7(n) pour obtenir 1'ordre
d’élimination simplicial o

* Sii=n alors ¢ = 7. Supposons que i# n. Alors pour tout 1< ¢ < n, prenons
o(7) = ~(j). Par hypothese x est simplicial dans le sous graphe G;. Or le
lemme 3.1.7(Dirac) montre qu’il existe dans G; un sommet simplicial y#x.
Donc on peut choisir o(i) = y.

* Si y n’est pas voisin de x dans G, le voisinage de x reste inchangé et reste
donc une clique. Sinon y a été supprimé du voisinage de x. mais tout sous

graphe d’une clique est une clique. Donc x rest simplicial dans G, 1. &

Donc pour tout ¢ < £ < n, nous pouvons appliquer 'argument précédent.
Ceci montre que o peut étre construit telque o(n) = .

On peut donc imaginer un algorithme de reconnaissance des graphes trianf-
gulés qui commence par choisir le dernier sommet de l'ordre d’élimination
simplicial. Il faut juste trouver une régle qui autorise a poursuivre cette
stratégie a chaque étape sur le sous graphe induit par les sommets non

numérotés. C’est ce que fait Lex-BFS.

Les sommets sont numérotés dans 1’ordre inverse de leur visite. Chaque som-
met x possede une marque, marque (x), qui correspond a la liste ordonnée de
ses voisins numérotés. A chaque fois qu'un nouveau sommet x est numéroté,
son numéro est ajouté a la fin marque (y) pour tout voisin non numéroté y
de x. Le nouveau choisi est toujours un sommet ayant une marque maximum

dans l'ordre lexicographique.

3.1.3 Algorithme : Lex — BF'S

Algorithme : Lex-BFS
Donnée : Un graphe G=(S,A).
Résultat :Un ordre o des sommets de G
1 Etape : Pour chaque sommet x€S faire :

marque (x) <— ()
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2 Etape : Pour i=n a 1 faire :

2-1 ) choisir un sommet x non numéroté de marque
maximum dans l'ordre lexicographique;
o(i) «—x
2-2 ) Pour chaque voisin non numéroté y de x faire :

marque (y) <— marque (y)U{i}

Théoreme 3.1.10 Lex-BFS calcule un ordre d’élimination simplicial si et

seulement si le graphe G est triangulé. Sa complezité est O (n+m), ot n = |n/
et m = |Al.

Exemple 3.1.11

(OSSN

a c
Un graphe triangule G

c| 6 5 4 3 2 1
al| 0 6 | 6.5 6.5 o6 .5

b| 0 | e6

c| O | 6 |e6.5

d|ef

el 0 6| 6.5 |e6.5.4

f1 0 6 6 6 6 o6

Un graphe triangulé G et la table d’état des marques de chaque sommet
aux différentes étapes de Lex-BFS. L’ordre obtnu est o=[fa,e,c,b,d]( il est
calculé a l'envers). Nous pouvons vérifier que o est un ordre d’élimination

simplicial : par exemple e est simplicial dans le sous graphe Gle,c,b,d].
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Classe des graphes triangulés

3.2 Arbre de cliques

Définition 3.2.1 Un arbre de cliques maximales d’un graphe triangulé G
est un arbre H dont les noeuds sont les cliques maximales, les arétes sont
les séparateurs minimaux, et sur lequel chaque sommet de G correspond a
un sous-arbre (induit par 'ensemble des noeuds de ’arbre étiquetés par une

clique maximal qui contient ce sommet).

Exemple 3.2.2

T.
Tb ® 'Ta

C D \"
: f . Gy (T4 77N\

Graphe triangulé G Arbre de clique Famaille de sous-arbres

dans cet exemple on a un graphe triangulé G, son arbre de cliques maximales,
et la famille de sous —arbres de cet arbre, dont G est le graphe d’intersection
de la famille de sous — arbres de cet arbre. Chaque aréte de ’arbre de cliques
maximales peut étre étiquetée par un séparateur minimale de G, I’ensemble

des sommets communs aux deux cliques reliées par I'aréte.

Lemme 3.2.3 Les arbres de cliques sont les modeles d’intersections mini-

maux des graphes triangulés.
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Preuve: Soit G un graphe triangulé et un modele d’intersection de G en
sous — arbres d’'un arbre T. Pour un noeud u de T, on note V(u) 'ensemble
des sommets de G dont le sous — arbre contient u. Les sous — arbres d'un
arbre ont la propriété (une famille de sous — arbre qui s’intersectent deux
a deux sur les sommets). est telle qu’il existe un sommet commun & tous
les arbres de la famille. Cela implique que pour toute clique maximale K
de G, il existe un noeud u de T tel que V(u) = K. De plus, si pour deux
noeuds distincts u et v.de T on a V(u) C V(v), alors, nécessairement, tous
les sommets de V(u) sont présents dans tous les V' (p) ou p est un noeud de
T sur le chemin entre u et v. En particulier, en notant q le voisin de u se
trouvant sur le chemin de u a v, on a V(u) C V(q). Par conséquent, tous
les sommets u tels que V (u) n’est pas une clique maximale de G ont leur
ensemble associé V' (u) inclus dans celui d'un de leurs voisins. Or, lorsque u
et v sont deux noeuds voisins dans T tels que V(u) C V(v), en supprimant
u de T et en attribuant ses voisins, autres que v, a v, on obtient encore
un modele d’intersection de G. En répétant cette opération pour toutes les
cliques non maximales, on obtient un arbre de cliques de G. Les arbres de
cliques d’un graphe triangulé sont donc ses modeles d’intersections minimaux

en sous — arbres d’'un arbre.

Propriété 3.2.4 Soit G=(S,A) un graphe triangulé alors chaque ensemble

d’articulation minimal est une clique.

Preuve: 1l est évident qu'on assimile une clique, c¢’est a dire un graphe
simple complet a ’ensemble de ses sommets tous reliés deux a deux par une
unique arete.

Soit A un ensemble d’articulation minimal de G triangulé.

Par définition, A est un ensemble (de cardinalité minimum) de sommets dont
la suppression augmente le nombre de connexité du graphe G. La suppres-

sion des sommets de A dans G crée plusieurs composantes connexes. Chaque
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sommet de A est adjacent a chacune de ces composantes connexes sinon ne
serait pas de cardinalité minimale.

Soient deux sommets a et b de A. On détermine la plus courte chaine
pla, cr,ca, ..., cp, bl avec V1 <4 < p, ¢; € C allant de a a b avec tous les
autres sommets dans une méme composante connexe C. On détermine de
méme une chaine ' [b, ¢}, Cy, ..., ¢y, a] avec V 1 < i < k, ¢; € C allant de b &
a avec une autre composante connexe C'. Le cycle j+ i’ ne possede aucune
des cordes suivantes :

e [a,¢;] pour ¢ # 1, [¢;, ¢j] pour i # j, [c;, ¢j]pour i # p sinon p ne serait pas
la plus courte chaine ...

o [b,¢;] pour i # 2, [¢;, ¢;] pour i # j, [c;, blpour i # k sinon 4’ ne serait pas
la plus courte chaine ...

e [c;, c;] V1=<i=<pV1=<i=<k, car Cet C sontdeux composantes connexes
distinctes de Gx_ 4.

Cependant est triangulé donc il existe une corde qui ne peut étre que [a,b]
. Par conséquent, les sommets de A sont tous voisins deux a deux et A est

une clique (engendre une clique).
Théoréme 3.2.5 (Caractérisation des graphes triangulés [Dir61, FG69, Gav7j)).
Soit G=(S,A) un graphe. Les quatre propositions suivantes sont équivalentes :

i) G triangulé.

it) G admet un schéma d’élimination simpliciale.

iii) G admet un arbre de cliques maximales.

iv) G est le graphe d’intersection d’une famille de sous-arbres d’un arbre.
Preuve: i) <= ii) : voir le théoreme 3.1.8
i11) = v) : G est le graphe d’intersection d’une famille (H;) de sous—arbres

de I'arbre de cliques maximales, chaque sous—arbre T; recouvrant les noeuds

de ’arbre dont I’étiquette contient le noeud i, comme montré en exemple 3.2.2
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(arbre de clique) et (sa famialle de sous — arbres).

iv) = 4i7) : voir le lemme 3.2.3.

iv) <= 1) :On considére un arbre de base T. Soit un cycle induit ¢;...t; .
tiNtip1 # 0 = 3 x; sommet de T commun aux deux. ¢; contient un chemin
de z;,_1 a z; .

Si k > 3, t; n’intersecte pas t; des que | — j| > 1. On a alors un cycle dans

T, contradiction.

3.3 Graphes d’intervalles

Les graphes d’intervalles sont les graphes d’intersection d’intervalles de
la droite des réels . Un modele d’intervalles d'un graphe G = (S,A) est un
ensemble I d’intervalles de la droite réelle accompagné d’une bijection entre
les sommets de G et les éléments de I telle que deux sommets de G sont
adjacents si et seulement si leurs intervalles correspondants s’intersectent.
Un graphe est un graphe d’intervalles si et seulement si il admet un modele
d’intervalles (voir I'exemple 1.15). La classe des graphes d’intervalles reste
inchangée si on exige que les intervalles des modeles soient fermés et aient
des bornes enticres, c’est encore la méme si on demande que les intervalles
soient ouverts et aient des bornes entieres. Dorénavant, on utilisera que des
modeles dont les intervalles sont fermés et les bornes entieres, sauf sur les
dessins pour des raisons de clarté.

Les graphes d’intervalles admettent plusieurs caractérisations tres esthétiques.
montre qu’ils sont exactement les graphes triangulés sans triplet astéroidal

pour ces définitions). Une autre caractérisation a voir par la suite.

Définition 3.3.1 Un graphe G = (S, A) est un graphe d’intervalles s’il est
graphe d’intersection d’un ensemble d’intervalles de réels, c’est a dire qu’il
existe un ensemble d’intervalles {I; C R}, 1 =i <X n, appelé réaliseur (ou

réalisation) de G tel que :
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Vi#jeln]; (v,v) e A= LNI; #0.

Exemple 3.3.2

> o—° ° ®
—e— e

®
R 1 2 3 45 6 7 8 9 1011121314 15 16 17

|
o

R 1 2 3 45 6 7 8 9 1011121314 15 16 17

|
RN/ S

Graphe d’intervalle obtenu

Théoréme 3.3.3 Soit G=(S,A) un graphe. Les propositions suivantes sont

équivalentes.
i) G est un graphe d’intervalles.

it) G ne contient pas de Cy (4-cycle sans corde) et son complémentaire G est

un graphe de comparabilité.

iii) Les cliques maximales de G peuvent étre ordonnées linéairement de sorte
que, pour tout sommet x de G, les cliques mazximales contenant x apparaissent
consécutivement.

3.3.1 Ordres consécutifs des graphes d’intervalles

Un ordre sur les cliques maximales satisfaisant la propriété iii) du théoreme

4.3.3 est appelé un ordre consécutif. Soit k le nombre de cliques maximales
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d’'un graphe d’intervalles G. En numérotant les cliques maximales avec leur
rang dans un ordre consécutif o et en attribuant f chaque sommet x de G
I'intervalle de o des cliques contenant x on obtient un modele de G (voir

'exemple ci — desous).

Exemple 3.3.4

b

a g a b d g
modéle d’intervalles

e e
cl|c C f
bl|b|l|d||d]|]|g

arrangement consécutif de
ses cliques maximales.

e
graphe d’intervalle

=@

Proposition 3.3.5 Les graphes d’intervalles sont des graphes triangulés

Preuve: Soit G=(S,A) un graphe un graphe représentatif d’intervalles. Si
le cycle p = [z1, 22, ..., 2, 1] n'admet pas de corde, alors les sommets de
ce cycle représentent des intervalles [, tels que I 5 et I, ne se chevauchent
pas. Donc les extrémités sont strictement ordonnées mais alors l'intervalle Iy
ne peut pas chevaucher l'intervalle I, et il ne peut pas exister d’arite[z,, z1]

pour fermer le cycle. Par conséquent, le graphe est triangulé. %
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Chapitre 4

les graphes faiblement
triangulés

VaseK Chvatal et Rayan Hayward ont défini la notion de graphe fai-
blement triangulé. Un graphe est faiblement triangulé si et seulement si ne
contient ni de trou long (c’est-a-dire de longueur au moins 5) ni antitrou long
(c’est-a-dire le graphe complémentaire G ne contient pas de cycle de longueur

au moins 5).

Exemple 4.0.6

complémentaire
—_—

Graphe G Graphe G

Le graphe G est graphe faiblement triangulé car :

ni le graphe G ni G ne contient de
trou long
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graphe complémentaire

G contient un trou

graphe G ne contient de longueur 5

pas de trou long

Théoréme 4.0.7 Un graphe G=(S,A) est faiblement triangulé si et seulee-

ment si pour tout sous-graphe H de G on a ou bien :

i) H est une clique.

ii) H posséde une étoile d’articulation.

Définition 4.0.8 On dit que {z,y} est une 2-paire de G si tout chemin re-

liant z a y de longueuer 2.

Propriété 4.0.9 {z,y} est une 2-paire d’un graphe G si et seulement si x et

y sont dans deuz composantes connezes distinctes de G[S Ng(x) N Ng(y)]

Théoréme 4.0.10 G=(S,A) est faiblement triangulé si et seulement si tout

sous-graphe induit de G différent d’une clique possede une 2-paire

Notation 1 Soit C un chemin dans un graphe G, on note par S(C) l’en-

semble des sommets du chemin C.

Théoréme 4.0.11 Soit G=(S,A) un graphe faiblement triangulé qui n’est

pas une clique. Alors G posséde une 2-paire.

Preuve: Si G est une réunion disjointe d’au moins deux cliques alors tout

paire de sommets non-adjacents forme une 2-paire. Sinon, on considére un
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ensemble intéressante maximal T. D’apres le lemme 4.6 cité en [20], il n’y a
pas de chemin sortant pour C(T). Par hypothese de récurrence, on trouve une
2-paire {u,v} de G[C(T)]. Mais {u,v} est aussi une 2-paire de G, puisque tout
chemin entre x et y passant par T est de longueur 2 et puisque il n’y a pas de

chemin sortant de C(T).

On rappelle qu'un long trou dans un graphe est un cycle induit de taille

au moins d.

Lemme 4.0.12 Soit G=(S,A) un graphe simple et H un long trou de G de
taille minimale. soit C' un plus court chemin de si vers so passant par ss de
H, qui ne contient ni les voisin de s3, ni voisin commun de sy et So. Alors

{52} US(C) induit un long trou de G de taille minimale

Preuve: Facile

4.1 Reconnaissance des graphes faibelements
triangulés

4.1.1 Algorithme

Algorithme :

ENTREE : Si G possede un long trou, alors I'algorithme retourne un long
trou de G de taille minimale. Sinon, il retourne ” pas de long trou”.
SORTIE :Un ordre o des sommets de G
CALCUL :

e Considérer tout les triplets (si,s2,s3) de G. Pour chaqu’une d’eux
calculer le plus cours chemin C de s; vers sy (le plus court chemin calculer par
'algorithme 1.5 [20] parmis les sommets de S\ Ng(s2) U (Ng(s1) N Nea(s3))).

Si {s2} US(C) induit un trou de G, de taille inférieure a un éventuel trou
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rencontré, alors stocker ce trou en mémoire.
e Une fois tout les triplets énumérés, retourner I’eventuel trou de taille

minimale. S’il y’en a pas retourner ” pas de trou”.

COMPLEXITE : O(n?)

Remarque 4.1.1 Pour reconnaitre les graphe faiblement triangulé il suffie

d’appliquer cet algorithme sur le graphe G et sur son complémentaire G.
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