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RESUME

Dans ce rapport nous nous sommes intéresses au théoréme de Riemann-Roch, qui permet entre
autres de mettre en relation un invariant topologique et un invariant algébrique sur une surface
de Riemann. Nous avons commencé a rappeler des notions générales sur les surfaces de Riemann,
ensuite nous avons étudié les 1-formes méromorphes sur les surfaces de Riemann. Pour aboutir
a notre but nous avons utilisé les diviseurs (groupes libre) sur une surface de Riemann pour
rendre simple la recherche des fonctions holomorphes sur notre surface, possédant au départ un

nombre donné de poéles



INTRODUCTION

Le sujet de notre occupation est le théoréme de Riemann-Roch. Notre motivation est basée
sur I'importance de ce théoréme qui est un résultat de la géométrie algébrique. A origine ce
théoréme énonce 'existance de fonctions méromorphes sur une surfaces de Riemann X, sous la
contrainte de poles de multiplicité imposée en certains points. Par exemple sous sa forme faible,
le théoréme énonce que pour m points donnés, ’espace de fonctions méromorphes sur X ayant
au plus un poéle du premier ordre en ces points, holomorphe ailleurs est de dimension finie plus
grande que m — g + 1 ou g est le genre de la surface X.

Nous avons partagé notre travil en quatre parties. La premiére est un survol rapide sur la notion
de surfaces de Riemann, en rappelant au passage des propriétés inhérentes aux structures de
telles surfaces, plus particuliérement aux surfaces de Riemann compactes.

Quant a la deuxiéme partie, elle est consacrée a une substence de la théorie des 1-formes méro-

morphes sur une surface de Riemann.



Dans la troisiéme partie notre intérét est porté sur les diviseurs, vus comme groupes libres sur

X. Cette notion importante nous permet de mieux cerner les 1-formes méromorphes, grace a

un formalisme algébrique simple.

Enfin dans la dérniére partie, une démonstration du théoréme de Riemann-Roch a été explicitée

entiérement. Ensuite quelques exemples, comme applications du théoréme de Riemann-Roch.



CHAPITRE 1

SURFACE DE RIEMANN

1.1 Surface de Riemann

Définition 1.1.1 (Atlas holomorphe) Soit X un espace topologique conneze séparé. Un atlas
holomorphe pour X est une famille d’homéomorphismes (¢; : Uy — O;)icr 0 :

1. U; est un ouvert de X
2. O; est un ouvert de C

iel
tells que pour tous i et j dans I avec U; N U; # ()
I’homéomorphisme, qbioqu_l est holomorphe sur ¢;(U; NU;) (1)
Les éléments d’un atlas sont appelés des cartes et les domaines de ces fonctions sont appellées
des ouverts de cartes. On écrira parfois (U, ¢) pour exprimer une carte . Deux cartes sont appelés

compatibles si elles satisfont la propriété (1)

Définition 1.1.2 (surface de Riemann) : Une surface de Riemann est un espace topologique

connexe séparé muni d’un atlas holomorphe .



Exemple 1.1.1
1- Un ouvert connexe d’une surface de Riemann est aussi une surface de Riemann.

2- C est une surface de Riemann

1.2 Exemples de surfaces de Riemann

Les exemples suivants fournissent une représentation plus concréte de la structure des sur-
faces de Riemann. Ils ont également constitués une occasion pour exposer la relation entres

I’etude des surfaces de Riemann et celle de I'analyse complexe.

1.2.1 Shpére de Riemann

Définition 1.2.1 (shpére de Riemann) : la sphére de Riemann est 'ensemble C = C U {oo}

avec les voisinages Uy = C et Uy, = (C\{0}) U {cc} et les cartes correspondantes données par

1
si z# 00

Go(2) = z et doo(z) =

z
0 si z=o00
la sphére de Riemann est sauvent notée P!,

P! est une surface de Riemann.

1.2.2 Tore complexe

Définition 1.2.2 (Tore) soient wy,wqy € C | linéairement indépendants sur R. Et soit
I' = {nwy + mwy/n,m € Z}.

Topologiquement le tore défini comme T' = C/T". Avec la structure de la topologie quotient.
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FIGURE 1.1 — Spheére de Riemann

le Tore T est une surface de Riemann.

FIGURE 1.2 — Tore complexe T.

1.2.3 Bouteille de Klein

Définition 1.2.3 (Bouteille de Klein)On considére la relation d’équivalence R sur R* engen-

drée par

(z,y) ~ (z+ 1,y) et (z,y) ~ (—z,y +1).

La Bouteille de Klein est le quotient R? /R, muni de la topologie quotient.
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FIGURE 1.3 — Bouteille de Klein

1.2.4 Bande de Mobius

on peut définir la bande de Mébius comme Iensemble quotient de I'ensemble Rx[—1, 1] par

la relation d’équivalence définie par :

(z,y) ~ (2',1)) si et seulement si Ik € Z; (2,y') = (x + k, (=1)F)).

muni de la topologie quotient.

FIGURE 1.4 — la bande de Mobius
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1.3 Transformation de Mobius et Genre

1.3.1 Transformation de Mobius

Définition 1.3.1 (Transformation de Mdbius) La Transformation de Mdbius est une applica-

az+b
cz +

tion f de C dans C définie par z — ot a,b,c,d € C et ad — be # 0.

telle que f( d) =00 et f(o0) = %.

e
1.3.2 Genre

Définition 1.3.2 (Genre) : Le genre d’une surface conneze est le nombre maximum de courbes
fermées simples sans points communs que ’on peut tracer a l'intérieur de cette surface sans la

déconnecter (c’est-a-dire que le complémentaire de ces courbes reste connexe).

concrétement, si I'on considére que la surface est en papier, le genre est le nombre maximal
de découpages fermés que l'on peut effectuer sans que la surface ne soit séparée en plusieurs
morceaux. Cette notion est topologique : deux surfaces n’ayant pas le méme genre ne sont pas

homéomorphes.

FIGURE 1.5 — la sphére est de genre 0 : toute courbe fermée simple la déconnecte
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FIGURE 1.6 — tandis que le tore T est de genre 1 : une courbe peut le laisser connexe, mais deux
courbes sans point commun le déconnectent.

1.4 Fonctions holomorphes méromorphes sur des surface de

Riemann
Dans cette partie on vas étudier les morphismes entre les surfaces de Riemann.

1.4.1 Fonction holomorphe , degré en un point

Définition 1.4.1 (Fonction holomorphe )Soient X etY deux surfaces de Riemann. Une fonc-
tion f: X — Y est holomorphe si pour toutes cartes (U, ¢) de X et (V 1) de'Y Uapplication

Yofop~! est holomorphe sur ¢(U N f~HV)).

Notation :Pour un ouvert U de X on notera O(U) I'ensemble des fonctions holomorphes de U

dans C.

Théoréme 1.4.1 (Application ouverte) Soient X et Y deux surfaces de Riemann, si f : X =Y

est une fonction holomorphe non constante, alors f est une application ouverte .

Preuve : Soit f : X — Y une fonction holomorphe non constante, et soient¢ : Uy — V;

et ¢ : Uy — V, deux cartes respectivement sur X et Y. Alors, g = vofo¢~! est une fonction
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holomorphe dans le sens habituel sur ¢(U; N f~1(Uy))(car f est holomorphe ), comme ¢ et v
sont des bijections, f est non constante, alors g est non constante, et donc g est ouverte, cela
implique que fiy, = ¥ 'ogo¢ est ouverte comme composé de applications ouvertes. Ainsi f est
ouverte sur le domaine de n’importe quelle carte de X. Cela implique que f est ouverte sur

I'union de domaines des cartes sur X. Donc f est ouverte sur X.

Proposition 1.4.1 : Soit X une surface de Riemann compacte. Si f : X — C est holomorphe,

alors f est une constante.

Preuve : Soit f : X — C une fonction holomorphe, et supposons que f n’est pas constante,
cela entraine que f est ouverte, donc f(X) est un ouvert, or f est continue et que X est compact,
alors f(X) est également compact, ainsi que f(X) est fermé, car C séparé. Par conséquent f(X)
est a la fois ouvert et fermé.

Comme C est connexe, alors f(X) = C, ainsi C est compact, ceci est contradictoire. Donc

f est constante.

Proposition 1.4.2 : Si f : X — Y est une application holomorphe non constante entre sur-

faces de Riemann, alors on a : .

(i) Pour p € X il existe un entier d € N* et des uniformisantes ¢ en p et ¢ en f(p) telles que
Yofop~t(z) = 2%, soit Yof = p?, I'entier d ne dépend que de f et de p, et s’appelle le degré de
fenpona:deg,(f)=1sietseulement si Df(p) # 0ot Df(p) = (o fop 1) (0).

(ii)Pour tout g € Y|{f(p)} assez proche de f(p) . on a card(f~'({q}) NU) = deg,(f).
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(iii)L’ensemble R(f) = {p € X/deg,(f) > 2} = {p € X/Df(p) = 0} est discréte et fermé. De
facon équivalente, il est localement fini, c¢’est-a-dire rencontre tout compact en un ensemble fini,
ses points sont appelés points de ramification ou point critiques. Son image C(f) = f(R(f)) C Y
est appelé '’ensemble des valeurs critiques.

Preuve : (i)Soient ¢ et 1)y des uniformisantes en p et en f(p) alors g = 1pofop~! est une
fonction holomorphe définie au voisinage de 0 et telle que g(0) = 0, donc soit :

(1) g est identiquement nulle. Soit

(2) il existe d € N* tel que g(z) = 2%h(2) avec h holomorphe et h(0) # 0.

Dans le cas (1) f est localement constante en p et dans le cas (2) f n’est pas constante dans
aucun ouvert contenue dans U.

Soit E I'ensemble des points vérifiant le cas (1) c’est un ouvert, et si y € E. tout voisinage de
y contient un ouvert ou f est égale & f(p) donc y ne vérifie pas le cas (2) donc y € E, donc
E fermé . Par connexité, E = () ou X et dans le second cas f est constante. Comme f n’est
pas constante. £ = () est donc toujours dans le cas (2), la fonction holomorphe h, qui est non
nulle en 0, a une racine d’iéme holomorphe k au voisinage de 0, donc on a : g(z) = G(2)4, ou
G(z) = zk(z) est holomorphe. De plus G'(0) = k(0) # 0, donc G est localement bilomorphisme,
donc 1) = G101, est une uniformisante en f(p) finalement, on a ofop=1(z) = 2%, donc d a la
propriété annoncée. Pour montrer que d est unique, on observe que c’est le plus petit entier tel
que (¢o fogp‘l)(d)(O) # 0, et que cette propriété est indépendante des choix des uniformisantes

¢ ettp. En particulier d = 1 si et seulement si (ofoyy=) (0) # 0.
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(ii) ces propriété sont évidentes Pour I'application z — 2% au voisinage de 0, donc elles sont
vraies pour f.

(iii) Si p € R(f) et U voisinage sur lequel on atpof = % on a R(f) NU = {p} puisque la
dérivée de 2¢ est non nulle hors de 0 donc R(f) est discréte. De plus la caractérisation D f(p) = 0

montre qu’il est fermé.

Corollaire 1.4.1 : une application holomorphe injective entre surface de Riemann, est un bi-

holomorphe sur son image.

Preuve : En effet : la propriété (ii) implique que degré est 1 en tout point donc f est partout

biholomorphiquemente a z — z

1.4.2 Fonctions méromorphes

Définition 1.4.2 (Péle) Si f est une fonction holomorphe sur U\{p}, ot U est un ouvert d’une

surface de Riemann, et s’il existe une uniformisante @ en p telle que f(z) = > a,z", pour un
n>kyp

entier k, < 0 avec ay, # 0 on dit que p est un péle d’ordre k, de f.

Définition 1.4.3 (fonction méromorphe) : Soit X une surface de Riemann, une fonction mé-

romorphe sur X est une fonction holomorphe f définie sur X\P ou P est un sous ensemble

localement fini, et qui a un pole au voisinage de chaque point de P.

Proposition 1.4.3 : Il existe une bijection naturelle entre [’ensemble des fonctions méro-

mophes, et lensemble des fonctions holomorphes de X dans C.
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Preuve : Soit I'ensemble P comme dans la définition précédente et Soit f: X\ P — C une
application méromorphe, on considére, f: X — C un prolongement de f par oo sur P. Pour
prouver que fest holomorphe, il suffit de le faire pres de p € P. soit ¢ : U — C une uniformisante
en p, avec U assez petit pour que U N P = {p}. Par hypothése on a fop~1(z) = 27%h(z) avec
d € N*. h holomorphe sur p(U)\{0}, et h(0) # 0, quitte & diminuer U on peut supposé que h

_ d _
ne s’annule pas. Utilisant la carte ¢, défini sur Uy, il vient p0f(z) = % sur p(U) donc f
est holomorphe pres de p.

Réciproquement, si h : X — P!(C) est une application holomorphe qui n’est pas constam-
ment égale a co, P = h™'({oo}) est discréte et fermé et fix\p est holomorphe, sa restriction
a valeurs dans P!(C)\{oo} donc est une fonction holomorphe. De plus si h(p) = oo et w = 2

est la carte standard centrée en oo, il existe une carte ¢ centrée en p telle que w o h = ¢?, soit

hop t(2) =2"%si 2 # 0 donc f est holomorphe.
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CHAPITRE 2

REVETEMENTS

2.1 Définition et propriétés des revétements

Définition 2.1.1 (Revétement) soit Y un espace topologique, Un revétement de 'Y est la donnée
d’un espace topologique X et d’une application continue p : X — Y ayant la propriété de
trivialisation locale suivante. Pour tout point y de Y, il existe un voisinage V de y dans Y, un

espace discret non vide F et un homéomorphisme ® : p~ (V) — V x F tels que le diagramme :

p (V) ¢ VxF

p proj

commute.
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On appelle Y la base, X l'espace total, F la fibre du revétement et ® une trivialisation locale

du revétement au dessus de V.

Exemple 2.1.1 Le revétement trivial est la projection Y X F' — Y, ou F' est un espace discret.

La propriété de trivialité locale est ici globale.
Proposition 2.1.1 [’exzponentielle complexe exp : C — C — {0} est un revétement.

preuve : C’est bien une application continue ; montrons qu’elle vérifie la propriété de trivialité
locale. Soit y un point de C — {0} et soit V un disque de centre y contenu dans C — {0}. Sur un
tel disque, il existe une détermination continue du logarithme, c¢’est-a-dire une fonction continue
g:V — C avec exp g(z) = z pour tout z dans V (Voir [6]). Toutes les autres déterminations du
logarithme sur V différent de g par un multiple entier de 2imw. Donc tout élément de exp=!(V)
différe de g(expt) par un multiple entier de 2iw. On peut donc définir @ : exp™ (V) = V x Z

e') —t

par ®(t) = (et, ( ) C’est une application continue, elle fait commuter le diagramme et

20m

son inverse :

V xZ — exp (V)
(z,k) — g(2) — 2irk

une application continue, elle aussi. Donc ® est bien 'homéomorphisme cherché.

Remarque : Le revétement exponentiel n’est pas globalement trivial, puisque C est connexe.

Proposition 2.1.2 f est un revétement si et seulement si, pour tout point y de Y, admet un
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voisinage V tel que f~Y(V) = JU; ; soit une union disjointe non vide d’ouverts U; de X tels
i€l

que fiy, soit un homéomorphisme.

preuve : si f est un revétement, alors pour tout y € Y, notons V un voisinage trivialisant
de y et h une trivialisation locale de f au-dessus de V. On pose I = F et U; = h™1(V x {i})
pour tout i dans I, 'application f vérifie la propriété demandée.

Réciproquement : si I et U; comme dans I’énoncé existent, alors notons D 1’ensemble I muni

de la topologie discréte et considérons I’application

g: f*(V)=UU;, — V xI

el

x— (f(x),1) st x € U

On vérifie que g est un homéomorphisme. donc g est une trivialisation locale de f au-dessus de V .

Proposition 2.1.3 Un revétement est une application surjective et ouverte.

preuve En effet : la surjectivité est claire. Soit U un ouvert de X et z € U, soit y € f(U) et

f7HV) = JUq. alors il existe d € D tel que x € Uy, alors f(UNUy) = funw, (U NUy) est
i€D

ouvert de Y contenant y et inclus dans f(U).

Définition 2.1.2 (fibre) : Pour chaque y € Y, on appelle fibre au dessus de y du revétement

f: X =Y ; Uensemble f~(y). Si V est un ouvert trivialisant contenant y alors la fibre f~1(y)

est en bijection avec l’ensemble discréte F.
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Proposition 2.1.4 : Soit f : X — Y un revétement. Si'Y conneze. Alors les fibres sont toutes

en bijection. En particulier, elles ont le méme cardinal si le revétement est localement fini.

preuve : Pour F espace discret, notons Br le sous-ensemble de Y des points y tel que la
fibre est en bijection avec F. L’ensemble Bp est ouvert : si y € Bp , tout ouvert trivialisant
contenant y est inclus dans Br . L’ensemble Br est fermé. En effet soit y € Bp. Si U est un
ouvert trivialisant contenant y, U coupe Bpr. Les fibres au-dessus des points de U, en particulier
f~X(y), sont en bijection avec F.

Conclusion : si Y est connexe, alors Br est vide ou égal a Y.

Proposition 2.1.5 : Soit f : X — Y un homéomorphisme local, supposons X soit séparé : si

f propre et Y connexe , alors f est un revétement fini.

preuve : 'application f est ouverte, car ¢’est un homéomorphisme local, et fermé car propre.
comme Y est connexe on a donc f(X) =Y. Donc f est surjective. pour tout y dans Y, la fibre
/7 Y(y) est un compact car f est propre. Elle est aussi discréte, car f étant un homéomorphisme
local, pour tout x € f~1(y), il existe U, un voisinage ouvert de x tel que U, N f~!(y) = {x}. Elle
est donc fini. Soit U, pour z € f~1(y) comme ci-dessus. Comme f est fermé, V =Y — f(E —

L] U.) est un voisinage ouvert de y tel que f~*(V)c || U,.
)

zef~1(y) zef~Hy
Donc f~%(V)= || f'(V)NU,, et la restriction de f a f~*(y) N U, est un homéomor-
z€f~1(y)
phisme.

Proposition 2.1.6 : Soit f une application holomorphe non constante d’une surface de Rie-
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mann compacte X vers une surface de Riemann Y, alors :
(1) Yy €Y, la fibre de y est un ensemble fini.
(2) le nombre de points de ramifications sur X est fini, si S CY est un ensemble qui contient
les images de tous les points de ramification de X, alors la restriction de f : X\ f~1(S) — Y\S
est un revétement.
k

(3) si le degré de ce revétement est égal a n, et f~1(y) = {x1, - ,x}, alors de; =n, ou
i=1

e; est lindice de ramification de x;.

preuve : (1) f~'(y) ne peut pas avoir un point d’accumulation zy dans X (autrement, f serait
constante dans un voisinage de zg et alors partout (Voir [3])). Donc f~!(y) est discréte et puisque
X est un compact, alors f~1(y) est finie.

(2) Du point de vue de la représentation locale, un point de ramification est un zéro d’une
dérivée de f. Par le méme raisonnement, les zéros de la dérivée ne peuvent pas avoir un point
d’accumulation (autrement, la dérivée, sera nulle partout, et f sera constante). Alors cet en-
semble est encore discret et fini.

Pour prouver que cette restriction de f a X\ f71(9) est un revétement on peut utiliser la pro-
position précedent, avec X' = X\ f71(S) et Y/ = Y\ S, car X est compact.

(3) On peut trouver des voisinages U;, pour chaque z; tel que la représentation locale de f
dans Uj;, se comporte comme z¢, puisque, pour tout point 3’ s’approche suffisamment de y, on

k k
a f~Hy) C ! U;, légalité Z:ei = n est prouvée du fait que tous les points 3’ # y s’approchent

i=1 i=1

suffisamment de y ont n image réciproque.

23



Proposition 2.1.7 : le nombre de zéros est égal au nombre de pdles pour n’importe quelle

fonction méromorphe non constante sur une surface de Riemann X compacte.

Preuve : Soit f une fonction méromorphe, a f On peut associer une application holomorphe
]? définie sur X & valeur dans C, d’aprés la proposition précédente, on peut associer f un
revétement de X a C dont le degré est égal a |f~'(y)| pout tout y € C compté avec des
multiplicités (indices de ramification), en particulier pour y = 0 et y = co. Donc le nombre de
zéros de f compté avec leurs multiplicités est égal au nombre de poles de f compté avec leurs

multiplicités.

Définition 2.1.3 (Triangulation). On appelle triangle une image homéomorphe d’un simpleze
élémentaire T C R2. Une triangulation d’une surface X est un recouvrement de X par un
nombre fini de triangles tels que l'intersection de deux triangles distincts est soit une arréte,

soit un sommet, soit vide.

Définition 2.1.4 (Caractéristique d’Euler). Etant donnée une surface triangulée X, on défi-
nit sa caractéristique d’Euler x(X) comme le nombre entier obtenu en effectuant l'opération :

X(X):=V — E+ F,ou V,E et F sont respectivement le nombre de sommets,d’arrétes et faces.

e Il est bien connu que la Caractéristique d’Euler est une invariante topologique, et dans ce
cas, ne dépend pas de la triangulation, et que x(X) = 2 — 2¢ (Voir [10]) ou g désigne le genre

de la surface de Riemann X.
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Théoréme 2.1.1 (formule de Riemann Harwitz)Soit f : X — Y une application holomorphe
non constante entre deuxr surfaces de Riemann compactes, Si degf = n, le genre de X est noté
gx, et celut de Y est égal gy, et f est ramifié en m points sur X avec lindices de ramification,

€1, ,€em alors :

m

2-2g(X) =n(2-29(Y)) = Y (e —1)

i=1
Preuve : On va trianguler la surface Y de fagon que les points de branchement soient parmi
les sommets de la triangulation. Donc f peut étre vue comme un revétement ramifié de X sur
Y. Si V.E et F sont respectivement le nombre de sommets, arrétes et faces de la triangulation
sur Y, si on considére I'image réciproque de notre triangulation, on va obtenir une triangulation
sur X, de nombre d’arrétes E' = nFE, de nombre de faces F' = nF' et le nombre de semmets
m
V' =nV — > (e; — 1) (puisque pour un seul point de branchement i correspondra e; points
i=1

réguliers).

Il en résulte donc que :

2—2g(X):V’—E’—l—F’:nV—i(ei—1)—nE+nF:n(2—g(Y))—i(ei—1).

i=1 =1
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CHAPITRE 3

1-FORMES HOLOMORPHES MEROMORPHES, DIVISEURS

SUR DES SURFACES DE RIEMANN

3.1 1-Formes holomorphes, méromorphes, Résidu
3.1.1 1-Formes holomorphes, méromorphes

Définition 3.1.1 (1-forme holomorphe) Une 1-forme holomorphe sur une surface de Riemann
X est une forme différentielle complexe de degré 1 sur X qui s’écrit localement w = fdz ou f

est une fonction holomorphe de coordonneé locale z.

Définition 3.1.2 (1-forme méromorphe) Une 1-forme méromorphe sur une surface de Rie-
mann X est une forme différentielle compleze de degré 1 sur X, holomorphe sur X\P, ou
P C X, un sous-ensemble discret de X, tel que chaque point p de P posséde un voisinage U,
sur lequel la réstriction de w peut s’écrire comme fw', ot f est une fonction méromorphe sur

U, ayant un pole en p, et w est une 1-forme holomorphe sur U.
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Autrement dit en tout point z € U on a l'expression locale w = fdz ou f est méromorphe. Si w

est non nulle, on peut définir le degré deg,(w) = deg,(f), qui est indépendant de I'uniformisante.

Proposition 3.1.1 Si w; et wy sont deuzr 1-formes méromorphes sur une surface de Riemann

compacte, alors il existe une fonction méromorphe f telle que wy = fws.

Preuve : Si dans certain voisinage U C X nous 1-formes peuvent s’écrire comme w; = fidz,
wy = fadz, ou fi et fo sont deux fonctions méromorphes sur U avec Z comme coordonnée locale.
N
On considére = sur U.

f2

Si V' C X est un autre voisinage sur lequel w; = ¢1dw, ws = godw, alors sur U NV on a :

dz dz i o
p— — t p— — d —_— —_—
g = fi do €t g2 f2dw onc 7 %

Il s’en suit que f = % est bien définie et w; = fws.
2

3.1.2 Reésidu en un point

Définition 3.1.3 (Résidu) Soit w une 1-forme méromorphe, tel que localement : w = f(2)dz,

ou f est une fonction méromorphe sur un voisinage de z, noté Res,(w) = a_1, ot Y, a,z" est
n>—k

le dévloppement de leurent de [ sur une couronne au tour de zéro.

Théoréme 3.1.1 (Théoréme des résidus) La somme de tous les résidus pour une 1-forme w

sur tout surface de Riemann compacte X est nulle.

Preuve : Soient aq, ..., a, les poles du 1-forme w. On peut prendre pour chaque a; un petit

disque D;, qui ne contient aucun autre pole que a;.

27



sur I'ensemble X' = X\ J, int(D;), notre 1-forme est holomorphe et férmée. Donc par le

théoréme de Stokes on a :

Z/ w:/ w:/dw:()
5 JoD; ox’ X'

Définition 3.1.4 ( Partie principale ) la partie principale en z = a d’une fonction f(z) =

Z ar(z — a)* est la partie de la série de laurent constitu¢ par les termes de degré négative (

k=—o0
k=—1

i.e: Z ar(z — a)* est la partie de f en a ).
k=—0o0

Proposition 3.1.2 (Réciproque du théoréme des résidu) Si {ai,...,a,} est un ensemble de
points sur une surface de Riemann compacte X, {f1, ..., fo} un ensemble de parties principales.
Alors les condition suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe une fonction méromorphe f ayant une partie principale f; en un seul point a;

et n’a que des poles aux points {aq, ..., a,}.

n

(2) Z Res,, fiw = 0, pour tous les 1-formes holomorphes sur notre surface de Riemann.
i=1

Preuve

(1) = (2) : Si une telle fonction méromorphe f existe, alors : pour tout 1-forme holomorphe

n
w, IOUs avons g Res,, fw =0 ( d’aprés le théoréme des résidus).
i=1

Maintenant, f n’a que des poles au points {ay, ...,a,} et la partie principale de f au point

a; est égale a f;. Donc le résidu de f au point a; est le coefficient du terme z_; de la série de

laurent de f;. Tenant compte du fait que w est une 1-forme holomorphe, et ainsi de multiplier
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par w, les puissences des séries de laurent augmentent et ne décroissent jamais, ona alors :

Res,, fw = Res,, fiw et donc Z Res,, fiw = 0.

=1

(2) = (1) est aquise par la dualité de Serre(Voir [7]).

3.2 Diviseurs
3.2.1 Diviseurs, Diviseurs canoniques et Diviseurs principaux

Définition 3.2.1 (Diviseur) Un diviseur sur une surface de Riemann X est une somme formelle
D=3 nyp oun, €Z et Supp (D) ={p € X|n, # 0} (support de D) est localement fini. On

notera n, = deg,(D), le degré de D en p

Remarque : Les diviseurs sont les éléments du groupe Z* Donc si on a deux diviseurs D; =
>, P et Do =% mypp on peut définir : Dy + Dy = (ny, + my)p.
Et nous pouvons également comparer les diviseurs D < Dj si et seulement si n, < m, pour

tout p.

Définition 3.2.2 (Degré d’un diviseur) Si D = Zp nyp est un diviseur, alors le degré de D est

la somme deg(D) =3 n,.

Remarque : Le degré est un homomorphisme de groupe abélien des diviseurs dans le groupe

abélien Z car : deg(D; + D3) = deg(Dy) + deg(Ds), .

Définition 3.2.3 (L’ordre d’une fonction méromorphe) Si f est une fonction méromorphe sur

une surface de Riemann X, et p un point de X, on définit l’ordre de f en p comme suite :
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k, f posséde un zéro de multiplicité k en p
ordy(f) =
—k, f posséde un poéle de multiplicité k en p

Pour toute fonction méromorphe f sur une surface de Riemann compacte, il correspond un

diviseur Zp ord,(f)p, sur l’ensemble des points ot la fonction f a des zéros et des poles.

Définition 3.2.4 (Diviseur principal) le diviseur ) ord,(f)p est désignée par (f) et appelé le
diviseur principal pour f.

1L est clair que (f - g) = (f) + (9) et (f/g) = (f) = (9)-

Lemme 3.2.1 : Sv f est une fonction méromorphe sur une surface de Riemann compacte X,

alors deg((f)) = 0.

Preuve : Si f et une fonction méromorphe sur une surface compacte X, on a le nombre de zéros

et égal au nombre des poles, donc par définition de (f) on a deg((f)) = 0.

Définition 3.2.5 Si w est une I1-forme méromorphe sur une surface de Riemann X, et p un
point de X, nous définissons lordre de w par ord,(w) = ord,(f), ot f est une représentation

locale de w au point p

Définition 3.2.6 (Diviseur canonique) Le diviseur Y ord,(w)p est appelé le diviseur cano-
nique de la 1-forme méromorphe w.
I est évident que (f -w) = (f) + (w) ce qui entraine que deg((fw)) = deg((f)) + deg((w)) =

deg((w)).
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Remarque : Puisque, tout 1-forme méromorphe peut étre représentée par une autre 1-forme
méromorphe multiplié par une fonction méromorphe, on voit que tous les diviseurs canoniques

ont le méme degré.

Lemme 3.2.2 : St w est une 1-forme méromorphe sur une surface de Riemann compacte X,

alors, deg((w)) = —x, ou x est la caractéristique d’Euler de X.

Preuve : 1l suffit d’aprés la remarque précédente de prendre la 1-forme df ou f est une fonction
méromorphe non constante sur la surface de Riemann X. (Théoréme d’existence de Riemann).
On va considérer f comme une application holomorphe de X dans C.

On peut supposer qu’il n’y a pas de points de ramification dans f~!(c0).

Sinon on fait une "rotation” sur la sphére de Riemann ( en utilisent une certain transformation
de Moébius ) et en combine entre f | la "rotation” et son inverse.
Soit n le degré du revétement f, ey, ..., e, les indices de ramifications. La fonction f a exactement
n poles simples,et Pordre de chaque pole vaut 2 pour le 1-forme df ( Car : d(1/z) = —1/2%). De
I’autre coté les zéros de df sont des points de ramification de f, et si e est I'indice en un certain
point, alors df a un zéros d’ordre e — 1 en ce méme point.

Alors, df & n poles d’ordre 2 et m zéros d’ordre e; — 1,...,e,, — 1. Il en résulte donc que :

3

deg(df) = > (e; — 1) — 2n = —x, (par la formule de Riemann-Hurwitz).

=1

Définition 3.2.7 Soit D est un diviseur. On définit

L(D) = {f € M(X): (f) + D = 0}.
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ot MW (X)) est lespace des fonction méromorphe.

I(D) = {w 1-forme méromorphe sur X; w > D}

Remarque : El est claire que L(D) est I(D) sont des C-espaces vectoriels.

Notation : Notons

I(D) = dimeL(D)

i(D) = dimcID)

Corollaire 3.2.1 Si deg(D) < 0 alors (D) = 0.

Preuve : Comme tout fonctions méromorphes satisfait deg((f)) = 0 on voit donc que L(D) = ()
(il n’existe pas de fonction f telle que (f)+D > 0, autrement dit on aurait deg(D) = deg((f))+

deg(D) = deg((f) + D) > 0.) Donc (D) = 0.

Corollaire 3.2.2 Si le diviseur D est nule (D=0), alors [(D) = 1.

Preuve : En effet, I'espace des fonctions méromorphes f telles que (f) > 0 est tout simplement
I'espace de toutes les fonctions holomorphes. Donc L(D) est I'espace des constantes. Qui est

isomorphe a C.

Lemme 3.2.3 : L’espace 1(D) est isomorphe a l'espace L(K — D) ou K est un diviseur cano-

nique. L’espace I(K — D) est isomorphe a L(D).

Preuve : On montre d’aborde que L(K — D) est isomorphe a L(D) On suppose que k = (w)

ol w 1-forme méromorphe.
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Si f est une fonction méromorphe, alors : (f) + D = (fw) — (w) + D = (fw) — (K — D).
Alors, f € L(D) = {g|(g) + D > 0} si et seulement si fw € (K — D) ={p|(8) > K — D}.

Donc on a une application : (L(D) — I(K — D)) donnée par f — fw.

Puisque tout 1-forme méromorphe dans /(K — D) peut étre présentée par fw pour une certain
fonction méromorphe, donc de maniére similaire ’application inverse (K — D) — L(D).

Sil'on sibstitue K — D ala place de D, on obtient un isomorphisme entre (D) et L(K — D).

Lemme 3.2.4 : L’espace L(K) est isomorphe a l'espace L(K — D) ou K est un diviseur cano-

nique. Est isomorphe a [’espace de toutes les 1-formes holomorphes sur une surface de Riemann.

Preve : D’aprés le lemme précédent L(K) est isomorphe a I(K — K) = I(0) = {w|(w) > 0},
qui est 'espace de toutes 1-formes holomorphes, il s’en suit donc : par le lemme précédent et le

théoréme d’existence de Riemann, il en résulte que [(K) = dim(L(K)) = g.

Définition 3.2.8 Deux diviseurs Dy et Dy sur une surface de Riemann sont dits linéairement
équivalents s’il existe une fonction méromorphe f définie sur la méme surface de tels que Dy =

Dy + (f)

Lemme 3.2.5 : Si Dy et Dy sont linéairement équivalents, alors degDy = degDs.

Preuve : Si Dy = Dy + (f), alors deg(Ds) = deg(Dy + (f)) = deg(Dy) + deg((f)) = deg(Dr),

puisque deg((f)) = 0.

Lemme 3.2.6 : Si Dy et Dy sont linéairement équivalents, l’espace L(Dy) est isomorphe a

L(Dy), et l’espace 1(Dy) est isomorphe a 1(D3).
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Preuve : Supposons Dy = Dy +(f) pour une certaine fonction méromorphe f. Si g est g est autre
fonction méromorphe, avec g € L(D,), alors (fg) + D1 = (f) + (9) + D1 = (9) + D1 + (f) =
(9) + Ds. 1l s’en suit que (g) + Dy > 0 si et seulement si (fg) + D; > 0. Donc on a une
application L(Dy) — L(D;). Puisque, f est une fonction méromorphe, son inverse f~! est aussi
une fonction méromorphe, a 'aide de laquelle on obtient l'inverse de L(Dy) — L(Dy). Il est
clair que la linéarité est acquise, alors on a un isomorphisme entre L(D;) et L(Ds). (De maniére

similaire on montre que I(D;) est isomorphe & I(D;).
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CHAPITRE 4

THEOREME DE RIEMANN-ROCH

4.1 Théoréme de Riemann-Roch

Théoréme 4.1.1 (Théoréeme de Riemann-Roch) Si D est un diviseur sur une surface de Rie-

mann compacte de genre g, alors (D) —i(D) = deg(D) + 1 — g.

Preuve : La démonstration se fait en trois étapes :

Premier étape : deg(D). Soit D = Zmiai, avec D > 0.
i=1

Posons V I'ensemble de tous les uples fi,- -, f,, de parties principales de la forme
Cm; c_
fi = + ... it
2™ z

On définit une application ® : L(D) — V qui envoie f € L(D) vers les parties principales de
f aux points q;.
Puisque D > 0, alors si f est méromorphe avec (f) > —D ceci implique que le noyau n’a pas

de parties principale c’est-a-dire que f est holomorphe et, Donc dim(Ker(®)) = 1.
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Posons maintenant W = Im(F), alors :
I(D) = dim(Ker(®)) + dim(Im(®)) = 1 4+ dim(W).

Comme W est un ensemble de parties principales f;, d'une certain f € L(D). D’aprés (la
réciproque du théoréme de résidus), une telle fonction f existe si et seulement si pour toute une
=n
1-formes holomorphe w sur notre surface de Riemann on a Z Res,, fiw = 0.
i=1

Maintenat pour toute une 1-forme holomorphe w on considére I'application linéaire A, : V. — C

définie par
{fi- fnd— iZnRGSaifz'w-
i=1
On a, W =), Ker(\,) . Il en résulte donc que :
dim(W) = dim(, Ker(\,)) = dim(V') — dim(\,,).

Il rest maintenat a calculer dim(\,,). DimA, < g, puisque le nombre des 1-forme holomorphe
w indépendantes sur la surface est égal a g.
Deuxiéme étape : D est quelconque.

On va montrer d’abord que
[(D) —i(D)>1+deg(D)—g

Soit a € X. Il est évident que deg(D — a) = deg(D) — 1. Alors il n’est pas difficile de montrer
que si 'inigalité est satisfaite pour un diviseur D, elle est aussi satisfaite pour le diviseur D — a.
En soustrayont de D quelques points a € X, et intervenant compte de 1’égalité prouvée dans la

premiére étape, il suffit d’abord de montrer
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(D —a) —i(D —a) > (I(D) —i(D)) — 1.

Il est évident que

(D) >1(D —a)>1(D) - 1.

et

i(D)+1>i(D—a) > i(D).

Il s’en suit donc que

(D —a)—i(D—a) > U(D) —i(D) — 2.

En fait, on peut montrer que cette inégalité est stricte le cas ([((D—a)—i(D—a) = [(D)—i(D)—2)

est impossible, donc on a bien

I(D—a)—i(D—a)>(U(D)—1i(D))—1=1+deg(D —a) — g.

Ceci implique pour tout diviseur on a :

(D) —i(D) > deg(D) +1—g

Enfin, dans la dérniére partie de la preuve, pour obtenir ’égalité désirée, il suffit de substituer

K — D a D dans l'inégalité prouvée avent. Puisque [(K — D) = i(D).

I(K—D)—i(K—D)>deg(K—D)+1—g
i(D)—1(D)>deg(K—D)+1—g
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i(D) —1(D) > degK — deg(D)+1—g

Puisque degK = deg((w)) = —x = 2 — 2g, on a donc :

i(D)—U(D)>29g—2—deg(D)+1—g=g—1—deg(D)

(D) —i(D) <deg(D)+1—g

et ceci termine la preuve de la deuxiéme inégalitée demandée.

4.2 Applications

Il y a beaucoup d’implications du théoréme de Riemann-Roch.
Premiére implication :
Il existe exactement g 1-formes holomorphes sur une surface de Riemann de genre g.

En effet, si D = 0, le théoréme de Riemann-Roch donne :
1(0) —i(0) = deg(0) + 1 — g.

Mais 1(0) = 1, deg(0) = 0 et i(0) = I(K), ot K rst un diviseur canonique. Comme on sait que

L(K) est isomorphe a I'espace

Donc la formule donne :

38



1-i(0)=041—g.

On conclut que (0) est égal a la dimension de I'espace

1(0) = {wl|(w) = 0}.

Dexiéme implication :

Si D = K (diviseur canonique), on obtient

I(K) —i(K) <deg(K)+1—g

Puisque [(K) =i(0) = g, et i(K) =1(0) = 1, on a alors :

g—1=deg(K)+1—g.

Il en resulte alors la méme formule déja prouvée avant

deg(K) =29 — 2 = —x(X)
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