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Introduction

De nombreuses disciplines de la physique consistent a décrire des phénoménes de transport,
de la chaleur et d’induction. Pour décrire de tels phénomeénes, il parait tout a fait naturel
de vouloir décrire I’évolution de certaines grandeurs physiques dans le temps ainsi que dans
I’espace.

Comme elles impliquent plusieurs paramétres, les équations différentielles font intervenir
des dérivées partielles par rapport a chacun des paramétres

D’ou le terme « Partial Differential Equation » dont les initiales sont « PDE ».

Il existe un indéterminé de champs d’application des EDPs :

1. la mécanique des fluides : les EDPs sont censées décrire le mouvement des fluides,
liquides et gaz visqueux, exemple : les équations de naviers-Stokes : la résolution de ses
équations constitue 'un des problémes millénaire. Voir [4],[8]

2. la mécanique des structures : appelée également la déformation des matériaux, se
base principalement sur la résolution des équations de la résistance des matériaux. Voir

[5],[11]

3. I’électromagnétisme : les équations de maxwell, ’équation de poisson, 1’équation de
Boltzmann, ’équation de helmotz. Voir [10]

4. la gravitation : décrit les champs gravitationnelles (équation de la relativité générale
d’Einstein). Voir |7]

5. la mécanique quantique : (I'’équation de Hamilton) et 'équation de Schrodinger. Voir
[10].

6. la biologie : décrit ’évolution d’une population d’individus (équations de diffusion et de
réaction). Voir [3]

Aprés avoir modélisé un probléme physique ( un probléme visible) on obtient un probléme
invisible ( une équation mathématique : équation aux dérivées partielles par exemple), mais
les EDPs sont généralement trés complexes a résoudre, ou elles possédent des solutions pour
des cas particuliers, mais les phénoménes aléatoires de la nature conduit a des équations non
linéaire ce qui donne une complexité au modéle mathématique étudier.

Le principe de la résolution des équations aux dérivées partielles est de remplacer un systéme
complexe en un objet ou un opérateur simple en laissant les aspects principaux de 'original, ce
qu’on appelle une résolution numérique.



Dans ce mémoire nous nous concentrerons sur les EDPs paraboliques et on va traiter un exemple
type de ces équations " équation de la chaleur ". Dans le premier chapitre on va présenter
une méthode puissante pour la résolution de I’équation de la chaleur linéaire, et on va voir
aussi comment controler la solution analytique d’un probléme linaire ou non-linéaire sans la
connaitre explicitement, dans le deuxiéme chapitre on va discrétiser ’équation de la chaleur
par la méthode de différences finies, et on va trouver une approximation de la solution en des
points du domaine de définition sur lequel on applique un maillage, dans le troisiéeme chapitre
on va définir qu’est ce qu'un Supraconducteur et on va écrire le schéma numérique associé
au probléme, et on va essayer de démontrer quelque propriété de stabilité on se basant sur
une méthode qui garantie la stabilité. Au dernier chapitre on va assurer notre travail par des
exemples et la comparaison entre les courbes des solutions.

Dans tout mon travail je vais étre claire aux démonstrations ainsi que dans mes explications.



Premiére partie

Etude théorique



Chapitre 1

Rappel de quelques notions de méthodes
analytiques et numériques liées a la
résolution des problémes de I’ équation de
la chaleur

1.1 modélisation du probléme de I’équation de la chaleur

Equation de la chaleur (The heat equation) :cas d’une dimension

Diffusion de la chaleur le long d’une barre métallique : Une barre métallique de longueur
L a comme paramétres sa masse volumique p ,sa conductivité thermique A et son coefficient
de chaleur massique C,I'une des extrémités de la barre est reliée & une source de température
T,.et 'autre a une source de température 7y.
soit T'(z,t) la température de la barre au point d’abscisse « au temps ¢ ,I’équation de la chaleur
est ’équation aux dérivées partielles d’ordre 2 :

o _ o
ot pC 02

Modélisation du probléme

Nous allons raisonner sur une petite tranche de la barre d’épaisseur Az (de section S ) et situé
a la position x.

Une extrémité est initialement & la température 7'(z) , 'autre a la température T'(x + Ax).
sur ce petit élément de la barre on va avoir une certaine quantité de chaleur qui va entrer
appelée ();, et une chaleur qui va sortir notée Q. .

Maintenant on peut évaluer la chaleur qui entre et la chaleur qui sort & partir de la loi de
Fourrier :

0Qin(x,t) or

dQout(x,t) or
D’apres les deux équations
0Qin(x,t) = —AS@tZ—Z(w,t} (1.3)
or
0Qout(x,t) = —)\Sﬁta—(x + Ax,t) (1.4)
x



On constate que ces quantités de chaleur sont différentes puisqu’on évalue la température a des

coordonnées différentes.

Et ce qui est intéressant c’est d’évaluer la différence entre la chaleur qui entre et la chaleur qui

sort pour un temps fixé :

dQ = szn - onut

oT oT
oT oT

un développement limité d’ordre 1 au point x + Ax donne :

or or 0T
P e+ Ant) = 22 AL A
e (x + Ax,t) e (x,t) + T5 (x,t) + Ro(Ax)

avec .

Az—0

on introduit dans I’équation (1.5) le développement trouvé en (1.6) :

or O*T or

2

o°T
~ Ar—-
ASOt T 5 (z,t)

cette chaleur sert a chauffer un petit morceau de masse élémentaire dm :
dQ) = CdT'dm
Or dm = pdV = pSAx donc on a :
dQ = pCSAxdT

d’aprés (1.7) et (1.8) on peut faire le bilan thermique suivant :

O*T
Cp8AzdT = ASdtM—a 5
€T

o0*T
CpdT = \dt—
P 0z?
or X\ o°T
ot pC 9%z
Généralement on préfére noté le relation (1.9) de la maniére suivante :
oT 0*T A
= g2 g ="
ot grr pC

I'équation de la chaleur (1D) s’écrit :

9u (2, t) :.@%(:U,t)—l—,@(:c,t) sur © x [0, 00|
u(z,0) = ¢(x) sur Q2 x {0}
u(z,t) =0 sur 02 x [0, 00|

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.9)

(1.10)



on peut étendre 1’équation de la chaleur sur des dimensions quelconques
soit Q CR" On a :
%—Au:@ sur Q x Rt
u/saxr+ =0 (1.11)
U/ Qx{0} = Uo
Il s’agit d’'une équation d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace (I'ordre est celui des
dérivées partielles les plus élevées).on dira que cette équation est parabolique.

Remarque : le choix des espaces compatibles avec le probléme dépasse le programme de la
licence.

1. Notion de probléme bien posé au sens de HADAMARD Voir [12]

Le mathématicien Jaques HADAMARD a donné une définition d’un bon modéle mathéma-
tique en parlant de probléme bien posé, HADAMARD pensait que les modéles mathématiques
issus de phénomeéne physique devrait avoir les propriétés suivantes :la solution existe, la solution
est unique et la solution dépend continuellement des données.

On peut I’énoncer mathématiquement :

Définition 1. soit (E,||.|g) et (E',||.||z) deuz e.v.n et F une application de E dans ¥V (ouvert
de E')
on dira que le probleme

trouver u € E tq F(u) =d (1.12)

est bien posé au sens de HADAMARD si :
i:VdeV (1.12) admet une et une seule solution

1 o cette solution dépend d’une facon continue de la donnée d

c’est a dire : si
d" ——d dans F' — u" —— u

n—oo n—oo

st I est linéaire la continué se traduit par :
3C tg - [|[F(u)|e < Cllulle
Remarque Pour le cas linéaire la continuité sur £ <= la continuité en 0 [11]

1.2 Meéthodes analytiques[l]

1. Rappel :
Avant de commencer la résolution par la méthode analytique on suppose que & =0 .
Donc le probléme ¢’ est chercher une solution de ’équation aux dérivées partielles sui-
vantes :

U = Dy, pour x € Q =|0,1] et t € [0, 00| (1.13)

sujet aux conditions limites :

u(0,t) = u(l,t) =0

et la condition initiales :

u(x,0) = ug(x)

on va résoudre cette équation par la méthode de séparation des variables :



2. Méthodes de séparation des variables : (separation of variables)
[’astuce c’est commencer par voir si la solution peut s’écrire comme le produit d’une
fonction qui dépend de = et une fonction qui dépend de t , telle que :

u(z,t) = f(t)g() (1.14)

on ne suppose pas que toute solution de I’équation semble a (1.14)car ce n’est pas vrai.
Ce qui va ce passer c’est qu’on peut exprimer toute solution sous une forme factorisée .
On a donc :

ou df 0%u d%g
- - = —Z 1.1
ot~ dt? et 0x? dz? (1.15)
alors :
df d*g 1df 2d%
Zg=9f% S22
dt dx fdt gdx

Le terme a gauche de cette équation dépend seulement de ¢, et le terme a droite dépend
seulement de x ; d’oll le nom séparation de variables. Il se peut que x et ¢ varient indépen-
damment entre eux, la seul possibilité c’est que les deux termes soient égaux a la méme
constante on 'appel a.

donc :
Ldf
fdt
et
2d&yg _
g dz?
telle que a un nombre quelconque :
sia>0:
f(t) = Ce et g(x) = ASiDh(\/ gSC) + B cosh( gx)
9 V' 2
sia<0:
f(t) = Ce et g(x) = Asin(y/ %x) + Bcos(4/ %j)é;c)
sia=0:
f(t)y=Cet g(x) = Az + B
oron a:

u(0,1) = u(l,t) = 0 = f(t)g(0) = f(t)g(1)
= ¢(0) = ¢g(1) = 0 pour que ce soit vrai, il faut que « soit positive a < 0 .
donc g(x) = Asin(kz) + B cos(kx) avec k* = & et f(t) = Ce?Ft
condition initiale g(0) = B =0; g(1) = Asin(k) =0
= sin(k) =0 = k = mn on la note K,, = mn

donc
gn(z) = Apsin Kz et fi,(t) = Cne_@(Kn)Qt

10



Finalement on obtient les solutions suivantes :

un(z,t) = fut)gn(z) = D, sin(chn)e’@(K")21t avec D, = C, x B,

donc la solution générale s’écrit comme suit :

u(z,t) = Z un(z,t)

= ZD” sin(z K, )e~ 70" (1.16)

n=1

déterminons D,, ,on a :
oo
u(z,0) = up(x) = Z D, sin(zK,)
i=1
donc on obtient un développement en série de Fourier 13! de ug et on a :
o
uo(z) = Z D,sin(zK,)
i=1
donc

1
D, = 2/ uo(x) sin(x K,,)dx
0

enfin on trouve
00 1
u(z,t) = QZ </ uo(s) sin(sKn)dS> sin(z K, )e~7Kn)*t
n=1 0

Dans cette sous section on a étudié une méthode nommeée séparation de variables, qui nous
a permis de trouver une formule de la solution du probléme (1.13). Cependant il est souvent
possible d’obtenir certaines propriétés de la solution d’'une équation différentielle sans connaitre
la solution en détail. De telles techniques sont importantes dans 1’analyse des problémes non
linéaire. Une représentation analytique de la solution est généralement impossible de tirer. dans
la sous section suivante nous allons voir comment obtenir une propriété sans connaitre la solu-
tion analytique.

1.3 L’argument de I’énergie (Energy Arguments)

soit u = u(x,t) une fonction qui résout :

ou  0%u
E = @ pour X E]O, ].[ s t>0 (117)
sujet aux conditions limites :
w(0,t) =u(l,t)=0 , t>0 (1.18)

11



et la condition initiale suivante :
u(z,t) = f(z) pour =z €]0,1] (1.19)

Tout au long de cette section , nous supposons que u = u(x,t) est une fonction qui satisfait les
hypothéses suivantes :

o u, 2 2y 0([0,1] x [0, 00[)

’ Ot Ox2
e u satisfait (1.17),(1.18) et ( 1.19),

pour tout ¢ > 0 posons :
1
E(t) = / w?(x,t)dx
0

Nous allons maintenant examiner comment E(t), qui est une variable scalaire, évolue dans le
temps.

E'(t) = 1/1 u?(z,t)dx
ot ’

pour les fonctions réguliéres uw on peut échanger la dérivée avec 'intégrale! pour tout t > 0

E() = /0 %u%x, 0 (1.20)

E'(t) = 2/0 u(x,t)%u(x,t)dm = Q[U(x,t)%u(x,t)]é - 2/0 (aﬁxu(x,t))de = —2/0 (%u(w,t)fdm <0

donc, E est une fonction décroissante,(i.e).

Nous résumons ci-dessus le résultat comme suit :

Théoréme 1. si u est une solution de (1.17)-(1.19) telle que u,us? u.e € C([0,1] x [0, 00])
alors :

/01 W2, 1)z < /01 F2(2)da (1.21)

Une inégalité de la forme (1.21) est souvent appelée résultat de stabilité (stability estimate)
car il donne une idée sur la taille de la solution qui est limitée par la taille de la donnée initiale

f
De plus on en déduit que si f € L2(]0, 1[) alors u € L2(]0, 1]).

e (Cas général du résultat de stabilité pour I'équation de la chaleur.
Soit le probléme suivant :
%—Au:@ sur 2 x Rt
u/ooxr+ =0

U/Qx{o} = Up

1. voir cours d’intégration
2. uy = %—1; et ainsi de suite

12



avec X =0 "sans source de chaleur"

lemme 1. pour tout ug € L*(Q) on a :

VE>0 L fJu(t)|e2) < lluollze)
Preuve puisque

on multiple par u et on intégre sur € :

ou ou _[10 , B
uE—A( (O /ugdaﬁ—/gA(u)uda:—/QZatu dw—/QA(u)udx—O

par la formule de Green? et en intégrant par partie on a :

10 )
39 Qu dx — (—/V(u) d:zc%—/(9 —udS)

10 [,

]_() 2 2
— <
3 t/ dr = /\V(u)\ dr <0

donc pourt >0 ona: [yu*(x,t)de < [,u*(x,0)dx
/uQ(x,t)de/UQ(x,O)dx == /uQ(:p,t)de/u%dx
0 0 Q 0

ug € L2(Q) = u(,t) € L*(Q).

on trouve :

d’ou le lemme.
c-a-d

Unicité

Si on a une perturbation de la fonction initiale (condition initiale) cela entraine une perturbation
de la solution. En effet s’il existe deux solutions wu;(z,t) et us(z,t) de (1.17)-(1.19) qui ont
comme fonctions initiales f; et fo. posons w = u; — uy donc;

w(0,t) =w(l,t) =0 et w(z,0)=fi1— fo
Par ailleurs,
W = (ul)t - (u2)t = (ul)a:x - (u2):m: = Wy

par conséquent w est une solution de (1.17)-(1.19) avec la fonction initiale f; — fo donc d’aprés
1.21 nous obtenons :

/01(u1 — uy)* (2, t)dr = /Olwz(x,t)dx < /Ol(f1 — f)2(x)dx

donc on peut conclure de si f; = fo on trouve uy(z,t) = us(x,t) Par conséquent, pour chaque
fonction initiale, il y a, au plus, une solution au probléme (1.17)-(1.19).

3. on note par g—z = Vu X n ou n est le vecteur normale unité

13



corollaire 1. soit uj,us deux solutions de (1.17)-(1.19) de la forme décrite dans le théoréme
(1) satisfait Uestimation de la stabilité (1.21) En particulier, pour chaque fonction initiale f il
y a au plus une solution.

Au début de cette section, nous avons réclamé que les propriétés de I’énergie peuvent égale-
ment étre utilisées pour des problémes non linéaires puisque ces propriétés ne reposent pas sur
la représentation analytique de la solution.

Afin d’illustrer cela, considérons a la place de ’équation de la chaleur, le probléme non linéaire :

%:%—ug pour z€]0,1] , t>0
sujet aux conditions limites :
w(0,t) =u(l,t) =0 , t>0 (1.22)
et la condition initiale suivante :
u(z,t) = f(x) pour x €]0,1] (1.23)

a cause de I'apparence de terme non linéaire u?, ce n’est pas possible d’appliquer la méthode

de séparation de variables pour ce probléme. Cependant comme précédant posons

E(t) = /01 u?(z,t)dz

on obtient
)
E'(t)=2 t)— t)d
0 =2 [ ule.) gt e
1 82 5
) /O (1) (wu(:c,t) _ (x,t))dx
1 a 1
_ —2/ (2w, 1))2da — 2/ Wz, t)dz < 0
o Or 0

donc, méme si le probléme est non linéaire quelque soit u une solution du probléme il vérifie :

/01u2(m,t)dx < /01 A (x)dx (1.24)

Cette estimation de I'énergie ne signifie, cependant, pas directement la stabilité de la maniére
que nous avons observée dans le cas linéaire.

Idée*

On peut démontrer cette propriété de stabilité pour le probléme généralisé de L’équation de la
chaleur non linéaire suivante :

Ou_ Ou i E po €l0,1] , t>0etay>0
= a5 aru” pour x €0, , ay
ot Ox prd
sujet aux conditions limites :
uw(0,t) =u(l,t) =0 , t>0 (1.25)

4. De Monsieur M.ELKHOMSSI
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et la condition initiale suivante :
u(z,t) = f(x) pour =z €]0,1] (1.26)

Alors on a

k=0 0
1 8 2 N 1
:—2/ —u(x,t)) dr —2 a/uk“ x,t)dw
(5o 0) > | e

en déduit de ce qui précéde que E'(t) s’écrit de la fagon :

N
E'(t) = —2/ | Aul*dr — 22%/ Pt (2, ) dx
Q = /o

Or si k est impaire donc k + 1 est paire.

Ce qui implique que si k + 1 est paire alors E'(t) < 0 et par conséquent FE(t) < E(0)

Nous avons prolonger le résultat pour le cas d’un polynome & coefficient positif et puissance
impaire.

Dans les chapitres précédents nous avons tiré une méthode d’analyse trés puissante pour la
résolution de I’équation de la chaleur. En utilisant des techniques simples, nous avons pu trouver
une formule explicite pour la solution de I’équation de la chaleur. En étudiant ces solutions
analytiques, nous pouvons apprendre beaucoup de choses sur le comportement qualitatif de son
modéle. cet aper¢u qualitatif sera également utile dans la compréhension des équations de plus
en plus compliquées. Dans cette section, nous allons tourné notre attention vers les méthodes
numeériques de résolution des équations paraboliques ®.

5. en particulier ’équation de la chaleur

15



Chapitre 2

Méthodes Numériques (Numerical
Methods) 9]

Nous allons voir plusieurs schémas numériques basés sur la méthode de différences finies
pour la résolution de ’équation de la chaleur, mais tout d’abord rappelons cette méthode ainsi
que certaines notations que nous utilisons par la suite.

2.1 Techniques numériques sur la base de la différence finie

e méthode de différences finies :
Le principe de cette méthode consiste a4 approximer les dérivées des équations de la
physique par le taux de croissance, elle est due aux travaux de plusieurs mathématiciens
du 18"¢ siécle (Euler, Taylor, Leibnitz ...). Soit u(x,t) une fonction de 'espace R™ et
du temps, par définition, on a :

ou . ouw(T, ey X+ Axy, g, ) — u(T, )
ox;  Az—0 Ax;

si Aw; est petit ,un développement de Taylor de u(z+Ax,e;, t) ! au voisinage de x; donne :

u(z + Azie;, t) = u(z, t) + Axig—u(x, t)+O0(A%x).
Z;

Donc on trouve une approximation de la dérivée %(:p, t) :

ou
0:1;2-

Lorsque Ax; tend vers 0, I'erreur de troncature O(Ami)tend vers 0.

(x + Aze;, t) — u(x,t)
Al'i

(x,t) = 4 — O(Ay).

e notation indicielle - cas de dimension 1
On note wu; la valeur de u(z) au point z; c-a~-d u; = u(x;). De méme pour la dérivée
Ju __ Ou\. ou\ __ Uit1—Ui A A M4 4 "
o = 52)i- donc §%); = = + O(Ax). Ce schéma est appelé fiecentre en avant
ou "upwind", on a de méme un schéma d’ordre 1 appelé "décentré arriére" qu’on peut la

trouvé de la facon suivante :

u(r —h) = u(x) — h% +0(n?)

Ou _ u(z) —u(x — h)
Ox h

1. on note par e; un vecteur de la base canonique de R"

— O(h) (2.1)
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en notation indicielle on a 4%); = ==t — O(Axz) telle que Az = h.

Ax
L’ordre de la méthode est la puissance de Az avec laquelle I'erreur de troncature tend
vers zéro.
cherchons un schéma d’ordre supérieur :
ou Ax? 0%
1= U A—) ——) o(A 2.9
u+1u+xax+282+(l’) (2.2)
ou Ax? 0%u 3

(2.2)-(2.3) donne w41 — Ui = 2Aa:g—7;)i +20(Az?)
ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux "centré" pour approximer la dérivée
premiére de u :
ou Ui41 —
— ——— + O(Ax
39@‘) 2A -+ ( )
donc pour obtenir des ordres supérieurs,il faut utiliser plusieurs noeuds de x;, le nombre

de points nécessaire a ’écriture s’appelle le stencil.

e Approximation des dérivées d’ordre supérieur
Le principe est identique et repose sur le développement de Taylor au voisinage de x;, par
exemple pour construire un schéma d’approximation de la dérivée seconde de u :

ou Az? 0%u Az? Pu

ikt =t *Maﬂ 2 agﬂ)Z 31 Ox 3) +0(Ax) (24)
du Az? 9*u Az? PPu A

i1 = M%) 5 agﬂ)l BT am?»)i +0(ar%) (25)

de (2.4)+(2.5) on en déduit :%)‘ =ttt 4 O(A?)

o Généralisation de la notation indicielle :
Dans le cas 1D I’évolution d’une grandeur u(z,t) en fonction de 'espace et du temps,
le domaine de définition de u est composé en k noceuds z; reparti, on note la valeur u
la valeur discréte de u(x,t) au point z; et t". (" désigne une notation d’indice pas une

puissance).
Dans le cas 2D on notera par u'; = u(r;,y;,t") la valeur discréte de la grandeur u(x, y, t)
aux neeuds w;,y; et ¢". Dans le cas 3D on note uj'; , = u(zy,yj, 2k, t"). et ainsi de suite 2.

2.1.1 Les conditions

Rappelons tout d’abord I’équation de la chaleur qu’on veux résoudre numériquement :

ou 0%u

% Yozt f
conditions initiales

u(r,0) = f(z)

les différents types de conditions limites
a. Conditions limites de Neumann (Neumann boundary conditions)

SL0.1) = 010

SEL1) = gi(0)

2. Dans le cadre de la physique, I’étude numérique ne dépasse pas ce qu’on a signaler
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b. Conditions limites de Dirichlet (Dirichlet boundary conditions)

c. Conditions limites mixé (Mixte boundary conditions)

u(0,1) = u(t)
SLLD) = 0a(t)

nous allons traiter et faire la résolution avec un probléme de condition limite de Dirichlet :
on considére 'équation en 1D en espace avec Q =|0,1] trouver u = u(z,t) pour (x,t) €
10, 1[x]0, T7[ telle que :

Qu _ 73273 =+f dans Qr =]0,1[x]0, T
u(z,0) = ug(x) sur 2 x {0}
uw(0,t) =a wu(l,t)=n sur dQ x [0,7]

avec 7 > 0 et «,n sont des constantes données. On suppose que le probléme admet une unique
solution u € C*(Qr).

2.1.2 Les schémas obtenus sous forme matricielle itérative

a. Schéma d’Euler explicite (Forward time centred space) Voir [1] :

discrétisation du domaine : pour deux entiers M et N, on discrétise de facon uniforme les
intervalles de I'espace Q0 = [0,1] et de temps [0, 7] en introduisant les points z; = jh ,j =
0,1,....,M+1, t"=nAt n=0,...,N.ouhestle pas de discrétisation en espace donnée par
h = M+1 et At le pas de dlscretlsatlon en temps avec At = , donc les poins (x;,t") pourj =
0,...,M+1etn = 0,...,N définissent un maillage du domaine spatiotemporel Qr et on
appellera nceuds de maillage (Grid spacing). Voir figure 2.1.
On cherche alors une approximation uj = u(z;,t") de la solution exacte en discrétisant la
dérivée en espace par un schéma centré au temps t" et la dérivée en temps par un schéma
décentré avant ce qui donne :

wItt —ul B VU?H —2uf +uf

At 2 15

telle que f]” = f(xj,t”), ce qui permet d’obtenir :
Aty

u}‘“—u}‘— 72 (ufyy — 2u} +uf_ )—i—Atf;»‘
At -
;= h27( uipr = 2uf +ui ) +ug + ALY
" Aty Aty , Aty o 3
j“:?uﬁﬁr(l 2?) ui + =5 "t AL

donc le probléme s’écrit comme :
”“ = fu + (1 =28)uf + Buf_ + Atf]” pour j=1,..., M
Uo =«

Uppeg =1
uf = ug(x;)
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FIGURE 2.1 — Cone de dépendance numérique du schéma d’Euler explicite

avec 3 = A”.

le schéma est explicite dans la mesure ou on calcule u}‘“ directement a partir de u} on peut
écrire le probléme approché sous la forme matricielle en regroupant les inconnus dans un vecteur
u" = (uf,...,up,)k

Le probléme approché s’écrit ; via le schéma itératif suivant :

a™! = (I, — BA" + AF + b (2.6)
avec f* = (f*, fa, ..., fi)tb = (a,0,...,0,n) € RMet :

a.Schéma d’Euler implicite
Lorsqu’on fait 'approximation sur la dérivée au point (z;,¢"!), on obtient :

2oy 2
ot ot At
+1
82u(x ) 02 u)nﬂ _ ujy —2uf +uft
ox2 " Ox? Ax2
donc le schéma s’écrit comme :
n+1 n+1
u; —ug‘:’yﬁl—Qu +u f’“l
At Az?

le probléme consiste alors de trouver u} pour j=0...M +1etn=0...N telle que :

—Bull 4+ (1+28)ul ! — Bult! =l + Atfrt!
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no__ n _ 0 _
avec uy = o, ufy . =1 et uj = up(r;)

donc le systéme équivalent (sous forme matricielle) est :
Mu"™ = u” + Atf" + b (2.7)

avec u” = (u ... uf,) et M= (I + BA) B =~2L%. Telle que M est une matrice strictement
diagonale dominante donc définie positive on peut effectuer la décomposition de CHOLESKY.
c.Le schema de CRANK-Nicholson

ce shema s’ecrit :

I A S Rt Y R WO U
N 3 = + % _E(f +f )

— ;‘Ill + (1 - B)u;‘“ — guyfll = gu;‘H + (1= B)uf + u] L+ A'5(]”" + f"“)

n o __ n _ 0 _ .
avec ug =, Uy, =1 et ui=uo(r;)

ce qui permet d’obtenir sous forme matricielle :

ﬁA)u”“ = (Iy — éA)u” + %(f”+1 + ™)+ Bb (2.8)

I
(d+2 5

(I + & 5A)  est symétrique définie positive.
d.o - chéma

il s’agit d’une généralisation des schémas précédents. Avec 0 < 6 <1

c’est une combinaison convexe des schémas précédents :

u;}+1 —un U?Ll — o n+1 i un+1

- = 7(9 5 + (1
At Ax

sous la forme matricielle :

(1a+084)u = (Li— (1 = 0)8A)w" + At(0f" + (1 - 0) /") + b

u o —2ut +u - -
— )L ) =i+ (1 0)

si =0 —> Euler explicite. 2.6
si =1 —> Euler Implicite. 2.7
si 0= % = crank-nilson. 2.8

maintenant on va voir un schéma généraliser basée sur la méthode de différences finie pour la
résolution de I’équation de la chaleur pour le cas de dimension 2 en espace :

e. f-schéma pour 1’équation de la chaleur en 2D

On cherche une fonction u : Qx]0, T[— R avec 2 = [a, b] x [c, d] telle que

—yAu = f(z,y,t) pour (z,y,t) € Qx]0,T]
(P)su=0 sur 0f)
U(l’,y,O) = Uo(l’,y) pour (xay) € ()

pour cela on considére la discrétisation de €2 en introduisant les points P, ; = (x;,y;) avec
ri=a+ihy,t=0,....,m+1 et y; =c+jhy,7=0,...,0+ 1. Les pas de discrétisation en
espace dans les directions = et y sont donnés respectivement par h, = :H“l et hy = l+1 Il s’agit

des pas réguliéres

On cherche alors une approximation { uj; } de la solution exacte u de (P) au point P ; et
a l'instant " = nAt, c’est a dire uj; ~ u(x;, yj,t"). Pour déterminer u}' ., on utilise le #-schéma

1,57
suivant
n+1 'n,

U
o At - (eAhz,hy zjl + ( G)Ahz,hy zg) == 9 i,j+1 + (1 — H)f”
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ot 0 <0 <1 et Ay, p, designe le schema a 5 points du Laplacien. Comme pour le cas 1D, on
a les cas particuliers suivants.

0 = 0 — Euler explicite
0 = 1 — Euler implicite
6 = 1/2 — Crank-nilson

on regroupent les inconnues dans le vecteur u” = (uf |, u5 1, ..., Uy, 1, U g, Uy gy ULy, - U, )b €

m,l
R™  c’est & dire qu’on ordonne les noeuds du maillage de la gauche vers la droite et de bas en
haut. Sous forme matricielle, le #-schema s’ecrit de la facon suivante

(I + OAEM )" = (I — (1 — O)AtM)u” + AtOF ' + (1 — 0)F)

ol la matrice carrée M d’ordre ml est une matrice tridiagonale par blocs donnée par

D,, E,, 0
M= | Em (2.9)
. . E,
0 E, D,,
les matrices carrée D,, et E,, d’ordre m sont donnée par
di dy 0
Dp=|% B = —-L1,, (2.10)
e h?
. . d2 Yy
0 dy dy
avec d; = 27(% + h%) et dy = _hl? La matrice I, représente la matrice identité d’ordre m.
remarque si h, = h? alors dy = 4v/h%, dy = —d, /4 et
1 —1/4 0
D, — |4 (2.11)
. . —1/4
0 —1/4 1

2.2 Consistance et stabilité

Pour étudier la convergence de la solution numérique u] du schéma aux différences finies
vers la solution exacte u(x,t) on peut soit essayer d’étudier directement la convergence, ce qui
peut étre compliqué et pas toujours possible, soit utiliser La consistance et la stabilité d'un
schéma. Car ils sont en général beaucoup plus facile a étudier que sa convergence.

Définissons tout d’abord ce que c’est la consistance

Définition 2. un schéma auz différences finies est consistant o I’équation exacte si ’EDF tends
vers I’EDP lorsque les pas de discrétisation en temps et en espace tendent vers zéro indépen-
damment.

Pour formaliser cette approche, notons u(x,t) la solution de I’EDP, ie u(x,t) verifie exacte-
ment léquation EDPlu] = 0, et uf la solution de I'’EDF, i.e.ug vérifie exactement 'equation
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EDF|u] = 0. Nous allons calculer la différence E; entre UEDP et 'EDF auz neuds du maillage
et pour la solution exacte u :

E, = EDF[u(x;,t")] — EDP[u]iaznat)

Cette différence est erreur de troncature du schéma auzx différences finies, et corresponds donc
a lerreur commise lorsque ['on remplace la solution approchée ul par la solution exacte auz
noeuds du maillage uw(iAx,nAt) dans I’équation auz différences EDF.

Le schéma EDF est dit consistant a [’équation EDP si celte erreur de troncature tends vers zéro
lorsque le pas de discrétisation en temps At et le pas de discrétisation en espace Ax tendent

vers zéro indépendamment.

Az—0,At—0

2.2.1 Etude de la consistance

a Schéma Explicite
On note Ly o+ 'operateur aux differences finie associé au probleme approché :

u(z,t + At) — u(z,t) u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t)
At - h?

et on note 'operateur de la chaleur

Ly avu(z,t) =

0

ot 9z

On obtient pour une fonction u € C*2, de classe C* en z et de classe C? en temps.

2 2

At 9 - h*
Ey = (Lpau — Lu)(z,t) = TEU(Z', t) + Vﬁu(x,t)

= O(At + h?)
Az—0,At—0
donc le schéma Explicite est consistant d’ordre 1 en temps et 2 en espace. La consistance
caractérise la fagon dont 1’équation aux différences finies (EDF) approche I’équation aux
dérivées partielles (EDP).
On peut généraliser cet aspect pour un probléme en cas générale mais les calculs devient
trés compliqué est difficile.

b Schéma Implicite
Pour une fonction v réguliére® ie u € C*4?
E; = (Lyau — Lu)(z,t) = O(At + h?*) ———— 0
’ Az—0,At—0
Donc le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

¢ Schéma Crank-Nicholson
Pour ce schéma On a

Lol g Ay gt 2w b - 2u g
h,AtU\ T, 9 - At - 2 h2 h2
et 9 92
L=——~v—0
ot ox?

3. Dans le cadre de la physique on suppose que la régularité est satisfaite pour programmer
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etona 2 <1:,t + %) = w + O(A?) (approximation centré)

et % (a:, t+ %) = %(%(x, t)+ %(m, t+ At)) + O(At?)

B ar) _ 2 4 p2
e (Lh,Atu LU) <$,t+ 5 ) O(At +h ) m 0

donc le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace, il s’agit donc d’un schéma
précis en temps.
d 6-Schéma

sif#

sif =

Ierreur de consistance est en O(At + h?)

N

erreur de consistance est en O(At? + h?)

N[

maintenant on vas parler sur la stabilité du schéma

2.2.2 Stabilité

il y a plusieurs notions de stabilité.Critére de Van Neumann-Fourrier et stabilité au sens
d’une norme.

e Critére de Van Neumann-Fourrier
dans ce critére, on ne prend pas en compte les effets de bords de la discrétisations (condi-
tions limites) et on analyse seulement 1’équation ceci revient & considérer le probléme non
plus dans un intervalle borné mais dans R tout entier et ignorer les conditions limites.
On prend f =0

Donc on cherche une solution sous la forme particuliére suivante avec £ € R.

uj = et ™M pour k fixé. puisque ]uﬂ = |&" (2.12)

ce critére impose la condition || < 1 affin que la solution approchée soit bornée.£s’appelle
facteur d’amplification. (Amplification Factor).

e Critére de stabilité au sens des norme.

Définition 3. un schéma auz différences finies est dit stable pour la norme || ||, s’il
existe une constante K telle que

|u”|| < K||[u®|| pour tout n >0 (2.13)
quelle que soit la donnée initiale u°. Avec u™ = (uf)o<j<n -

Si (2.13) n'a lieu que pour des pas At et Ax restreints a certaines inégalités, on dit que
le schéma est conditionnellement stable o
introduisons les normes L et .2 discrétes suivantes. Pour v € RM on note

def
[v]lee = max vl
1<i<M

M >
def
[Wllon = <Zhlu?|2> = Vi o],
=1

a. Etude de stabilité du schéma explicite
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§ CRITERE DE VAN NEUMANN-FOURRIER
en remplagons (2.12) dans le schéma qu’on a trouvé :

grtleiknih — gencikn(+Dh 4 (1 _ 9g)eneiknih | gen gikn(i=Dh
§ =B + (1 -2p) + pe ™
= 2f cos(kmh) + (1 — 2)
=1+ 26(cos(kmh) — 1)

oron acosz — 1= —2sin*(%) = § = 1—4psin*(*2") La condition de stabilité de
van Neumann et que |£] < 1 c’est & dire?

[\

—1<1—4fsin® <k:72rh) <1

kmh
— 4B siDQ(%) <2
cette inégalité est vérifiée si 43 < 2 alors on peut dire

At

1
f<g &= 735 < (2.14)

1
2
donc le schéma est stable si (2.14) est vérifiée, on remarque que la stabilité au sens de
(VNF) relie le temps au pas d’espace. Cela nous rappel le lien entre le temps et I’espace

dans la mécanique quantique mais dans un contexte probabiliste principe d’Heisenberg

§ STABILITE L ET L? DU SCHEMA EXPLICITE.

en vas travailler dans le cas ou (a = 7 = 0) alors on a le résultats suivantes Vn = 0,..., N :
si f< 3
i) [l < Jullloe + T lle @)
i) o < Jlulllzn + T max [
Preuve :

i) On a d’abord d’aprés la notation matricielle :
= (I; — pA)U" + Af" + b
avec a = 1 = 0 on trouve

= Mu" + Af" avec M =1,— A
[u" oo = [[Mu" + Af]|
< [[M]|soflu"loe + At ||

Et on a

[M]|oc = max Z [mij| = |1 — 28]+ [20]

1<i<M

Or on a |
5§§ = |M]lo=1-2+25=1

4. le contrdle du pas de ’espace = controle du temps.
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on en déduit que
[u" Moo < [ulloo + At[|£]]oo (2.15)

On sommant sur n, on obtient le résultat.

/
De meme pour 4), avec la norme euclidienne ||v||s = <2£1 vf) ,on a

™l < ([ M| fu” ]2 + At[l]5

La matrice M étant symétrique, on a || M| = p(M) = maxy |A\x| oit Ay désigne les valeures
propres de M. voir [15] On a,

km

Ak =1- 4/8 SinQ(m

) pour k=0,...,M.
Par consequent, on voit que Ay est exactement le facteur d’amplification £ du critére de
Von Neumann.Ainsi,avec 5 < 1. On a |[A;] <1 et done | M| < 1. En sommant sur n et
en passant a la norme ||.||2, on obtient le résultat.
b. Etude de stabilité du schéma implicite
§ CRITERE DE VAN NEUMANN-FOURRIER
Avec f = 0, on cherche une solution sous la forme particuliére suivante :

(S gnetkmih ko fixé
La condition de stabilité du critére de Van Neumann-Fourrier s’écrit [¢| < 1 donc on a :
—BEEHT 4 (1+26)¢ — P = 1

— §<1 +28(1 - cos(kmh))) =1

ce qui donne

1

1+ 43 sin®(#2%)

Or 0 < ¢ < 1 donc le schéma implicite est inconditionnellement stable au sens de Van
Neumann.

&=

§ STABILITE L>° ET L2 DU SCHEMA IMPLICITE.
Dans la cas de conditions aux limites homogénes (a« = 7 = 0) on a les estimations suivant
pour tout n =0,..., N,

i) oo < 6o + Tl f o)
i) [ flan < Jlulllzn + T maxc [

Preuve :
i)a=n=0ona

(1+26)uy ™| < Bl |+ Wi ]) +uff + At £
(1+ 28)|uj | < 28w loo + [u"[loo + ALl f L @n)
— lu™ ) < lufloo + At f L= @n) (2.16)
d’aprés (2.16) et en sommant sur n en trouvent le résultat. On peut dire donc, que le
schéma est inconditionnellement stable pour la norme infini.
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ii) a« = n =0, d’aprés le schéma matricielle on a
= (I; + BA) 'u" + Atf”
posons M = (I; + SA) on trouve
a2 < (1Mo (fla"]l2 + At f]]2)

Or |[[M7 Y= minkl(ﬂk) ol puy sont les valeurs propres de M donc on a
k
HE = 1+ B)\k telle que >\k = 4Sil’12 (2(]\/[—7:_1))
on en déduit que py, > 1 |M~Y, < 1.
c’est & dire :

™l < Jlu”l2 + A2

D’ou le résultat.
c. Etude de stabilité du schéma Crank-Nilcholson
§ CRITERE DE VAN NEUMANN-FOURRIER

On remplagons u}} = £"e/*™" dans le schéma :

_§€n+16(j+1)k:7rih + (1 + 6)§n+1ejkmh . §§n+16(jfl)km‘h _ gé“ne(j+1)km'h + (1 _ B)gnejkm'h +
ggne(jq)km'h

_gfekmh + (1 + 6)6 _ gé-e—k:m'h — £€k7”h (1 +6) g _knih
1 — 2B sin”(£2n)

1+ 20 sin®(#2%)

— £ = (2.17)

Or [¢] < 1 donc le schéma Crank-Nilcholson est inconditionnellement stable au sens de
Van-Neumann.

§ STABILITE L ET L? DU SCHEMA CRANK-NILCHOLSON

Dans le cas de conditions aux limites nulle, on a les estimations suivantes Vn =0,..., N
i) i BT Ul < Hlu’llo + Tl Il r
i) [l < [l + T masc [ £,

Démonstration :

i)ao=n=0ona

B

(1 )y = Dt )+ Dty ) + (L= B+ S+ 1)

1+ A" oo < Bl oo + (8411 = BDI[u"[loo + At]| fllL=(or)
Or g <1donc §+ |14 5] =1 ce qui donne
[ M oo < [ loo + At]] fllLo(or) (2.18)

d’ou le résultat.

ii) avant de commencer la démonstration nous avons besoin de quelques résultats d’al-
gebre :
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lemme 2.

1. soit My et My deux matrices qui commutent et My inversibles, alors ]\41_1 et M,
commutent.

2. soit My et My deux matrices symétriques qui commutent, alors My X My est symé-
trique.

3. soit M une matrice carrée symétrique, semi-définie positiveNa > 0 I+ oM est
inversible et B = (I + aM) Y (I; — aM) est symétrique avec p(B) < 1.

Preuve du lemme 2
1.Ona MMy = MoM, = My,= M*MyM, = MM "= M;"M,

2.0na (Mle)t = MéMlt = = M2M1 = M1M2

symitrique comutent

3. Montrons d’abord que I; + aM est inversible :
soit X telle que (I; + aM)X =0 donc on a MX = =L X
sia=0 = X =0

pour > 0ona (MX, X) = (=X, X) = =}(X, X) = 2| X||* > 0 car M est semi-définie
positive — X =0

établissons a présent la propriété sur la matrice B. Les matrices I; + aM et I; — aM
commutent donc d’aprés 1 et 2 B est symétrique. En notant C' = I; + aM, on a
B = C71(2I; — C) = 2C~! — 1. Les valeurs propres de B sont )\, = 1+iuk — 1 ou
i sont les v.p. de M. La matrice M étant semi-définie positive, on a u, > 0. Par ailleurs,

p(B) = max [\i| et [Ax] = G722 <1, Vk, donc p(B) < 1.

Etudions a présent la stabilité .2 du schéma de Crank-Nicholson. Avec a = n = 0, le
systéme linéaire s’écrit

1 Byt 4 % (1 + §A>_l(f” + fr+) avee B = (Ig + §A>_l (1. - §A>.

On en déduit que

[ 2 < [1B]] !|U”H2+—||(Hd+ A2 M2+ 1L 12).

D’aprés la propriété 3 du lemme 2, B est symetrlque et [|Blls = p(B) < 1.

Notons maintenant C' = (I; + gA)’l. On a [|C]|2 = p(C) car C est symétrique et les v.p.

de C' sont données par v, = ol y sont les v.p. de A. Puisque pp > 0, on a v, <0

1+ 5 Mk
et par conséquent ||Clly < 1. On obtient

[ Ml < flu™ 2 + At max || 7|2

On conclue en passant & la norme ||.||2,, et en sommant sur n.

conclusion. Le schéma Crank-Nicholson est un schéma précis en temps (ordre 2) qui est
inconditionnellement L?-stable mais qui est L>°-stable sous la condition 8 < 1
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d. Etude de stabilité du #-schéma
1. pour 0 < 6 < 1/2 le schéma est L2-stable si f < ﬁ.

2. pour 1/2 < 0 <1 le schéma est inconditionnellement L2-stable.

3. pour 1 <6 <1 le schéma est L>-stable si § < ﬁ.

2.3 Convergence

On générale pour étudier la convergence d’un schéma numérique il suffit d’étudier la consis-
tance et la stabilité car cela implique la convergence du schéma. On va voir comment on peut
démontrer a la main :

2.3.1 Etude de la convergence de la solution du schéma explicite

On pose e} = u(jh, nAt) — uf en supposant que la solution exacte u est réguliére, I'erreur
de consistance pour j =1,..., M.

et —en e —2e" +e”
J Jo_ ] J =L O(AE + 2
N E TOAE+ )

avecef =a—a=0 etey ,=n—n=0 donc on obtient sous forme matricielle
"t = Me™ 4+ AtO(At + h?)

par la méme démonstration que la stabilité on obtient si § < %

le™|loo < [|€°loe + TO(AEL + R?) (2.19)
puisque ¢ =0 on a le"|c = O(At + h?) ——— 0
Axz—0,At—0

d’ou la convergence du schéma explicite d’Fuler.

conclusion Le schéma d’Euler explicite est simple mais il y a une condition de stabilité a
respecter, ce qui limite de temps pour un pas h donné.

2.3.2 Etude de la convergence de la solution du schéma implicite

On vérifie facilement que

le"|oc = O(AL + h?) ——— 0.

Axz—0,At—0

Sans condition sur le pas de temps et d’espace.
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Chapitre 3

Etude numérique d’un probléme non
linéaire modélisant I’état thermique d’un
Supraconducteur[l] [2]

La supraconductivité (ou supraconduction) est un phénomeéne caractérisé par absence de
résistance électrique et expulsion du champ magnétique — Deffet Meissner! — & Vintérieur
de certains matériaux dits supraconducteurs. La supraconductivité découverte historiquement
en premier, et que ’on nomme communément supraconductivité conventionnelle, se manifeste
a des températures trés basses, proches du zéro absolu?. (273,15 (). La supraconductivité
permettrait notamment de transporter de I’électricité sans perte d’énergie. Ses applications po-
tentielles sont donc stratégiques.

Dans les supraconducteurs conventionnels, des interactions complexes se produisent entre
les atomes et les électrons libres et conduisent & 'apparition de paires liées d’électrons, appelées
paires de Cooper. L’explication de la supraconductivité est intimement liée aux caractéristiques
quantiques de la matiére. Alors que les électrons sont des fermions, ces paires d’électrons se
comportent COMME des bosons, de spin égal a 0, et sont « condensées » dans un seul état
quantique, sous la forme d’un superfluide de paires de Cooper.

3.1 Ecriture du modéles :

L’équation aux dérivées partielles modélisant la diffusion de la chaleur dans un supracon-
ducteur s’écrit généralement comme
soit Q CR" On a :

c(u)% — V(k(u)Vu) = F(u) + P(z,t) sur Q x R*
u/ang+ =0 (3.1)
U/ Qx{o} = Uo

F' doit étre dans une classe de fonctions qui assure a nous I'existence et 'unicité de la solution

qui sont :

1. L’effet Meissner fait référence au phénoméne d’exclusion totale de toute induction magnétique de 'intérieur
d’un supraconducteur quand il est porté & une température inférieure a sa température critique. Il a été découvert
par Walther Meissner et Robert Ochsenfeld en 1933 et est souvent appelé diamagnétisme parfait ou leffet
Meissner-Ochsenfeld.

2. Le zéro absolu est la température la plus basse qui puisse exister.

29



e [ est un polynome de 3¢ degré telle que F(u) = au(u — uy)(u — ug).
F'S F(U,)

e [ est définie par :

au(u —uy) = Fi(u) sur 0, us]

F(u) =
bits = Fa(u) sur [ug, +00]
avec limy_, o0 F(u) = b, Fi(ug) = Fo(us) et Fy(up) = Fy(uy).
AN f‘([j>
—] |
1 U2 )u
~__| [ —

il existe d’autre classe de fonction mais nous allons se limiter d’une seul classe que nous avons
cité.

3.2 Schéma numérique adapté a notre probléme .
Considérons I’équation de réaction-diffusion suivante :

fu 9 = F(u) z €]0,1] ,t€lo,T]
u(0,t) =u(l,t) =0 Vtel[0,T] (3.2)

u(z,0) = up(x) Vr € [0,1]

soit F' un polynome de 2°¢ degré a 2 racines telle que F'(u) = u(u — a) avec a connu (valeur)
on appelle se probléme le probléme de Fisher (Fisher problem) avec deux zero. Donc I'équation
s’écrit comme :

w(0,t) =u(1,t) =0 VYt e[0,T]

u(z,0) = up(x) V€ [0,1]
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3.2.1 Cas dynamique

e schéma pour 1’équation de Fisher par la méthode de différences finies
Soit u} approximation de u(x;,") donc on a

n+1 n n n n
u: T = U u s —2u” +u
J J j+1 J j—1 n(,n .
= u; (u; —a =1,...,N
At Ax? + J( J )
At At At
n+1 n __ n n n ni,n

u?ﬂ = TU?+1 + (1 B 2T)u? + ru?fl t Atu?(ugb a a)

_ At n __ ,n _ 0 _
avec 1= 13, Uy = Uy, = 0 et ui = ug(z;)

Donc le schéma s’écrit comme

u?ﬂ = TU?+1 + (1 - 2T)u? + Tu?,l + Atu?(U? B a)
uf = ufy, =0 Vn=20,...,M

uf) = up(x;) Vji=0,...,N

Soit a résoudre numériquement ’équation de la chaleur-diffusion suivant :
c(z, )% — 30 2 (ki) = AF(u) + P(z,t) sur Q x RY
’U,/ang+ =0 (33)

U/QX{O} = U

certaines résultat démontre I'existence et 'unicité pour certaines classe de fonction F' ce qui
assure le travaille numérique qu’on va faire.

Premiérement on travaille dans une dimension de I'espace et une dimension de temps, donc le
probléme devient :

oz, )2 — L (k(u)3%) = AF(u) + P(z,t) sur Q x R*

(P1) : § u/oaxr+ =0
u/ax{oy = Uo
procédant par la méthode de différence finie pour la résolution numérique, premiérement nous

discrétisons en temps la dérivée par rapport au temps, ensuite on va approximer la dérivée
seconde par rapport a l'espace :

du

u(z,t + At) = u(x,t) + At 5 (z,1) + O(At?) (3.4)
u(z,t + At) —u(x,t)  Ou
s = E@’ t) + O(At) (3.5)
donc .
du nun — uj n n
c(x,t)a ~ CjJTt] telle que  c(z;,t") = ¢}
posons v = k(u)3%.
on a
Az Az Jv Ax? 5% Az,
v(z+ 7,15) =v(z,t) + 7%(.7},25) + ?@(x,t) + O((7> ) (3.6)
Az Az Jv Ax? 0*v Az,
ve = =) = (@ t) - 55 (@) + ——5 (@) - O((7> ) (3.7)
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(3.6)-(3.7) =  w(z+45,1) —v(r— 42,1) = ArL(x,t) + O(AL)

cela implique que

gu( 1= v(z + %,t)A—xv(x ) O(Asz)
Or on a
v(x 4 = 1) = v(z,t) gg—v(:v,t) O(AT:CQ)
= k(u(z, 1) g“ (2, 1) %((%(k:(u(x,t))%(m,t))) +O(A?)
— k:(u(x,t))gu(x, ) %(ak(qgf ) 8“(‘? t)) +0(A2?)

donc d’apreés ce qui précéde

u(x z,t)—u(z k\u(z+Aw,t) | —k|u(z, u(x z,t)—u(x
o+ 38,6 = (u(e, ) (agimnten) o g (e and) Hoon)  siseastont)) 4 o0

enfin on trouve

ot %7 y_ et Ax,Atgi —u(nt) (klu(a, 1) + %(k(u(x + A, 1) = k(u(z,1))))
= 5 (Mt 1) + bu(e + Az, 1)) x uz + M’A’“Z — v, )
Procédant par la méme procédure pour v(z — 4%, ¢) on a
vz — %,t) = o(z, 1) — %(8"3(‘:;;’ ) a“éz’ t>> + O(Aa?) (3.8)
- k(u(x,t))g—Z(x,t) - %(%(?gf’m x a“é’; t)) +O(Az?) (3.9)

o= 3. = K, ) (20gmten) o (Hltendgsen) s annosan) oy

donc v(z — &%,t) = %(k(u(m, )+ k(u(z — Ax,t))) x weh-ue—let) 4 O (Az?) en notation

Az
indicielle :
+ vﬁ% = k;.ﬁr% X L avec kﬁ% = (k(u?yy) + k(ul)) /2
+ Vi = k;]"_% v avec l{;]’.‘_% = (k(u}) + k(ur_y)) /2
Et par conséquent
0 (i )au) R (i —uf) = kP (uf —ufy)
—(k(u)=) ~
Oz Ox Ax?
Donc le schéma numérique équivalent a (P1) est :
R S k™ g (ufy g —ul)=k" g (uf—ul )
o e B g It JMQJ 1\ Y :)\F(U?)erjn VjeQ;,Vne{l,...,M}

uy = upy,; =0 Vn=0,...,.M
uf = uo(z;) Vj=0,...,N

Dans le cas stationnaire il existe une autre méthode s’appelle transformation de Kirchoff :
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3.2.2 cas stationnaire :

Rappelons le probléme a résoudre numériquement

c(z, 1) — 2 (k(u)3%) = A\F(u) + P(z,t) sur Q x R*
(P1) : § u/oaxr+ =0

U/QX{O} = Ug

puisque c(z,t) # 0 donc on peut écrire le probléme sous la forme suivante

ou 1 0 ou
ot c(x,t)ox k:(u)%)

= F.(u) + P.(x,t)

avec F.(u) = 20 Py(a,1) = Hat)

Posons -
v(x,t) = / k(s)ds = Kou(x,t)
0
= u(z,t) = K'ou(z,t) = K~ (v(z,t)) donc appliquons les résultat

que nous avons trouver

ov(z,t) 0K Ou(x,t)
or  Ox (ulz, t))o Ox

B Ju(x,t)
= ku(e )24
don 0, ou. u(z,t)
u v(z,
35 = "o
de méme : Su(z,t) = 8{;;1 (v(z,t))ogv(z,t)
F(u F(K~ (v(x,t))
et Fe(u) = c(g(c,t)) = ( (@D )

donc le probléeme (P1) devient

OK L (v(x,t))o2v(w, 1) — = O — F (K (u(, 1)) + P(z,1)
(P1):{ K Y(v(z,t)) =0 sur 90 xR,
(

K (v(x,0)) = up(x) Vr €

la force de cette transformé c’est que lorsque le probléme est stationnaire (ie :Zu(z,t) = 0 donc

ot
le probléme devient

~ et — (K (u(, 1)) + P(x, 1)

(Py): { K~ Y(v(z,t)) =0 sur 00 x R,
K (0(2,0) = up(z) Vo €Q

Facile a résoudre numériquement. Abordons maintenant le probléme & 2 dimension,le probléme
s’écrit comme :

ol y, )% — | 2 (kidh) = F(u) + P(z,t) sur Q x R

(PQ) U(ZE, Y, 0) = U’0<$7y) V(JI, y) € (310)
u(x,y,t) =0 V(x,y) € 00
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avec y = xa, nous pouvons écrire le probléme d’une fagon équivalent :

c(x,y,6)% — Z(ky(u)3%) — a%(k?z(u)g—z) = AF(u) + P(x,t) sur Q x Rt
(P2) :  u/oaxr+ =0

U/Qx{o} = Up

commengcons par traiter le cas ot on a c(x,y,t) =let k; =1; Vie {1,2} c-a-d on a

9u — Au=AF(u)+ P sur QxR*
(P2,1,Id) :q u/oaxrt =0
U/QX{O} = Uo

n

Notons u(z;, y;,t") = ul'., 'approximation standard de la dérivée nous donnent

INE
Ou = uly,
ot At
Ou _ Wik~ 2uG Ui
0x? Ax?
0?u U — 2uf UG
0y? Ay?
On remplacons dans le probléme (Ps; 7,) on trouve :
n+1 n n n n n n n
At Ax? Ay? I &
— %Il:Ziﬁ@%dk—g%x+“ﬁmﬁ+fgﬁﬁﬁm4—2%m+@m+ﬁ+AA”wuﬂ)+Atjk
(3.11)
revenons a notre probléme :
c(z, t) % — S22 %(kiig—;) = AF(u) + P(x,t) sur Q x Rf
U/agXRJr =0 (312)

U/QX{O} = Up
d’une facon identique qu’avec le probléme en une dimension
) o
+ 2 k)5) = (R =) — R () ) /Aa?

t B R5) = (K (W =) = R (0 — ) Ay

+ ou _ Uik Uik
ot = At

Donc le probléme ne change pas lorsqu’on change la dimension spatiale, ce qui change c’est la
stabilité du schéma. Pour parler de stabilité de ces schémas, nous allons aborder un principe
qui assure la stabilité qui s’appelle principe de maximum.

3.3 Le principe du maximum.

Commencons tout d’abord (avant d’aborder I’équation de la chaleur-diffusion) avec un pro-
bléme d’un seul variable suivant : avec deux points limites :

u"(z) + a(z)u'(z) =0  pour z €]0,1]
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telle que a est une fonction donnée et u est connue au points x = 0 et x = 1 pour ce probléme,
nous allons démontrer que la solution ne peut pas dépasser les points limites.
L’idée de base vient des propriétés élémentaire de fonction en analyse : si on a un maximum
local en z d’une fonction v(z), on a v'(zg) = 0 et v”(z) < 0. Voir figure 3.1
Nous allons utiliser cette propriété pour une fonction réguliére pour démontrer le principe de

6. A

\

FIGURE 3.1 — courbe admet un maximum local au point B

maximum pour la solution de deux valeurs limites, pour faire ca :
soit v € C?(]0,1[) N C([0,1]) une fonction qui satisfait 'inégalité suivantes :

V'(z) +a(z)v(z) >0  z€]0,1] (3.13)

telle que a est une fonction continue sur [0, 1], supposons que v a un maximum local en un
point xy a lintérieur (ie : « €]0, 1]) donc on a

V(zg) =0 et v"(xy) <0 (3.14)
donc d’aprés (3.14) on trouve que
V'(x) + a(x)v(z) <0

qui est en contradiction avec (3.13), et par conséquent une fonction v qui satisfait (3.13) ne
peut pas avoir un maximum local sur Pintervalle ]0, 1[ donc on peut énoncer le résultat :

lemme 3. soit v € C*(]0,1[) NC([0,1]) une fonction qui satisfait (3.13), telle que a € C(]0,1])
alors
v(z) <V Vzel0,]]

telle que V' = max(v(0),v(1)).

C’est une bonne résultat mais c¢’est pas exactement ce qu’on cherche, notre but ¢’est rem-
placer I'inégalité (3.13) par une égalité et on trouvons le méme résultat, pour ¢a soit

u"(z) + a(z)u'(z) =0  pour z €]0,1] (3.15)

les points limites sont  u(0) = ug et u(1l) = uy
telle que wug et u; sont des constantes donnée et a = a(x) est une fonction sur [0,1], on veut
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démontrer que si u € C?(]0, 1[)NC([0, 1]) est une solution du probléme ci-dessous alors u ne peut
pas dépasser max(ug, u1) sur |0, 1[ on va faire ¢a par construction d’une suite de fonction v, =
ve(7) qui satisfait (3.13) et converge vers u quand € tend vers 0, pour ¢a soit ¢ = sup,¢(y 1y |a()],
on définit

ve(z) = u(z) + ee1O7

pour € >0 on a

V() + a(z)vl(z) = u" () + (1 + )21 4 a(a)u/ (x) + e(1 + ¢)etHo®
=e(l+co)(1+c+ a(x))e(Hc)“

donc v (z) + a(z)vi(z) >0

Ve > 0 d’aprés le lemme 3ona  v.(z) < max(v.(0),vc(1))

or on a
u(z) = ve(x) — eeto

< 'UE(x)

< max(v(0), ve(1))

= max(ug + €, u; + ee' )
lorsque € — 0 on trouve :

u(z) < max(u(0),u(1)) (3.16)

maintenant posons w(z) = —u(x) donc on a

w”(z) + a(z)w'(z) =0

et d’apres (3.16)  w(x) < max(w(0),w(1)) c’est a dire

—v(x) < max(—ug, —u1) = — min(ug, u1)
= wu(z) > min(ug, uy)

donc on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2. supposant que u € C*(]0,1[)NC([0, 1]) est une solution de (3.15) donc u satisfait

min(ug, uy) < u(x) < max(ug, u;) Vo € [0, 1].

3.3.1 L’équation de la chaleur linéaire :

e cas continue.
Dans le paragraphe précédant, nous avons vu que le principe de maximum a été dérivé
des propriétés élémentaire des fonctions simple, dans ce paragraphe nous allons utiliser
exactement la méme technique pour obtenir le principe du maximum pour 1’équation de la
chaleur linéaire. Nous allons démontrer que la valeur maximale de la solution ne peut pas
étre atteint a l'intérieur du domaine ; la valeur maximale doit étre atteint au conditions
initiales ou au un des conditions limites.

Notre but c’est obtenir le principe du maximum pour la solution de 1’équation :

u— 2y x €]0,1[ ,t €]0,T]
(P) < u(0,t) = w(t),u(l,t) =u.(t) Vte]|0,T]
u(z,0) = f(x) vz € [0,1]
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On définit R le rectangle au plan (x,t) donné par
R={(z,t): 2 €]0,1],t € [0,T]}
et soit v = v(z,t) une fonction qui satisfait 1'inégalité
v _ 0*v
ot~ Oz?
v v 9w

si v est une fonction régulier et continue sur le compact R avec 47,57, -5 sont continue
sur |0,1[ et 0 < ¢t < T nous allons démontrer que v ne peut pas avoir un maximum a
lintérieur de R, en d’autre terme il vas étre sur :

B={(z,t):2=0,0<t<T}U{(x,t):t=0,0<2<1}U{(x,t):2=1,0<t<T}

V(z, 1) €]0,1[x]0,T] (3.17)

nous allons démontrer le principe du maximum par assumer que v admet un maximum a
I'intérieur de R (par absurde) et obtenir une condition une contradiction.

Supposons que (zg,tp) est un point maximum de v a lintérieur de R ie xy €]0,1] et
to €]0,T'[ donc

ov ov v
a(ﬁg,to) = O, %(.fo,to) =0 et @(l’o,to) S 0
— 9 (o, to) > %(%,to)

se qui contredit 1’hypothése (3.17) et par conséquent, on peut pas avoir un maximum a
l'intérieur pour les fonctions qui vérifie (3.17).
Donc on peut énoncer le résultat

. . 2 .
lemme 4. Soit v une fonction telle que v € C(R) avec 92,5 et 3% € C(]0,1[x]0,T]) qui
satisfait (3.17) donc on a

v(z,t) <V Vrel0l], tel0,T]

avec V' =sup(, nep v(T,1).

9 9 of

0%v
ot 0x o

soit u une solution de (P) avec u continue sur R et 5.3 sont des fonctions continue

pour z €]0,1[, ¢ €]0,T] on définit

v(x,t) = u(x,t) + ex?

ov(z,t)  Ou

ot a0

ove(x,t)  9%°

% 9.2 (x,t) — 2
on en déduit que avea(f’t) < %zm”; (x,t), donc d’aprés lemme 4 on a v*(x,t) < V¢ or on a
u(z,t) = v(x, t) — ex?
< v(x,t)
<V
= (Sng(f(fv) +ea?, w(t), un(t) + )
x,t)e

€ = 0 on trouve u(z,t) < sup(, nep(f(2), w(t), u (t)) d'ot le résultat suivant :
Théoréme 3. soit u une fonction telle que u € C(R) avec 3%,9% et % € C(]o,1[x]0, 7)),
une solution de (P), alors u satisfait le principe du mazimum ie :

inf (f(x), w(t),u.(t)) <u(z,t) < sup (f(x),w(t),u(t))

(z,t)eB (z,t)eB
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Stabilité Le principe du maximum pour les E.D.P est un outils trés fort pour obtenir
'unicité et la stabilité du solution exacte ou approché (on peut aussi appliqué le principe
du maximum pour les schémas il s’appelle le principe du maximum discret, Discret maxi-
mum principle) pour voir ¢a :

soit u la solution de

u _ &y z €]0,1] ,t€l0,T]
w(0,t) = w(t),u(1,t) = u.(t) VYt e|0,T)]
u(z,0) = f(z) Va € [0,1]

et 4 une solution de
o _ &g z €]0,1] ,t€l0,T]
w(0,t) = w(t), u(1,t) = u,.(t) Vte€[0,T]
u(z,0) = f(x) Va € [0,1]

notons e la différence entre ces deux solutions, e = u — @ donc e est une solution de

Be _ & z €)0,1] ,t €], T]
e(0,t) = Awy(t),e(1,t) = Au,(t) Vt e [0,T]
u(z,0) = Af(z) Vo € [0, 1]

avec Auy(t) = w(t) — wy(t), Au,(t) = u,(t) — u,(t) et Af(x) = f(z) — f(x). D’aprés
le théoréme 3 nous obtenons :

inf (Af(z), Au(t), Au.(t)) <e(z,t) < sup (Af(z), Au(t), Au,(t))

(:E,t)GB (Z‘,t)GB

donc le probléme (P) a au plus une solution.

Cas Discret .
principe du maximum discret pour les schémas de 1’équation de la chaleur .

1. Schéma Explicite faisons une récapitulation des notations de bases, soit vj" ap-
proximation de la solution exacte v au point (z;,t™). On note z; = jAx telle que
A=1/(N+1) pour N > 1 et t"™ = mAt avec At > 0.

Le schéma explicite est
vt = ol (1= 2o + rolly, j=1,...,N

_ At
avec r = 15

les conditions limites
vy = w(tn), VN1 = Ur(tm), et U? = f(z;)

notre but est de démontrer que la solution discréte satisfait le principe du maximum
comme dans le cas continue.
Notons tout d’abord

Ra = {(z;,t™), x;€[0,1] et t™e]0,T]}

BA = {(l'j,tm) Xy = 0,0 S tm S T} U {(ﬂf],tm) T = 0,0 S Z; S 1} U {(I'],tm) .
Tj = L,o<t"™ <T}.
et nonons aussi

V7= min (f(xj)7ul(tk)7“7“(tk))

(x]',tk)GBA
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et
Vi= max (f(x), u(t), u (1)
(zj,tF)eBa
On veut montrer que v}’ < V*t pour j=0,...,N;
par récurrence,
pour m =0 on a v = f(z;) < V' donc la relation est vrai pour m = 0.
Supposons que v7* < V7, on a

v?+1:rvﬂ1+(1—2r)vf+rvﬂl, j=1...,N

donc (si 1 —2r > 0) on a

v}”“ <rVt4+ (@ =-2nVt4rvt=v"*

d’out le résultat si (condition de stabilité r < 1/2)
nous retrouvons la méme conditions de stabilité que les autres méthodes.Donc le
principe du maximum nous garantie la stabilité de la solution.

. schéma implicite : utilisons les méme notations que le schéma explicite, nous
rappelons que le schéma implicite s’écrit de la fagon suivante

m+1l _ ,m m+1_2

v v v ot gt
J A7 7 = ijz -1 pour j=1,....N, m>0

la condition initiale et la condition aux limites sont
vyt =w(t™) et vy, =u(t"), m>0
et
U]Q = f(x;) pour j=1,....N.

On veut démontrer que le schéma implicite vérifie le principe du maximum discret
c’est a dire en veut montrer

PVt = ), w (), e (8
v < (xjffi?éiBA(f(m’“l( ), ur(t7))

on a d’aprés le schéma implicite

(L4 2r) 0 = o + r(of ! + o), j=1,...,N, m>0

nous rappelons que r = At/Ax?. On considére un temps fixé ™ et supposons que
vf* <V* pour j =0,...,N+1. Donc

(I+2r)0 <VF+2r max o
i=0,.., N+1

alors

(1+2r) max o' <V*t4+2r max ot
i=0,...,N+1 i=0,..,N+1

et par conséquent
max vaJrl <Vt
i=0,...,N+1
d’ou le résultat.

Théoréme 4. soit vi"* la solution de l’equation de la chaleur obtenue par le schéma
implicite donc

Vo <o <VT
pour tout (xj,t") € Ra
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3.3.2 L’équation de la chaleur non-linéaire :

On considére le probléme suivant :

G — 2 (k(u)2) =0 z €)0,1] ,t€)0,T)]
(Paon) § u(0,1) = wy(t),u(1,t) = u.(t) Vt€[0,T]

u(z,0) = f(x) vz € [0,1]

a partir de considération physique, il est raisonnable de assumer que la fonction k = k(u) est
une fonction strictement positive, plus précisément nous supposons qu’il existe deux constante
ko et K telle que

dans ce paragraphe on va démontrer que la solution de (P,,,) satisfait le principe du maximum
comme le cas linéaire.

C’est important de noter que ce probléme n’a pas de solution explicite il y’a pas de technique
a appliquer et il y’a pas en générale une technique pour résoudre I’équation de la chaleur non
linéaire explicitement.

Mais les méthodes numériques fonctionnera encore, on va démontrer que la solution numeérique
générer par le schéma explicite satisfait le principe du maximum discret.

e Cas continue.
supposons que u = u(z,t) est une solution de (P,,,) on définit

v(z,t) = u(z,t) — et

pour € > 0 on a

du Pu ., Ou\2
7~ g+ (5)
ov° . v Ove\ 2
5 = k(v —i—et)W—i—k(v +€t)<8x) — €
ov* . v Ove\ 2
— S <k +e) S+ +et)(a$) (€ > 0).

o
supposons que v© a un maximum local a 'intérieur de R (R) donc

ove e 0?*v°
= — = — > _—
0 BN (0, t0) o7 (xo,t0) > 2

mais on a k(v + et) > ko > 0 donc c¢’est absurde.

(ZL‘Q, to)

o
Et par conséquent il y’a pas de maximum local en R et on a

ve(x,t) < sup v(z,1)

(z,t)eB
= u(z,t) —et < sup (f(z),w(t) — et, u.(t) — et)
(z,t)eB
e — 0 on trouve
u(z,t) < sup (f(z),w(t),u(t)) V(z,t) € R (3.18)

(z,t)eB

donc en peut énoncer le résultat suivant
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Théoréme 5. supposons que u € C(R), avec g—;‘,a“ et % € C(]0,1[x]0,T7), est une
solution de (Ppopn). Alors u vérifie le principe du mazimum

inf (f(x), w(t),ur(t)) <ulz,t) < sup (f(x),w(t), u(t))

($7t)€B (:p,t)EB

pour tout (z,t) € R
e (Cas discret On consideére le schéma explicite obtenue par la méthode de différence finie

vt = rk;”_%vj”ﬁl +(1- r(k;”_% + k;’jr%))v;" + rkﬁ%vﬁl (3.19)

pour j=1,..., N, m > 0. Comme précédemment on note par r = % et

By = 5 (R + K)

nous rappelons la définition de V* et V—,

V™ = (I_g%%gBA(f(xj)’ ul(tk)vur(tk))
et
V¥ = max (f(xj)ﬂ ul<tk)7u7’(tk>>

(Ijﬂfk)GBA
Théoréme 6. supposons que le pas de discrétisation At et Ax satisfait la condition de

stabilité Koy s At <1 5, et soit v Uapprozimation numérique de la solution de (Pron) trouver

par le schema numérique. alors
Vo <o <V

pour tout (x;,t™) € Ra.
Preuve : supposons que v < VT pour j=1,...,N.on a

m~+1 m + m m + m +
vt SRV (L= (R L))V kLY

on a obtenue ca de fait que (1 —r(k™, + k™)) >0
=3 Jt3

donc

U;n+1 S V+

d’ou le résultat.

3.3.3 Equation de la chaleur-diffusion

Maintenant on va aborder un probléme non linéaire de deuxiéme espéce.
Soit le probléme suivant

%‘W‘ () ot F(u)=au?®+bu+c
w(0,t) =u(l,t)=0 Vte[0,T]
u(z,0) = ug(z) Vo € [0, 1]

Théoréme 7. hypothése : on suppose que a <0, ¢ >0 et b < —(a+ c).

on suppose que 0 < f(x) < 1 avec la condition de stabilité r < alors

1
2—Az2(2a+b)
0<uj <1

[0, 1] s’appelle la région d’invariance.
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Preuve par récurrence :
pour m =10
on a 0<u)=f(z;) <1 vrai pour m =0
supposons que

et montrons pour u}"“

on a d’aprés 'approximation qu’on a fait par le schéma explicite donné par la méthode de
différence finie :

wf Tt = a4 (1= 2 rufyy + At (a(uf)? +bufty +c)

soit
o(u) = 2r + (1 — 2r)u + At(au® + bu + c)
et
Y(u) = (1 —2r)u + At(au® + bu + c)

d’apres le schéma
u}”“ <27+ (1 —2r)uj" + At(a(u}”_l)2 +bult +c¢) car u) <1

et

u;n+1 > (1- Qr)u’j” + At(a(u;-”,l)2 +buit | + c) car uj <1

Or on a
&' (u) = ' (u) =1 —2r + At(2au +b)
puisque a < 0 on a
2au+b>2a+0b
c’est a dire
' (u) =9 (u) =1—2r+ At(2au+b) > (1 —2r) + (2a + b) At
mais on a
1

<
"= T A2(2a 1 b)

2r — (2a + b)rAz® <1
2r — (2a+0)At <1
1-2r + (20 + b)At > 0

et par conséquent

d’ou ¢ et ¢ sont croissante, donc
m—+1 m
Uy < ¢(u3 ) < o(1)
et
m+1 m
wf > P(u) = (0)
on a
p(1) =2F +1 —=2F + At(a+ b+ c)
=1+ Atla+b+c) or a+b+c<0
o(1) <1 (3.20)
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et on a

¥(0) = cAt or ¢>0
d’ou 0 < u}"“ < 1 ce qui conclue la démonstration.
Il faut noter que le principe de maximum et la région d’invariance sont pas tout a fait les

mémes. Généralement, le principe du maximum implique 'existence d’une région d’invariance,
mais tout les deux garantie la stabilité du schéma.
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Deuxiéme partie

Etude numeérique
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Chapitre 4

Résolution de 1’équation de la chaleur

4.1 L’équation de la chaleur linéaire

GO , . .o, p 52 L
soit a résoudre I’équation de la chaleur linéaire %—7; = a% avec a € R fixe. Considérons le
probléme bien posé suivant :
du _ k Qu
ot ~— cp Ox?
u(z,0) = sin(rz) pour z € [0,1] (4.1)

u(0,t) =u(l,t) =0

On prend k = 0.13, 0.11, p = 7.8g/cm? et Ax = 0.25. At sera donné par les conditions de
stabilité qu’on avait vu définie par 'inéquation : r = Cﬁp% < % La solution analytique est
donné par :

Uegacte (T, 1) = Zsin(mrx) exp(—anm?t)

n=1

4.1.1 programmation de la solution analytique

Puisque nous sommes en analyse numérique et non en analyse fondamentale nous devons
savoir que nous ne travaillons qu’avec des points d’un maillage et non dans tout le domaine
comme on aurait cru le faire. Pour évaluer la valeur numérique de ugpqe. pour tout point
appartenant dans la grille, nous devons faire une boucle qui, pour chaque point (z;,¢;), calcule
uexacte(xja tj)

Posons oo = 100 acceptable en analyse numérique, nous avons donc le programme suivant qui
calcule la solution analytique.

***la solution analytique de I’equation de la chaleur**
cle; clear;

Tmax=0.5;

a=0;b=1;

dt=0.01;

dx=0.01;

nx=(b-a)/dx;

nt=Tmax/dt ;

x=0 :dx :b; t=0 :dt :Tmax;
ook a, solution analytique
v=zeros(nx+1,nt+1);

n=0;

while(n<101)

*

>Kokokoskok skok ok ko kR okokokoskoskok kok
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for i=1 nx+1

for j=1 :nt+1

u(i, j) = v(i,7) + sin(n * pi * (7)) * exp(—n * (pi)? * t(5));
v(i)=u(ij);

end

end

n=n+1;

end

mesh (t,x,v)

kok ok sk oskok skoskok skoskok skosk ok skoskosk skoskok skosk ok sk ok ok Sk ok ok 3k ok ok kX
Voici la courbe que nous avons obtenue pour

solution exacte de I'équation de la chaleur

120 ~

U(xt)

4.1.2 programmation de la solution numérique

D’aprés les approximations vues dans la premiére partie nous pouvons approximer le pro-

bléme (4.1) par

with =ruf 4 (1= 2r)uf +rufy pour j=1,... M
ug =0
Uy =0

uf = sin(m;)

ou on peut I’écrire en notation matricielle comme :

u"tt = (I; — rA)u”, n=0,...
avec
2 -1 0
A=1-1 . -1
0 -1 2
et
u” = (u},...,uy)"

Nous avons pris r = }l pour le cas ot r < % et r = 0.625 pour le cas ot r > %, on a le programme
suivant qui nous calcule les valeurs du vecteur u, remplacé par le vecteur h dans le programme
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pour pouvoir lier le programme avec le premier calculant les éléments de la matrice v pour la
solution exacte, a chaque instant j et qui les stocke dans une matrice w. Pour avoir la courbe
du deuxiéme cas, il suffit de remplacer r par 0.625

k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok 5k 3k ok k 3k sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok kk

clc; clear;

k=0.13;c=0.11;
p="7.8:;dx=0.125;

r=1/4; dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax—=100*dt ;

a=0;b=1;

cla=0;clb=0;

nx=(b-a)/dx;
nt=Tmax/dt

x=0 :dx :b; t=0 :dt :Tmax;
for i=1 nx-1

N(i)=0;
end
N(1)=r*cla;

N(nx-1)=r*clb;
for i=1 :nx-2

M(ii)=1-2%r;
M(i,i+1)=r;
M(i+1,i)=r;

end

M (nx-1,nx-1)=1-2%r;
for i=1 mx+1
Ci(i)=sin(pi*x(i));
end

for i=1 :nx-1
h(i)=Ci(i+1);
end

J=1;

h=h’;

while(j < nt + 2)
for i=1 :nx-1
w(i.)=h(i);

end
h=M*h+N’;
J=i+1;

end

for i=nx :-1 :2
for j=nt+1 :-1 :1
W(I,J):W(l—l,J) )

end

end

for j=1 :nt+1
w(1,j)=0;
w(nx+1,j)=0;
end
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mesh(t,x,w) ;
S sk sk ok sk ok sk ok ok K sk ok sk ok sk K sk ok ok ok sk K sk sk R ok ok K sk o sk kK ok K sk

voici les courbes obtenues aprés compilation pour les deux cas :

solution numérique en 3D

0.8

0.6

Ux,t)

0.4

solution approché instable

()

Constatations :

N

nous avons remarqué, d’aprés les deux graphes correspondantes a r < % et r > %, que la
méthode présente deux régions de stabilité. Si r < % la méthode est stable et converge vers
la solution analytique. Nous avons une courbe semblable & celle de la solution analytiquement

établie.

Mais si r > %, la méthode présente des failles et la courbe ne converge méme pas. L’allure
obtenue dans ce cas est totalement en désaccord avec celle de la solution exacte. Pour avoir un
bon résultat dans cette méthode, il faut donc tenir compte de la valeur de r car elle influencera

le résultat.

4.1.3 Comparaison des deux solution

En fonction de r, nous voulons comparer graphiquement la méthode numérique explicite
(directe) avec la solution analytique pour voir comment la solution approchée se rapproche a
la solution exacte.
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Nous combinons le programme de la solution analytique avec celui de la solution numérique
directe pour pouvoir faire la comparaison, puis on ajoute & la fin du nouveau programme.
Voici le programme :

Fokoskkoksk kok sk

numerique avec comparaison (une courbe de niveau)(2D)

xmin=0;
xmax=1;
N=21;
dt=0.00105;
t=0;
tmax=1;

dx=(xmax-xmin) /N ;
Xx=xmin :dx :xmax;

r=dt/(dz)?;
u0=sin(pi.*x) ;
u=ul;
unpun=u0;

netaps=tmax/dt;

for n=0 :netaps
u(1)=0;
u(N-+1)=0;

for i=2 :N

unpun(i)=r*u(i+1)+(1-2*r)*u(i) +r*u(i-1) ;

end
t=t-+dt
u—unpun;

*solution exacte*

exacte = sin(pi.

) x exp(—(pi)? * t);

plot(x,exacte,’r-") ;

hold on

plot(x,u,’bo-",’markerfacecolor’,’b’) ;

hold off

xlabel(’x’, fontsize’,16)
ylabel("u(x,t)’, fontsize’,16)

shg
pause(0.01*dt) ;
end

koK sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok k 3k sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok okok

programation de la solution analytique de l'equation de la chaleur et la solution
*okok ko

Voici donc les courbes comparatives des solutions pour les deux méthodes a t; =1 et ¢t; = 0.5

x107° comparaison entre la solution numérque et analytique
T T

T T
— solution exacte
—®— solution approché

/////j ”?““\\

x 107

1

comparaison en fonction de x a t=0.5

1 L 1

solution exacte
—®— solution approché
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4.2 Equation de la chaleur-diffusion :

Soit le probléme suivant

du 04 — F(u) ot F(u) =au?+bu+c
(4) u(0,t) = u(1,) =0 'Vt € [0,7]
u(z,0) = ug(x) Va €0, 1]

le schéma équivalent a (x) est :

ug‘ﬂ =rul + (1= 2r)u? + ruf_y + At(a(ul)? 4 bul + c)

(*)equiv UEL = u?\[+1 =0 Vn = 0,..., M
uj = uo(;) Vj=0,... N

pour écrive un programme il faut fixer a, b et ¢

programmation de I’équation de la chaleur-diffusion :

On fixe a = —1,b=1, et ¢ =0 donc F devient :
F(u) = u(u—1)

Donc d’aprés le théoréeme 7 la condition de stabilité doit étre comme :

1
 —
T_2—|—Ax2

on prend

1'2

wo(w) = exp(~)

il est claire que
2

0 < wup(z) = exp(—%) <1

donc le schéma devrait étre stable. le programme s’écrit comme

ookt resolution de 'equation de difusion chaleur pour chaque instant t a Tmax **#H*
xmin=0;

xmax=1;

a=-1;

b=1;

c—0;

N=20;

dt=0.001;

t=0;

tmax=1;

dx=((xmax)-(xmin))/N;
X=xmin :dx :xmax
r=dt/(dx)?;

ul = exp(—(x).12)/2);
u0(1)=0;

u0(N+1)=0

u—ul;

unpun—=u0;
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dp=2*tmax/N;
p=0 :dp :tmax;
netaps—tmax/dt
for n=0 :netaps

u(1)=0;
u(N-+1)=0;
for i=2 :N

unpun(i) = r*u(i + 1)+ (1 = 2% 7)) xu(@) +rxu(i — 1) + dt * (a * (u(i))® + b*u(i) + ¢); end
t—t-+dt;

u—unpun;

plot(x,u,’bo-",’markerfacecolor’,’b’) ;hold on

xlabel (’x’, fontsize’,16)

ylabel("u(x,t)’, fontsize’,16)

shg

hold off

pause(0.01*dt) ;

end

la courbe suivant présente la solution a chaque temps de t,,;, a tmaz

solution numérique a chague instant t

voici la courbe au point ¢; =1

uix,t)

" lE solotion &0 point =1

o o1 02 03 0.4 04 0.6 o7 og 09
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4.3 Equation Modélisant I’état Thermique D’un supracon-
ducteur :

le probléme s’écrit dans une dimension de la facon suivante :

c(z, )% — 2 (k(u)3%) = AF(u) sur Q x RF
(P1) :  u/oaxr+ =0

U/Qx{o} = Up

Donc le schéma numérique équivalent & (P1) trouvé dans le chapitre 3 est :

Wy k? oy (uf g —ul) k" (uf—ul ) .
C? J ~ i A JAmZJ LN T :)\F(u?)+Pjn VJEQ]',VRE{L...,M}
uy = upy, =0 Vn=0,....M

u? = ug(x;) Vi=0,....,N

J

programmation de I’équation de la supraconductivité :

On fixe a = —1,b=1, et ¢ =0 donc F devient :
F(u) =u(u—1)

Donc d’aprés le théoréme 6 la condition de stabilité doit étre comme :

At 1
= <

OAz2 = 2

on prend
il est claire que

On définit k comme :

o RVAT) sur 0 <u<ug
k(u) =
b = ay/ug uy <u <1

le programme s’écrit comme
#*% résolution numérique de I'équation modélisant I’état thermique d’un supraconducteur ***
xmin=0;

xmax=1:;

a=-1;

b=1;

c—=0;

N=20;

dt=0.001;

t=0;

tmax=1;
dx=((xmax)-(xmin))/N;
x=xmin :dx :xmax
r=dt/(dz)?;

u0 = exp(—(2).12)/2);
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u0(1)=0;

u0(N-+1)=0

u—ul;

unpun—u0;

dp=2*tmax /N ;

p=0 :dp :tmax;

netaps=tmax/dt

for n=0 :netaps

u(1)=0;

u(N+1)=0;

for i=2 :N

unpun(i) = u(i) +rx ((sqrt(u(i+1))/2+ sqrt(u(i))/2) * (u(i 4+ 1) —u(i))) —r=* ((sqrt(u(i))/2+
sqri(u(i —1))/2) * (u(i) —u(i — 1)) + dt * (a * (u(i))* + b*u(i) + c);
end

t—t-+dt:

u=unpun;
plot(x,u,’bo-’",’markerfacecolor’,’b’) ;hold on
xlabel("x’, fontsize’,16)

ylabel("u(x,t)’, fontsize’,16)

shg

hold off

pause(0.01*dt) ;
end
voici la courbe au point t,,,, = 1

012 T T T T T T !
1K TR ................. .................. T ................. BT e ............... -
[ = O PP O o S S _
'I—'n N
>< DDE_ ................................. .............................................................................................................................................. —
= : : :
= Résolution numérique au point t__
DD‘-l_ ................................ ..................................................... . .................................................................................... —
D02 ..................................................... ..................................................................................... |
o | i | | i | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0B 0.7 0.8 09
X
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Conclusion

Le but de ce projet a consisté principalement a introduire a I'étude et a la résolution des
équations aux dérivées partielles paraboliques qui permettent de décrire des phénoménes de
diffusion thermique ce sera 1’équation de chaleur-diffusion comme exemple type de cette classe
d’équations. Nous avons vu qu’on peut garantir la stabilité de la solution approché a condition
qu’il faut faire attention aux conditions de pas de discrétisations. En ce qui concerne le probléme
qui modélisent I’état thermique d’un supraconducteur, on a essayer de trouver un domaine, le
plus grand qu’il soit, qui assure la stabilité du schéma équivalent dans ce domaine.Signalons
qu’il y a des connections fortes entre ce projet et d’autre cours de mathématique de 1™ année de
master dans lesquels le lecteur trouvera les pré-requis nécessaire pour appréhender le contenu
de ce mémoire.
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