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Introduction

Dans ce travail nous allons nous intéresser a /’une des plus importantes
constructions historiques des nombres. 1/ s’agit de la construction a la régle et
au compas : Etant donne un nombre fini de points sur le plan, et en disposant
uniquement d’une régle non graduée et d’un compas uniquement en probleme
est de savoir quels sont les points du plan qu’on peut atteindre avec cette
construction purement géométrique, elle permet d’obtenir tous les points qui
sont intersection de droites, de cercles, et de droites et de cercles.

Dans un premier temps, et a ['aide de la régle et au compas nous allons
construire le corps des rationnels et dans un deuxieme temps, un corps plus
grand, c’est le saturé par radicaux qui contient d ‘une maniere naturelle le corps

Q.

Ensuite nous allons utiliser des équations algébriques et la théorie des
extensions des corps pour chercher des conditions raisonnables qui permettent
de construire des nombres a la regle et au compas. Ces conditions caracterisent
totalement les points constructibles par cette méthode geométrique. Ceci permet
de répondre aux vielles questions, posées par des probléemes historiques : la
quadrature du cercle, la trisection d 'un angle et la duplication d’un cube.

Le contenu de ce travail est réparti sur quatre chapitres :
Chapitre 1 : Construction a la regle et au compas

— Construction géométrique
Constructibilité des nombres
— Extension de corps
Problémes historiques

Chapitre 2 : Expression des racines d’une équation algébrique

— Equation algébrique
— Résolution par radicaux
— Indépendance algébrique
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Chapitre 3 : Racines et corps de rupture

Cloture algébrique

— Corps de rupture

— Factorisation

— Existence de racines multiples

Chapitre 4 : Fonctions symétriques

— Polyndmes symétriques

— Résultant de deux polyndmes
— Déterminant de Sylvester

— Discriminant
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Chapitre 1

Construction a la regle et au compas

Pour les Grecs de [’antiquité, nombres et mesures de longueurs étaient deux concepts
intimement liés .C ‘est ainsi qu’ils se sont posés les problémes de constructions geométriques
de nombres remarquables.

Ne dispose gue d 'une régle non graduée, d’'un compas et de certains points du plan, a partir
de ceux-ci quels sont les points que ['on peut « atteindre » c’est-a-dire obtenir comme
intersection de deux cercles, deux droites ou d’un cercle et d’'une droite au bout d’'un nombre
fini (mais arbitraire) de constructions.

1.1 Construction géométrique a la regle et au compas :

Les seuls outils de géométrie autorisés étant la regle non graduée et le compas et les seuls
opérations permises a partir d’éléments de départ indiqués (sous ensemble ) sont :

— Tracer une droite(ou une demi-droite ou un segment) passant par deux points
connus.

— Tracer un cercle (ou un arc de cercle) dont le centre est un point connu et
passant par un point connu.

— Prendre un écartement au compas égal a la distance entre deux points connus.

— Tracer le point d’intersection de deux droites connues.

— Tracer un point d’intersection d 'une droite et d’un cercle connus.

— Tracer un point d’intersection de deux cercles connus.

Soyons plus précis le plan est identifié au Corps € des complexes dont on se donne certains
éléments, c’est-a-dire un sous ensemble de points P.

A ce sous ensemble on adjoint tous les points qui sont :

— Soit intersection de droites définies par les points de P.

— Soit intersection de cercles centrés en des points de P et de rayon égal a la distance
de deux points de P.

— Soit intersection d’une droite de la premiere famille et d’'un cercle de la seconde.

On obtient ainsi une partie P; contenant P a partir de Pj,et on obtient une partie 2, plus
grande et ainsi de suite.............. On obtient de cette maniere une suite
{P,P,, ... ... P .. P} 1<i<nCroissante de parties de C.
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1.1.1 Les problemes de la construction a la regle et au compas :

Définition 1.1.1 A4 ={Pi} 1<i<n S appelle ’ensemble des points constructibles a partir de
[’ensemble P a [’aide de la régle et du compas.

Tout le probleme est de trouver des conditions nécessaires ou suffisantes pour qu’un point
soit constructible a partir de 2.

L’ensemble des points constructibles a partir de 0 et 1 sera appelé ensemble des points
constructibles du plan, et sa détermination donne la réponse a ces fameux problémes

— La quadrature du Cercle : Etant donné un cercle, construire a la regle et au
compas un carré de méme aire ?
Cela revient a chercher si 7 est un nombre constructible.

— La duplication du Cube : Posons nous la question dans [’espace qu’étant
donné un cube, Peut —on construire un second cube dont le volume est le
double du premier ? Si le premier cube a ses cotés de longueur « alors le

second doit avoir ses cotés de la longueur  x V2. La question se formule
alors de la maniére suivante : étant donné un segment de longueur 1,

construire & la régle et au compas un segment de longueur /2 .

— La trisection des angles : Considérons un angle a, ¢ est-a-dire la donnée d’un
point et de deux demi- droites issues de ce points, nous savons diviser cet angle
en deux angles égaux a [’aide d’une régle et d’un compas il suffit de tracer la
bissectrice.

Figure 1 : La bissection d’angle

Probléme de la trisection : Peut-on diviser un angle en trois angles égaux a [’aide de la
regle et du compas.
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1.1.2 Premiéres constructions géométrigues:

On supposera toujours que la partie 2 contient 0 et 1, ce qui permet de construire a
la régle et au compas ’axe réel et I’axe imaginaire.

Figure 2 : Construction de I’axe réel et ['axe imaginaire

1. La médiatrice :

Soit A et B deux points On peut tracer la médiatrice du segment [A B] en
tracant les deux points d’intersection de deux cercles de centres respectifs A et
B et de méme rayon.la droite MM’ coupe le segment [A B] en milieu.

Figure 3 : La médiatrice d’un segment
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2. La perpendiculaire et le paralléle a une droite a partir d’un point donné -

/

Figure 4 : La perpendiculaire et le paralléle a une droite
3. Constructibilité des nombres irrationnels :
Les nombres irrationnels sont des nombres constructibles car :

Siaest un réel positif constructible, il est possible de construire la racine carrée en

a—1

exploitant la relation : va :J(“T“)Z — (T

comme étant la longueur d’'un coté d’un triangle rectangle dont [’hypoténuse est de longueur

)2 cette relation permet de percevoir va

, oy -1
(“TH) et l’autre coté de longueur (aT) :

Exemple : Construction de V2 a [’aide de la régle et au compas :

racine carée

Figure 5 : Construction de v/2 & la régle et au compas
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4. Construction d’un carré de coté donné a laide de la régle et au compas

Figure 6 : Construction d’un carré

5. Construction d’un losange de cotés donnés :

Figure 7 : Construction d’un losange

1.2 Constructibilité des nombres :

Proposition 1.2.1 [’ensemble des nombres constructibles a partir de P une partie de plan
contenant 1 est :

Un corps stable par conjugaison et fermé par extraction de racines carrees.

7|Page



Démonstration : Pour montrer que (A = {Pi} 1<i<n . +.X) €St un corps avec P; des parties
de € il suffit de montrer :

— (A, +) est un groupe commutatif d’élément neutre 0.
— (A / {0}, x) est un groupe commutatif d’élément neutre 1.
— Laloi x est distributive par rapport a la loi +.
e VZ,Z,€A avec Z,2Z, sont deux nombres constructibles. Alors
Z, + Z, est un nombre constructible alors Z; + 2, € A.

En effet, soit Z,,Z, deux nombres constructibles. Alors Z; + Z,est

constructible a l’aide de la regle et au compas.
¥

Figure 8 : Constructionde Z; + 2,
o VZeA (Z+0)=(0+2)=2 donc 0 estun élément neutre de A.

e Soit Z € A un nombre constructible. Alors —Z est constructible donc
—Z € A d’ou Z admet un inverse.

En effet, soit Z un nombre complexe. Alors (—Z) est constructible en

tracant le droit passant par O et Z et en reportant de ['autre coté la
longueur | Z| a I’aide du compas.
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Figure 9 : Construction de —2
e VZ,,Z,€A alorsona:z2,+2, =2,+2;
Donc on a bien montré que (A, +) est un groupe commutatif.
De méme on montre que (A/{0},x) est un groupe commutatif.

e VZ,,Z,€A/{0}avec Z,,Z, deux nombres constructibles, alors Z; X Z,
est constructible donc Z; x Z, € A / {0}.
En effet, soit A et B deux nombres complexes constructibles. Alors A X B
est un nombre constructible a [’aide de la régle et au compas.

|
™

(VX
\JJ

Figure 10 : Construction de Z; X Z,

e VZeA/{0} Zx1=1x Z=Zdonclestunélément neutre de A/{0}.
e SoitZ € A /{0} (nombre constructible). Alors 1/Z est constructible donc

1/, € A /{0} doiZ admet un inverse dans A / {0}.
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En effet, pour construire l’inverse de Z, On part de la conjugué de Z et tout
revient a construire sur la droite joignant O a la conjugué de Z la longueur
inverse de |Z| ce qui se fait facilement a [’aide de paralléles.

¥

D,

Kﬂf

zbarre

Figure 11 : Construction de 1/Z

e De plus la loi x est commutative.

Donc on a bien montré que (A/{0},x) est un groupe commutatif de plus la loi x est
distributive par rapport +.

Donc [’ensemble des nombres constructibles a partir de |’ensemble de départ P est un corps.

e VYV Z € A un nombre constructible alors Z est constructible, donc 2 € A
donc ce corps est stable par conjugaison.

En effet, soit Z un nombre complexe constructible. Alors Z est constructible.

Le conjugué de Z est le symétrique de Z par rapport a I’axe réel.

Figure 12 : Construction de Z
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e Deplus VZ €A ontrouve que les deux racines carrées de Z appartient
a l’ensemble A , donc ce corps est fermé par extraction de racines carrées.
En effet, soit Z € C . Alors Z = pe'?

1 .
Z2=W=Z =W? Avec W = re'?

Donc on trouve que r = ﬁ et alors les deux racines carrées

i
2
¢=g+n
.0 , .0
de Zsont: Z; = \/EelE etz, = \/Eel(?”) et sont constructibles a [’aide
de la regle et du compas.

Onremarque que 2Z; = —2,,

A

Figure 13 : Construction des racines carrés de Z

Théoreme 1.2.1 Soit P une partie du plan (la partie est supposée symétrique par rapport a
[’axe réel) et S est un sous corps de C contenant Pet saturé par racines carrées. Alors les
nombres constructibles a partir de P forment le plus petit corps contenant P et saturé par

racines carrées A = K(P) =N S.

Démonstration :
Soit P I’ensemble de départ (une partie de €). D apres la proposition 1.1 ona

(A = {Pi} 1<i<n,+,X) €st un sous corps de C stable par conjugaison et saturée par
racines carrées et comme K (P) est un sous corps engendré par P et saturé par racines
carrées, d'ou K (P) € A.

Il reste de montrer [’inclusion suivant A S K (P), c'est-a-dire ¥Z € A= Z € K(P)

Lemme 1.2.1 Toute droite constructible est donnée sous forme algébrique par :
ux+ vy+w=0, et tout cercle constructible par laforme: x2 +y?+ux+vy+w=0.
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Démonstration :

L’équation de la droite passant par les points Z,=a +ibet Z,=c+id est:

(c—a)y—b)—(d—-b)(x—a)=0 & (cy—cb—ay+ab)— (dx —da— bx + ba)
Sc—a)yy+b—-d)x+da—ch=0

Elle s’écrit donc sous la forme wxt+vy+w=0; les réels z 2, w étant des sommes de
produits de a, b, ¢, d donc aussi de 2, 2, ,Z;, Z,.

Passons a un cercle centré en 2= a + ib et de rayon R. Son équation est

(x —a)®+ (y —b)*—R?= 0 et on l’écrit x> + y* +ux+vy +w=0; lesréels z v, w
étant ici des sommes de produits de Z,Z ,R .

Remarque :

Dans ces conditions, partons d 'une partie P symétrique par rapport a [’axe réel. Cette partie
engendre un sous corps IK(P) de € et saturé par racines carrées qui contient le conjugué, la
partie réelle et la partie imaginaire de tous ses éléments.

Lemme 1.2.2 Tout point constructible a ses coordonnées dans IK(P) ( le corps engendré
par Pet saturé par racines carrées).

Démonstration :

Deux droites définies par des points de P auront des équations de la forme
(uyx+v,y+w;=0)et ( u,x+v,y+w,=0 ) tous les coefficients appartenant au corps K(P)
d’apres ce qui précede. Leur intersection est donnée par la solution du systeme linéaire :
ux +vy+w; =0
{uzx +v,y+wy, =0

Laquelle solution s’exprime a partir des coefficients a l’aide de sommes, produits, quotients,
donc reste dans le corps IK(P).

Remplagons maintenant la seconde droite par un cercle centré en un point de 2 et de rayon
égal a la distance de deux points de [’ensemble P. Les intersections de la premiere droite et
wx+vy+w; =0

de cercle seront données par le systéme suivant : { 5 o
X“+y +uzx +vy+wz =0

Ou tous les coefficients sont dans le corps IK(P). Pour le résoudre on peut tirer y de la
premiére équation, le reporter dans la seconde, ce qui nous améne a x2+sx+t =20, les
réels s et t étant encore dans IK(P). La résolution de cette équation fait intervenir les racines
carrées de 1'élément (a = s? — 4t), lequel « est encore dans K(P). D’ou la nécessité
éventuelle « d’augmenter » IK(P) en considérant le sous corps de € engendré non seulement
par P, mais par P et une racine carrée de # et on obtient alors les valeurs de .+ et donc
celles de y.
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Enfin, si ’'on remplace la droite elle aussi par un cercle, on cherche les intersections de deux
cercles, chacun centré en un point de P et de rayon égal a la distance de deux points de P.
x2+y*+ax+by+c=0
x*+y*+ex+fy+g=0
corps K(P) il suffit de remplacer ['une des équations par la différence des deux pour se
ramener au cas precédent.

Le systeme s’écrit :{ les coefficients etant toujours dans le

D ’ou tout point constructible a ses coordonnées dans K(P).

D’apres le lemmel.2 si Z est un nombre constructible a partir de P, il s ’obtient a partir de
K(P) par un nombre fini d’opérations consistant a passer d’un corps a un corps plus grand
engendre par le précédent et les racines carrées d’un de ses éléments . Il en résulte que Z
appartient a tous les corps contenant P et saturés par racines carrées, donc a leur
intersection.

Alors A S K (P).
Ceci prouve 1’égalité suivant A = K (P).

Corollaire 1.2.1 Soit Z € C et P une partie du plan supposé symétrique par rapport a l’axe
réel. Alors Z est constructible a partir de P c’est équivalent de dire que Z appartient au
saturé du corps K (P).

1.3 Extension de corps :

Définition 1.3.1 Soit K, L deux corps avec K c L. On dit que L est une extension de K

si K est un sous corps de L.

Remarque : On peut considérer L. comme un espace vectoriel sur K .

Définition 1.3.2 Soit K,L deux corps avec K c L. Si la dimension de L (/’espace vectoriel
sur K) est finie, on [’appelle degré d’extension la dimension de L qui sera noté

[L:K] = dimgL.
Remarque : Si [L:K] = 2 nous parlerons d’une extension quadratique.
Exemple :

L’inclusion de corps R c C est une extension finie avec [C: R] = 2, donc C est un espace
vectoriel sur R de dimension 2.

Théoréme 1.3.1

Soit P une partie du plan supposé symétrique par rapport a [’axe réel et Z € C . Alors Z est
constructible a partir de P si et seulement s’il existe une suite finie croissante de corps
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K(P) cK; cK,c:-cK,tellesque Z €K et vVi={1,.... ,m — 1} chaque corps K;,;
est engendré par K; et par un élément dont le carré est dans K; .

Remarque :

K;,, est extension de K; par racine carrée Vi ={1,...... ,(m—1)}
— K, est extension de K(%P) par racines carrées successives.
— K41 contient strictement K;, il est engendré par K; et les racines carrées d’un

élément e de X; (Va, —Va ).

Exemples :

— Partons du cas classique P = {0,1} le corps engendré par la partie P est le
corps K(P) = Q.

- Q(\/?) = {x +y\/7/x,y € Q} est un corps, l’élément V2 ¢ Q, mais il est
constructible car : Q(v2) est un espace vectoriel sur Q avec [Q(v2):Q] =2
donc le sous corps de C engendré par Q et V2 est une extension par racine carrée.

— Q(vV2)(W3)={A'+B'V3; A4,B' € Q(v2) }
={a+bV2+ (a' + b'V2)V3;a,b,a’, b’ € Q}
={a+bV2+a'V3+b'V6 ;a,b,a,b' €Q}

Définition 1.3.3 Soit L. une extension d’un corps K, a un élément de L et K(@) [ extension de
K obtenue par I’adjonction de a.

1) « est dit algébrique sur le corps K, s’il existe un polynéme non constant P(X) dans
K[X] tel que P(a) =0, dans ce cas on dit que K(a) est une extension simple,
algébrique de K.

2) a estdit transcendant sur K, si a n’est pas algébrique sur K.

Définition 1.3.4 Une extension L. d’un corps K est dit algébrique sur K si tout élément de
L est algébrique sur K.

Définition 1 .3.5 Soit & un nombre algébrique, alors le plus petit degré parmi tous les degrés
des polyndmes P(X) dans K[X] tel que P(a) = 0 est le degré algébrique de a.

Exemple : Le nombre /2 est algébrique de degré 3 car il est annulé par P(X) = X3 — 2 mais
pas par des polyndmes de degré plus petit.

Corollaire 1.3.1 Tout nombre réel constructible est un nombre algébrique dont le degré
algébrique est de la forme 2™ n > 0.
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1.4 Problemes historiques :

— L’impossibilité de la duplication du cube : la duplication du cube ne peut s effectuer
a la régle et au compas car V2 n’est pas constructible, \/2 est une racine de
P(X) = X3 — 2 ce polyndme est unitaire et irréductible dans Q[X], donc 3/2 est un
nombre algébrique de degré 3, ainsi le degré algébrique n’est pas de la forme 2™,
d’oti \[2 n’est pas constructible.

— L’impossibilité de la quadrature du cercle . la quadrature du cercle ne peut
s’ effectuer a la regle et au compas car 1 est un nombre transcendant (théoréme de
Ferdinand Van Lindemann) donc n’est pas constructible, et comme T n’est pas
constructible alors v n’est pas constructible.

— L’impossibilité de |a trisection des angles : la trisection d’angle ne peut s effectuer a
la regle et au compas, plus précisément nous allons exhiber un angle que [’on ne peut
pas couper en trois angles égaux. ['angle g ne peut pas étre coupé en trois angles

égaux car Cos(g) n’est pas un nombre constructible, Cos(g) est une racine de
P(X) = 8X3 — 6X — 1 ce polyndme est irréductible dans Q[X], donc cos(g) est un

nombre algébrique de degré 3, ainsi le degré algébrique n’est pas de la forme 2™,
d’ou l'impossibilité de la trisection d’angle .

Aujourd’hui plus que jamais nous pouvons dire que la construction a la régle et au compas
permet d’avoir des meilleurs résultats concernant la résolution des problémes historiques,
cette construction donne lieu a plusieurs notions par exemple la constructibilité des nombres
(rationnels, irrationnels ...).

Donc [’obtention des résultats de ['impossibilité des problemes déja cités nécessite
['utilisation de quelques éléments de la théorie de corps (extension de corps, degré
d’extension, degreé algébrique d’'un nombre ...).
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Chapitre 2

EXpression des racines d’une équation algébrique

Un autre probleme historique introduit naturellement [’étude des extensions de corps : c’est
celui de la résolution des équations algébriques.

Le probleme consistant & « résoudre » une équation algébrique peut prendre différentes
formes selon les besoins. On peut par exemple chercher a trouver des solutions approchées
par des méthodes numériques. Ou bien chercher a construire géométriquement les solutions
comme intersections de certaines courbes dans le plan. Il se trouve que, historiqguement, le
probleme de la résolution de telles équations a acquis, pour les algébristes, un sens tres
précis, celui de la résolution par radicaux.

Probléme :

Le probléme est alors de calculer ces racines, ¢ est-a-dire de trouver une « formule » donnant
ces racines en fonction des coefficients de [’équation.

2.1 Equation algébrigue :

Définition 2.1.1 Une équation algébrique (ou polynémiale) est une équation de la forme
X"+ ap_ X1+ .ta;x+ ag =0 ou l'inconnue est x et ay, ay, .. .....,ay_q, SONt
des nombres connus qu’on appelle coefficients de [’équation avec n € N*, on dit que
[’équation est de degré n.

Expressions rationnelles : Soit x™ +a,_; x™ 1+ .......+a;x+a, =0 une équation
algébrique, si on’ arrive a exprimer les racines d’équation (polynome) en fonction des
coefficients du polyndme, on faisant intervenir des « opérations » du corps ¢ (addition,
multiplication, soustraction, division), On dira que les racines s ‘expriment rationnellement en
fonctiondesa; Vi={0,1,.....,(n—1)} .

Exemple : Soit I'équation 3x + 2 = 0, alors la solution de cette équation est _Tz pour la

résoudre nous n’avons pas eu besoin d’autre chose que les quatre « opérations » dans le
corps C.

Remarque :

Il est hors de question d’exprimer les racines d’'un polynéme arbitraire a [’aide des
coefficients si l'on ne s’autorise que ces opérations rationnelles. En d’autres termes, les
racines d’un polynéome n’ont aucune raison d’appartenir au corps engendré par les
coefficients du polyndme.
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Expressions algébriques : Soit x" + a,_; X" '+ .......+a; x + a; = 0 une équation
algébrique, si on’ arrive @ exprimer les racines d’équation (polyndbme) en fonction de ces
coefficients, en faisant intervenir non seulement les expressions rationnelles des
a; Vi{0,1,.....,(n—1)} avec (a;)une famille d’éléments du corps C, mais tous les
complexes que [’'on peut écrire a partir des a; a ['aide d’opérations rationnelles et
d’extractions de racines. On dira que les racines s’ expriment algébriquement a l’aide des a;.

Exemple : Soit I’équation x?> —2 = 0 avec 1et —2 deux éléments de Q et K{1,—2}=Q

La solution d’équation est x = = \2 s exprime algébriquement a [’aide des coefficients —2 et
1 et de plus x ¢ K{1,—2}.

2.2 Résolution par radicaux :

Définition 2 .2.1 Tout équation algébrique sous la forme x™ —d = 0 avec d est un nombre
complexe et n un entier naturel non nul, s’appelle « équation de Bindbme ».

Remarque : L’étude d’une équation de Binome montre que si ['on veut avoir une chance
d’exprimer les racines de tout polynome a partir des coefficients il faut au moins, outre les
opérations rationnelles, admettre les extractions de racines n-iemes, pour tout n, c’est-a-
dire « adjoindre » au corps engendré par les coefficients, les éléments qui ont une puissance
dans ce corps.

Définition 2.2.2 Etant donné un nombre complexe d et n un entier naturel non nul, on appelle
racine n-ieme de d tout nombre complexe Z tel que 2™ = d.

Définition 2.2.3 Etant donné un entier naturel non nul n, on appelle racine n-iéme de [l 'unité
toute racine n-iéme de 1.

Rappel : Soit n un entier naturel non nul, il y a exactement n racines n-iéme de ['unité qui
.2km

; “w. = eln = 2k o i ooin (2T —
sont données par : w, = e n —cos(n)+15m(n) 0<k<n-1)
Remarque :

— Sid =0, l’équation Z™ = 0 équivaut & Z = 0 c’est-a-dire que 0 est [ 'unique racine
n-ieme de 0.

Définition 2.2.4 Un élément ayant une puissance dans un corps donné s’appelle un
« Radical » relatif a ce corps.

Remarque : Les éléments+/2,i et i + 1 sont des radicaux relatifs & Q sans étre dans Q car :
(V2)2=2€Q,i’=-1€Qet (1+)*=-4€Q.

L’élément \[2 + i n’est pas un radical relatif @ Q, car aucune de ses puissances n’est dans Q.
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Exemple de la résolution d’une équation de Binéme : Soit ['équation x* — 1 = 0 alors les
.2km

solutions de cette équation de Bindme sont les 4 racines n-iémes de 1, donc x;, = e = avec
n=4 et (0<k<3 ) dou les solutions de [’équation sont les suivantes
{xO = 1, x1 = i, xz = _1, .X3 = _l}

Définition 2.2.5 Soit K un corps engendré par les coefficients d’une équation algébrique, on
adjoint a KK tous ses radicaux, puis toutes les expressions algébriques, cette adjonction donne
une extension K, , on 'appelle K, la saturation par radicaux de K.

Définition 2.2.6 On dit que les racines d'une équation algébrique s’expriment
algébriguement a [’aide des coefficients, c’est équivalent de dire que ses racines
appartiennent a la saturation par radicaux du corps K.

Définition 2.2.7 Une équation résoluble par radicaux est une équation qui « se raméne » a la
résolution d’un certain nombre d’équations binomes.

Résolution d’une équation algébrique par radicaux :
i.  Equation de degré 2 quelconque :
Soit I’équation x* + 2bx + ¢ = 0.

Onax?+2bx+c=0 ©x?+2bx+b?>—b*>+c
& (x+ b)? + ¢ — b?
Onpose u=x+b»b
csut+c—->b%2=0

csu= Vvb2-c¢
o x=-btVb2—-c¢
oy = —Zbiw/(zzb)z—élc
— — 2__ — 2_
Alors x2 + 2bx + ¢ = 0 (:)(x——Zb = 4”)(x——2b+v(22b) 4C)=0
<:>T1T2:0

<Ti=0o0uT,=0.
Avec Ty T, des résolvantes partielles de I'équation x* + 2bx + ¢ = 0.

ii.  Equation du troisieme degré quelconque :

Méthode de Cardan : on cherche a résoudre x3 + px + q = 0 ; ['idée de la méthode de
Cardan consiste a chercher x sous la forme x = u + v afin d’obtenir une équation plus
simple a résoudre. En remplacant dans [’équation, on obtient

uw+v)+pu+v)+g=02ud+v3+wU+v)@Bu+p)+q=0;
On va imposer la condition 3uv +p = 0,donc 3uv+p =0 uv = —g.

Alors on obtient le systeme suivant :
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w4+ v3=—gq w4+ v3=—gq
{(W)g =-&? {u3v3 = (-
Or si on connait la somme et le produit de deux nombres ici (u3, v3) on peut trouver
ces nombres comme solutions d’équation du second degré.

Oneffet, (X —u)(X —v3) =0 © X2 —X@? +v%) = (D? =0
X +Xq-()* =0

l-a+ Ja2+aB® P -q- lg2+a)?
2

2

Doux=u+v= + alors toute équation de degré 3

et résoluble par radicaux.
Remarque :

Expliquons pourquoi nous sommes contentées de résoudre des equations du troisieme degré
dutype x3+px+q=0.

Soit I’équation (E): x> + ax? + bx + ¢ = 0, on pose le changement du variable x = (y — g)

et on remplace dans(E), on trouve [’équation y* +p'y +q' = 0.

iii.  Equation du quatrieme degré quelconque :

Méthode de Ferrari : on cherche de résoudre x* + cx? +dx+e=0;

Deux cas sont alors possibles : si d = 0, [’équation x* + cx? + e = 0 est bicarrée, en
posant x’ = x2, on retrouve une équation de degré 2.
Sid # 0, posons x’ = x2 + t, ol t paramétre a choisir judicieusement. Elevons au

carré, et injectons I’équation x* + cx? +dx+e =0
x'? = (x% +t)2
= x* + 2tx* + t?
= —cx? —dx — e + 2tx? + t?
=Q2t—c)x*—dx+ (t* —e)

Doncona (x%+t)?= (2t —c)x? —dx + (t* — e), il reste a poser une condition
sur t. L’idée de Ferrari est d’écrire le membre de droit de cette derniere équation sous la
forme d’un carré, et ainsi d’obtenir x'* = y? & (x' +y)(x' —y) = 0, 00 (x' + y)et
(x" — y) sont des équations de degré 2. Pour cela, choisissons t de maniére a ce que le
discriminant de (2t — ¢)x? — dx + (t? — e) soit nul, c'est-a-dire

d>—4Q2t—-c)(t?—-e)=0

Nous savons résoudre une telle équation d’ordre 3 (Méthode de cardan). Une fois t
déterminé, la résolution est simple, car :
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x solutionde x* + cx?+dx+e=0,d # 0 © xetsolutionde (x" +y)(x' —y) =0,

d? — 42t — ¢)(t? — e) = 0. Nous savons résoudre ce dernier systéme, composé d 'une
équation de degré 4 factorisable en deux équations de degré 2, et d 'une équation de degré 3.

Remarque :

Expliquons pourquoi nous sommes contentées de résoudre des équations du quatrieme degré
dutype x*+cx?+dx+e=0.

Soit I’équation (E): x* + bx3 + cx? + dx + e = 0, on pose le changement du variable
x=(y— E) et on remplace dans(E), on trouve ’équation y* + c'y?> +d'y +e' =0.

D’apres ce qui précede on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.2.2 Soit IK un corps et a un élément d’une extension de K, alors a s’exprime
algébriquement a partir de K si et seulement si, il existe une suite finie croissante de corps
KcK, c- ckK,, telleque:

— Lecorps K, contient « ;
— Pour tout i, le corps K, , est engendré par KK; et un radical t; d 'un élément de KK ;

On écrira alors K;,; = K;(t;).

On dit alors que KK;,, est extension par radical de K;, et que IK,, est extension de K par
radicaux successifs.

Exemple : Soit @ = +/2 — /3 est dans la saturation par radicaux de Q. Pour I’obtenir, on
peut passer d’abord de Q au corps Q, engendré par Q et /2, puis de Q; au corps Q,
engendré par Q; et une racine carrée de 2 — V2 € Q.

2.3 Indépendance algébrique:

Définition 2.3.1 Soient x4, X, ... ..., X, N éléments d’une extension L d’un corps X , on
dira qu’ils sont algébriquement indépendants sur X si le seul polynéme a n indéterminées
sur Knulen (xq, x5, ... ...., X, ) €st le polyndme nul.

Par contre, si (x1,x3, ... ..., X,) sont algébriquement dépendants sur K, alors il existe un

polynéme non nul P € K[Xy, ... ... X,] vérifiant P(x1, %, ... ....,X,) = 0 : une telle égalité
s appelle une relation de dépendance algébrique sur X entre les x;.

Exemple : les relations de dépendance algébrique entre u = /2 et v = +/3 sur Q seront
u?—-2=0,ouv®*-3=00u u®>+v?>=5.

Définition 2.3.2 On appellera équation générale de degré n sur Q /’équation

X"+ ap_1x" 1+ -4+ a;x + ag = 0, ol les a; sont algébriquement indépendants sur Q.
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D’apres tout ce qu’on a vu dans ce chapitre (équation algébrique, expression des racines,
resolution par radicaux,...), on peut dire que ce n’est pas facile et parfois impossible de
résoudre des équations algébriques par radicaux. Donc on peut au moins retenir que toutes
les équations de degré inférieur ou égal a 4 sont résolubles par radicaux.
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Chapitre 3

Racines et corps de rupture

L’objet de ce chapitre est le suivant :

Soit P un polynéme de K[X]. On veut obtenir des informations sur le corps engendré par K
et les racines de P (corps de rupture), en introduisant ensuite quelques propriétés sur les
polyndmes (irréductibilité, factorisation,...).

3.1 Cloture algébrique :

Définition 3.1.1 Un corps K est dit algébriquement clos si tout P € K[X] non constant a au
moins une racine dans K.

Proposition 3.1.1 Si K est algébriquement clos, tout P € K[X] non constant est scindé

Démonstration :
Pourd =1 (degP = d), alors P = aX + b c’est-a-dire P = a(X + Z) donc évident.

Soit P € K[X] de degré d et comme K est algébriquement clos, alors P posséde dans K au
moins une racine a;, donc P = (X — a;)Q avec Q € K[X] dedegQ =d — 1;

Et de méme Q € K[X], alors Q posséde dans K au moins une racine a,, donc
P=X—-a;)(X—a,)H avec H € K[X]etdegH =d —2;

De la méme maniere on trouve que P =a(X —a;))(X — a3) v oo ... (X — y) avec, ale
coefficient dominant et les a; sont dans K ( pas nécessairement distincts), d’ou le polynéme
P est scinde.

Corollaire 3.1.1 Si K est algéebriquement clos, tout polynéme irréductible de K[X] est de
degré 1.

Définition 3.1.2 On appelle cloture algébrique d’un corps K, toute extension L de K telle
que :

1) L estalgébrique sur K.
2) L est un corps algébriquement clos.

Exemple :

Le corps C est une cloture algébrique de R car C est une extension algébrique de R
(C = R(i)), et C est un corps algébriquement clos.
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Remarque : Un corps fini ne peut étre algebriquement clos.

En effet, soit K un corps fini K = {a;; 1 < i < g}, considérons dans K[X] le polynéme
P(X)=TI{_,(X —a;)+1,alors V1 <i < g ontrouve que P(a;) # 0.

Donc le corps K n’est pas algébriquement clos.

3.2 Corps de rupture :

Définition 3.2.1 Soit K un corps et P un polynéme sur K. On prend dans la cléture
algebrique de K le sous corps engendré par K et les racines de P, ce sous corps s appelle
corps de rupture de P sur K.

Exemple 1:
Le corps de rupture de 1 + X2 sur R est C tout entier.

Eneffet, 1 + X2 =0 < X2 = —1,alors X = X i et le corps de rupture de 1 + X2 sur R est
le corps R(i) =C.

Alors que son corps de rupture sur Q est Q(i), corps des nombres complexes a parties réelles
et imaginaires rationnelles.

Exemple 2 :

Le corps de rupture de x% + ax + b sur Q est le corps :
Q(Vaz—4b) ={A+ Bva?—4b; A,B € Q}.

Exemple 3:

Le corps de rupture d’une équation binome x™ — d = 0 sur un corps K est le corps engendré
par K, une racine n-iéme de d et toutes les racines n-ieme de [’unité c'est-a-dire le corps
engendré par une racine n-iéme de d et le corps de rupture de x™ — 1 sur K.

Remarque :

On ne change pas le corps de rupture en divisant (si ¢ est possible) ou en multipliant par des
polyndmes ayant toutes leurs racines dans le corps de départ.

Exemple 1:

Soit P(X) =1+ X? + X* € Q[X]. Le corps de rupture de P(X) sur Q est le corps engendré
par Q est les racines de P(X).

SoitHX) =X?—-1,donc X’ -1 X=1%1

Multiplions P(X) par H(X), le corps de rupture de P(X) est celui de P(X) H(X) = X° — 1.
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Exemple 2:

Soit P(X) =1+ X + X%+ X3 € Q[X]. Il s’annule pour X = —1, son corps de rupture est
celuide P/y . | =X%+1 (division Euclidienne), c’est le corps Q(i) des complexes &
coordonnés rationnelles.

Définition 3.2.1 On appelle un corps cyclotomique d’indice n, le corps de rupture de X™ — 1
sur Q avec X™ — 1=0 (une équation de la division du cercle).

3.3 Factorisations d’un polynome :

Soit L et K deux corps avec (K c L) et soit P € K[X] non nul qui possede une racine a dans
une extension L de K . Il existe Q € L[X] avec P = (X — a)Q.

En recommencant, au cas ou Q admet aussi a pour racine, on arrive a [’existence de
T € L[X] vérifiant P = (X —a)"Tet T(a) # 0.

Définition 3.3.1 On appelle m [’ordre de multiplicité de la racine a.
Remarque :

La racine est dite simple pour m = 1, multiple pour m > 2.

SidegP =nalorsdegT =m —n..

La somme des ordres de multiplicité des racines de P ne peut dépasser n.

Théoréme 3.3.1 Soit L et K deux corps avec (K < L) et soit P € K[X] non nul qui possede
des racines a; avec 1 <i <r dans une extension L de K. Alors la somme des ordres de

multiplicité des racines de P égale a n si et seulement si [ ’extension L. de K contient le corps
de rupture de P sur K. On dit que P est totalement factorisable dans L.

Dans L[X], on écrit alors la factorisation totale P = a(X — a;)™* ... ... X —a,)™.
Démonstration :

D’apres le théoréme 2.2.2 (chapitre 2) les racines «; du polynéme P s’expriment
algébriquement en fonction des coefficients si et seulement si elles sont contenues dans une
extension par radicaux successifs du corps engendré par les coefficients de P.

Equivaut de dire que le corps de rupture du polyndme P est contenu dans la saturation par
radicaux du corps engendré par les coefficients de P, c¢’est équivalent de dire qu’il existe une
extension par radicaux successifs du corps engendré par les coefficients, dans laquelle le
polyndme est totalement factorisable.

Exemple : Soit P(X) = X3 —3X2+3X —1 € Q[X]. 1 est une racine de P mais la famille
de ses racines s ‘écrive (1,1,1), Do P(X) = (X — 1)3.
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3.4 Existence de racines multiples :

Définition 3.4.1 Soit P =ay+ a; X + -+ a,X™ € K[X] un polynbme. On définit le
polyndme dérivé de P par : P’ = Y% _, ka, X*1.

Définition 3.4.2 Soit P = ag + a; X + -+ + a,X™ € K[X] un polyndbme avec degP = n. On
dit que le polynome est séparable s’il posséde n racines distinctes dans une extension de K.

Définition 3.4.3 Soit P = ay + a; X + -+ + a,X™ € K[X] un polynéme avec degP = n. On
dit que le polynome est inséparable s’il possede des racines multiples dans une extension de
K.

Définition 3.4.4 Soit P = ay + a1 X + -+ + a,X™ € K[X] un polynéme non constant. Alors P
et irréductible si et seulement si les seuls diviseurs sont les polynémes constants et les
polyndmes proportionnels au polynéme P.

3.4.1 Racines simples :

Théoréeme 3.4.1.1 SoitP = ay + a1 X + -+ a,X™ € K[X] un polyndme.
Le polynéme P n’a que des racines simples si et seulement si P et P' sont premiers entre eux.
Démonstration :

Les racines multiples de P sont exactement les racines communes de P et de P’, ce sont donc
les racines du P.G.C.D de polynéme P etP’, or ce P.G.C.D n’aura pas de racine si, et
seulement si, il est constant. D ou I’équivalence -

Le polynéme P n’a que des racines simples < P et P'sont premiers entre eux.
Exemple :

Soit P(X) = X" — 1, alors le polynéme dérivé de P est P’ = nX™ ! Donc par division
Euclidien X" -1 = (an_l)(;—() —1; le reste R=—1 est constant, d’ou le polynome
P(X) = X™ — 1 n’aura alors que des racines simples, et il y aura bien n racines n-ieme de

['unite.

3.4.2 Critere d’Eisenstein:

Soit P(X) = ag + a1 X + - + a,X™ € Z[X] et p un nombre premier. On suppose que :

i.  pnedivise pas a,.
. p divise ag, @y, ceo venvr, Apy—q.
iii.  p2ne divise pas a,.

Alors le polynéme de P(X) est irréductible dans Z[X], donc dans Q[X].
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Démonstration :
Supposons par I’absurde qu’il existe deux éléments non constants
Q=by+b X+ .... +bgX9et R=co+ X+ ... + ¢, X" de Z[X] tels que

P = QR, Puisqu’on a ay = bycy et que p est premier, donc p divise ['un des deux éléments
b, et cy.

Supposons par exemple que p divise by.Puisque p? ne divise pas a,, p ne divise pas c,.

Ainsi, p est premier avec c, or, pour tout entier s € [1,q] ag = byocs + bics_1 + ...+ bsCy,
puisque p divise b, et que p est premier avec c,, par récurrence sur s on montre que p
divise by.

Finalement, p divise b,, donc p divise a,, = b,c, ce qui contredit I’hypothése i
Exemple :

Le polyndme est X3 + 7X2 + 14X + 21 est irréductible sur Q[X], il suffit d’appliquer le
critére d’Eisenstein avec le nombre premier p = 7.

Théoréme 3.4.2.1 Soit un corps K contenant Q et soit P € K[X].

Si P est un polyndme irréductible alors P n’a que des racines simples.
Démonstration :

Soit P un polyndme irréductible non nul et P’ le polyndéme dérive de P.
Si P' # 0 avec degP’ < degP :

Les degrés de tous les diviseurs de P’ sont strictement inférieurs a celui de P, donc aucun de
ceux-ci ne peut diviser P.

D’ou P et P’ sont premiers entre eux, alors P n’a que des racines simples.
SiP"=0:

Comme le corps K contient @, la nullité de P’ exige que P soit constant, et comme P est non
nul, d’ou il n’a pas de racines multiples.

Tous les résultats nécessaires pour notre discussion ont bien été établis, nous pouvons
maintenant exposer des résultats importants sur les fonctions symétriques et les relations
coefficients-racines.
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Chapitre 4

Les fonctions symétriques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux liens unissant les coefficients d’'un polynéme a
ses racines.

Pour arriver a ce but, nous présenterons les polynémes symétriques ainsi que les polynémes
symétriques élémentaires.

Nous introduirons ensuite la notion de résultant entre deux polynémes qui nous permettra de
définir le discriminant d’un polynéme. Pour finir, nous distinguerons le type de racines d’'un
polyndéme en fonction de son discriminant.

4.1 Polynbmes symétrigues élémentaires :

Définition 4.1.1 Soit K un corps. Un polyndme en X;, X5, ... ... , X,, avec coefficients dans K est

une somme P(X) =X, Qi . XX e X' on dit que P(X) est un polyndme

wnip)ENT

an indéterminées (ou a plusieurs variables), avec les a;, . € K et tous sauf un nombre
n

........

finidesa;, ,, €gaux a 0.

Les X' X% o oo oo, X, sont des mondmes et les a;, . X" X% ... X" sont des termes.
-------- n

Remarque :

Un polyndme a plusieurs variables est une somme d’'un nombre fini de termes et une
combinaison linéaire d 'un nombre fini de monomes.

Définition 4.1.2 Soit K un corps et P(X) un polyndbme a n indéterminées et a coefficients
dansK. Le degré d'un mondéme ou d'un terme a; Xileiz ......... X,iln est la somme
iy + iy + -+ i

Définition 4.1.3 Soit K un corps et P(X) un polyndme & n indéterminées et a coefficients
dans K. Alors le degré d’un polynéme P(X) non nul est le degrée maximal de ses termes.

Définition 4.1.4 Soit K un corps et P(X) un polynéme a plusieurs variables et a coefficients
dansK. On dit qu’un polynéme non nul P(X) est homogene de degré d si tous ses termes
sont de degré d.

Exemple :

Le polyndme P(X) = X, X3 + X2X2 + X5 est homogéne de degré 4.
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Définition 4.1.5 Un polynbme P(X) en n indéterminées est symétrique si pour toute
permutationp € S,, ona:

Exemple :

Les polynomes P(X,Y,Z) =X+Y+Z et T(X,Y,Z) =X3Y +Y3Z +Z3X +Y3X +Z3Y +
X3Z sont symétriques.

Définition 4.1.6 Soit K un corps. On appelle une fraction rationnelle a n indéterminées toute
fraction rationnelle P, Q € K[Xq, X5, ... ... ,Xn]

P _ P(X1,X2,.Xn) .
5 (Xp1) Xp(2pr woe woer X)) = 20 g5 Pour toute permutation p € S, avec @ # 0.

Définition 4.1.7 Etant donné n indéterminées sur un corps K, on appelle polynémes
symétriques élémentaires les n polynémes suivants :

— Somme des indéterminées ; ».iL, X;

— Somme des produits deux a deux des indéterminées ; ¥;<;<j<n XiX;

— Somme des produits ; Y 1<i<jc...<men XiXj wn oo X
— Produit des indéterminées ;

On notera o4, 05, ... ... , 0, Ces n polyndmes.

Exemple :

Les polynémes symétriques élémentaires en trois variables sont :

o1 =X, +X,+X5,0, =X X, + X, X3 + X,X5 et 03 = X, X,X5 .

Définition 4.1.8 Les valeurs de n polyndmes symétriques élémentaires sur une famille de n
¢lements s appellent les fonctions symétriques élémentaires de ces éléments.

Exemple :
Les fonctions symétriques élémentaires en 1,2,3 sont :

0 =14+24+3=6,0,=1%X2+1X3+2X3=11¢eto3=1X2X3=6.

Théoréme 4.1.1 Les fonctions symétriques élémentaires des racines d’un polynéme
appartiennent au corps engendré par les coefficients.

Démonstration :

Partons d’un polynome P(X) = a,X™ + - + a1 X + a, , les coefficients a; € K.
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On suppose a,, non nul, et on note (xq, x5, ... ... ,X,) la famille des racines (on répéte les
racines suivant leur ordre de multiplicité).

Le corps de rupture est alors engendré par K et les x;, dans ce corps, on écrit
a X"+ -+ X +ay=a,(X —x)X —x3) ..o (X — xp).
En développant le second membre, on trouve les n égalités suivantes, dites

« Relations entre coefficients et racines » :

—Ap—1
x1 + xz + ...... + xn =
an
_ An-2
xl-xj = p
— n
1<i<jsn
k
_ (=D an_
xixj ...... X = a
1gi<j<--<ksn n
n 20
X1X9 er een e X, = (—1)"—
n

Donc les fonctions symétriques élémentaires des racines d’un polynéme appartiennent au
corps engendré par les coefficients car les éléments % dnzz . ,(—1)"3—0 appartiennent
n

)
n an

au corps engendré par les coefficients de P(X).

Corollaire 4.1.1 La résolution d’une équation algébrique se raméne a celle d’un systeme
d’équations (n équations )a n inconnues.

Exemple :

x1+x2=—a

Les racines x; et x, de X2 + aX + b sont caractérisées par : { xix = b
142 —

X1 +x,+x3=0
Les racines x;, x, et x3 de X3 + pX + g sont caractérisées par :{x;x, + x1X3 + X, X3 = p
X1X2X3 = —q
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Théoreme 4.1.2 Tout polynéme symétrique s ’écrit d’'une fagon unique comme une expression
polynomiale en les polyndmes symétriques élémentaires.

Démonstration :

Un polynéme est une combinaison linéaire d’'un nombre fini de monomes, donc un tel

polynéme s’obtient en partant d'un mondme  X;*X5? ... ... X,™et en lui ajoutant les
mondmes différents obtenus en remplacant la suite des indices des indéterminées par toutes
les autres suites.

On [’écrira symboliquement ¥, X X;7 ... ... ... Xx,m
Ainsi les polyndmes symétriques élémentaires sont o; = Y7 X;, o ... ,On = X1X5 o .. Xn

D’autres « simples » sont ceux obtenus en partant d’'un mondéme ne comptant qu'une
indéterminée. On posera S; = };1in la somme des puissances i-ieme des indéterminées.

On va montrer que tous les S; sont des polynémes en les polynémes symétriques élémentaires.

Soit le polyndme P(Y) = Y"* — o, Y 1 + 0, Y2 + ... + (—D", et X;, Xy, ..., X, les
racines de ce polynéme. Donc P(Y) = (Y — X )Y — X5) ... ... Y —-X,).
Dérivons par rapport a Y, on trouve P'(Y) = L? + -4 %
1 —4an
Dop PO 1 L _
P(Y) Y-X; Y—Xn

La division Euclidienne suivant les puissances croissantes donne, pour tout entier q

L _1. X% +Xf‘1+xf 1
Y-X, Y Y2 Yao “vay-—X,

On multiplie par Y et on fait la somme pour tous

YPW) S S Z
Pr)  "TY Tyzl qu qu Y —

1 . N
Posons le X =, pour arriver a

q

n

>

i1 — XX,
=1

=n+S5X+SX* + -+ 5,1 X7 4 X1

On a aussi

YP'(Y) nY"—(m— DoV '+ (—-2)0Y" 2+ .+ (D" opy
P(Y) Y — oY1+ o, Y2 + L+ (—1)"0,

A=
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La transformation X = %conduit au quotient

(1
P (7) _n- (n—1o X+ (n—2)oX* + ... + (-1)" g, X!

XP (%) 1—-0.X+06,X%+ -+ (D), X"

Par division Euclidienne suivant les puissances croissantes, on trouve que :

D’ou l’on tire - S =0y

Alors pour tout entier i, la somme des puissances i-ieme des indéterminées est un polyndéme
en les polyndmes symétriques élémentaires.

De plus les g;,05, ... ... ... , 0, algébriquement indépendants sur le corps K, d’ou ['unicité
d’une telle représentation.

Donc tout polyn6me symétrique est un polynéme en les polyndmes symétriques élémentaires.

4.2 Reésultant de deux polyndmes:

Soit K un corps algébriquement clos et K un corps contenu dans K .
Soit P et Q deux polyndmes de K[X] de degrés m et n respectivement.
Onpose P(X) = alli<ism(X — x;) €t Q(X) = b [l1<isn(X — ¥1)

Définition 4.2.1 On appelle résultant des deux polyndmes non nuls P et Q le produit

Rés(P,Q) = a™p™ | | (xi — yj)
1<ism
1<jsn
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Remarque :

— SiP=00uQ =0, onpose Rés(P,Q) = 0.
—  On peut ajouter a l’'un des polynomes un multiple scalaire de [’autre
sans changer le résultant (toujours a des multiples non nuls).

Proposition 4.2.1

Soit P et Q deux polyndémes définis comme ci-dessus. Alors :

Le résultant de P et Q est un élément de K.

Le résultant de P et Q est nul si et seulement si P et Q ont une racine commune dans
le corps K.

Le résultant de P et Q est nul si et seulement si P et Q ont un PGCD non constant.

Démonstration :

D ’une part P(X) € K[X] etsesracines xi, Xz, .. e ... , X, dans le corps K.
D autre part, considérons a™b™ [[1<ism(x; —¥;) = a™ [11<iem @(x;), polyndme

1<j<n
symétrique dans K[Xq, ... ... Xn], on a™[li<i<m Q(x;) € K, car on a pour tout
polynéme symétrique S € K[X1, ... ... ,Xnl, le nombre S(xy, ... ... , X, ) appartient a K.

D’ou
Rés(P, Q) = a™h™ 1_[ (i—y) € K
1<ism
1<jsn
Si P et Q sont non nuls et si Rés(P,Q) = 0,donc par définition il existe i et j tels
que x; = y; s implique que P et Q ont une racine commune dans le corps K.
Il est clair que la réciproque est vraie.

Comme P et Q sont a coefficients dansK, nous pouvons calculer leur PGCD
dans K[X], le PGCD s’obtient avec [’algorithme de division d’Euclide, en particulier,
pour P = QH + R et R sont unique, alors le PGCD de P et Q sont dans le corps K.

Si P et Q ont une racine commune dans K que nous noterons x;, alors x — x; divise
P,Q etdonc le PGCD de P et Q, il ensuit que le PGCD de P et Q n’est pas constant.
Réciproquement, si le PGCD de P et Q n’est pas constant, toutes racine de PGCD de
Pet Q dans K est une racine commune de P et Q, ce qui permet de conclure que
Rés(P,Q) = 0.
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4.3 Déterminant de Sylvester :

Soit P(X) =ap+a, X+ ...... +a, X" et QX)=by+b, X+ ... + b,X? deux equations
algébriques, K un corps algébriquement clos et K un corps contenu dans K.

Un moyen « systematique » de calculer le résultant de P et Q utilise la méthode
dite « déterminant de Sylvester ».

Définition 4.3.1 La matrice de Sylvester de P et Q est une matrice carrée de taillen + p

Ay a4 Ay eevnly O a0
0 ay aeveeeeeenlpq ap 0eeee v et 10
bO b1 by.wiviiiby O 0
\ 0 by byeewiibyy By 00

Remarque :

Le résultant de P et Q est le déterminant de la matrice de Sylvester de P et Q.

4.4 Discriminant d’un polynome :

Soit K un corps algébriquement clos et K un corps contenu dans X .

Définition 4.4.1 Soit P un polyndme non nul de K[X] de degré n et de coefficient
dominant a. Le discriminant A(P) est défini comme suit :

(- 1) Res(P P

A(P) = .

Proposition 4.4.1 Le discriminant A(P) d’un polynéme non constant P est un élément de K,
nul si et seulement si P a une racine multiple dans K.

Démonstration :

C’est une conséquence de la proposition 4.2.1

Apres avoir introduit les notions de résultant et discriminant, nous pouvons maintenant
expliquer la relation entre le discriminant et le type de racines d’un polynome de degré deux
ou trois.

Proposition 4.4.2 Le discriminant de polynéme p(X) = aX? + bX + ¢ est:

A(aX? + bX + ¢) = b? — 4ac.
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Démonstration :

2

~ Meéthode 1: A(aX? +bX + ) = T2 Rés(aX? + bX + ¢, 2aX + b)
= —4a?(x,x,) — 2ab(x; + x,) — b?
Avec x, et x, deux racines deP(X) et avec x;x, = 2 et x; +x, = %b

A(aX? + bX + ¢) = b? — 4ac

2

— Méthode 2 : A(aX? + bX + ¢) = S22 Rés(aX? + bX + ¢, 2aX + b)

a

c b a
Avec Rés(aX?+ bX +c,2aX +b) = det (b 2a 0 )
0 b 2a

= 4a%c — b%a

2

Donc A(aX?+ bX +¢) = %(46126 — b?%a)
= b? — 4ac
Proposition 4.4.3 Le discriminant de polyndme p(X) = X3+ pX + q est:
AX3+pX+q ) =—4p3—274¢%
Démonstration :

(—1)3 Rés(X3 +pX +q,3X% +p)
1

AXP+pX+q )=

g p 0 1 0
/0 q pr O 1\
Avec Rés(X® +pX +q,3X*+p)=det|lp o 3 0 0
0O p 0 3 0
0 0 p 0 3
= 4p3 + 27q>

Donc A(x3 + px + q) = —4p3 — 274¢°.
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Remarque :
a) Polynémes du second degré

Supposons a, b, c réels. Notons x; et x, les racines de aX? + bX + c dans le corps C.
D’aprés la formule ci-dessus et en utilisant le lien entre les coefficients et les racines d’un
polyndme, nous avons : A(aX? + bX + ¢) = b? — 4ac = a*(x; — x3)*.

Si les racines sont réelles distinctes, alors b? — 4ac > 0.

Si x, et x, ne sont pas reéelles, elles sont conjuguées dans C et x; — x, est un imaginaire pur,
donc b? —4ac < 0.

b) Polyndmes du troisiéme degré

Supposons p, q réels et notons x,, x,, x5 les racines de X3 + pX + g dans le corps C.

Nous avons : A(X3 + pX + q) = —4p3 — 27q%= (x; — x3)? (x; — x3)%(x, — x3)2%.

Si les trois racines sont réelles distinctes, alors —4p3 — 27¢? > 0.

Si deux racines, par exemple x; et x,, ne sont pas réelles, elles sont conjuguées dans C et
(x; — x5) est alors un imaginaire pur, donc (x; — x,)? <0; (x; —x3)? et (x; — x3)? sont
conjugués et leur produit est strictement positif, donc—4p3 — 27¢? < 0.
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Conclusion

Vers la théorie de Galois

D’aprés ce qu’on a vu dans ce rapport, tous les résultats nécessaires pour
commencer [’étude de la théorie de Galois ont bien été établis, nous pouvons
donc donner une vision possible des idées d’Evariste Galois

On se donne un certain nombre de régles « les principes de construction a la
regle et au compas » et on dit qu'un élément est constructible si on peut
[’obtenir a partir d 'un ensemble de points en suivant ces régles.

Le probleme qui se pose est : comment savoir si un nombre est constructible a
la régle et au compas ?

La premiére étape consiste a traduire la notion de constructibilité par des
équations algebriques : partant d’un corpsK, on se donne une équation
algébrique a coefficient dans K, qui n’a pas toutes ses racines dans K ( par
exemple, « X™ —d = 0 »), on ajoute & K toutes les combinaisons algébriques
possibles d’'une racine a; ¢ K de cette équation, on obtient un corps K; avec
(K c K;) avec K; = K(ay).

En répétant [’operation un nombre fini (n fois), on obtient une suite croissante
de corps K cK(ay) € ... .. c K,,_1(ay,) = K, etn e N*,

Exemple de groupe de Galois :
Soit P(X) = X2 + 1.

Les deux racines de P(X) sont i et -i et on a C est une extension de R
(Rc C)dedegré 2 avec C=R() ={x+iy; (x,y) € Rx R}

On peut associer a cette extension deux R-automorphisme de C o, g, tel que
Vx€ER g(x) =xet 0,(x) = x.

Tout ¢ (R-automorphisme de C) est déterminé par la donnée de o (i) car sion
applique ¢ a tout élement dans C,on a o(x +iy) = x + o(i)y par propriétés
de [’homomorphisme, et le fait que ¢ R-homomorphisme laisse invariant les
éléments de R.
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or, i2=-1= (0() = 06@?) = a(-1) = —1.
Donco(i) =i ou o(i) = —i.
Alors o, (x +iy) =x+iy eto,(x +iy) = x — iy.

Donc g; = ((1) (1)) eto, = ((1) _01)

{idc, 0,} S appelle le Groupe de Galois de ’extension C de R
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