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Pour l’obtention du diplôme de
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Equipe de recherche : Algèbre Commutative et Aspect Homologique

Présenté par
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SUR L’AMALGAMÉ D’UN ANNEAU LE

LONG D’UN IDÉAL
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Najib MAHDOU Faculté des Sciences et Techniques Fès Encadrant
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Aziza RAHMOUNI HASSANI Faculté des Sciences et Techniques Fès Examinateur



RESUMÉ

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter et traiter des

extensions d’anneaux appelées les amalgamées introduites par Marco

D’Anna et Marco Fontana en 2007. Il s’agit d’étudier le transfert de

certaines propriétés des anneaux classiques ainsi que quelques pro-

priétés homologiques à la structure des amalgamées. Et enfin, nous

terminons ce travail par quelques axes de recherches que nous souhai-

tons aborder et résoudre par la suite.

Mots clés :

Amalgamation, extension triviale, Hermite, duplication algèbrique, anneau de Bézout,

anneau arithmétique, anneau de valuation, anneau diviseur élémentaire, les propriétés de

”clean” et de ”SFT”.
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Introduction :

Le présent travail a pour but de présenter la nouvelle construction d’extension

d’anneaux introduite par Marco d’Anna et Marco Fontana en 2007 appelée la du-

plication amalgamée d’un anneau le long d’un idéal ainsi qu’une généralisation de

cette construction appelée amalgamation d’anneaux introduite par Marco d’Anna,

Carmelo Antonio Finocchiaro, et Marco Fontana en 2009.

Ainsi, ce mémoire est divisé en cinq chapitres et une conclusion :

Le premier chapitre :

Dans ce chapitre, on rappelle certaines définitions et propriétés concernant les

modules, les anneaux classiques et réduits. Nous introduisons aussi les amal-

gamées. Les résultats sont exposés sans démonstration mais avec des références

précises.

Le deuxième chapitre :

Le second chapitre est consacré à l’article de N.Mahdou et M. Kabbour “Amal-

gamation of rings defined by arithmetical proprety”, dans lequel ils

étudient le transfert de quelques propriétés des anneaux de valuations et

arithmétiques aux amalgamées.
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Le troisième chapitre :

Au troisième chapitre, nous abordons un article de N.Mahdou et M. Kabbour

“Amalgamation of rings defined by Bezout like conditions” dans le-

quel ils étudient quelques propriétés homologiques des amalgamées.

Le quatrième chapitre :

Il s’agit d’un article de D.D.Anderson, M.Chhiti, N.Mahdou et M.Tamekkante

“Clean-like conditions in an amalgamated algebras along an ideal”,

dans lequel ils caractérisent quand les amalgamées sont des anneaux (unique-

ment) “clean” et quand elles sont des anneaux locaux.

Le cinquième chapitre :

Situé dans l’article de K.Ouartiti, N.Mahdou et A.Mimouni intitulé “Some

homological propreties of amalgamation of rings”. Le but est de traiter

le transfert des propriétés R.V.N et ”SFT”, dans les amalgamées.

Perspectives :

Ainsi, pour terminer ce mémoire, nous allons présenter quelques perspectives de ce

sujet, que nous désirons aborder prochainement.
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Préliminaire



Chapitre 1

Préliminaire

Durant tout ce mémoire nous désignons par R et S deux anneaux commutatifs

unitaires. Pour alléger l’écriture, tous les modules considérés sont des R-modules,

sauf mention du contraire. Notamment, les lettres A,B,C,D, ... représentent, si on

n’a pas précisé leurs natures, des R-modules.

1.1 Rappels de quelques résultats de modules libres,

projectifs, et plats.

Tout d’abord, nous rappelons quelques définitions et théorèmes fondamentaux

de modules libres, projectifs et plats.

1.1.1 Module Libre

Définition 1.1.1

Un R-module E est dit libre s’il est somme directe de copies de R. Si Rai ∼= R et

E = ⊕i∈IRai où I est un ensemble d’indexation, l’ensemble {ai/i ∈ I} est appelé

alors une base de E.

Un module libre est dit de rang n s’il admet une base de cardinal n.
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Théorème 1.1.2 ([37], Corollary 3.7)

Soient R un anneau et E un R−module libre de rang n. Si {a1, . . . , an} engendre E,

alors c’est une base de E.

On rappelle qu’une suite de R-modules :

. . .→Mn+1
un+1→ Mn

un→Mn−1 → . . .

est dite exacte si Im(un+1) = Ker(un) pour tout entier naturel relatif n.

1.1.2 Module Projectif

Définition 1.1.3

Un R-module P est dit projectif si pour tout homomorphisme surjectif B
g→ C → 0

et pour tout homomorphisme P
f→ C, où B et C sont des R-modules, il existe un

homomorphisme P
h→ B tel que goh = f .

P

h
��

f

��@
@@

@@
@@

B
g // C // 0

On a la caractérisation suivante des modules projectifs :

Théorème 1.1.4 ([19], Theorems 3.11, 3.14)

Soient R un anneau et P un R−module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) P est projectif ;

2) Le foncteur Hom(P, .) est exact (c’est à dire que pour toute suite exacte A →

B → C → 0, la suite Hom(P,A)→ Hom(P,B)→ Hom(P,C)→ 0 reste exacte) ;

3) P est facteur direct d’un module libre ;
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4) Toute suite exacte courte 0 → A → B → P → 0 est scindée (c’est à dire que

B ∼= A⊕ P ).

Théorème 1.1.5 (“Lemme de Schanuel” ; [37], Theorem 3.62)

Soient 0 → K → P → M → 0 et 0 → K ′ → P ′ → M → 0 deux suites exactes

courtes telles que P et P ′ sont projectifs. Alors, K⊕P′ ∼= K′ ⊕P.

Proposition 1.1.6 ([37], p. 90)

Dans un anneau intègre, tout idéal projectif est de type fini.

1.1.3 Module Plat

Définition 1.1.7

Un R-module E est dit plat si le foncteur E⊗R est exact ; c’est à dire, pour toute

suite exacte de R-modules 0 → M
u→ N , la suite 0 → E ⊗R M

IdE⊗Ru→ E ⊗R N est

exacte.

Exemples 1.1.8

Q est un Z-module plat.

D’une manière générale, le corps des fractions d’un anneau intègre R est un R-

module plat [37, Corollary 3.48].

Notamment on a :

Théorème 1.1.9 ([37] Corollary 3.46)

Tout module projectif est plat.
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Théorème 1.1.10

Soit 0→ A→ B → C → 0 une suite exacte courte telle que C est plat, A est plat

si et seulement si que B est plat.

Théorème 1.1.11 ([37], Theorem 3.53)

Soient R un anneau et E un R−module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) E est plat ;

2) La suite 0→ E ⊗R I → E ⊗R R est exacte pour tout idéal I de type fini de R.

Définition 1.1.12

Un R-module E est dit n-présenté, où n est un entier naturel, s’il existe une suite

exacte de la forme :

Fn → Fn−1 → . . .→ F0 → E → 0

où les Fi sont des modules libres de type fini pour tout i = 1, . . . , n.

Pour n = 0, cela veut dire que E est de type fini. Pour n = 1, on dit que E est de

présentation finie.

Signalons la caractérisation importante suivante de modules plats :

Théorème 1.1.13 ([37], Corollary 3.58)

Un module est plat de présentation finie si et seulement si il est projectif de type

fini.

Nous allons, maintenant, schématiser quelques résultats qui traitent

la liaison entre un module libre, projectif et plat, extraits du livre

de Rotman [37].
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1.1.14 Schéma RELATIONS ENTRE MODULE lIBRE, PROJECTIF ET PLAT

M libre M projectif M plat- -

R local

?

M de p.f

?

M de t.f et R intègre

?

M de t.f et R local

6

Clé : r Les flèches continues sont des implications.r Les flèches coupées par des rectangles pointillés sont des implications
sous les conditions placées dans ces rectangles.r p.f désigne présentation finie, et t.f désigne type fini.
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1.2 Quelques anneaux classiques

Définition 1.2.1

Soit un anneau R. On dit que R est local s’il admet un seul idéal maximal M et on

le note par (R,M).

Définition et Théorème 1.2.2 ([37], Théorème 4.23)

Un anneau R est dit héréditaire s’il vérifie l’une des assertions équivalentes sui-

vantes :

1. Tout idéal de R est projectif ;

2. Tout sous module d’un module projectif est projectif ;

3. Tout module quotient d’un module injectif est injectif.

◦ Un anneau héréditaire intègre sera appelé un domaine de Dedekind.

Définition et Théorème 1.2.3 ([37])

Un anneau R est dit semi-héréditaire s’il vérifie l’une des assertions équivalentes

suivantes :

1. Tout idéal de type fini de R est projectif ;

2. Tout sous module de type fini d’un module projectif est projectif.

◦ Un anneau semi-héréditaire intègre sera appelé un domaine de Prüfer.

Définition et Théorème 1.2.4 ([37], Théorème 4.16)

Un anneau R est dit régulier au sens de Von Neumann (en abrégé, RVN) s’il

vérifie l’une des assertions équivalentes suivantes :

1. Tout idéal de type fini de R est principal engendré par un élément idempotent ;

2. Tout R-module est plat ;

3. Tout sous module de type fini d’un R-module F est un facteur direct de F .
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Corollaire 1.2.5

Tout anneau régulier au sens de Von Neumann intègre est un corps.

Définition 1.2.6 ((55), Lemma 2.2)

Un anneau R est dit un (CH)-anneau s’il vérifie l’une des assertions équivalentes

suivantes :

1. Tout idéal propre de type fini admet un annulateur non nul ;

2. Tout sous R-module projectif de type fini d’un R-module projectif est facteur

direct.

Définition 1.2.7

Un anneau est Noethérien si tout idéal est de type fini.

Définition 1.2.8

1. Un anneau R est cohérent si tout idéal de type fini est de présentation finie.

En particulier les anneaux Noethériens sont des anneaux cohérents.

2. Soit R un anneau , R est dit semi-simple si tout R-module est projectif.

Théorème 1.2.9

Tout anneau Noéthérien qui est régulier au sens de Von Neumann est semi-simple.

Quelques relations entre ces anneaux sont directement déduites à partir

de leurs définitions ou leurs propres propriétés, d’autres ont besoin

de certaines notions supplémentaires.

Nous allons exposer ces relations sous forme d’un schéma :
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1.2.10 Schéma

Relations entre quelques anneaux classiques

Cohérent

Semi-héréditaire

Prüfer

Héréditaire

RVN

Dedekind Semi-simple

Corps

6

�
�

�
�
�

��+

�
�
�
���

?

6

J
J
J
J
J
J
J
J
J]

J
J
J
J
J
J
J
J
J
Ĵ

B
B
B
B
B
B
B
B
B
BM

�
�
�
�
�
�
�
 �
�
�
�
�
�
�� B

B
B
B
B
B
BNB

B
B
B
B
B
BM









�







�

@
@

@
@

@
@I �

�
�

�
�
�	�
�
�
�
�
�� �

�
�

�
�
�

�
�
��+

intègre

Noethérien

Noethérien

(CH)-anneau

(CH)-anneau

et
Noethérien

intègre

intègre
ou

local

intègre
ou

local

Clé : r Les flèches de sens vers le haut sont des implications directes.r Les flèches de sens vers le bas sont des implications inverses sous
les conditions placées au milieu de ces flèches.
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1.3 Anneau réduit

Définition 1.3.1

Un anneau R est dit réduit si R n’admet pas d’éléments nilpotents autre que zéro,

c’est à dire que si xn = 0 pour un certain entier naturel non nul n et x ∈ R, alors

x = 0.

La propriété “réduit”est stable par localisation :

Théorème 1.3.2

Soient R un anneau réduit et S une partie multiplicative de R. Alors S−1R est réduit.

Corollaire 1.3.3

Soient R un anneau réduit et Q(R) son anneau total des fractions. Alors, R est

réduit si et seulement si Q(R) est réduit.

La propriété “réduit” est une propriété locale :

Théorème 1.3.4

Soit R un anneau. Alors R est réduit si et seulement si RP est réduit pour tout idéal

premier P de R.

Comme les domaines sont naturellement réduits et les localisés des anneaux réguliers

au sens de Von Neumann sont des corps, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.5

Soit R un anneau. Alors :

1) Si R est localement domaine, alors R est réduit.

2) Si R est régulier au sens de Von Neumann, alors R est réduit.
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1.4 Extension triviale

Définition 1.4.1

Soient A un anneau, E un A-module et R := A ∝ E l’ensemble des couples (a, e)

muni de l’addition composante par composante et de la multiplication définie par :

(a, e)(b, f) = (ab, af + be). R est dit l’anneau extension triviale, ou simplement

extension triviale, de A par E.

Théorème 1.4.2 (29, Theorem 25.1)

Soient A un anneau, E un R-module et R := A ∝ E l’extension triviale de A par E.

Alors :

a) Un idéal premier (respectivement, maximal) de R est sous la forme P ∝ E (res-

pectivement, M ∝ E), où P (respectivement M) est un idéal premier (respectivement

maximal) de A.

b) Un élément (a, e) ∈ R est inversible dans R si et seulement si a est inversible

dans A.

Notons qu’avec un contre exemple, S. Kabbaj et N. Mahdou ont montré que [29,

Theorem 25.1.(1)] n’est pas toujours vraie ; autrement dit, qu’un idéal quelconque

de R n’est pas forcément de la forme I ∝ E où I est un idéal de A ; à savoir que

pour tout idéal I de A, I ∝ E est un idéal de R (voir [31, Example 2.5]).

Un travail considérable de cette notion se trouve dans le livre de S.Glaz [23] et le

livre de Huckaba (où R est appelé idéalisation de E par A) [23].
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1.5 La duplication amalgamée d’un anneau le long

d’un idéal

C’est une extension d’anneau, qui a été introduite par Marco D’Anna et Marco

Fontana en 2007.

Définition 1.5.1

soient R un anneau et E un sous-module de l’anneau total des fractions noté Q(R)

tel que E.E ⊂ E. on appelle La duplication amalgamée d’un anneau R le

long d’un sous-R-module E , noté R ./ E , le sous anneau de R ×Q(R) défini

par :

R ./ E := {(r, r + e)/r ∈ R et e ∈ E}.

Remarque :

1. Lorsque E2 = 0 , la duplication amalgamée R ./ E coincide avec l’extension

triviale définie précédement R ∝ E.

2. Une des différences principales entre l’extension triviale R ∝ E et la duplica-

tion amalgamée R ./ E est que R ∝ E n’est jamais réduit tandis que R ./ E

peut être un anneau réduit et il est toujours réduit lorsque R est un domaine.

3. Si E = I avec I idéal de R, l’anneau R ./ I est un sous-anneau de R × R,

appelé la duplication amalgamée d’un anneau R le long d’un idéal I.

Corollaire 1.5.2 ([16], corollary 2.9)

Soient R un anneau et E un R-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. R et R+E sont Noethériens ;

2. R×R + E est Noethérien ;

3. R ./ E est Noethérien.

15



1.6 L’amalgamation d’anneaux

Définition 1.6.1

Soient A et B deux anneaux , J un idéal de B et soit f : A→ B un homomorphisme

d’anneaux. On appelle L’amalgamation de A et B suivant J et respectant

f , le sous-anneau de A×B :

A ./f J := {(a, f(a) + j) | a ∈ A, j ∈ J}.

Cette nouvelle construction est une généralisation de la duplication amalgamée

d’un anneau le long d’un idéal et a eu ses origines par M. D’anna, C. Finacchiaro et

M. Fontana en 2009. En effet, il suffit de prendre B = A, f=IdA, et J = I.

Exemple 1.6.2

Soient A ⊂ B deux anneaux et X := {X1, X2, ...Xn} des indéterminées sur B.

On a A+XB[X] := {h ∈ B[X]/h(0) ∈ A} est un sous anneau de B.

Soient J = XB[X] un idéal de B[X], et σ : A ↪→ B[X] l’injection canonique. Alors

on a :

A ./σ J ∼= A+XB[X].

Remarque :

Γ(f) := {(a, f(a)) | a ∈ A} est un sous-anneau de A ./f J .

Proposition 1.6.3 ([12], proposition 5.1)

Soient PA : A ./f J −→ A et PB : A ./f J −→ B les projections naturelles

de A ./f J (⊂ A × B) respectivement dans A et dans B . PA(A ./f J) = A et

PB(A ./f J) = f(A) + J(car PA et PB sont surjectives).

Etant donné que :

ker(PA) = {0} × J et ker(PB) = f−1{J} × 0 nous avons alors les isomorphismes

suivants :

A./fJ
{0}×J

∼= A et A./fJ
f−1{J}×{0}

∼= f(A) + J .
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Maintenant, nous allons caractériser les idéaux premiers et maximaux de A ./f J .

Proposition 1.6.4 ([13], proposition 2.6)

on note par :

Max(A) :={L’ensemble des idéaux maximaux de A},

Spec(A) :={L’ensemble des idéaux premiers de A},

Spec(B) :={L’ensemble des idéaux premiers de B} et

Spec(A ./f J) :={L’ensemble des idéaux premiers de A ./f J}.

Soient X :=Spec(A) , Y :=Spec(B), W := Spec(A ./f J) et soit J0 := {0} × J ⊂

A ./f J .

∀P ∈ X et Q ∈ Y considérons :

P
′f := P ./f J := {(p, f(p) + j)/p ∈ P et j ∈ J}.

Q
f

:= {(a, f(a) + j)/a ∈ A, j ∈ J et f(a) + j ∈ Q}.

Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Les idéaux premiers de A ./f J sont sous la forme :

P
′f ∪Qf

pour P ∈ X et Q ∈ Y \V (J).

2. Soit P ∈ Spec(A) alors P
′f est un idéal maximal de A ./f J si et seulement si

P est un idéal maximal de A.

3. Soit Q un idéal premier de B ne contenant pas J .Alors Q
f

est un idéal maximal

de A ./f J .

En particulier, on a :

Max(A ./f J) = {P ′f/P ∈Max(A)} ∪ {Qf
/Q ∈Max(B) \ V (J)}
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Deuxième chapitre

Amalgamation d’anneaux définie
par des propriétés arithmétiques



Chapitre 2

Amalgamation d’anneaux définie

par des propriétés arithmétiques

M. Kabbour et N. Mahdou, “Amalgamation of rings defined by the arithmetical

proprety”, soumis pour publication.

2.1 Transfert de quelques résultats des anneaux

de valuations aux amalgamées

Dans ce paragraphe, nous présentons un résultat étudiant le transfert

des propriétés des anneaux de valuations aux amalgamées.

Définition 2.1.1

Soit A un anneau. Alors :

1. A est dit anneau de valutation si pour tout a, b ∈ A, on a :

a ∈ Ab ou b ∈ Aa

2. On dit que R est un domaine de valuation si c’est un anneau de valuation

intègre.
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Définition et Théorème 2.1.2

1. Un anneau R est dit anneau arithmétique si ses idéaux forment un treilli

distributif ; c’est à dire que (a + b) ∩ c = (a ∩ c) + (b ∩ c) pour tout les idéaux

a, b et c de R.

2. Un anneau R est arithmétique si et seulement si Rm est un anneau de valuation

pour tout idéal maximal m de R.

Théorème 2.1.3

Soient A et B une paire d’anneaux, J un idéal de B et soit f : A −→ B un

homomorphisme d’anneaux. Alors les résultats suivants sont vérifiés.

(1) Si f n’est pas injectif, alors A ./f J est un anneau de valuation si et seulement

si A est un anneau de valuation et J = (0).

(2) Si f est injectif, alors A ./f J est un anneau de valuation si et seulement si

f(A) + J l’est aussi et f(A) ∩ J = (0).

Preuve:

(1) Supposons que A ./f J est un anneau de valuation. Puisque f n’est pas injectif,

il existe un certain a 6= 0 ∈ ker f. On montre que J = (0).

Soit x ∈ J , on a (a, 0) = (a, f(a)) ∈ A ./f J et (0, x) ∈ A ./f J. Donc (0, x) ∈(
A ./f J

)
(a, 0) (puisque a 6= 0) et donc (0, x) = (a, 0)(b, f(b) + j) pour un certain

(b, f(b) + j) ∈ A ./f J . D’où x = 0, ce qui implique que J = (0).

Il reste donc à montrer que A est un anneau de valuation. Soit (α, β) ∈ A2, Par hy-

pothèses, on aA ./f J est un anneau de valuation alors (α, f(α)) ∈
(
A ./f J

)
(β, f(β))

ou (β, f(β)) ∈
(
A ./f J

)
(α, f(α)). Nous concluons donc que α ∈ Aβ ou β ∈ Aα.

Inversement, on suppose que J = (0) et A est un anneau de valuation. Alors A ./f J

est isomorphe à A, et par conséquent A ./f J est un anneau de valuation.

(2) Soit ϕ : A ./f J → f(A) + J un homorphisme d’anneaux défini par :

ϕ(a, f(a) + j) = f(a) + j.
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Nous avons
A ./f J

f−1(J)× (0)
' f(A) + J, car ϕ est surjectif et kerϕ = f−1(J) × (0).

Supposons que f est injectif. Si f(A)∩ J = (0) et f(A) + J est un anneau de valua-

tion, alors f−1(J) = (0) et A ./f J ' f(A) + J.

Il est évident donc que A ./f J est un anneau de valuation.

Inversement, supposons que A ./f J est un anneau de valuation. Puisque ϕ est un ho-

momorphisme d’anneaux surjectif alors f(A) +J est un anneau de valuation. Main-

tenant supposons que f(A)∩ J 6= (0), et choisissons un élément f(a) 6= 0 ∈ J. On a

(a, 0) ∈ A ./f J, donc (a, 0) ∈
(
A ./f J

)
(0, f(a)) ou (0, f(a)) ∈

(
A ./f J

)
(a, 0), ce

qui est absurde. Ainsi, nous concluons la preuve de ce théorème.

Remarque 2.1.4

Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux injectifs et J un idéal de B. Si

A ./f J est un anneau de valuation et J 6= (0) , alors A est un domaine de valuation.

Preuve:

Supposons que cette propriété est fausse, et choisissons un élément (a, b) ∈ A2 tel

que a 6= 0, b 6= 0 et a.b = 0. Pour chaque x ∈ J, il existe (c, f(c) + y) ∈ A ./f J

tel que (b, f(b))(c, f(c) + y) = (0, x). Alors b.c = 0 et f(b)y = x, donc f(a)x = 0 et

f(a) ∈ (0 : J). Pour chaque x ∈ J, nous pouvons écrire (a, f(a))(d, f(d)+z) = (0, x),

avec (d, f(d) + z) est un élément de A ./f J. Ainsi x = f(a)z = 0 ce qui donne une

contradiction car J 6= (0).

Exemple 2.1.5

Soient K un corps, K[[x]] l’anneau des séries formelles à une indéterminée x et

à coefficients dans K et soit i : K ↪→ K[[x]] une injection. Nous avons l’égalité

suivante K[[x]] = K + xK[[x]] et K ∩ (xK[[x]]) = (0). En appliquant la propriété

(2) du théorème 2.1.1, nous obtenons que K ./i xK[[x]] est un anneau de valuation

discrète.
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Corollaire 2.1.6

soit A un anneau et soit E un sous-A-module de Q(A) tel que E2 ⊆ E, alors A ./ E

est un anneau de valuation si et seulement si A est anneau de valuation et E = {0}.

Preuve:

nous avons l’égalité A ./ E = A ./i E, avec i : A ↪→ A+ E une injection.

Par application de la propriété (2) du théorème 2.1.1, nous obtenons que A ./ E est

un anneau de valuation si et seulement si A + E l’est et A ∩ E = {0}. Supposons

que A ./ E est un anneau de valuation et soit
a

b
∈ E. Puisque a = b

a

b
∈ A ∩ E,

alors a = 0 et
a

b
= 0. Donc E = {0} ce qui termine la preuve.

Exemple 2.1.7

Soit A un anneau et soit I un idéal de A. Alors A ./ I est un anneau de valuation

si et seulement si A l’est et I = (0).

Lemme 2.1.8

Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux, J un idéal de B et m un idéal

maximal de A. Et soit l’ensemble S = f(A \ m) + J. On a : S est une partie

multiplicative de B et l’application F : Am → S−1B, définie par F
(a
s

)
=
f(a)

f(s)
,

pour tout
a

s
∈ Am est un homomorphisme d’anneaux.

Preuve:

Soient s, t ∈ A \m et x, y ∈ J, nous avons l’égalité :

(f(s) + x)(f(t) + y) = f(st) + (f(s)y + f(t)x+ xy).

Donc S est une partie multiplicative de B. Soient a, b ∈ A et s, t ∈ A \m, si
a

s
=
b

t
alors il existe u ∈ A \ m tel que uta = usb. Donc f(u)f(t)f(a) = f(u)f(s)f(b) et
f(a)

f(s)
=
f(b)

f(t)
et par conséquent F est bien défini. Soient

a

s
et

b

t
∈ Am, il est facile

de vérifier qu’on a :

F

(
a

s
+
b

t

)
= F

(a
s

)
+ F

(
b

t

)
, F

(
a

s

b

t

)
= F

(a
s

)
F

(
b

t

)
et F (1) = 1. Finalement, nous déduisons que F est un homomorphisme d’anneaux.
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Lemme 2.1.9

En utilisant les mêmes notations que celles du lemme précédent, soit

M = m ./f J = {(a, f(a) + j)/ a ∈ m, j ∈ J}.

Alors il y a une bijection entre l’anneau
(
A ./f J

)
M

et Am ./
F S−1J,

ϕ :
(
A ./f J

)
M
7→ Am ./

F S−1J avec

ϕ

(
(a, f(a) + x)

(s, f(s) + y)

)
=

(
a

s
,
f(a) + x

f(s) + y

)
est l’isomorphisme d’anneaux.

Preuve:

Nous commençons par montrer que ϕ est un homomorphisme bien défini. Soit

M = m ./f J, d’après la [Proposition 1.6.4], M est un idéal maximal de A ./f J.

Pour tout
(a, f(a) + x)

(s, f(s) + y)
∈
(
A ./f J

)
M

, nous avons les égalités suivantes :

F
(a
s

)
+
f(s)x− f(a)y

f(s)(f(s) + y)
=
f(a)(f(s) + y) + f(s)x− f(a)y

f(s)(f(s) + y)
=
f(a) + x

f(s) + y
.

Par conséquent

(
a

s
,
f(a) + x

f(s) + y

)
∈ Am ./F S−1J. Soient a, a′ ∈ A, s, s′ ∈ A \ m, et

x, y, x′, y′ ∈ J, tels que
(a, f(a) + x)

(s, f(s) + y)
=

(a′, f(a′) + x′)

(s′, f(s′) + y′)
. Alors il existe (t, f(t)+z) ∈ S

tel que

(t, f(t) + z)(s′, f(s′) + y′)(a, f(a) + x) = (t, f(t) + z)(s, f(s) + y)(a′, f(a′) + x′),

et donc ts′a = tsa′

(f(t) + z)(f(s′) + y′)(f(a) + x) = (f(t) + z)(f(s) + y)(f(a′) + y).

Nous déduisons que
a

s
=
a′

s′
et

f(a) + x

f(s) + y
=
f(a′) + x′

f(s′) + y′
. Donc, ϕ est bien défini de(

A ./f J
)
M

vers Am ./F S−1J. Par définition de ϕ, nous avons ϕ(1) = 1. Soient

X =
(a, f(a) + x)

(s, f(s) + j)
et Y =

(b, f(b) + y)

(s, f(s) + j)
des éléments de

(
A ./f J

)
M
, nous avons

clairement les égalités suivantes :
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ϕ(X + Y ) = ϕ(X) + ϕ(Y ) et ϕ(XY ) = ϕ(X)ϕ(Y ).

Il en résulte que ϕ est un homomorphisme d’anneaux.

Il nous reste à montrer seulement que ϕ est un isomorphisme. SoitX =
(a, f(a) + x)

(s, f(s) + y)
∈

kerϕ, alors
a

s
= 0 et

f(a) + x

f(s) + y
= 0. Il existe un certain (t, f(u) + j) ∈ Am × S tel

que ta = 0 et (f(u) + j)(f(a) + x) = 0. En multipliant l’égalité précédente par f(t)

nous obtenons que (tu, f(tu) + f(t)j)(a, f(a) + x) = 0. Il en résulte que X = 0 et

kerϕ = (0), donc ϕ est injectif. Soient a ∈ A, s et t ∈ A\m et soient x, y ∈ J. Alors

nous avons les égalités suivantes :(
a

s
, F
(a
s

)
+

x

f(t) + y

)
=

(
at

st
,
f(at) + f(a)y + f(s)x

f(st) + f(s)y

)
.

Posons : b = at, u = st, z = f(a)y + f(s)x et j = f(s)y. De cette égalité précédente

nous déduisons que(
a

s
, F
(a
s

)
+

x

f(t) + y

)
= ϕ

(
(b, f(b) + z)

(u, f(u) + j)

)
.

Ainsi, ϕ est surjectif. D’où ϕ est un isomorphisme d’anneaux. Ce qui complète la

preuve de ce lemme.

2.2 Quand est-ce-que l’amalgamation d’anneaux

est arithmétique ?

Maintenant nous allons donner des résultats concernant le transfert des propriétés

arithmétiques à l’amalgamation d’anneaux.

Remarque 2.2.1

Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et soit J un idéal de B.

Si A ./f J est un anneau arithmétique alors A est aussi un anneau arithmétique.
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Théorème 2.2.2

Soient A et B une paire de domaines, f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et

soit J un idéal de B tel que (0)  J  B.

(1) Si f est injectif, alors A ./f J est un anneau arithmétique si et seulement si

f(A) + J l’est et f(A) ∩ J = (0).

(2) Si f n’est pas injectif alors A ./f J n’est pas un anneau arithmétique.

Preuve:

(1) Supposons que A ./f J est un anneau arithmétique. Puisque f−1(J)  A, alors

il existe un idéal maximal m de A contenant f−1(J). Soit S défini comme dans le

lemme 2.1.8. M = m ./f J est un idéal maximal de A ./f J. Ainsi
(
A ./f J

)
M

est

un anneau de valuation. Donc en appliquant le lemme précédent (lemme 2.1.9), on

obtient que Am ./F S−1J est un anneau de valuation, avec F : Am → S−1B est un

homomorphisme d’anneaux défini par F
(a
s

)
=
f(a)

f(s)
. Soit

a

s
∈ kerF, il existe donc

(t, j) ∈ (A \ m) × J tel que (f(t) + j)f(a) = 0. Si f(t) + j = 0 alors t ∈ f−1(J)

ce qui entraine une contradiction car f−1(J) ⊆ m. Ainsi f(a) = 0. Et puisque B

est un domaine, il en résulte que a = 0, et par suite F est injectif. Par application

de la propriété (2) du théorème 2.1.1, nous obtenons que F (Am) ∩ S−1J = (0) et

F (Am) + S−1J est un anneau de valuation. Maintenant nous voulons montrer que

f(A) ∩ J = (0). Soit a un élément de A tel que f(a) ∈ J, nous avons clairement

F
(a

1

)
=
f(a)

1
∈ F (Am) ∩ S−1J = (0), ainsi

f(a)

1
= 0. De la même façon que la

preuve précédente on a a = 0, et par conséquent f(A) ∩ J = (0). Inversement, on

considère la projection naturelle de A ./f J ⊆ A×B sur B, ϕ est injectif (car f est

injectif). En conséquence, A ./f J ' f(A) + J. Par suite, f(A) + J est un anneau

arithmétique.

Et pour l’autre sens est évident puisque nous avons un isomorphisme entre A ./f J

et A.
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(2) On suppose que A ./f J est un anneau arithmétique, et choisissons j 6= 0 ∈

J. Soit m un idéal maximal de A, S = f(A \ m) + J et soit F : Am → S−1B

l’homomorphisme d’anneaux défini par F
(a
s

)
=
f(a)

f(s)
(d’après le lemme 2.1.6, il

est facile de voir que
a

1
6= 0 ∈ kerF si a 6= 0 ∈ ker f). Ainsi F n’est pas injectif. En

appliquant le lemme 2.1.7 et la condition (1) du théorème 2.1.1, nous obtenons que

Am est un anneau de valuation et S−1J = (0). Ainsi il existe f (tm) + jm ∈ S tel que

(f (tm) + jm) j = 0. De cette hypothèse, nous pouvons écrire que f (tm) + jm = 0.

Soit I l’idéal de A engendré par tous les tm. Pour chaque idéal maximal m de A,

nous avons I * m puisque tm ∈ I \ m. Par conséquent I = A, nous pouvons écrire

donc que 1 = t1x1 + · · · + tnxn, avec xi ∈ A, ti ∈ A \ mi pour un certain idéal

maximal mi de A. Il en résulte que

1 = f(t1)f(x1) + · · ·+ f(tn)f(xn)

et donc nous avons que J = B, puisque f(ti) ∈ J. Ce qui est une contradiction.

D’où le résultat.

Remarque 2.2.3

Soient f : A −→ B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B.

– Si J = (0) alors A ./f J est un anneau arithmétique si et seulement si A est un

anneau arithmétique.

– Si J = B alors A ./f J est un anneau arithmétique si et seulement si A et B

sont des anneaux arithmétiques.

Preuve:

Puisque le produit A×B est un anneau arithmétique si et seulement si A et B sont

des anneaux arithmétiques.

Le théorème 2.2.1 enrichit la littérature avec une nouvelle classe d’anneau arithmétique

qui ne sont pas de Bézout.

Exemple 2.2.4

Soient A un domaine de Prüfer, K son corps des fractions, et soit K[x] l’anneau
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des polynômes à coefficients dans K et à une indeterminée x. Par application de

[[19], Corollary 5.2.12], nous déduisons que A+ xK[x] est un domaine de Prüfer. Il

est déjà établi que A ./i (xK[x]) , avec i : A ↪→ K[x] une injection, est un anneau

arithmétique, car A ∩ xK[x] = (0). Donc Z ./i (xQ[x]) est un anneau arithmétique

qui n’est pas de Bézout.

Corollaire 2.2.5

Soient A un domaine, K son corps des fractions et soit E un sous-A−module de K

tel que E2 ⊆ E. Alors A ./ E est un anneau arithmétique si et seulement si A est

un anneau arithmétique et (E = {0} ou A ⊆ E).

Preuve:

Nous aurons besoin d’utiliser la propriété suivante :

Tout anneau compris entre un anneau arithmétique R et son anneau total des frac-

tions Q(R), est aussi arithmétique. (Voir [[24], Theorem 4 p.118]).

Nous avons l’égalité A ./ E = A ./i E, avec i : A ↪→ A + E une injection. Par

application du théorème 3.1.9 et la remarque 2.2.3, nous déduisons que A ./ E est

un anneau arithmétique si et seulement si une des assertions suivantes est vérifiée :

– A est un anneau arithmétique et A+ E = E ;

– A ∩ E = {0} et A+ E est un anneau arithmétique.

Puisque A ∩ E = {0} si et seulement si E = {0}, donc A + E = E si et seulement

si A ⊆ E, et le résultat est clair.
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Troisième chapitre

Amalgamation d’anneaux définie
par des conditions de Bézout



Chapitre 3

Amalgamation d’anneaux définie

par des conditions de Bézout

M. Kabbour et N. Mahdou, “Amalgamation of rings defined by Bezout-like condi-

tions”, Journal of Algebra and its applications, accepté pour publication.

3.1 Etude des propriétés des anneaux diviseurs

élémentaires, d’Hermite et de Bézout dans les

extensions amalgamées

Dans ce paragraphe, nous allons voir des propriétés sur les notions

d’anneaux diviseurs élémentaires,d’Hermite et de Bézout qui seront étudiées

sur les amalgamées.

Tout au long de ce chapitre, on notera par Mn(R), l’ensemble de toutes les ma-

trices n × n dont les coefficients proviennent de R et par GLn(R) l’ensemble des

matrices inversibles dans Mn(R). Soient A et B deux anneaux, pour chaque ma-

trice M = ((ai,j, bi,j))1≤i,j≤n ∈ Mn(A × B) on utilise la notation suivante : Ma =
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(ai,j)1≤i,j≤n, Mb = (bi,j)1≤i,j≤n et M = Ma ×Mb. Soient M,N ∈ Mn(A× B), il est

facile de voir que le produitMN deM etN est donné par :MN = (MaNa)×(MbNb).

Définition et Théorème 3.1.1 ([30])

soit R un anneau.

1. R est dit anneau diviseur élémentaire si pour chaque matrice M provenant

de R, il existe deux matrices P et Q non singulières telles que PMQ soit une

matrice diagonale.

2. R est dit anneau d’Hermite si pour chaque matrice M provenant de R, il

existe une matrice Q non singulière telle que MQ est une matrice triangulaire.

3. R est dit anneau de Bézout si tout idéal de type fini de R est principal.

On a : 1)⇒ 2)⇒ 3)

Lemme 3.1.2

Soient A et B une paire de domaines, f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et

soit J un idéal propre de B.

(1) Si A ./f J est un anneau de Bézout alors f(A) ∩ J = 0.

(2) Si A ./f J est un anneau de Bézout et f n’est pas injectif alors J = 0.

Preuve:

(1) Supposons que la propriété est fausse ; c’est à dire que f(A) ∩ J 6= 0, et

choisissons un élément a ∈ A tel que f(a) 6= 0 ∈ J. Alors (0, f(a)) est un élément de

A ./f J. Par hypothèses, on a A ./f J est un anneau de Bézout, ce qui implique que

l’idéal engendré par (0, f(a)) et (a, f(a)) est principal. Il existe donc (d, f(d) + j) ∈

A ./f J tel que :

(a, f(a))
(
A ./f J

)
+ (0, f(a))

(
A ./f J

)
= (d, f(d) + j)

(
A ./f J

)
.

Aussi, il existe aussi (b, f(b)+x), (c, f(c)+y), (α, f(α)+s) et (β, f(β)+ t) ∈ A ./f J
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tel que 
(0, f(a)) = (d, f(d) + j)(b, f(b) + x)

(a, f(a)) = (d, f(d) + j)(c, f(c) + y)

(d, f(d) + j) = (0, f(a))(α, f(α) + s) + (a, f(a))(β, f(β) + t).

Il est évident de voir que d 6= 0 puisque a = c.d et f(a) 6= 0. Donc b = 0 puisque

b.d = 0 et A est un domaine. De ces égalités précédentes, nous déduisons que

f(a) = (f(d) + j)x = (f(d) + j)(f(c) + y) et f(d) + j = f(a)(f(α) + f(β) + s+ t).

En multipliant la seconde égalité par x, nous obtenons que 1 = x(f(α)+f(β)+s+t)

puisque B est un domaine. Ainsi, x est inversible, et puisque x ∈ J donc J = B, ce

qui est une contradiction.

(2) Supposons que J 6= 0 et soit u 6= 0 ∈ J. Puisque f n’est pas injectif, il existe

a 6= 0 ∈ ker f. De ce fait, nous pouvons écrire que

(a, u)
(
A ./f J

)
+ (0, u)

(
A ./f J

)
= (d, f(d) + j)

(
A ./f J

)
pour un certain (d, f(d)+ j) ∈ A ./f J. Avec des arguments similaires à ceux de (1),

nous obtenons J = B. Ce qui complète la preuve de ce lemme.

Lemme 3.1.3

Les assertions suivantes sont vérifiées :

(1) Soient A et B deux anneaux. Alors A×B est un anneau diviseur élémentaire

si et seulement si A et B sont des anneaux diviseurs élémentaires.

(2) Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux et soit J un idéal de B. Si

A ./f J est un anneau diviseur élémentaire alors A et f(A) + J sont aussi des

anneaux diviseurs élémentaires.

Preuve:

(1) Evident.
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(2) Soit U = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(A) et soit M la matrice définie par M =

((ai,j, f(ai,j))1≤i,j≤n à coefficients dans A ./f J. Nous avons l’égalité suivante U =

Ma. Puisque A ./f J est un anneau diviseur élémentaire, alors M est équivalente à

une matrice diagonale. De là, nous pouvons en déduire facilement qu’il existe P et

Q ∈ GLn(A) telle que PUQ est une matrice diagonale. Par conséquent, A est un

anneau diviseur élémentaire.

Puisque la projection sur la seconde composante de A ./f J est égale à f(A) + J ,

avec des arguments similaires que celles précédentes, nous obtenons que f(A) + J

est un anneau diviseur élémentaire.

Théorème 3.1.4

Soient A et B une paire de domaines, f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et

J un idéal de B.

(1) Supposons que f est injectif.

– Si J = B alors A ./f J est un anneau diviseur élémentaire si et seulement si A

et B sont aussi des anneaux diviseurs élémentaires.

– Si J 6= B alors A ./f J est un anneau diviseur élémentaire si et seulement si

f(A) + J est un anneau diviseur élémentaire et f(A) ∩ J = 0.

(2) On suppose que f n’est pas injectif. Alors A ./f J est un anneau diviseur

élémentaire si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

– J = 0 et A est un anneau diviseur élémentaire.

– J = B et (A,B) est une paire d’anneaux diviseurs élémentaires.

Preuve:

(1) Deux cas seront considérés :

Cas 1 : Si J = B alors A ./f J = A × B. Par application de la condition (1) du

lemme précédent (lemme 3.1.3), nous obtenons que A ./f J est un anneau diviseur

élémentaire si et seulement si A et B le sont aussi.

Cas 2 : Si J 6= B et A ./f J est un anneau diviseur élémentaire, alors f(A)∩ J = 0
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(d’après le lemme 3.1.2) puisque chaque anneau diviseur élémentaire est un anneau

de Bézout. Pour l’autre sens, f(A) + J est un anneau diviseur élémentaire (d’après

le lemme 3.1.3).

Réciproquement, supposons que f(A) + J est un anneau diviseur élémentaire et

f(A) ∩ J = 0. Nous montrons que la projection naturelle pB : A ./f J → f(A) + J

où pB((a, f(a) + j)) = f(a) + j est un isomorphisme d’anneaux.

En effet,

f(a) + j = 0 ⇒ f(a) = j = 0 ⇒ a = 0.

Donc la conclusion est évidente.

(2) On suppose que A ./f J est un anneau diviseur élémentaire. En appliquant (2)

du lemme 3.1.3, nous obtenons alors que A est un anneau diviseur élémentaire.

Dans le deuxième cas où J = B, on a A ./f J = A × B, ainsi A et B sont des

anneaux diviseurs élémentaires d’après le lemme 3.1.3. L’autre sens de (2) est une

conséquence immédiate du lemme 3.1.3.

Le théorème précèdent nous fournit un exemple d’anneau diviseur élémentaire qui

n’est pas de valuation. Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux et soit J un

idéal de B. Il est facile de voir que : Si A ./f J est un anneau de valuation alors A

l’est aussi.

Exemple 3.1.5

Soient A un domaine diviseur élémentaire qui n’est pas un anneau de valutation

(prenons le cas où A = Z) et K son corps des fractions. Soit K[[x]] l’anneau des

series formelles à coefficients dans K et à une indeterminée x. Par [22, Exemple

1, p.161], A + (xK[[x]]) est un anneau diviseur élémentaire. Nous concluons que

A ./i (xK[[x]]) , où i est une application injective de A sur K[[x]], est un anneau

diviseur élémentaire. Pour l’autre sens, A ./i (xK[[x]]) n’est pas un anneau de

valuation. Ainsi Z ./i (xQ[[x]]) est un anneau diviseur élémentaire qui n’est pas de

valuation.
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Corollaire 3.1.6

Soient A un domaine, K son corps des fractions et E un sous-A−module non nul de

K tel que E2 ⊆ E. Alors A ./ E est un anneau diviseur élémentaire si et seulement

si A l’est et A ⊆ E.

Preuve:

Nous prouvons en premier lieu que : tout anneau R′ compris entre un anneau diviseur

élémentaire R et son anneau total Q(R), est aussi un anneau diviseur élémentaire.

Soit M =
(ai,j
d

)
1≤i,j≤n

∈ Mn(R′), où ai,j ∈ R pour tout 1 ≤ i, j ≤ n et d un

élément non diviseur de zéro de R. Il existe certaines matrices inversibles P et Q

dont les coefficients sont dans R telles que P (ai,j)1≤i,j≤nQ est une matrice diago-

nale. L’ensemble P (ai,j)1≤i,j≤nQ = diag(λ1, ..., λn). En multipliant cette égalité par

1

d
, nous obtenons que PMQ = diag

(
λ1

d
, ...,

λn
d

)
. Puisque PMQ ∈ Mn(R′), nous

établissons donc le résultat souhaité.

Nous supposons maintenant que A est un anneau diviseur élémentaire et A ⊆ E.

On a A ./ E = A × E. D’après (1) du lemme 3.1.3, nous obtenons que A ./ E est

un anneau diviseur élémentaire.

Inversement, supposons que A ./ E est un anneau diviseur élémentaire. On a

A ./ E = A ./i E, où i : A ↪→ A + E est une injection. Par application de la

condition (1) du théorème 3.1.4, nous obtenons le résultat suivant :

– Si E = A + E (c’est à dire que A ⊆ E), alors A et A + E sont des anneaux

diviseurs élémentaires.

– Sinon (A+ E) ∩ E = 0 et A+ E est un anneau diviseur élémentaire.

Du fait que, E 6= 0, nous avons (A+E) ∩E 6= 0. Ainsi, nous concluons que A ⊆ E

et A est un anneau diviseur élémentaire.

Exemple 3.1.7

Soient A un domaine et I un idéal non nul de A. Alors A ./ I est anneau diviseur

élémentaire si et seulement si A l’est et I = A.
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Lemme 3.1.8

Soient A et B une paire d’anneaux. Alors :

(1) A × B est un anneau de Bézout si et seulement si A et B sont des anneaux de

Bézout.

(2) A×B est un anneau d’Hermite si et seulement si A et B le sont aussi.

Preuve:

Evident.

Théorème 3.1.9

soient A et B une paire de domaines, J un idéal de B et soit f : A → B un

homomorphisme injectif. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) A ./f J est un anneau d’Hermite ;

(2) A ./f J est un anneau de Bézout ;

(3) Une des conditions suivantes est vérifiée :

– J = B, A et B sont des anneaux de Bézout.

– J 6= B, f(A) ∩ J = 0 et f(A) + J est un anneau de Bézout.

Preuve:

(1) ⇒ (2) Claire puisque tout anneau d’Hermite est un anneau de Bézout.

(2) ⇒ (3) Supposons que J 6= B. D’après le lemme 3.1.2, on a f(A) ∩ J = 0. Alors

la projection naturelle est pB : A ./f J → f(A) + J ; pB((a, f(a) + j)) = f(a) + j

est un isomorphisme d’anneaux puisque f est injectif. Par conséquent f(A) + J est

un anneau de Bézout.

Si J = B alors A et B sont des anneaux de Bézout d’après la condition (1) du lemme

3.1.8 puisque A ./f J = A×B.

(3)⇒ (1) Si J = B alors A et B sont des anneaux Hermites puisque chaque domaine

de Bézout est un anneau d’Hermite. Ainsi A ./f J = A×B est un anneau d’Hermite.
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Maintenant nous supposons que J 6= B. Alors A ./f J ' f(A) + J et A ./f J est

un domaine de Bézout et par suite anneau d’Hermite (car tout domaine de Bézout

est un anneau d’Hermite). Ce qui complète la preuve de ce théorème.

Exemple 3.1.10

Soient A un domaine de Bézout, K son corps des fractions, et K[[x]] l’anneau des

séries de polynômes à coefficients dans K et à une indeterminée x. Alors A ./i

(xK[[x]]) , où i : A ↪→ K[[x]] est une application d’inclusion, est un anneau d’Her-

mite.

Corollaire 3.1.11

Soient A un domaine et K son corps des fractions. Soit E un A−sous-module non

nul de K tel que E2 ⊆ E. alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) A ./ E est un anneau d’Hermite ;

(2) A ./ E est un anneau de Bézout ;

(3) A est un anneau de Bézout et A ⊆ E.

Preuve:

(1)⇒ (2) Évident car tout anneau d’Hermite est un anneau de Bézout.

(2) ⇒ (3) Soit
a

b
6= 0 ∈ E. Alors a 6= 0 ∈ A ∩ E et donc A ∩ E 6= 0. En appliquant

le théorème 3.1.9, nous obtenons que A + E = E et (A,A + E) est un anneau de

Bézout. Il est évident que A ⊆ E et A est un anneau de Bézout.

(3) ⇒ (1) Par application du lemme 3.1.8 et d’après la condition (3) du théorème

3.1.9, Il suffit de prouver que tout anneau compris entre un domaine de Bézout et

son corps des fractions est aussi un domaine de Bézout. En effet soit R un domaine

de Bézout et soit R′ un anneau tel que R ⊆ R′ ⊆ qf(R). Soient
a

d
et

b

d
∈ R′ alors

nous pouvons écrire : 
a = a′c

b = b′c

αa′ + βb′ = 1
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pour certains éléments a′, b′, c, α, β ∈ R. Par suite
c

d
= α

a

d
+ β

b

d
est un élément de

R′. Ainsi
c

d
∈ R′ et R′

a

d
+R′

b

d
⊆ R

c

d
. Inversement, nous avons :

c

d
∈ Ra

d
+R

b

d
⊆ R′

a

d
+R′

b

d
.

Il est évident que R′
a

d
+R′

b

d
= R′

c

d
. Finalement, R′ est un domaine de Bézout.

Exemple 3.1.12

Soit A un domaine et soit I un idéal non nul de A. Alors A ./ I est un anneau de

Bézout si et seulement si A est un anneau de Bézout et I = A.

Théorème 3.1.13

Soient A et B une paire de domaines, J un idéal de B et soit f : A→ B un homo-

morphisme qui n’est pas injectif. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) A ./f J est un anneau d’Hermite ;

(2) A ./f J est un anneau de Bézout ;

(3) une des conditions suivantes est vérifée :

– J = B, A et B sont des anneaux de Bézout.

– J = 0, et A est un anneau de Bézout.

Preuve:

(2) ⇒ (3) Par application de la condition (2) du lemme 3.1.2, nous obtenons J = 0

ou J = B. Si J = 0 alors A ./f J ' A, sinon A ./f J = A × B. En utilisant le

lemme 3.1.8, nous avons l’implication désirée.

(3) ⇒ (1) Si J = 0 alors A ./f J ' A et A est un anneau Hermite (puisque A est

un domaine).

Si J = B, alors A ./f J = A × B est un anneau d’Hermite par application de la

condition (2) du lemme 3.1.8.
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Quatrième chapitre

Etudes des propriétés des anneaux
”clean” dans les extensions

amalgamées



Chapitre 4

Etude des propriétés des anneaux

“clean”dans les extensions

amalgamées

D.D. Anderson, M. Chhiti, N. Mahdou, et M. Tamekkante “Clean-like conditions

in an amalgamated algebras along an ideal ”, en cours de préparation.

Tout au long de ce chapitre, nous notons respectivement par Nilp (A), Rad (A),

U(A) et Idem (A) l’idéal de tous les éléments nilpotents de l’anneau A, le radical de

jacobson de A, l’ensemble des éléments inversibles et l’ensemble de tous les idempo-

tents de A.
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4.1 L’amalgamation en tant qu’anneau “clean”

(uniquement “clean”)

Définition et Théorème 4.1.1

1. Un anneau A est dit anneau “clean” (uniquement “clean”) si pour tout a ∈

A, a peut s’écrire (de façon unique) sous la forme a = u+ e tel que u ∈ U(A)

et e ∈ Idem (A).

2. L’image homomorphe d’un anneau “clean”est aussi “clean”.

Proposition 4.1.2

Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B.

1. Si A ./f J est un anneau “clean”(respectivement uniquement “clean”) alors

A est un anneau “clean”(respectivement uniquement “clean”) et f(A) + J est

un anneau “clean”.

2. On suppose que
f(A) + J

J
est uniquement “clean”. AlorsA ./f J est un anneau

“clean”si et seulement si A et f(A) + J le sont aussi.

Preuve:

(1) On sait que les anneaux A et f(A)+J sont des images homomorphes propres de

A ./f J . Alors, ils sont “clean”. Supposons maintenant que A ./f J est uniquement

“clean”et considérons u + e = u′ + e′ avec u, u′ ∈ U(A) et e, e′ ∈ Idem (A). Alors,

(u, f(u))+(e, f(e)) = (u′, f(u′))+(e′, f(e′)) et clairement on a (u, f(u)), (u′, f(u′)) ∈

U(A ./f J) et (e, f(e)), (e′, f(e′)) ∈ Idem (A ./f J). Dès lors, (u, f(u)) = (u′, f(u′))

et (e, f(e)) = (e′, f(e′)) car A ./f J est uniquement “clean”. Ainsi, u = u′ et e = e′.

Et par conséquent, A est uniquement “clean”.

(2) Si A ./f J est un anneau “clean”, alors A et f(A) + J sont aussi des anneaux

“clean”d’après 1).

Inversement, supposons que A et f(A)+J sont des anneaux “clean”et considérons

(a, j) ∈ A × J . Puisque A est “clean”, nous pouvons écrire que a = u + e avec
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(u, e) ∈ U(A)× Idem (A). Aussi, du fait que f(A) + J est “clean”, alors f(a) + j =

f(x) + j1 + f(y) + j2 avec f(x) + j1 et f(y) + j2 sont respectivement des éléments

unités et idempotents de f(A) + J . Or f(x) = f(x) + j1 (respectivement f(u))

et f(y) = f(y) + j2 (respectivement f(e)) sont respectivement des éléments unités

et idempotents de
f(A) + J

J
, et on a f(a) = f(u) + f(e) = f(x) + f(y). Donc,

f(u) = f(x) et f(e) = f(y) puisque
f(A) + J

J
est uniquement “clean”. Considérons

j′1, j
′
2 ∈ J tel que f(x) = f(u) + j′1 et f(y) = f(e) + j′2. On a alors (a, f(a) + j) =

(u, f(u)+j′1+j1)+(e, f(e)+j′2+j2), et il est clair que (e, f(e)+j′2+j2) est un élément

idempotent de A ./f J . Donc, nous avons à prouver seulement que (u, f(u)+j′1 +j1)

est inversible dans A ./f J . En effet, puisque f(u) + j′1 + j1 est inversible dans

f(A) +J , il existe donc un élément f(α) + j0 tel que (f(u) + j′1 + j1)(f(α) + j0) = 1.

Ce qui implique que f(u)f(α) = 1. Alors, f(α) = f(u−1). Par suite, il existe j′0 ∈ J

tel que f(α) = f(u−1) + j′0. Ainsi, (u, f(u) + j′1 + j1)(u
−1, f(u−1) + j′0 + j0) =

(u, f(u) + j′1 + j1)(u
−1, f(α) + j0) = (1, 1). En conséquence, (u, f(u) + j′1 + j1) est

inversible dans A ./f J et A ./f J est “clean”.

Remarques 4.1.3

Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B.

1. Si J = B, alorsA ./f B est “clean”si et seulement siA etB sont “clean”puisque

A ./f B = A×B.

2. Si f−1(J) = {0}, alors A ./f J est “clean”si et seulement si f(A) + J est

“clean”.

Corollaire 4.1.4

Soient A un anneau et I un idéal tels que A/I est uniquement “clean”. Alors A ./ I

est “clean”si et seulement si A est “clean”.

Contrairement à la proposition précédente, nous allons montrer que, si J ⊆ Rad (B),

la caractérisation de A ./f J pour être “clean”ne dépend pas du choix de f .
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Théorème 4.1.5

Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B tel que

f(u) + j est inversible (dans B) pour tout u ∈ U(A) et j ∈ J . Alors, A ./f J est

“clean”(respectivement uniquement “clean”) si et seulement siA est “clean”(respectivement

uniquement “clean”).

Plus généralement, si J∩Idem (B) = 0, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A ./f J est clean (respectivement uniquement “clean”) ;

2. A est clean (respectivement uniquement “clean”) et J ⊆ Rad (B).

Pour la démonstration de ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.6

Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B tel que

J ∩ Idem (B) = 0. Alors Idem (A ./f J) = {(e, f(e)) | e ∈ Idem (A)}.

Preuve:

Soit (e, f(e) + j) un élément idempotent de A ./f J . Il est clair que e doit être

un élément idempotent de A. D’une part on a : (f(e) + j)2 = f(e) + j, et j −

j2 = 2f(e)j. Alors, f(e)(j − j2) = 2f(e)2j = 2f(e)j. Par conséquent, −f(e)j2 =

f(e)j. D’autre part, (f(e)j)4 = (f(e)2j2)2 = (f(e)j2)2 = (−f(e)j)2 = (f(e)j)2.

Donc f(e)j2 = (f(e)j)2 ∈ J
⋂

Idem (B) = {0}, et f(e)j = −f(e)j2 = 0. Par

suite, j − j2 = 2f(e)j = 0. Ainsi, j ∈ J
⋂

Idem (B) = {0}. Finalement, j = 0 et

Idem (A ./f J) ⊆ {(e, f(e)) | e ∈ Idem (A)}.

L’autre sens est évident.

Preuve du théorème 4.1.5.

Remarquons dans un premier temps que si f(u) + j est inversible (dans B) pour

tout u ∈ U(A) et j ∈ J alors J ∩ Idem (B) = (0). En effet, si j ∈ J ∩ Idem (B)

alors, 1 − j = −(1 + j) ∈ Idem (B) ∩ U(B) = 1. Ainsi, j = 0. Donc, si A ./f J est

(uniquement) “clean”alors A l’est aussi (d’après la proposition 4.1.2 (1)).
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Supposons que A est “clean”et f(u)+j est inversible (dans B) pour tout u ∈ U(A)

et j ∈ J . Considérons (a, j) ∈ A × J . Puisque A est “clean”, alors a = u + e où u

et e sont respectivement des éléments unités et idempotents de A. En conséquence,

f(u) + j est inversible dans B. Alors, il existe v ∈ B tel que (f(u) + j)v = 1.

D’autre part on a, (f(u) + j)(f(u−1)− vf(u−1)j) = f(u)f(u−1) + jf(u−1)− (f(u) +

j)vf(u−1)j = 1 + jf(u−1) − f(u−1)j = 1. Ainsi, (u, f(u) + j) est inversible dans

A ./f J (puisque (u, f(u)+j)(u−1, f(u−1)−vf(u−1)j) = (1, 1)). Donc, (a, f(a)+j) =

(u, f(u) + j) + (e, f(e)) est la somme d’un élément unité et un élément idempotent

de A ./f J . Finalement, A ./f J est “clean”.

Supposons en plus queA est uniquement “clean”. D’après le lemme 4.1.6, Idem (A ./f

J) = {(e, f(e)) | e ∈ Idem (A)}. Supposons maintenant qu’on a (u, f(u) + j) +

(e, f(e)) = (u′, f(u′) + j′) + (e′, f(e′)) avec (u, f(u) + j), (u′, f(u′) + j′) ∈ U(A ./f J)

et e, e′ ∈ Idem (A). Il est donc clair que, u et u′ ∈ U(A), et u + e = u′ + e′. Or

A est uniquement “clean”, donc u = u′ et e = e′. Ainsi, (e, f(e)) = (e′, f(e′)) et

(u, f(u) + j) = (u′, f(u′) + j′). Par conséquent, A ./f J est uniquement “clean”.

On suppose que J ∩ Idem (B) = (0).

(1)⇒ (2) On a à montrer que J ⊆ Rad (B). Considérons j ∈ J et x ∈ B. Puisque

A ./f J est “clean”et d’après (1) qui précède, on a (0, xj) = (u, f(u)+xj)+(e, f(e))

avec (u, f(u) +xj) est un élément inversible de A ./f J et e ∈ Idem (A). Nous avons

0 = u + e et donc u = −1 et e = 1. Par conséquent, 1 − xj = −(f(−1) + xj) est

inversible dans B et par suite j ∈ Rad (B).

(2) ⇒ (1) Découle de ce qui précède puisque pour tout j ∈ J ⊆ Rad (B), il est

clair que f(u) + j = f(u)(1 + f(u−1)j) est inversible dans B.

Corollaire 4.1.7

Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B tels que

J ⊆ Rad (B). Alors A ./f J est “clean”(respectivement uniquement “clean”) si et

seulement si A est “clean”(respectivement uniquement “clean”).
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Exemple 4.1.8

Soient A ⊂ B une extension d’anneau commutatif et X := {X1, X2, ..., Xn} des

indeterminées sur B. Et soit A + XB[[X]] := {h ∈ B[[X]] | h(0) ∈ A} le sous-

anneau de l’anneau séries B[[X]]. Alors, A + XB[[X]] est “clean”si et seulement si

A est “clean”.

Preuve:

D’après l’exemple 1.6.2, A + XB[[X]] est isomorphe à A ./σ J , où σ : A ↪→ B[[X]]

est l’injection naturelle et J := XB[[X]]. Aussi, Rad (B[[X]]) = {g ∈ B[[X]] | g(0) ∈

Rad (A)}. Donc, J ⊆ Rad (B[[x]]). D’autre part, d’après le Corollaire 4.1.7, A ./σ J

est “clean”si et seulement si A est “clean”. Ainsi, nous avons le résultat désiré.

Exemple 4.1.9

Soient T un anneau, J ⊆ Rad (T ) un idéal de T et soit D un sous-anneau de T tel

que J ∩D = (0). L’anneau D + J est “clean”si et seulement si D est “clean”.

Preuve:

D’après [12, Proposition 5.1 (3)], D + J est isomorphe à D ./ι J avec ι : D ↪→ T

l’injection naturelle. Ainsi, d’après le corollaire 4.1.7, D+J est “clean”si et seulement

si A est “clean”.

Le résultat suivant montre que la caractérisation deA ./f J pour être (uniquement)

“clean”est établie dans le cas où A est un anneau réduit et J ∩ Nilp (B) = (0).

Théorème 4.1.10

Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B. L’ensemble

A = A/Nilp (A), B = B/Nilp (B), π : B → B la projection canonique, et J = π(J).

On considère l’homomorphisme d’anneaux f : A→ B défini par f(a) = f(a). Alors,

A ./f J est “clean”(respectivement uniquement “clean”) si et seulement si A ./f J

est “clean”(respectivement uniquement “clean”).

Pour la démonstration de ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme 4.1.11

Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B. Alors,

Nilp (A ./f J) = {(a, f(a) + j) | a ∈ Nilp (A), j ∈ Nilp (B) ∩ J}.

Preuve:

On considère (a, f(a) + j) ∈ Nilp (A ./f J). Alors il existe un entier positif n

tel que (a, f(a) + j)n = 0. Donc an = 0, ce qui implique que a ∈ Nilp (A) et

f(a) ∈ Nilp (B). D’autre part, (f(a) + j)n = 0. Ainsi, f(a) + j ∈ Nilp (B). En

conséquence, j ∈ Nilp (B) puisque f(a) ∈ Nilp (B). D’où j ∈ Nilp (B) ∩ J .

Inversement, considérons a ∈ Nilp (A) et j ∈ Nilp (B) ∩ J . Il est clair que f(a) ∈

Nilp (B). Alors, f(a) + j ∈ Nilp (B). Ainsi, (a, f(a) + j) est un élément nilpotent de

A ./f J .

Preuve du théorème 4.1.10.

Il est facile de voir que f est bien défini et que c’est un homomorphisme d’anneaux.

Soit

ψ : A ./f J/Nilp (A ./f J) → A ./f J

(a, f(a) + j) 7→ (a, f(a) + j)

L’application ψ est bien définie. En effet, si (a, f(a) + j) = (b, f(b) + j′), alors

(a−b, f(a−b)+j−j′) ∈ Nilp (A ./f J). Donc d’après le lemme 4.1.11, a−b ∈ Nilp (A)

et j − j′ ∈ Nilp (B). Par suite, a = b et j = j′. Et il est facile de vérifier aussi que

ψ est un homomorphisme d’anneaux. De plus, (a, f(a) + j) = (0, 0) implique que

a ∈ Nilp (A) et j ∈ Nilp (B). Par conséquent, (a, f(a) + j) ∈ Nilp (A ./f J) ; c’est

à dire que (a, f(a) + j) = (0, 0). Donc, ψ est injectif. Aussi il est clair que, ψ est

surjectif par construction. Finalement, ψ est un isomorphisme. D’où nous avons le

résultat désiré.

Le résultat suivant est une conséquence du théorème précédent et c’est aussi un cas

particulier du corollaire 4.1.7.
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Corollaire 4.1.12

Soient f : A → B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B.On suppose

que J ⊆ Nilp (B). Alors A ./f J est “clean”(respectivement uniquement “clean”) si

et seulement si A est “clean”(respectivement uniquement “clean”).

Preuve:

Avec la notation du théorème 4.1.10, A ./f J est “clean”(respectivement uniquement

“clean”) si et seulement si A ./f 0 est “clean”(respectivement uniquement “clean”)

puisque J = (0). D’autre part d’après [12, Proposition 5.1 (3)], on a A ./f 0 ∼= A.

En conséquence, le résultat désiré découle de [2, Théorèmes 9 et 23 (3)].

Soient E un A-module et B := A ∝ E. Soit ι : A ↪→ B l’injection canonique. En

identifiant E avec 0 ∝ E qui est nilpotent d’ordre 2, E peut être considérer comme

un idéal de B. Notons qu’il n’est pas évident que A ∝ E coincide avec A ./ι E.

Corollaire 4.1.13

Avec la notation précédente, l’anneauA ∝ E est “clean”(respectivement uniquement

“clean”) si et seulement si A est “clean”(resp., uniquement “clean”).

Preuve:

Puisque 0 ∝ E est nilpotent d’ordre 2, ce résultat provient immédiatement du

corollaire 4.1.12.

4.2 Caractérisation de l’amalgamation en tant qu’an-

neau local

L’étude des propriétés “clean”sur l’anneau A ./f J nous a permi de donner la

caractérisation de A ./f J pour être local.
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Théorème 4.2.1

Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B. Alors A ./f J

est un anneau local si et seulement si A est local et J ⊆ Rad (B).

Preuve:

Remarquons d’abord qu’un anneau commutatif est local si et seulement si c’est un

anneau “clean”indécomposable (qui est un anneau “clean”où {0, 1} est l’ensemble

de tous les éléments idempotents), d’après [2, Théorème 3].

Supposons queA ./f J est un anneau local. AlorsA ./f J est un anneau “clean”indécomposable.

Clairement, on a A est “clean”. De plus, si e ∈ Idem (A) alors (e, f(e)) ∈ Idem (A ./f

J) = {(0, 0), (1, 1)}. Donc Idem (A) = {0, 1}. En conséquence, A est un anneau

“clean”indécomposable, et donc un anneau local.

Considérons j ∈ J et x ∈ B. Puisque A ./f J est “clean”on a :

(0, xj) = (−1,−1 + xj) + (1, 1) avec (−1,−1 + xj) est un élément unité de A ./f J

comme Idem (A ./f J) = {(0, 0), (1, 1)}. Ainsi, 1 − xj = −(−1 + xj) est inversible

dans B. D’où, j ∈ Rad (B).

Inversement, on suppose que A est un anneau local et J ⊆ Rad (B). D’après le

théorème 4.1.5, A ./f J est un anneau “clean”. D’autre part, d’après le lemme 4.1.6,

Idem (A ./f J) = {(e, f(e)) | e ∈ Idem (A)} = {(0, 0), (1, 1)}. Ainsi, A ./f J est un

anneau “clean”indecomposable. Et par conséquent, A ./f J est un anneau local.

Exemple 4.2.2

Soient A ⊂ B une extension d’anneaux commutatifs et X := {X1, X2, ..., Xn} des

indeterminées sur B. Alors A+XB[[X]] est local si et seulement si A est local.

Preuve:

D’après [12, Example 2.5], A+XB[[X]] est isomorphe à A ./σ J , où σ : A ↪→ B[[X]]

est l’injection naturelle et J := XB[[X]]. Il est bien connu que Rad (B[[X]]) = {g ∈

B[[X]] | g(0) ∈ Rad (A)}. Ainsi, J ⊆ Rad (B[[x]]). D’où, d’après le théorème 4.2.1,

A ./σ J est local si et seulement si A est local. Finalement, nous avons le résultat

désiré.

47



Exemple 4.2.3

Soient T un anneau, J un idéal de T , et D un sous-anneau de T tels que J∩D = (0).

L’anneau D + J est local si et seulement si D est local et J ⊆ Rad (T ).

Preuve:

D’après [12, Proposition 5.1 (3)], D + J est isomorphe à l’anneau D ./ι J où ι :

D ↪→ T est l’injection naturelle. Ainsi, d’après le théorème 4.2.1, D+J est “clean”si

et seulement si A est “clean”.

Corollaire 4.2.4

Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B. Les assertions

suivantes sont équivalentes :

1. A ./f J est local et uniquement “clean” ;

2. A est local, uniquement “clean”et J ⊆ Rad (B).

En particulier , si A est un anneau et I un idéal de A alors A ./ I est local et

uniquement “clean”si et seulement si A est local et uniquement “clean”.

Preuve:

(1)⇒ (2) Découle de la proposition 4.1.2 (1) et du théorème 4.2.1.

(2)⇒ (1) Provient du théoème 4.2.1 et du corollaire 4.1.7.

Lorsque l’idéal J est engendré par un élément idempotent alors J ∩ Idem (B) 6= 0.

Ce pendant, il permet de passer des conditions “clean”entre A et A ./f J plus

facilement, en respectant f . Le transfert de la propriété “clean”de A à A ./f J est

plus aisé tout en respectant f .

Proposition 4.2.5

Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et soit (e) l’idéal de B engendré par

l’élément idempotent e. Alors A ./f (e) est “clean”si et seulement si A et f(A) + (e)

sont “clean”.

En particulier, si e est un élément idempotent de A alors, A ./ (e) est “clean”si et

seulement si A est “clean”.
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Preuve:

D’après la proposition 4.1.2 (1), si A ./f (e) est “clean”alors A et f(A) + J sont

“clean”.

Soit (a, f(a) + re) un élément de A ./f J (avec a ∈ A et r ∈ B). Puisque A et

f(A) + (e) sont “clean”, il existe u et v (resp. u′ et v′) dans A (resp. f(A) + (e)) qui

sont respectivement unités et idempotents tels que a = u+ v et f(a) + re = u′ + v′.

On a :

(a, f(a) + re) = (u, f(u) + (u′ − f(u))e) + (v, f(v) + (v′ − f(v))e).

D’autre part, [f(u) + (u′ − f(u))e][f(u−1) + (u′−1 − f(u−1)e] = [f(u)(1 − e) +

u′e][f(u−1)(1− e) + u′−1e] = 1. Et

[f(v) + (v′ − f(v))e]2 = [f(v)(1− e) + v′e]2

= f(v)(1− e) + v′e

= f(v) + (v′ − f(v))e

Dès lors, (u, f(u)+(u′−f(u))e) et (v, f(v)+(v′−f(v))e) sont respectivement unité

et idempotent de A ./f (e). En conséquence, A ./f (e) est “clean”.

Finalement, si A = B et f = idA alors A ./f (e) = A ./ (e) et f(A)+(e) = A. Ainsi,

le cas particulier est une conséquence directe de ce qui précède.

Exemple 4.2.6

Pour tout homomorphisme d’anneaux f : Z/6Z → Z/6Z, l’anneau Z/6Z ./f (4)

est clean et est réduit puisque Z/6Z est “clean”, réduit et 4 est un élément idem-

potent de Z/6Z et puisque (4)
⋂

Nilp (Z/6Z) = {0} (d’après Proposition 4.2.5 et

[12, Proposition 5.4]).

Rappelons qu’un anneau R est dit booléen si pour tout x ∈ R, on a x2 = x ; (x est

dit un élément idempotent). Il est établi qu’un anneau R est booléen si et seulement

si R est uniquement “clean”avec Rad (R) = (0) si et seulement si R est clean avec

la caractéristique de 2 et 1 est seul unité dans R ; cf. [36, Theorem 19].
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Le résultat suivant donne une caractérisation de A ./f J pour être un anneau

booléen.

Proposition 4.2.7

Soient f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B.

1. Si J ⊆ Idem (B), alors A ./f J est “clean”si et seulement si A est “clean”.

2. L’anneau A ./f J est booléen si et seulement si A est aussi booléen et J ⊆

Idem (B).

Preuve:

Remarquons d’abord que J ⊆ Idem (B) implique que 2J = (0). En effet, soit j ∈ J .

On a 2j ∈ J ⊆ Idem (B). Alors, j + j = (j + j)2 = j2 + 2j2 + j2 = j + 2j + j. Ainsi,

2j = 0.

1. Soit (a, f(a) + j) un élément de A ./f J (avec a ∈ A et j ∈ J). Nous avons

a = u+e avec u et e sont respectivement unité et idempotent de A. On a (f(e)+j)2 =

f(e)2 + j2 + 2f(e)j = f(e) + j puisque 2j = 0.

Donc, (u, f(u)) et (e, f(e) + j) sont respectivement unité et idempotent de A ./f J ,

et on a (a, f(a) + j) = (u, f(u)) + (e, f(e) + j). D’où, A ./f J est “clean”.

L’implication inverse est évidente.

2. Supposons que A ./f J est booléen. Pour tout a ∈ A, on a (a, f(a)) =

(a, f(a))2 = (a2, f(a)2), donc a = a2. Ainsi, A est booléen. En plus, pour chaque

j ∈ J , (0, j) = (0, j)2 = (0, j2). Ce qui implique que j = j2. Donc J ⊆ Idem (B).

Maintenant, supposons que A est booléen et J ⊆ Idem (B). On a que 2J = (0). Donc,

pour tout a ∈ A et j ∈ J , on a (a, f(a)+j)2 = (a2, f(a)2+j2+2f(a)j) = (a, f(a)+j).

Finalement, A ./f J est booléen.

Remarque 4.2.8

Etant donné un anneau A, deux cas se présentent lorsque A = U(A) ∪ Idem (R).

Notamment, un corps ou un anneau booléen ; cf. [2, Theorem 14]. Dans la proposition
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précédente, nous donnons une caractérisation lorsque A ./f J est booléen. D’autre

part, il est facile de montrer que A ./f J est un corps si et seulement si A est un

corps et J ∈ {(0), B} avec B est un corps.

Il est bien connu que les anneaux de Von Neumann sont des cas particuliers des

anneaux “clean”.

Le résultat suivant étudie quand est-ce-que A ./f J est régulier au sens de Von

Neumann.

Proposition 4.2.9

Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneau et soit J un idéal de B.

1. Si A et f(A) + J sont réguliers au sens de Von Neumann alors A ./f J l’est

aussi.

2. Si A ./f J est régulier au sens de Von Neumann alors A est régulier au sens

de Von Neumann et J ∩ Nilp (B) = (0) de plus on a l’équivalence si f est

surjectif.

Preuve:

1. On suppose que A et f(A) + J sont réguliers au sens de Von Neumann . Donc

A et f(A) + j sont réduits, et alors A ./f J l’est aussi (d’après [12, Remarque 5.5

(3)]). En plus, d’après [13, Proposition 4.1], la dimension de Krull de A ./f J est

dim(A ./f J) = max{dim(A), dim(f(A) + J)} = 0. Ainsi, A ./f J est régulier au

sens de Von Neumann.

2. On suppose maintenant que A ./f J est régulier au sens de Von Neumann, alors

A ./f J est réduit et dim(A ./f J) = 0. Donc, d’après [12, Proposition 5.4] et [13,

Proposition 4.1], A est réduit avec sa dimension de Krull est nulle et J ∩Nilp (B) =

(0). Inversement, si f est surjectif, A est régulier au sens de Von Neumann et

J ∩ Nilp (B) = (0). Et avec les mêmes références A ./f J est un anneau régulier au

sens de Von Neumann.
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Corollaire 4.2.10

Soit R un anneau commutatif et soit I un idéal propre de R. Alors R est un anneau

régulier au sens de Von Neumann si et seulement si R ./ I est régulier au sens de

Von Neumann.

On rappelle aussi qu’un anneau R est appelé “neat”si tout image homomorphe de

R est “clean”. Par exemple, tout anneau “clean”est “neat”mais la réciproque est

fausse (Comme exemple, l’anneau des entiers est “neat”mais non “clean”).

Maintenant, nous construisons une classe d’anneaux sur lesquels les propriétés

“neat”et “clean”coincident. Rappellons qu’un anneau A est dit indécomposable

lorsque les seuls éléments idempotents de A sont 0 et 1. Sinon, il est appelé décomposable.

Proposition 4.2.11

Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux et soit J un idéal propre de B. On

considère les assertions suivantes :

1. A est un anneau décomposable.

2. J ∩ Idem (B) 6= (0).

3. f(u) + j est inversible (dans B) pour tout u ∈ U(A) et j ∈ J .

Si une des trois conditions précédentes est satisfaite, alors A ./f J est un anneau

“clean”si et seulement si A ./f J est “neat”.

Preuve:

On suppose queA est un anneau indécomposable, et on considère e ∈ Idem (A)\{0, 1}.

Alors (e, f(e)) ∈ Idem (A ./f J)\{(0, 0), (1, 1)}.

Dès lors, si j ∈ J ∩ Idem (B) 6= (0), alors (0, j) ∈ Idem (A ./f J)\{(0, 0), (1, 1)}.

Ainsi, si une des conditions (1) ou (2) est satisfaite, l’anneau A ./f J est un an-

neau décomposable. Par suite, d’après [33, Proposition 2.3], A ./f J est “clean”si et

seulement si il est “neat”.
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Supposons que (3) est satisfaite et que A ./f J est “neat”. D’après la définition des

anneaux “neat”, A ∼= A ./f J/({0} × J) est “clean ”. Ainsi, d’après le théorème

4.1.5, A ./f J est “clean ”. L’implication inverse est claire.
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Cinquième chapitre

Quelques propriétés homologiques
de l’amalgamation d’anneaux



Chapitre 5

Quelques propriétés homologiques

de l’amalgamation d’anneaux

K. Louartiti, N. Mahdou et A. Mimouni “Some homological propreties of amalga-

mation of rings ”, en cours de préparation.

Dans ce chapitre, nous caractérisons le transfert des propriétés des anneaux RVN

et SFT dans les extensions amalgamées.

Définition 5.0.12

1. Un idéal I d’un anneau R est appelé un SFT-idéal si il existe un entier naturel

k et un idéal de type fini J ⊆ I tel que ak ∈ J pour tout a ∈ I.

2. Un anneau R est dit un SFT-anneau si tout idéal de R est un SFT-idéal.

5.1 Transfert des propriétés RVN à l’amalgama-

tion de A ./f J

Théorème 5.1.1

Soient A et B deux anneaux, J un idéal de B et soit f : A→ B un homomorphisme

d’anneaux. Alors :

55



1) A ./f J est un anneau régulier au sens de Von Neumann si et seulement si A est

anneau régulier au sens de Von Neumann, J ne contient pas d’éléments nilpotents,

et tout idéal premier de B ne contenant pas J est maximal.

2) A ./f J est un anneau semi-simple si et seulement si A est semi-simple, J est un

A−module de type fini ne contenant pas d’éléments nilpotents et tout idéal premier

de B ne contenant pas J est maximal.

Lemme 5.1.2

Soient A et B deux anneaux, J un idéal de B et soit f : A→ B un homomorphisme

d’anneaux. Alors A ./f J est un anneau réduit si et seulement si A est réduit et J

ne contient pas d’éléments nilpotents.

Preuve:

On suppose que A ./f J est réduit. Soient a ∈ A et n un entier naturel tel que

an = 0, alors (a; f(a)) ∈ A ./f J et

(a; f(a))n = (an;
n−1∑
i=0

Ci
na

ifn−i(a)) = (an;
n−1∑
i=0

Ci
nf(a)ifn−i(a))

= (an; (
n−1∑
i=0

Ci
n)fn(a)) = (an; (2n − 1)f(a)n) = (0; 0).

Donc (a; f(a)) = (0; 0), Par conséquent a = 0. Ainsi A est réduit d’après ([29]).

Aussi, soit j ∈ J et n un entier naturel tel que jn = 0, alors (0; j) ∈ A ./f J et

(0; j)n = (0; jn) = (0; 0), ce qui implique que (0; j) = (0; 0), ainsi j = 0 et J ne

contient pas d’éléments nilpotents.

Inversement, supposons que A est réduit. D’après le premier chapitre (préliminaires),

on a :

Spec(A ./f J) = {P ′f | P ∈ Spec(A)}
⋃
{Q̄f | Q ∈ Spec(B)\V (J)}.

Et soit (a; f(a) + j) ∈ (
⋂
P∈Spec(A) P

′f )
⋂

(
⋂
Q∈Spec(B)\V (J) Q̄

f ). On a

(
⋂

P∈Spec(A)

P
′f )
⋂

(
⋂

Q∈Spec(B)\V (J)

Q̄f ) = (
⋂

P∈Spec(A)

P ./f J)
⋂

(
⋂

Q∈Spec(B)\V (J)

Q̄f )

56



, alors a ∈
⋂
P∈Spec(A) P et j ∈ (

⋂
Q∈Spec(B)\V (J)Q)

⋂
J ce qui implique que

a = 0 (car A est réduit). Et puisque j ∈ (
⋂

Q∈Spec(B)

Q)
⋂

J, alors il existe un entier

n tel que jn = 0 et j ∈ J . Par conséquent j = 0 (car J ne contient pas d’élément

nilpotent). Finalement, nous concluons que (a; f(a) + j) = (0; 0). D’où, A ./f J est

réduit.

Lemme 5.1.3

Soient A un anneau commutatif , J un idéal de B qui est un A-module de type fini

et f : A → B un homomorphisme d’anneaux. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

i) A ./f J est un anneau Noethérien.

ii) A est un anneau Noethérien.

Preuve:

(voir [[12],Proposition 5.6])

Preuve du théorème 5.1.1

1) On suppose A ./f J est un anneau régulier au sens de Von Neumann. Alors

A ./f J est réduit et tout idéal premier de A ./f J est maximal (voir [?]). Donc

A est un anneau réduit et J n’a pas d’éléments nilpotents (d’après le lemme 5.1.2)

et pour tout idéal premier P de A, P
′f est un idéal premier de A ./f J . Alors P

′f

est un idéal maximal. Donc P est un idéal maximal de A. Par conséquent A est un

anneau régulier au sens de Von Neumann. Et pour tout idéal premier Q de B ne

contenant pas J , Q̄f est un idéal premier de A ./f J , alors Q̄f est un idéal maximal.

Ainsi Q est un idéal maximal de B.

Inversement, on suppose que A est anneau régulier au sens de Von Neumann.

Alors A est réduit et J n’a pas d’éléments nilpotents. Donc A ./f J est réduit

(d’après le lemme 5.1.2). Et d’autre part on a :
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Spec(A ./f J) = {P ′f | P ∈ Spec(A)}
⋃
{Q̄f | Q ∈ Spec(B)\V (J)}

= {P ′f | P ∈Max(A)}
⋃
{Q̄f | Q ∈Max(B)\V (J)}

= Max(A ./f J).

Ainsi, nous concluons que A ./f J est un anneau régulier au sens de Von Neumann.

2) Supposons que A ./f J est semi-simple. Alors A ./f J est un anneau Noethérien

et régulier au sens de Von Neumann, ce qui implique que A est un anneau Noethérien

(d’après le lemme 5.1.3), et régulier au sens de Von Neumann (d’après 1) du théorème

5.1.1) et J est un A-module de type fini qui ne contenant pas d’éléments nilpotents

et tout idéal premier de B ne contenant pas J est maximal. Ainsi A est semi-simple.

Inversement, supposons que A est semi simple. Alors A est un anneau Noethérien

et régulier au sens de Von Neumann et J est un A−module de type fini, par suite

A ./f J est Noethérien (d’après le lemme 5.1.3). J n’a pas d’éléments nilpotents

et tout idéal premier de B ne contenant pas J est maximal. D’où A ./f J est un

anneau régulier au sens de Von Neumann (d’après le théorème 5.1.1, 1)).

Exemple 5.1.4

Soient B =
∏n

i=1Ki avec Ki = {0; 1} et A un sous-anneau d’une séquence sta-

tionnaire de B. Soient I =
⊕n

i=1Ki un idéal de B et i : A −→ B une injection

canonique. Alors A ./i J est un anneau régulier au sens de Von neumann qui n’est

pas Noethérien

Preuve:

B est un anneau booléen (c’est à dire que a2 = a pour tout a ∈ B). Alors B est

un anneau régulier au sens de Von Neumann [Voir D. Costa 1994]. Or A est un

sous-anneau de B alors A est un anneau booléen, puisque A est anneau régulier au

sens de Von Neumann. Par suite, A ./f J = A ./ J est régulier au sens de Von

Neumann (d’après le théorème 5.1.1).
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5.2 Transfert des propriétés SFT à l’amalgama-

tion A ./f J.

Théorème 5.2.1

Soient A et B deux anneaux, J un idéal de B et soit f : A→ B un homomorphisme

d’anneaux. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A ./f J est un SFT-anneau ;

(ii) A et f(A) + J sont des SFT-anneaux.

Lemme 5.2.2

Soient A et B deux anneaux, I et K sont des idéaux de A et soit f : A → B un

homomorphisme d’anneaux. Alors :

(i) Si A est un SFT-anneau, alors f(A) est un SFT-anneau.

(ii) Si I et K sont des SFT-idéaux, alors I +K est un SFT-idéal.

Preuve:

(i) Soit L un idéal de f(A), alors il existe un idéal L′ de A tel que L = f(L′).

Or A est un SFT-anneau, alors L′ est un SFT-idéal. Par conséquent, il existe un

entier naturel k et un idéal de type fini I ′ ∈ L′ tels que ak ∈ I ′ pour tout a ∈ L′.

Ainsi, pour chaque a ∈ L, il existe b ∈ L′ tel que a = f(b). Or bk ∈ I ′, alors

f(bk) = f(b)k ∈ f(I ′) ⊂ f(L′) = L. Donc, L est un SFT-idéal et f(A) est un SFT-

anneau.

(ii) Soit I et K des SFT-idéaux, alors il existe deux idéaux de type fini I ′ et K ′ tels

que I ′ ⊂ I et K ′ ⊂ K, et il existe aussi deux entiers naturels k et k′ tel que ak ∈ I ′

59



et bk
′ ∈ K ′ pour tout a ∈ I et b ∈ K. Soit a+ b ∈ I +K, alors :

(a+ b)k+k
′

=
i=k+k′∑
i=0

Ci
k+k′a

ibk+k
′−i

= [
i=k∑
i=0

Ci
k+k′a

ibk−i]bk
′
+ [

i=k+k′∑
i=k+1

Ci
k+k′a

i−kbk+k
′−i]ak.

Ainsi, (a+ b)k+k
′ ∈ I ′ +K ′ ⊂ I +K. Par conséquent, I +K est un SFT-idéal.

Lemme 5.2.3

Soient A et B deux anneaux, J un idéal de B et soit f : A→ B un homomorphisme

d’anneaux. On suppose que J est un SFT-idéal, alors I ./f J est un SFT-idéal si et

seulment si I est un SFT-idéal pour tout idéal I de A.

Preuve:

On suppose que I ./f J est un SFT-idéal de A ./f J . Alors il existe un idéal de type

fini K de A ./f J tel que

K =
n∑
i=0

(ai; f(ai) + ei)A ./f J ⊆ I ./f J.

Et il existe aussi un entier naturel k tel que (a; f(a)+e)k ∈ K pour tout (a; f(a)+e) ∈

I ./f J . Pour chaque a ∈ I, nous avons (a; f(a))k = (ak;
∑k−1

i=0 C
i
ka

ifk−i(a)) ∈ K,

alors ak ∈ I ′ =
∑n

i=0 aiA ⊆ I et donc I est un SFT-idéal.

Inversement, supposons que I est un idéal-SFT. Alors il existe un idéal de type fini

I ′ =
∑n

i=0 aiA ⊂ I et il existe k entier naturel tel que ak ∈ I ′ pour tout a ∈ I. Aussi

J est SFT-idéal, alors il existe un idéal de type fini J ′ =
∑m

i=0 biB ⊂ J et il existe

k′entier naturel tels que ak
′ ∈ J ′ pour tout a ∈ J .

Soit P ′ =
∑n

i=0(ai; f(ai))A ./f J +
∑m

i=0(0; bi)A ./f J , alors P ′(⊂ I ./f J) est un

idéal de type fini. Soit (a; f(a)+e) ∈ I ./f J avec a ∈ I et e ∈ J , alors ak ∈
∑n

i=0 aiA
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et ek
′ ∈
∑m

i=0 biB. Par suite,

(a; f(a) + e)k+k
′

= [(a; f(a)) + (0; e)]k+k
′

=
k+k′∑
i=0

Ci
k+k′(a; f(a))i(0; e)k+k

′−i

=
[ k∑
i=0

Ci
k+k′(a; f(a))i(0; e)k−i

]
(0; e)k

′

+
[ k+k′∑
i=k+1

Ci
k+k′(a; f(a))i−k(0; e)k+k

′−i](a; f(a))k.

Dès lors, (a; f(a) + e)k+k
′ ∈ P ′. Par conséquent I ./f J est un SFT-idéal.

Preuve du théorème :

(i)⇒ (ii). Soit I un idéal de A, alors {0}× J et I ./f J sont des idéaux de A ./f J .

Donc, {0} × J et I ./f J sont des SFT-idéaux de A ./f J . Par conséquent J est un

SFT-idéal. Par suite I est un idéal-SFT (D’après le lemme 5.2.3). Ainsi A et f(A)

sont des SFT-anneaux (d’après le lemme 5.2.2).

Aussi, {0} × J est un SFT-idéal de A ./f J , donc J est un SFT-idéal de B. Par

conséquent f(A) + J est un SFT-anneau (d’après le lemme 5.2.2).

(ii) ⇒ (i). D’après [[13],Proposition 2.6], les idéaux premiers de A ./f J sont de la

forme P ′f = P ./f J ou Q
f

= {(a, f(a) + j)|a ∈ A ; j ∈ J, f(a) + j ∈ Q}, pour P

∈ Spec(A) et Q ∈ Spec(B).

A est un SFT-anneau, alors P est un SFT-idéal. Aussi J est un idéal de B tel que

J ⊆ f(A) + J qui est un SFT-anneau. Alors J est un SFT-idéal. Ainsi, P ′f est un

SFT-idéal (d’après le lemme 5.2.3).

Soit PA : A ./f J → A la projection naturelle de A ./f J ⊆ A × B sur A. Alors

PA(Q
f
) est un idéal de A pour tout idéal premier Q

f
de A ./f J . Or A est un

SFT-anneau, alors PA(Q
f
) est un SFT-idéal. Donc il existe un idéal de type fini I ′ =∑n

i=0 aiA ⊆ PA(Q
f
) et il existe k entier naturel tel que ak ∈ I ′ pour tout a ∈ PA(Q

f
).

Et f(A) +J est un SFT-anneau alors (f(A) +J)
⋂
Q est un SFT-idéal de f(A) +J .

Alors il existe un idéal de type fini J ′ =
∑m

i=0(f(bi)+ji)(f(A)+J) ⊆ (f(A)+J)
⋂
Q
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et il existe aussi k′ entier naturel tels que ak
′ ∈ J ′ pour tout a ∈ (f(A)+J)

⋂
Q. Soit

Q′ =
∑n

i=0(ai, f(ai) + ei)A ./f J +
∑m

i=0(bi, f(bi) + ji)A ./f J , alors Q′ est un idéal

de type fini de Q
f
. Et pour (a, f(a)+e) ∈ Qf

, nous avons ak ∈ I ′ et (f(a)+e)k
′ ∈ J ′.

Alors

(a, f(a) + e)k+k
′
= (ak+k

′
,

k+k′−1∑
i=0

Ci
k+k′a

i(f(a) + e)k+k
′−i) ∈ Q′.

D’où, Q
f

est un SFT-idéal.

Exemple 5.2.4

Soit A := Z ./i Q où i : Z ↪→ Q est l’injection canonique. Alors A := Z ./i Q est un

SFT-anneau qui n’est pas Noethérien.

Preuve:

Après avoir identifié Q avec {0} × Q, Q est considéré comme un idéal de Z ./i Q,

et ZαZ coincide avec Z ./i Q. Dans [6], ZαZ est un SFT-anneau mais qui n’est pas

Noethérien. Alors Z ./i Q est un SFT-anneau qui n’est pas Noethérien.
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Perspectives
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Chapitre 6

Perspectives

Au terme de ce travail, nous allons essayer d’éclaircir des perspectives de notre

recherche. Nos questions visées sont regroupées en trois parties et sont comme suit :

Premier axe de recherche :

Nous allons essayer de caractériser les idéaux de présentation finie dans les exten-

sions amalgamées.

Deuxième axe de recherche :

Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux et soit J un idéal de B.

Quand est-ce-que les idéaux de A ./f J sont projectifs (resp., plat) ?
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Troisième axe de recherche :

Dans cette partie nous allons essayer de donner une caractérisation des extensions

amalgamées n-cohérentes.
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[32] N. Mahdou ; On 2-Von Neumann regular rings, Comm. Algebra, Vol. 33,

(2005), 3489-3496.

[33] W. McGovern ; Neat rings, J.Pure Appl. Algebra 205 (2006), 243-265.

[34] M. Nagata ; Local Rings, Interscience, New York, 1962.

[35] W. K. Nickolson ; Lifting idempotents and exchange rings, Trans. Amer. Math.

Soc. 229 (1977), 278-279.

[36] W. K. Nickolson et Y. Zhou ; Rings in which elements are uniquely the sum of

an idempotent and a unit, Glasgow Math. J. 46 (2004), 227–236.

68



[37] J. Rotman ; An Introduction to Homological Algebra, Academic press, Pure

and Appl. Math., A Series of Monographs and Textbooks, 25 (1979).

[38] T.S. Shores ; Modules over semihereditary Bézout rings , Proc. Amer. Math.
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