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INTRODUCTION

En mathématiques, plus précisément en algébre linéaire, une forme bilinéaire est un type
particulier d’application qui, a deux vecteurs d’un espace vectoriel chacun (sur un certain
corps commutatif, le méme pour les deux espaces vectoriels), associe un scalaire (c’est-a-dire
un élément de ce corps).

Les formes bilinéaires interviennent dans de nombreux domaines des mathématiques. Elles
forment une vaste classe d’outils utilisés pour résoudre des questions de natures trés diverses.

L’adjonction d’une forme bilinéaire bien choisie est source de formalisations de géométries.
L’exemple le plus célebre est peut-étre celui des espaces euclidiens pour les espaces vectoriels
sur le corps de nombres des réels dans le cas de la dimension finie. Cette forme bilinéaire
appelée produit scalaire joue alors le méme role que la forme bilinéaire canonique entre
I’espace et son dual, permettant une formalisation plus concréte et plus facile d’acces. Cette
partie est traitée au chapitre 1.

Il n’est pas le seul exemple, un équivalent existe pour les nombres complexes. Un autre
en dimension infinie existe avec les espaces préhilbertiens comportant un cas particulier
essentiel, ’espace de Hilbert. En dimension finie, le choix d’une forme bilinéaire ayant d’autres
propriétés permet de construire d’autres géométries. L’espace de Minkowski est construit a
I’aide d’une approche de cette nature. Il offre un cadre géométrique a la théorie de la relativité
restreinte. Cette partie est traitée au chapitre 2.

L’influence des formes bilinéaires dans la géométrie ne se limite pas & la formalisation de
nouveaux espaces. La relation entre certaines surfaces comme les quadriques et les formes
bilinéaires est profonde. L’apport des différents outils provenant de ’algébre linéaire permet
une classification générale et pour une dimension quelconque. Cette partie est traitée au
chapitre 4.



Chapitre 1

Formes bilinéaires et Formes
qudratiques

1.1 Généralités sur les formes bilinéaires

On suppose que le corps de base k est Q; R ou C.

1.1.1 Défnition d’une forme bilinéaire

Définition 1.1.1.1 Soit E un espace vectoriel surk. Une application b : E x E — k est dite
forme bilinéaire sur E si pour tout y € E Uapplication x — b(x,y) est linéaire de E dans k
et pour tout x € E Uapplication y — b(x,y) est linéaire de E dans k , c’est a dire vérifiant :

Pour tous z,z,y,y € E et A€k

1) b(x—l—x,,y):b(x,y)—i-b(x',y)
2) b()\m,y) = Ab(x,y) /
3)b(z,y+y) = b(z,y)+b(z,y)
4 b(x, A y) =Ab(z,y)
Exemples 1.1.1.1

1) E = k.La multiplication (x,y) — zy est une forme bilinéaire sur k x k.

2) E = R* Le produit scalaire usuel

T Y1
, =Ty +x
(%) (5)) s

est une forme bilinéaire sur R? xR2.



3) E=C([0,1],R) .Notons C' (]0,1] ,R) I'espace vectoriel des fonctions continues de[0, 1]
vers R .
L’application
Ex E —R
b: (f,9)— fol f(t) g (t)dt est une forme bilinéaire sur .

Remarque 1.1.1.1 L’ensemble des formes bilinéaires est un espace vectoriel sur k que [’on
note Bil (E, k).

1.1.2 Matrice associée a une forme bilnéaire

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur k muni d’une base B = (ey, ..., ¢,,) et b une
forme bilinéaire sur F .

Soit x,ye E, v = zn:%‘@i, y= Xn:yjeja

=1 j=1
alors b(z,y)="b (i: Zi€;, z": yjej) = 2”: z”: x;y;b (e, e5) .
i=1 j=1 i=1 j=1

Soit la matrice Mp (b) = (b(ei,¢;)), ; € My, (k)
On a la définition suivante :

Définition 1.1.2.1 La matrice Mg (b) = (b(e;,€;5)), ; est appelée la matrice associée a la
forme bilinéaire b dans la base B.

Exemple 1.1.2.1 Soit E =R3et B = (e, es,¢3) sa base canonique.

Soit FiR3 xR} SR

(z,y) > 221y1 — 379y — x3y3 est une forme bilinéaire sur R3.
Cherchons la matrice associée a la forme bilinéaire f.
En effet
Ona e; = (1,0,0), ey (
On trouve f (e1,€1) =
f est donc 2 0 0.

De plus, f (ea,e1) = f (e2,e3) = f(es,e1) = f(e3,ea) =0, f(e2,e3) = =3, f (e3,e3) = —1.

0,1).

(07 17 O) y €1 07
=0, f(e1,e3) =0 : la premiére ligne de la matrice de

27 f (61762) 07

2 0 0
Finalement, la matricede fest | 0 =3 0
0 0 -1



Proposition 1.1.2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension fine , B = (eq, ..., €,) une
base de E et b une forme bilnéaire sur E. Posons A = Mg (b).

€ U1

Alors b(z,y) ='XAY Ou X = et Y = : sont les matrices
respectives des vecteurs x et y dans la base B.

Preuve :

Soit x,y € E, avec x = Zmiei et y = Zyjej
i=1 j=1

Onab(z,y) = Zzﬂfiyjb(ei,ej) = Zﬂfz (Zb(eiaey‘) ?Jj)

i=1 j=1

et avec : AY = <Zb(ei,ej)yj>
j=1

Donc  ‘XAY ='X(AY) = sz (Z b (e, e5) Z/j) :
i=1 j=1

D’ou le résultat.

1<i<n

Corollaire 1.1.2.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

(1) Soit B une base de E. L’application ¢ : b — Mg (b) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels de Bil(E,k) dans M, (k).

(it)  dim(Bil(E, K)) = n?.

Preuve. (i) Soient b, b € Bil(E,k) et A, i € k.Vérifions que ¢ est linéaire

On a MB ()\b + Mbl) = (()\b + /Lb,) (ei, €j>)i,j = (b (Bi, ej))m + 1% (b/ (61', ej))i’j .
Dot ¢ (Ab—+ b’ ) = Ap (b) + pg (b') .

Si ¢ (b) = 0 alors b est nulle (b (r,y) = Z Z xy;b (i, e;) = O) .Donc ¢ est injectif.

i=1 j=1

On vérifie aisément que pour tout A € M, (k), application b définie sur £ x E
par b(z,y) = ‘XAY , ou X = Mg (x) et Y = Mg (y), appartient a Bil(E k) et que
Mg (b) = Al en résulte que ¢ est surjectif.

(ii) On a dim M, (k) = n?, donc d’aprés 'assertion (i) dim(Bil(E,K)) = n?.
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1.1.3 Changement de base

Théoréme 1.1.3.1 Soient B = (e, ...,e,) et B' = (€}, ...,¢,) deux bases de E et P la ma-

trice de passage de B a B'. Soit b une forme bilinéaire sur E.Soit Mg (b) = (b (e;, €))ijet..m

la matrice de b dans la base B et Ny (b) = (b (ez, 6])) bilom la matrice de b dans la base B'.
Alors N='PMP

n

n n
Preuve Soient x = Z Tie; = ONES Z Yi€; = Z y;-e;- deux vecteurs de £

i=1 j=1 j=1

et X,Y (resp X', Y’) les matrices colonnes de leurs coordonnées dans B (resp B')
Alors X = PX'|Y = PY’ (formules de changement de bases) .

Onab(z,y) = Zn: Zn: ziyib (es, ;) =" XMY="! (PX’) M (PY’) —tXtPMPY’

i=1 j=1
= X (tPMP) Y
Orb(ry) = szyj ( ]> ‘X'NY
=1 j=1
D’ott N='PMP

1.1.4 Forme bilinéaire et dualité

Soit b : F x E — k une forme bilinéaire.Pour tout y € F fixé,

L’application
b(.,y): E—k
x—b(z,y)

est une forme linéaire sur k. c’est-a-dire un élément du dual E*.

Proposition 1.1.4.1 (i) L’application
o B — E* est linéaire.
x—b(x,.)
(17) Si E est de dimension finie et B = (ey, ..., e,) est une base de E.
Alors la matrice de b dans E est égale a la matrice de ¢, : E — E* ou E* est muni de

la base duale B* = (e, ..,el).



Preuve.(i) Pour tous z;et xo dans E et tous A et u dans k on a, pour tout y € E :

oy (A1 + pa2) (y) = b(Azy + pag, y) = Ab(z1,y) + pb (22,y) = Ay (21)(y) + pepy(22)(y)
= (App(@1) + ppy(2)) (9)-

Dot ¢y, (Az1 + pws) = Apy (1) + ppy(x2). Done ¢, est linéaire.

(77) Soit B = (ey,...,e,) une base de £ et B* = (€], .., €};) sa base duale de E*
définit par :

Z rie; € B¢} (v) = x; (e;*» est une forme linéaire sur E)
Ona : Ve ek, p,(e)(z)=0b(,¢e)(x)=0b(x,¢j) (Z :clel,ej> = Z%’b (ei,€5) €
i=1

Montrons que ¢, (€;) Z b(e;, €))

OnaVreE (Zb(e,,ej ) (Zb ei,e;)e > = Zb(ei,ej) ;= (€j) ()

i=1
Donc ¢, (e;) g b(eiej)e

On déduit que la matrice de ¢, quand on choisit (ey, ..., e,) base de F et (e, ..., €})
base de E”,c’est la matrice (b(e;, €5)), ; de la forme blhnealre b dans (eq,...,€,).

Remarque 1.1.4.1 De méme , lapplication

vy, B — B

y—b(.,y) est linéaire.

Et la matrice de b dans E est égale aussi la matrice de v, : &' — E*.

1.1.5 Rang d’une forme bilinéaire

Définition 1.1.5.1 Le rang d’une forme bilniéaire b sur un espace vectoriel de dimension
finie E est le rang de la matrice Mg (b) de cette forme dans toute base de E.



Exemple 1.1.5.1 Soitb: R* x R} — R

T (%
T X Y2 > T1Y1 — T1Y2 + T1Y2 + Tayz — 2x1Yy3 — 2031
€3 Y3

est une forme bilnéaire sur R3,et soit B = (ey, 9, €3) la base canonique de R3. Montrons
que le rg (b) = 3.Soit Mp (b) la matrice associeé a cette forme qui s’écrit se forme :

b(er,e1) b(er,ea) b(ey,es) 1 0 -2
MB (b) = b(62,61) 6(62,62) 6(62,63) = 0 -1 1
b(€3,61> b(€3,€2> b(€3,€3> -2 1 0

On a d’aprés la défintion le rg (b) = rg (Mp (b)) .Donc calculons le rg de la matrice Mg (b)
par la méthode d’élimination de Gauss-Jordan.

On a:
1 0 -2\ L 1 0 2 L 1 0 2 Ly
0 -1 1 Ly »| 0 -1 1 Ly ~l0 -1 1 Lo
-2 1 0 Ls 0 1 —4) Ly=Ls+2L, 0 0 -3) Lo=1Li+1L,
1 0 2
Or rg{ 0 -1 1 =3. D’ourg(b) = 3.
0 0 -3

Théoréme 1.1.5.1 Le rang de la matrice d’une forme bilinéaire ne dépend pas de la base
choisie.

Preuve. Soit n, m, p et ‘p les endomorphisme de E de matrices N, M, P, 'P dans une
base choisie. p et 'p sont des automorphismes de E car det P = det P # 0.

On arg N =dimn (E) = dim (‘pmp (E)) = dim (‘pm (E)) = dim (m (E)) = rg m.
Donc rang N = rang M.

1.2 Formes bilinéaires symétriques

Définition 1.2.0.2 Soit E un espace vectoriel surk, et soit b une forme bilinéaire sur E.
1) On dit que b est symétrique si on a :
Ve,ye B b(x,y) =b(y,x).
2) On dit que b est anti-symétrique si on a :
Ve,y € E b(z,y) = —b(y, )
3) On dit que b est alternée si on a :
Ve e Eb(x,xz) =0.

10



Exemples 1.2.0.1 1) E = R2 L’application

b:RZxR?2 =R avec X = (z1,22) et Y = (y1,2)
(X,Y) = my1 + 2212
est une forme bilinéaire symétrique, sur E. Vérifions la symétrie.En effet,

Ona b(Y,X)=1y111+ yows = 1y1 + x2y2 = b(X,Y) .Donc cette forme est symétrique

2) E = M, (R). L’application
b: M, (R)x M, (R)—-R
(A,B) — Trace(AB)

est une forme bilinéaire symétrique sur F.

3) E = R[X]. L’application
b:R[X] x R[X] — R
(P,Q) ~ [y P()Q(t) dt

est une forme bilinéaire symétrique sur F.

4) E = R%L’application
b: R*’x R? >R ou z = (w1,12) et y = (y1,v2) -
(T,y) = Ty — Tayo — T1Y1 + T2Y2
est une forme bilinéaire altérnée. Vérifions.
On a pour tout * € E b(x,x) = 22 — 25 — 22 + 23 = 0.Donc cette forme bilinéaire est

altérnée.

Proposition 1.2.0.1 Soient E un espace vectoriel de dimention finie, Posons A = Mg (b).
La forme bilnéaire b est symétrique si et seulement si la matrice A est symétrique (*A = A).

Preuve Sib est symétrique on a a;; = b(e;,e;) = b(ej,e;) = aj;. Donc PA = A.
Réciproquement supposons que A soit symétrique . Pour tout couple (z,y) € E?
onab(y,z) ="YAX. Or la matrice ‘XAYe M, ; (k) est égale a sa transposée ( elle ne
posséde qu’un seul coefficient).

D’ou b(y,z) = YAX = ('Y AX) = XA (*Y) = "XAY = b(z,y).

Remarque 1.2.0.1 L’ ensemble des formes bilinéaires symétrique noté BS (E,k) est un
sous-espace vectoriel de Bil (E, k).

Proposition 1.2.0.2

(i) Soit B une base de E. L’application ¢’ : b — Mp (b) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels de BS (E,k) sur l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n symétriques a
¢éléments dans k, noté S, (k)

11



(1) dim (BS (E,k)) = 22t

Preuve.(i) on a BS (E,k) est un sous-espace vectoriel de Bil (E,k) .et on sait que
S, (k) est un sous-espace vectoriel de M, (k) .Donc d’apres le corolairel.1.2.1 ¢est

la réstriction de ¢ a BS (E,k) et comme ¢ est linéaire et injectif alors ¢'I’est aussi.On
vérifie aisément que pour tout A € S, (k) , Papplication f définie sur £ x F par
f(xz,y)="XAY, ou X = Mp(z) et Y = Mp (y),appartient a BS (F,k) et que

Mp(f) = Al en résulte que ¢ est surjectif.
(#7) On a dim S, (k) = ”(";1), donc d’apres l'assertion (i) dim(BS(E, K)) = "(”;1).

1.2.1 Formes quadratiques

Lemme 1.2.1.1 Soit b une forme bilinéaire symétrique sur un k—espace vectoriel E. Pour
tout x € E, posons q (x) =b(x,x). Alors on a :

2q(z).

(i) Ve € E YA€k q(\z) =)\
=g +y) —a@ —aW) =@+ —a@-y).

(1) ¥ (2,y) € E* b(z,y)

Preuve. (i) Soit x € £, on a VA € k ¢(\z) = b (\x, A\x) = b (2, A\z) = \2q (7).

(7) On a:

qz+y)=bx+y,x+y) =b(z,2)+b(x,y)+b(y,z)+b(y,y) = q(z)+q(y)+2b(x,y).
En remplacant y par —y on trouve :

q(r—y)=q(@)+q(~y)+2b(z,—y) = q(r) +q(y) — 2b(z,y).
D’ot le résultat.

Définitions 1.2.1.1 Soit b une forme bilinéaire symétrique sur un k-espace vectoriel E.

1) On appelle forme quadratique associée a b I'application de F dans k, notée g,, définie
par q, (x) = b(z,x), pour tout z € E.

2) Une application ¢ de E dans k est une forme quadratique s'il existe b, forme bilinéaire
symétrique sur F telle que ¢ = gp.

Notation : On note @ (E) I’ ensemble des formes qudratiques sur E.
Remarques 1.2.1.1
1) Une forme quadratique ¢ n’est pas linéaire, car on a q (A\z) = \q ().

2) L’ensemble ) (F) est un espace vectoriel sur k.

12



Exemples 1.2.1.1 1) E=R3. Soit x = (x1, 2, x3) un vecteur de R3.

[’application
g:RP—=R est une forme quadratique sur R3.
T 1 — 22+ 1173 — 1179

2) E=R". Soit z = (21, ..., x,) un vecteur de R", (a;;),; € M, (R)
L’application
q:R"—=k est une forme quadratique sur R".
T =D Z?:l (aij);; vix;

3) E =R[X]. Soit t € R.
[’application
¢:R[X]—R est une forme quadratique sur E.
P — P (t)2

4) E = M, (k).
L’application
q: M, (k) —k est une forme quadratique sur E.
A — Trace (A?).

Remarque 1.2.1.1 Soit E = R3.00 z = (11,72, 73) est un vecteur de E. Soit par exemple

_ 2 2 ot , _ 2 .21
q(z) = o{ — 25 + 2123 — 2129.0n peut Uecrire sous la forme : q(x) = x{ — x5 + 52371 +

1 1 1 TR L
3%1T3 — 5T2%1 — 5T1%2. ¢ est dite écrite sous forme symétrique.

Définition 1.2.1.1 la forme bilinéaire symétrique b admettant q pour forme quadratique
associée, est unique , on l’appelle la forme polaire de q .

Exemple 1.2.1.1 E =R3.

Soit  q(x) =2 — 22 + x113 — T1T9. Avec x = (1, T9, 23) . Calculons la forme polaire B
associée o q. On écrit q(z) = 22 — 23 + %1‘3331 + %mxg — %1’2271 - %1’1:52.

Alors sa forme polaire est :

b(r,y) = 2191 + T2y + %33391 + %!L'lyg - %£U25U1 - %ﬂfly}

Proposition 1.2.1.1 Soit E un espace vectoriel de dimention finie n.

(7) L’application 6 : b — g, est un isomorphisme de BS (E,k) sur Q (F).

(i) dim (Q (E)) = "o,

2

13



Preuve .D’aprés le lemme précédent, 'application 6 : b — ¢, est une bijection entre
I’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E et ’ensemble des formes
quadratiques sur F. vérifions la linéarité de 6.
En effet :
Soient b,b € BS (E.k), \,p €ketz € E
On a A\b+pb (*CU) = ()‘b + ,ub/) (Ia l‘) = Ab ('%37} + Mb/ (.1', 1’) =A@ (37) + uqy (l’)
= Agy +hqy ()
Donc qapir = Ay +uqy de. 0 (Ab+ pb’) = A (b) + b (b')
Il en résulte I'assertions (i).

(74) D’apres le corollaire 1.2.0.1 on a dim (BS (E,k)) = ”(”;1), et comme ’espace

vectoriel BS (E, k) est isomorphe a ’espace vectoriel Q) (E), on a dim (Q (EF)) = @

Définition 1.2.1.2 Soit E' un espace vectoriel surk, muni d’une base B. On appelle matrice
de q € Q (F) relativement a B la matrice de sa forme polaire b : Mg (q) = Mg (b) .

Remarque 1.2.1.2 Si E est muni d’ une base B, pour tout v € E, On a :
q(x) ='X Mp(q) X avec X = Mp (z).

Exemples 1.2.1.2 Soient E = R3, B une base de E et b une forme bilinéaire symétrique
sur B

21 3
telle que Mg (b) = 1 0 0 . La forme quadratique ¢ associée a pour expression :
3 0 —1
2 1 3 T
q(z) = (z1,20,23) | 1 0 O z3 | =222 — 22 + 21179 + 67173,
30 -1 -

Définition 1.2.1.3 Un polynéme P a n variables & coefficients réels est dit homogéne de
degré 2 s’il s’ écrit sous la forme :

P(Xl, ,Xn) = ZZaij )(Z)(J , Qi € R.
i=1 j=1

Théoréme 1.2.1.1 Une application q de E dans R est une forme quadratique sur E si et
seulement si elle s’exprime a l'aide d’une polynéme homogéne de degré 2 en fonction des
coordonnés (1, ..., T,) du vecteur v € E dans la base B = (eq, ..., €,) .
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Preuve. Soit B une base de E.

=) Si ¢ une forme quadratique de matrice Mg (q) = (a;; ), ; € BS (E,k),

ZA7
n n n
2
alors | ¢ (x) = E 5 Qij TiT; = g a;r; + 2 g Qi TiT;
i=1 j=1 i=1 i<j
Donc ¢ est un polymome homogéne de degré 2 en (1, ..., x,) .

<) Soit ¢ : £ — k qui s’exprime comme un polynéme homogene de degré 2

c’est-a-dire : q () = Zbi x7 42 Z bijxixy , b, b €k
i=1

1<J

. . . . i=0;,1=1,..
Soit A = (a;; ); ; la matrice symétrique définie par : { GZ”: aj; ’:Z 1, ’, ; ;Zj .

Alors tXAX = Z bl 1’22 + 2 Z bij.%’il‘j
i=1 <]

Soit b la forme bilinéaire symétrique associée & A dans la base B, alors ¢ (z) = b (z, x).
Donc ¢ une forme quadratique sur F.
On a comme remarque :

b(z,y) = Z bi iy; + Z bijiy;
i=1 (]

On passe de ¢ (z) & b(z,y) en remplagant x? par z;y; et 2z;2; par z;y;.

1.3 Orthogonalité

Définitions 1.3.0.2 Soient E un k-espace vectoriel , ¢ une forme quadratique sur E et b sa
forme polaire.

1) On dit que deux vecteurs z et y de E sont orthogonaux pour g (ou pour b) si b (z,y) = 0.
On note x Ly

2) On dit qu’'une famille (z1, ..., z,) de E est orthogonale pour ¢ si pour tout couple (i, j)
avec i # j , les vecteurs x; et x; sont orthogonaux pour q.
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3) On dit que deux parties A et B sont orthogonales pour ¢ si on a b (x,y) = 0, pour tout
x € Aettout y € B.

4) Pour toute partie A de E on appelle orthogonal de A pour ¢, ensemble, noté A+ des
vecteurs de E orthogonaux a A. Onadonc: At ={x € E;Vy € Ab(z,y) = 0}.On utilisera
aussi la locution g-orthogonal(ou méme simplement orthogonal) & la place de orthogonal pour

q.
Proposition 1.3.0.2 Soient E un k-espace vectoriel et q une forme quadratique sur E.

(i) Pour toute partie A de E, A+ est un sous-espace vectoriel de E.
(1) Y(A,B) € (P(E))> Ac B=— B+ c A%

(iii) V€ Ae P(E) At = (Vect (4))".

(iv) {0}t = E.

(v) Pour tout sous-espace vectoriel I’ de E, on a F' C F*+,

Preuve. Soit b la forme polaire de q.

(i) Clairement 0 appartient & A+. Soient x et y dans AL, X et u dans k.

Pour tout a € A, on a b(A\x + py,a) = Ab(z,a) + pb(y,a) = 0.

Donc Az + py appartient a At

(ii) Soit y € B+. Pour tout a € A, on a b(y,a) =0 cara € B(A C B). Donc y €

AL

(ii7) D’aprés Passertion précédente, l'inclusion A C Vect(A), implique (Vect(A))t C A+,
Montrons 'inclusion inverse. Soit x € A+.Tout vecteur y € Vect(A) s’écrit comme
combinaison linéaire de vecteurs de A, c’est-a-dire qu’il existe aq, ..., a, dans A et

A1, ..., A, dans k tel que :

n
y = Z)‘iai'
i=1

Doub(x,y) = b <x, Z /\iai) = Z A\ib (25,a;) = 0. Donc 2 € (Vect(A))™ .
i=1

=1

(tv) Pour tout x € E, on a b(x,0) = 0 par linéarité de b par rapport a la deuxiéme
variable.

(v) Pour tout x € F et pour tout y € F+ ,on a b(z,y) = 0. Donc z € F++ .
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Définition 1.3.0.4 Soient E un k-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E et b sa
forme polaire.

1) On appelle noyau de ¢ (ou de b), noté N(q), orthogonal de F pour g. On a donc :
N(q)=FE+t={yeE;VxeE b(z,y) =0}

2) On dit que ¢ (ou b) est non dégénérée si son noyau est réduit a {0} (E+ = {0}) dans
le cas contraire (E+ # {0}) on dit que ¢ (ou b) est dégénérée.

3) On dit qu'un vecteur = € E est isotrope si ¢(z) = 0.
4) On appelle cone isotrope de ¢, 'ensemble, noté C(q), des vecteurs isotropes pour g
5) On dit que ¢ (ou b) est définie si C'(q) = {0} .
Exemples 1.3.0.3 1) Soient E = R?® et q une forme qudratique sur E .
Soit q((z1, e, x3)) = 23 + 235 + 2.
Alors b((x1, x2, 73), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + T2y2 + T3ys est le produit scalaire usuel.

On a N(q) = {0}. Le cone isotrope C(q) est réduit & {0}. La forme quadratique ¢
est non dégénérée et définie.

2) Soient ' = R? et ¢ une forme qudratique sur F .

Soit q((z1,72)) = 2% — @3 . Alors b((21,22), (y1,2)) = T1y1 — T2y , d'ott N(q) = {0}.
La forme quadratique est non dégénérée. Le cone isotrope C(q) est la réunion de la droite A
d’équation z; — x5 = 0 et de la droite A" d’équation x; + z2 = 0. La forme quadratique ¢
est non définie.

Remarque 1.3.0.3 On a évidemment N(q) C C(q) , mais l'inclusion peut-étre stricte
(Ezemple (1.3.0.3),2)). De plus on remarque que C(q) n’est pas en général un sous-espace

vectoriel.

Définition 1.3.0.5 Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et ¢ une forme qua-
dratique sur E. rg(¢) = dim (E) — dim (N(q)) .

Théoréme 1.3.0.2 Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et q une forme quadra-
tique sur E. Soient B une base de E et A = Mg(q).

(1) Soient x € E et X = Mp(x). Alors x € N(q) < AX = 0.

(17) rang(q) = rang(A).
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(7i1) q est non dégénérée si et seulement si detA # 0.

n
Preuve.Soient B = (ey,...,e,) et v € E, avec z = E zje;.
J=1

(7) Par bilinéarité de b forme polaire de ¢, on a les équivalences :

re€N(q) < Vie{l,2..,n} be;x)=0

— Vie{l, 2., n} ijb(ei,ej) =0

j=1

— Vi€ {1,2,71} Z(lijl‘j =0
=1

— AX =0

(7i) D’apres Passertion précédente et le théoréeme du rang, on a :
dim(N(q)) = dim(Ker(A)) = dim(E) — rang(A).
D’ou rang(q) = dim(E) — dim(N(q)) = rang(A).

(7i) q est non dégénérée si et seulement si dim(N(q)) = 0, autrement dit, si et
seulement si 7g(A) = n,ce qui est équivalent & det A # 0.

1.3.1 Formes non dégénérées

Théoréme 1.3.1.1 Soit b une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un k-espace
vectoriel E de dimension finie.

L’application
oy B — E*
x—b(x,.) est un isomorphisme.

Preuve. Pour tous xiet o dans E et tous A et 1 dans k on a, pour tout y € E :

op (Az1 + pz2) (y) = b(Azy + paa, y) = Ab(21,y) + pb (22,y) = Apy(21)(y) + ppy(2)(y)
= (Apy(w1) + pipy(2)) () -

Do ¢, (A1 + pxe) = App(21) + 1y (x2). Donc ¢, est linéaire.

Montrons que ¢, est injective. Soit = € F tel que ¢, (x) = 0. Alors pour tout y € E,

on a ¢, () (y) =b(x,y) = 0. Par conséquent = € N (¢) qui est réduit & {0} car b est

non dégénérée . Donc = = 0.

Comme dim(E*) = dim(FE), Papplication linéaire ¢, injectivede E dans E* est aussi

surjective, c’est donc un isomorphisme.
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Corollaire 1.3.1.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie, ¢ une forme quadratique
non dégénérée sur E et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

(i) dim(F) + dim(F*) = dim(E).
(ii) (FY)L =

Preuve. Reprenons les notations du théoreme précédent.
(i) Soit (ey, ..., e,) une base de F,que nous complétons en une base B = (ey, ..., €,)
de E.Désignons par (3, ..., e-) la base duale de B.Soit « € F, la forme linéaire

o, (x) = b(x,.) se décompose en :

oy (7) = Zb(% ) (ei) e = Zb(m,ei) er.

Comme F = Vect(ey, ..., e,) , le vecteur = est g-orthogonal a F si et seulement si pour tout
i€ {1,2,..p}, b(z,e;) = 0.C%est-a-dire : € F* < ¢, () € Vect (¢},4,....e;) . D’ou :
©p (FL) = Vect (e;;H, e e;;) .comme ¢, est un isomorphisme, on déduit
dim(F*) = dim(p, (F*)) = dim (Vect (€}, ...,e,)) =n—p = dim(E) — dim(F) .
(ii) On a déja prouvé que F' C (F*)t . Comme nous sommes en dimension finie, il suff
de montrer que ces deux sous-espaces vectoriels ont méme dimension pour obtenir 1’égalité.

Or
dim((F4H)*) = dim(E) — dim(F*t) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F)

Remarque 1.3.1.1 En général F' et Fne sont pas supplémentaires (F NF+ 4 {O}) . Re-
prenons l'exemple 2) de 2.5.4 : E = R? et q telle que q((x1,x9)) = 22 —x3 et soit F =R (1,1).
Alors (z1,25) appartient o FL si et seulement s’il est g-orthogonal & (1,1) c’est -a-dire si
r1 — 19 =0. Donc F+=F.

Définition 1.3.1.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace
vectoriel de E .

¢ On dit que F est isotrope si F'N F+ # {0}.
¢ On dit que F est totalement isotrope si F' C F'+.

Théoréme 1.3.1.2 Si F' est non isotrope(i.e F N F+={0}) alors F ® F+ =E.
Preuve. x Si g est non dégénérée alors d’aprés le corolaire 1.3.1.1 on a:

dim F 4+ dim F*+ = dim F = n. Or dim F + dim F* = dim (F@FL) donc F® F+t =FE.
« Cas général : Soit (ey, ..., ;) une base de F' qu’on prolonge en une base (ey, ..., €,)
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de E.

Soity = Zyjej cFt<=ble,y)=0Vic{l,.. p}<b (ei,Zyjej) =0

j=1 j=1

= ) blene)y=0Vie{l, . .p}
j=1

Donc on a un systeme de p équations & n inconnues (p < n) linéaire et homogéne.
Soit r le rang de la matrice (b (e, €;)),;<,, 1<j<, - Les variables principales y1, ..., y-et
les autres non principales ¥, 1, ..., yn (arbitraires) .

n—r

On a alors (1) Vj € {1,...,7}, y= Z)\jk Yk+r, OU Aj € k; d’otlt
k=1

yeFt—=y= Zyjej et les y; vérifiant (1) .
j=1

Y= Z yje; + Z Yk4rChk+r = Z <Z Ajk yk+r> e; + Z Ykt Chotr
Jj=1 k=1 k=1 k=1

—

= Z Yitr <Z Ajk Yj + 6k+r> = Z Yhtr Uk ;00 les yppy
k=1 j=1

k=1
sont arbitraires et v, bien détérminées.
* les (vy, ..., v,_,) engendrent F'* et sont libres donc c’est une base de F*, et
dimF+=n—7r0Orr <p<n,doncdimF*+>n—p.
OnadimF®Ft=p+n—r>p+n—p=ndautre part dim F @ F+ < n alors
dmF @ F+t=n.Dou F® F+ =E.

1.3.2 Bases orthogonales

Définitions 1.3.2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et q une forme quadra-
tique sur FE.

1) On dit quune base B = (ey, ..., €,) est orthogonale pour ¢ si b (e;,e;) =0V i # j.

2) On dit qu’'une base B = (ey, ..., €,) est orthonormale pour ¢ si b (e;, e;) = d;;.

s b(el,ej):1v7,:j
Autrement dit : { blene;) = 0 Vi j.

Proposition 1.3.2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme
qudratique q , B = (eq, ..., e,) une base de E et B* = (e}, ...,e) la base duale. Les conditons
suivantes sont équivalentes :
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(1) B est une base g-orthogonale .
(1) Mg (q) est diagonale .
(7i1) q est combinaison linéaire des carrés des formes linéaires e.

Preuve. Soit b la forme polaire de q.
(1) = (it) Pour tout ¢ € {1,2,...,n} , posons a; = q(e;) = b(e;, ;). Par hypothése, pour
LF T

a1
on a b(e;, e;) = 0.I1 en résulte que Mg (¢) = Mp (b) =
Qn

(1) = (i4i) Par hypothése Mg (q) = Diag (aq, ..., a,) .Pour tout x = Z zie; de E,
i=1

n

ona q(r)= Zaix? = Zai (ef)Q (2),car z; = €] (z); dou g = Zai (63)2-
i=1 i=1 i=1
(1i1) = (i) siq = Z ar (e})? , alors sa forme polaire b est définie , pour tout (z,y) € E?
k=1

par b(z,y) = Z arey, (x) ey, (y) .Par conséquent , sii # j on a:
k=1

b(e;,ej) = Zake}; (e:) ey (ej) = Zakékiékj = 0. la base B est donc q — orthogonale.
k=1 k=1

Remarque 1.3.2.1 Si B est une base g-orthogonale, l’expression de q dans cette base

n

est simple : q (Zn: %’61‘) = Z a;z;
i=1

i=1

Le noyau de q est engendré par les vecteurs e; tels que a; = 0 et le rang ¢ est le nombre
de a; non nuls.

Corollaire 1.3.2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme qu-
dratique q , B = (ey, ...,e,) une base de E et B* = (e}, ...,e%) la base duale. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
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(1) B est une base g-orthonormale;

(it) Mp (q) = In;

n

(i) g =Y ()"

7

Preuve. En reprenant la démonstration précédente on remarque que 1’on a en plus
q(e;) = a; = 1, pour tout i € {1,2,...,n}.

Théoréme 1.3.2.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie.Alors pour toute forme
qudratique q , il existe une base orthogonale pour q.

Preuve. Récurence sur n

xn=1:FE=Vect(e) avec e; # 0 alors {e;} est une base orthogonale pour g.

x supposons le théoréme vrai pour les espaces de dim < n et soit £ de dimension

n—+ 1.

> Si g = 0 alors toute base est orthogonale pour q.

>Siqg#0=Je,1 € FE telle que q(e,.1)# 0.S0it F' = Vect(e,11) =ke,1.0na F
est non isotrope (c’est & dire F' N F*+ = {0}) en effet , Soit € F N F* = z = Xeppq
Aek)etz Leys = b(z,en41) =0 = Ab(€nt1, €nt1) = 0= Aq¢(epy1) =0 =
A=0=2=0.

D’aprés le théoréme 1.3.1.1 on a £ = F & F* . Donc dim F* = dim £ — dim F = n.
La restriction de q & F'* (sous-espace vectoriel de E) est encore une forme qudratique
sur F1 et on applique 'hypothése de réccurence a F'* : il existe une base (ey, ..., €,)
de F* orthogonale pour la restriction de ¢ & F'+. Donc (ey, ...¢,,, €,41) est une basede E
orthogonale pour q.

1.4 Reéduction des formes quadratiques

Réduire une forme quadratique ¢, c’est déterminer une base g-orthogonale relativement
a laquelle la matrice de ¢ est la < plus simple possible >. La réduction dépend du corps de
base. Etudions tout d’abord les formes quadratiques dans le cas complexe.

Théoréme 1.4.0.2 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur C et g une forme
quadratique sur E. Il existe un entier r € {0,1,...,n} et une base B = (ey, ..., e,) orthogonale
pour q tels que q(e;) =1 pouri <r et q(e;) =0 pouri > r. L'entier r est le rang de q et ne
dépend donc pas de la base B.
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Preuve .Soit (ell, - en)une base de E orthogonale pour ¢. Posons a; = ¢(e;) pour tout
i € {1,...,n} Nous avons déja remarqué que le rang r de ¢ est le nombre de a; non nuls.Quitte
a réordonner la base nous pouvons supposer que a; # 0 pour ¢ < r et a; = 0 pour 7 > r
Tout nombre complexe admettant une racine carrée, pour i < r, soit b; € C tel que b?= a; .

!’ . !’ .
Posons enfin, e; = bliei pour pour i < r et e; = e, pour ¢ > r. Alors (ey, ..., €,) est une base

1 4 a;

) 2
orthogonale pour ¢ et de plus ¢(e;) = ¢ (%ez) = (b—> q(e;) = % =1, pour i < 7 et q(e;)
= q(e;) =0, pour i > .

Remarque 1.4.0.2 L’expression de q dans une telle base est trés simple puisque :

n T ]. O
2 T
q (El xiei> = El x; et Mp(q) = < 0 0 )

Corollaire 1.4.0.2 Soient FE un espace vectoriel de dimension finie n sur C et q une forme
quadratique sur E. Alors il existe une base orthonormale pour q si et seulement si q est non
dégénérée.

Preuve. Cela résulte immédiatement de la proposition précédente car q est non dégénérée
si et seulement si r = n.

Etudions maintenant le cas des formes quadratiques dans le cas réel.

Théoréme de Sylvester 1.4.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur R et
q une forme quadratique sur E.Il existe des entiers s et t une base B = (ey, ..., e,) orthogonale
pour q tels que q(e;) = 1 pour 1 < i < s,q(e;) = —1 pour s < i < s+t et q(e;) =0 pour
s+t <i=n.De plus le couple (s,t) ne dépend pas de la base choisie et s+t =rg(q) .

!

Preuve. Soit (e’l, e en)une base de E orthogonale pour q. Posons a; = q(e;) ,pour
tout i € {1,...,n}. Nous avons déja remarqué que le rang r de q est le nombre de a;
non nuls. Quitte & réordonner la base nous pouvons supposer que a; > 0 pour ¢ < s,
a; <0 pour s <i<reta; =0pouri>r. Posonst=r— s et on pose :

Laie; sil < <s,

T
1

E
e; sir >,

voulues. Reste a prouver 'unicité du couple (s, t). Soit une autre base (f1, ..., f,) orthogonale
pour q telle que ¢(f;) = 1 pour 1 < i < &, q(f;)) = —1pour s <i < s+t etq(f;) =0
pouri > s’ +t' . Notons F' le sous-espacevectoriel engendré par les vecteurs ey, ..., e, et G le
sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs fo 1, ..., fn. Montrons que F'NG = {0}. Soit

x € FFNG. Ce vecteur se décompose en :

e; = e;si s < i <r, Ilestclair que (eq, ..., ,) est une base possédant les propriétés

n

x = imiei = Z y; fi-D’ou, d’une part q (z) = ¢ (i $i€i> = ixf >0et
i1 i=1 i=1

Jj=s'+1
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n s+t

d’autre part q (z) = ¢ ( Z yifl-> = Z — (yf) < 0.Donc q(x) = 0 et par suite
Jj=s'+1 j=s'+1

x; =0, pour tout i € {1,...,s}. Il en résulte que x = 0. Les sous-espaces vectoriels F

et G étant en somme directe, on a dim(F) +dim(G) < dim(E), c’est a dire s+n—s <n

Dous<s.En échangeant le role des deux bases, on obtient s/ < s. Ainsi s = s

Comme par ailleurs s +t = rang(q) = s +t, il vient t =t

Définition 1.4.0.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur R et ¢ une forme
quadratique sur E. On appelle signature de g, le couple (s,t) défini dans le théoréme précédent.
On note sgn(q) = (s,t) .

Remarque 1.4.0.3 Soit g une forme quadratique sur un espace vectoriel réel de dimension
finie n, de signature (s,t) . Il existe une base B = (eq, ...,e,) de E telle que

n s s+t
E : § : 2 E : 2
=1 =1 i=s+1

q est non dégénérée si et seulement si s+t = n.

Corollaire 1.4.0.3 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur R et ¢ une forme
quadratique sur E. Il existe une base orthonormale pour q si et seulement si la signature de
q est (n,0).

Preuve.

n
—) Soient (ey, ..., e,) une base orthonormale pour ¢ et x = Z xie;, donc :
i=1

q(z) = Z x7,d’apreés la remarque 1.4.0.2 on déduit que s =n et t = 0,
i=1

d’ou ¢ a pour signature (n,0).

<) Sisgn(q) =(n,0) = q(z)= Zx?.Donc il existe
i=1

une base orthonormale pour g.

Définitions 1.4.0.2 Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, f une forme bili-
néaire symétrique sur E et q la forme quadratique associée.
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1) On dit On dit que b (ou q) est définie positive (respectivement définie négative), si
pour tout z € E\{0} on a ¢(x) > 0 (respectivement g(z) <0 ).

2)On dit On dit que b (ou q) est positive (respectivement négative), si pour tout x € E
on a q(z) > 0 (respectivement g(x) <0 ).

Corollaire 1.4.0.4 Une forme quadratique q sur un R-espace vectoriel de dimension finie
est définie positive si et seulement si sa signature est de la forme (r,0)

Preuve.
s s+t
= )Par 'absurde : si ¢(x) > 0 et de signature (s,t),alors ¢ (z) = Z rd — Z 2.
i=1 i=s+1
Onprendx; = - =xp=0et x4 = =a54#0,do0g(z) <0 avec x #0
contradiction.

<) Si sgn(q) = (r,0), alors il existe une base (e, ..., €,) orthonormale telle que :

q(x) :ix?:0<:>x:0. Oibx:zn::riei.
i=1 =1

1.4.1 Meéthode de Gauss

Proposition 1.4.1.1 Pour toute forme qudratique définie sur un espace vectoriel E& de di-
mension n il existe v formes linéaires (py, ..., p,) sur E linéairement indépendantes telle que

N ekVre Eq(z) = Z/\W? (x)
i=1

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de F.
pour n=1: q(z) = \z? avec p, (1) = 1.
Supposons que la proprostion vraie pour n-1 variables et montrons la pour q & n
variables :
*x Premier cas : q contient un terme en x?, par exemple x% On peut alors écrire:
q() =a12? +2 L(z2,...,7,) 71 + Q (32, ..., T,),

avec a; € R*, L polynéme homogene de degré 1 en fonction de zs, ..., z,, c’est -a-dire
de la forme L (z3,...,x,) = agxy + « - - + az, €t @ une forme quadratique en xo, ..., x,.
D’ou

2 2
q (x) — a <$1 + L(:czc,l.l..wn)> _ L(a:2,(.z.1.,wn) +Q (ZL’Q, - xn) ‘

Par hypothése de récurrence, la forme quadratique ¢ définie sur R"~! par
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/ T2yeeeyTyy 2
q (z) = —% +Q (g, ..oy ) .

,
/ o, . o ,
se décompose en ¢ = E ajlf- ou la, ..., [, sont des formes linéaires indépendantes
=2

dans (R*~1)".

Pour j € {2,3...,n}, Notons ¢, la forme linéaire sur F qui a = = Z xi€;,

=1

associe I (z, ..., T,) et ¢, la forme linéaire définie par ¢, (v) = z; + L(“a—lxn)

r

On a alors g = Z ajgoi. Il reste & montrer que la famille (goj)jzlmn est libre

Jj=2

dans E*. Soit ¢ = Z Aj; = 0 une combinaison linéaire nulle des (goj) . On a d’abord
=2

T n
Z Ajp; (e1) = A1 = 0. Puis , pour tout (wy,...,z,) € R™ ! en posant z = inei,
=2 =2

il vient Z N, (2) = Z Aili (2, ..., x,) = 0, c’est-a-dire Z Ajl; = 0. Comme
=2

Jj=2 Jj=2

les formes linéaires [y, ..., [, sont indépendantes , on en déduit que A\; = 0,pour tout j €
{2,3,...7}.

* Deuxiéme cas : ¢ ne contient aucun terme en z2.si ¢ = 0 il n’y a rien a faire,
on peut supposer , par exemple , que ¢ contient z;x5. On peut alors écrire :
q(z) = arywy + Ly (23, ..., y) 1 + Lo (23, ..., ) + Q (23, ..., Tp)

avec a € R* | Ljet Ly polyndmes homogénes de degré 1 en fonction de z3,...,z, et ¢ une
forme qudratique en 3, ..., x,. D’o en posant y = (x3,...,z,), on a :

(@) = a <(I1+ Lga(y)) (x2+ Lla(y)) L (ylfz (y)) LOW).

a a

(o4 20 (o B0 (+x+m)_(x _mM)Q.
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(L1 + Lo) (y)

Notons @, et p,les formes linéaires sur F définies par ¢, (x) = x1 + 23 + et
a

2 (0) = 11 — 3y 4 (=)

Par hypothése de récurrence, la forme quadratique q définie sur R"~2 par :

/ Ly (x3,...,2,) Lo (23, ...,
q (:L') :Q(:L‘&’;[;n)— 1( 37 9 n)a 2( 37 b n)
T
se décompose en ¢ = Z ajl? , 0l I3, ...l sont des formes linéaires indépendantes

J=3

dans (R"~2)".

n
Pour tout j € {3,4,...r}, notons ¢;, la forme linéaire sur F qui a z = E x;€;, associe
i=1

lj (z3,...,x,) . On obtient alors ¢ = %g&? — %tp% + Z ajg0§. Il reste a montrer que la
=3

T
est libre dans E*. Soit Z Aj¢; = 0 une combinaison linéaire nulle
=3

famille (SOj)j:L..n

des (goj) .On a d’abordZAJ«pj (1) = A1+ A2 =0 et Z)‘J(pj (e2) = A — Ao = 0.

j=1 j=1

n
D’oil A\; = Ay = 0.Puis pour tout (s, ...,z,) € R"' on posant z = Zmiei , il
i=3

T T T
vient Z Ajp; (2) = Z Nilj (w3, ..., x,) = 0, c’est-a-dire Z A;l; = 0. comme les
j=3 j=3 j=3
formes linéaires I3, ..., [, sont indépendantes, on en déduit que A\; = 0, pour tout

Jje{2,3..,r}

Remarque 1.4.1.1 Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie et ¢ une forme qua-
dratique sur E qui se décompose en :

T
q= g a;p3, avec ay, ..., a, non nuls dans R et ¢, ..., p, formes linéaires
i=1

indépendantes dans E*, alors la signature de q est (s,t) o s est le nombre de a; tel que a;
> 0 et t le nombre de a; tels que a; < 0.
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Exemples 1.4.1.1 Soit E=TR? . Ou z = (71,72, 23) est un vecteur de E

1) Soit q; définie par q; (x) = 2?3 + 223 + 822 — 2719 + 47173
Il y a un terme en z?,considérons cette expresion comme un trinéme du second
degré en x; :
q (z) = 23 + 2 (—x9 + 273) 71 + (223 + 822)
= (21 — o + 2x3)% — (=25 + 223)° + (222 + 822)
= (r1 — o + 223)° + 22 + 422 + dayws
= (1 — o + 2x3)° + (2 + 223)°

Posons ¢, () = x1 — x2 + 2x3et @, () = 2 + 2x3.Ces deux formes linéaires sont
indépendantes et le calcul précédent prouve que q; = 3+ 3.

On a donc sgn (¢1) = (2,0). De plus rang (¢1) = 2 + 0 = 2. Complétons (¢, ¢s)
pour obtenir une base Byde (R3)",par exemple ¢, (z) = 3.

Cherchons une base orthogonale (By = (ay,as,a3) € R3) pour q;dont By est sa
base duale.En effet.

Soit «, 3,y € R3 tel que :

pr(@m) =a—-pF+2y=1
@i (a1) = @y (a1) =B +2y=0 )
p3(a1) =7=0

donc apres le calcul on trouve a; = (1,0,0).

o1 (a2) =a—f+2y=0;
pi(az) = ¢ ¢ya2) =F+2y=1 ;
s (a2) =7 =

on trouve as = (1,1,0).
¢1(az) =a—F+2y=0;
pilas) = ¢2(as) = 6 +2y = :
pg(az) =7 =1
on trouve ag = (—4,—2,1).

Donc By = (a; = (1,0,0) ,a2 = (1,1,0) ,a3 = (—4, —2, 1)) Constitue une base ¢;-orthogonale.

2) Soit go définie par q; () = x129 + T123 + 22273.

Il n’y a pas de carrés dans cette expression, mais un terme en x;xs; en considérant
cette expresion comme un polynéme du premier degré enz; , puis en x5 on peut
écrire : qo (2) = (w9 + x3)w1 + 22003 = (21 + 223)22 + T123. D’0OU

¢ () = (v2 + x3) (21 + 223) — 223
= % ((xl + T2 + 3.T3)2 — (.Tl — T2 + ZL’3)2) —21’%
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= (@1 4+ 22 + 313)% — 1 (21 — 32 + 73)% — 20}
Posons 9, (x) = x1 + x5 + 323, ¥y = 11 + 22 + 3,13 = T3, ces trois formes linéaires
sont indépendantes et le calcul précédent prouve que g = iw% — }lwg — 2¢§.
On a donc sgn (¢2) = (1,2) . De plus rang(qz) =1+ 2 = 3.
Cherchons une base orthogonale (By = (ay, az, a3) € R?) pour q; dont B(*) est sa
base duale.En effet.
Soit o, 5,7 € R3 tel que :

Yi(a) =a—-B+3y=1;
Y; (a1) = Yy(m) =a—B+~v=0 )
Y3(a) =7=0

donc apres le calcule on trouve a; = (%, %, 0) .

Yy (az) =a— B +3y=0;
Y (az) = Yy(az) =a—-F+y=1 ;
Y3 (az) =7 =0

on trouve as = (%, —%,O) .
Uy (az) = a— B +2y=0;

Y;(az) = Pylaz) =a—B+y=0 ;
Yy (az) =y =1

on trouve az = (2,—1,1).

DoncBy = (a1 = ( ,O) yaz = (2,—1, 1)) . Constitue une base go-orthogonale.

[N
N[
S
SN—
=
)
|
—
N
|
N
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Chapitre 2

Espaces euclidiens et Groupe
orthogonal

Dans toute cette partie le corps de base sera R.

2.1 Espaces euclidiens

2.1.1 Produit scalaire

Définitions 2.1.1.1 Soit E un espace vectoriel réel.

1) On appelle produit scalaire sur E, noté généralement ( ,) toute forme bilinéaire symé-
trique définie positive sur E.

2) On dit que E est un espace préhilbertien réel s’il est muni d’un produit scalaire.

3) On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien réel de dimension finie.

Propriétés 2.1.1.1 Le produit scalaire( ,) est muni a des propriétés suivantes :

o V(x,y) € B? (x,y) = (y,2).

o V(z,y,2) € EV(\,pu) € R* Az +pz , y) = MNz,y) + p{z,y).
eVre E (z,z) = 0.

eVre F ((x,2) =0=2=0).

Exemples 2.1.1.1 1) E = C([a,b],R), avec a < b, est un espace préhilbertien réel pour le
produit scalaire définit par : (f,g) = fab f(t)g(t)dt.

La symétrie de 'application est immédiate et le caractére bilinéaire est conséquence de
la linéarité de I'intégrale. Pour tout f € F on a (f, f) = f; f2(t)dt = 0 par positivité de
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l'intégrale.De plus, comme f? est une fonction continue et positive, la nullité de l'intégrale
ne peut se produire que si f2 = 0, c’est & dire f = 0.

n

2) R™ muni du produit scalaire usuel (z,y) = Z x;y; est un espace euclidien.
i=1

le produit scalaire usuel est une forme bilinéaire symétrique définie; elle est clairement
positive.

3) R*"[X] muni de (P,Q) = f;P(t)Q(t) dt, avec a < b, est un espace euclidien.Les
justifications sont les mémes que pour I'exemple (a) sauf pour le caractére défini qui nécessite
un argument supplémentaire. En effet ;si (P, P) = 0 on déduit comme précédemment que
pour tout ¢ € [a,b] ona P(t) = 0; il faut alors remarquer que le polynome P admet un
nombre infini de racines et est donc le polynéme nul(Un polynome de degré d admet au plus
d racines).

Théoréme 2.1.1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient x et y des vecteurs d’un espace
préhilbertien réel (E,( ,)). Alors

@) o] < (@ o) (y,y)?;

(13)  Uinégalité précédente est une égalité si et seulement si x ety
sont liés.

Preuve . (i) Puisque le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique positive, pour
tout A € Ron a:
0< (x+ Ay, z+ \y)
< (z,2) + (Ay, Ay) + 2 (2, Ay)
<Ny, y) +2X (z,y) + (z,2) .
Ce trinome a coefficients réels, étant positif ou nul pour toute valeur de A , son discriminant
doit étre négatif ou nul i.e 4 ((z,y))* — 4 (y,y) (z, ) < 0. D’ou Pinégalité.

(1) Si z est nul alors x et y sont liés et il est clair que 'on a égalité. Supposons maintenant
x # 0; on adonc (x,z) # 0. Si x et y sont liés, il existe A € R tel que y = Az et on a d’'une
part, |<:L‘,y>| = |)‘ <ZL‘,JZ>| = |)‘| (:L‘,.I‘> )

d’autre part (x,xﬁ <y,y>% = (x,x)é (M (z,2))? = |A| (2, z) .D’olt une égalité.

Réciproquement, supposons que 'on ait 1’égalité. Posons o = Ex ; y; , on a alors :
T, T
(y—ax , y—oazr)=(y,y) +a? (xé x) — 2 <x,2y>
(v, 9) (v, y)

@ 5z,

= (y,y) +
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B (L)

Le produit scalaire étant une forme bilinéaire symétrique définie, il en résulte que
y = Azx,c’est a dire que z et y sont liés.

Exemples 2.1.1.2

1) E =R" Soient = = (z1,...,x,) et y = (Y1, ..., Yn) deux vecteurs de E.
L’inégalité de Schwarz se traduit par

n
E Tyt
i=1

2) E=C([a,b],R). soit f , g € E.
L’inégalité de Schwarz se traduit par

st < (1 <t>2dt)é (e g(t)thy

n n
NN DI
=1 =1

Corollaire 2.1.1.1 (Inégalité de Minkowski)Soient x et y des vecteurs d’un espace préhil-
bertien réel (E,( ,)). Alors

N[

@) (r+y,o+y)3 <(z,2):+(y,y)?

(7i) 'inégalité précédente est une égalité si et seulement si x et y sont
positivement liés (i.e. x = 0 ou il existe A € RT tel que y = A\x).

Preuve.(i) On a

(Tty,e+y)=(r,n)+{y,y)+2(r,y)
<{z,2)+(y,y) +2z,y) 1
<(x,z)+(y y>—|—2<g: , )2 (y , y)? (Cauchy — Schwarz)

(73) Six = 0 alors x et y sont positivement liés et il est clair que I'on a égalité. Supposons
donc z # 0.

Siy =Xz avec A € R alors :

(@, o)+, y)* =, ) + Az, 2)? = (14N @, 2)* ot

x4y, z4+y)" =@+, s+ )" = ((1+/\)2(x , 1))’ = (14X (z, ;pﬁ.

Réciproquement, supposons que 1’on ait une égalité dans 'inégalité de Minkowski. Dans
la, démonstration de (i), toutes les inégalités doivent étre des égalités. On doit donc avoir
d’une part, égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, d’ot 'existence d’'un A € R tel que
y = Az, et d’autre part (x , y) = [(x , y)| ce qui impose X € R*.

D=
[NIES
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Corollaire 2.1.1.2 Soit (E ,( ,)) un espace préhilbertien réel. L’application ||| deE dans
R* définie par || z ||= (x , x)

VI

est une norme sur F.

Preuve.Le produit scalaire étant une forme bilinéaire symétrique définie positive, pour
tout x € E, on a ’équivalence : || z || = 0 <= x = 0. De plus pour tout A € R, on a

| Mz ||= (M, Aa)? = <)\2 (x x>%) — Al | || . L'inégalité de Minkowski est inégalité

triangulaire.

Définition 2.1.1.1 Soit (E ,(, )) un espace préhilbertien. On appelle norme euclidienne la
norme définie dans le corollaire précédent.

Proposition 2.1.1.1 (Identité du parallélogramme) Soient x et y des vecteurs d’un espace
préhilbertien réel (E ,( ,)). Alors

lz +yll* + llz = yll* = 2 (l=[1* + [lyl*) -

Preuve.

lz+yl2+llz—yllP=(z+y,z+y)+{z—y,z—y) )
= [|z|]? + [y]? 4;2 (@, )+ =+ lyll>—2(=, y)
=2(||=)* + ly|I*).

Proposition 2.1.1.2 Soit (E ,(, )) un espace préhilbertien réel. Pour tous z et y dans

E on a les formules de polarisation :
() =5 (lz+yl* = ll=l> = llyl*)

(@, ) =1z +yl*+llz -yl
Preuve. Ce n’est que la réecriture des formules établies dans le lemme 1.2.1.1
Remarques 2.1.1.1

a) La forme quadratique q associée & un produit scalaire est le carré de la norme
euclidienne : Vo € E ¢(z) = ||z|*.

b) L’inégalité de Cauchy-Schwarz se traduit par [(z , y)| < [|z||||y]|-
c¢) Les formules de polarisation permettent de calculer le produit scalaire & partir de

la norme; ona: (z,y) = (|z+yl*+ |z —y|?).
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d) On appelle espace de Hilbert réel tout espace préhilbertien réel, complet pour la
norme issue du produit scalaire. Un espace euclidien est un cas particulier d’espace
de Hilbert, puisque tout espace vectoriel normé (i.e (E , ||||)) de dimension finie est
complet.

2.1.2 Orthogonalité dans les espaces préhilbertiens réels

Rappels 2.1.2.1 Soit (E ,{,)) un espace préhilbertien réel.

e On dit que deux vecteurs x et y de F sont orthogonaux si leur produit scalaire est
nul.

e Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de A, noté A*, l'ensemble des

vecteurs de E orthogonauz a tout vecteur de A. At ={ x € E;Ya€ A (z, y) =0}.

o Soit (e;),c; une famille de E.on dit que cette famille est orthogonale si pour tous
i et j distincts dans I, les vecteurs e; et e; sont orthogonauz. Si de plus ||e;|| = 1 pour tout
1 € I, on dit que la famille est orthonormale.

Exemples 2.1.2.1

1) Dans le cas de l'espace £ = C([0, 27|, R) muni du produit scalaire défini par :
(f,q9) = % 0% f(t)g(t)dt, considérons les fonctions fy : x + sin (kz), pour tout
k € N*. Alors la famille (fj),cy-est orthonormale : En effet

| r2x cos(kt —1t) — cos(kt + It)

(fi, fi) =L [ sin (kt)sin (It) dt = L [ ; gt
) ; 2m
1 sin((k —1)t) B sin((k+0t)]" .
. 2m
1 sin(2kt) _
=L lt—— =1 _ 1.

2) Dans ’espace euclidien R" grace au produit scalaire usuel, la base canonique est
orthonormale.

Théoréme de Pythagore 2.1.2.1 Soit x et y des vecteurs d’un espace préhilbertien réel E.
Alors x et y sont orthogonauz si et seulement si ||z + y|| = ||=]]* + ||y

Preuve. On a ||z + y|| = [|z]|* + ||ly||* + 2 (= , y) .D’on Péquivalence :

Iz +yll = [zl + [lylI* <= (= , y) = 0.
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Proposition 2.1.2.1 Soit (e]) _1.q une famulle orthogonale de vecteurs non nuls d’un
espace préhilbertien réel. Alors cette famzlle est libre.

d
Preuve .5i Z Aje; est une combinaison linéaire nulle,alors pour tout i € {1,...,d }
j=1

on a
d d
<€i s Z)\j@j > = Z)\J <€i y €5 > = )\1 <€i , € > = )\z||€1||2 = 0.D’ou )\Z =0 car||ei|| 75 0.
j=1 j=1
La réciproque de la proposition précédente est fausse. Cependant & partir d’'une famille
libre, nous pouvons construire une famille orthogonale ; c’est ’'objet du théoréme suivant.
Théoréme 2.1.2.1 (Procédé d’orthogonalisation de Schmidt)

Soit (fi);—;,. 4 une famille libre d’un espace préhilbertien réel E.

k
Posons e; = f; est exy1 = fri1 — E

=1

< € , fk+1>

Ter el ei, pour tout k € {1,...,d — 1}.

Alors la famille (ei)izl,...,d est orthogonale et de plus pour tout entier k € {1,...,d — 1},
on a vect{ey,...,ex} = vect{ f1, ..., fr}.

Preuve. Montrons que nous pouvons construire e; possédant les propriétés voulues
par récurrence. Pour k£ = 1 c’est évident. Supposons la construction faite jusqu’au
rang k.Puisque dimvect{ey, ...,ex} = dimvect{ f1, ..., fr} = k, la famille (e;),_, _, est
libre et donc ( e; ,e;) # 0.Le vecteur eg4q est bien défini par la formule de I’énoncé.
Pour j € {1,2,....,k} on a:

(ej,ery1) = <€j ; Z%ez>

=1 .
— <6j,fk+1>_z<fic;‘—j;];jgl><€j,€i>
= (e, frr) — (e fes)

= 0.

La famille (e;),_; ., est orthogonale.
Par définition ey, ; appartient a vect{ fii1, €1, ..., ex} qui, par hypothése de récurrence,
est égal & vect{ fri1, f1, .-, [r}. Donc vect{es, ..., ex11} C vect{fi,..., frr1} . comme on a

k

, €; f k+1 L 1. N . . .
égalemment fr, 1 = E <<“—>>ei + ép11 ,on déduit de méme 'inclusion inverse.
. €, €
1=1
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Corollaire 2.1.2.1 Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhil berti en
réel admet une base orthonormale. En particulier tout espace euclidien posséde (au moins)
une base orthonormale.

Preuve. Soit (e;);,_; , une base du sous-espace vectoriel F' de dimension finie. Par le
procédé d’orthogonalisation de Schmidt, nous obtenons (e;),_, _a qui est une base

orthogonale.Il suffit de poser e Hel j€i » pour obtenir une base orthonormale de F.
Dans le cas d’un espace euchdlen FE, i1 suffit d’appliquer le résultat & E lui-méme.
a) Dans le corollaire précédent la matrice de passage de la base (f;) a la base orthonormale
(e;) est triangulaire supérieure, car vect{e), ..., e, } = vect{f;, ..., fr}.

b) Dans une base orthonormale (€;),cr, , » le produit scalaire des vecteurs

xr = Zm e ety = Zyzel a pour expression (r , y) szyl et ||z]|? = me
i=1

i=1 i=1

Exemple 2.1.2.1 Dans l’espace R3, muni du produit scalaire canonique, considérons les
vecteurs
=(1,2,-1) , wvy=1(1,3,0) , vg=(1,-1,5).
On a det (vy,ve,v3) = 9, de sorte que (vy,vq,v3) est une base de R3. Appliquons a cette
base l’algorithme de Gram-Schmidt. On obtient successivement
€1 =1 ,62202—<U2’61)6 :( 12 Z)

lex]? T6376
_ _ {vs, e1) (v3 , e2) _(2_7 9 i)
€3 =V~ TP 1T e 2= U7 1))

la base orthonormée associée a la base orthogonale (e1,es,e3) est

e’:(L 2 _L>
1= \V6'V6 '~ V&
V6 2v6  7V/6

!

€2 = \ THVIT 7 3VAT  6vAT
o — (_3/Il _vi1 Vil
3= 11 0 11 0 11

Exemple 2.1.2.2 On munit I’ espace vectoriel E, des polyndémes de degré au plus 2, du
prodmt scalmre
fo x)dx et I’ on considére sa base canonique
Pl(X) 1 PQ(X) X, P(X)=X2%
lalgorithme de Gram-Schmidt, appliqué au systéeme (Py, Py, P3), fournit la base orthogo-
nale (Q1, Qq, Q3) suivante :
Q1= P1—1 Qz Py — ?Q"% Ql 2;

_ 1
Qs = Py — Sl S0 = X2 — X + ¢
La base orthonormée associée a la base orthogonale (QQ1, Qa, Q3) est formée des polynomes

1, V3(2X—-1),6V5(X?2—-X+1).
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Proposition 2.1.2.2 Soient (E ,(, )) un espace euclidien et (e, ..., e,) une base orthonor-
male de E.

Six € E tel que x = inei alors Vi € {1,2,...,n}, ;= (z , €)
i=1

n n
Preuve. (x , e;) = < E xie; ej> = E 705 = T
i=1 =1

Théoréme 2.1.2.2 soit (E ,{ ,)) un espace euclidien . Si F un sous-espace vectoriel de E,
alors E = F @ F+.

Preuve. On a vu que si F est non isotrope (i.e F'NF*+ ={0}) alors E = F & F*.
Soit v € FNF+ = ||z|> = (z,2) = 0= ||z|| =0 =2 = 0.

2.1.3 Adjoint d’un endomorphisme

Théoréme de représentation de Riesz . 2.1.3.1 Soit E un espace euclidien.
(1) Pour tout x € E, application p, : y+— (x , y) est une forme linéaire
sur E.
(13) L’application ¢ : x +— @, est un isomorphisme de E dans E*

Preuve. Le produit scalaire étant une forme bilinéaire symétrique non dégénérée,
donc on peut appliquer le théoréme 1.3.1.1(Chapitre 1) .

Corollaire 2.1.3.1 Soient E et I des espaces euclidiens et u € L(E, F). 1l existe une unique
application linéaire u* de F dans E telle que :

Vee EVye F (u(x) ,y)p=(x,u" (y)g-

Preuve. Soit y appartenant a F. L’application = — (y , u (z)) appartient a E*.D’aprés
le théoreme de Riesz, il existe un unique vecteur, que nous noterons u*(y) tel que

pour tout € E on ait (u* (y) , ) = (y , u(x)) ., soit encore en utilisant la symétrie
(u(z) ,y) = (x,u" (y)). Ceci prouve l'existence et 'unicité de u*. Il reste & montrer
que u* est linéaire. Soient y et z dans F', A et u dans R. Pour tout x € F on a :

D’ou u* (A\y + pz) = Au*(y) + pu*(2).
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Définition 2.1.3.1 L’application linéaire u* définie dans le corollaire précédent est appelée
l'adjoint de u.

Proposition 2.1.3.1 Soient E, I et G des espaces euclidiens.
(1) Pour tout u € L(E, F) on a u™ = u.
(74) L’application u — u* est linéaire bijective de L(FE, F) dans L(F, E).
(17i) Pour tout u € L(E, F) et tout v € L(F,G) on a (vou)* = u*ov*,
(iv) Pour tout u € L(E, F) on a : Ker(u*) = (Im(u))* et Im(u*) = (Ker(u))*.

(v) Soient u € L(E) et B une base orthonormale de E. Relativement a la base B, la
matrice de u* est la transposée de la matrice de u : Mp(u*) = (Mp(u)).

Preuve. (i) Pour tous x dans E et y dans F on a :

(v, (W) () = (W), z) =y, uw@).

D’ou u** = u.
(77) Soient u et v dans L(E, F'), A et u dans R. On a pour tous z et y dans F :

(, (Mu+ po)*(y)) = ((Au+ ) (z) , y)
= Mule) L y) o) )
=Mz, u (y) +p iz, 0" (y))
= (&, Aur(y) +p oY) -
Dot (Au+ pv)* = X u* + p v*.
Le caractére surjectif résulte de 'assertion (i), de plus L(E, F') et L(F, E)) ont méme
dimension et par suite I’application u — u* est bijective.
(17i) Pour tous x € Eet z € Gon a:

Dou (vou) =u*ov*(2)

(1v) Pour tout y € F' on a les équivalences :
ye Ker(u) <= Ve e E (u(y) ,x) =
Ve eFE(y,ux)=
<=y e (Im(u)".
Dout Ker (u*) = (Im(u))*.
En I'appliquant cette égalité a u*, on obtient Ker(u) = (Im(u*))* .
Dot (Ker(u))* = (Im(u*))t = Im(u*) .

38



(v) Soient A = Mp (u) et A" = Mp (u*). pour tous i,j € {1,...,n}, aj; est la i
composante de u*(e;) dans la base (eZ ic(1,..ny donc d’aprés la proposition 1.1.2.2
i) =

/ (ule) ,e5) = (e, ule)) = aj.

az] <6l ) (

2.1.4 Endomorphisme symétrique

Définition 2.1.4.1 Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E. On dit que u est
autoadjoint ou symétrique st u* = u.

On note S(F) l'espace vectoriel des endomorphismes symétriques sur E.

Remarque 2.1.4.1 Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien. Alors u est symétrique
si et seulement si dans une ( ou toute ) base orthonormale, sa matrice est symétrique.

Proposition 2.1.4.1 Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E.
(1) Les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux.
(i1) Si F' est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F'* est stable par .

Preuve. (i) Soient A et y deux valeurs propres distinctes de u. Pour tous x € E)(u) et
y € E,(u), on a

plr,y) = (v, u(y) = () , y)=(u@) ,y) =@ vy = z,y).

Comme X # p on a donc (x , y) =
(#7) Supposons que u(F') C F. Soi
r

t
(u(y) ;) =(y,u(r)) =0caru(z
Donc u(F+) C F*.

0.
y € F+. Pour tout z € F on a :
) € F et ye F*.

Lemme 2.1.4.1 Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, n > 1 et u € L(E).
Alors il existe dans E une droite ou un plan stable par u.

Preuve. Si u posséde un vecteur propre z alors la droite engendrée par x est stable
par u. Sinon u ne posséde pas de valeur propre et son polynéme minimal 7, n’a pas
de racines réelles. Par conséquent 7, se factorise dans R en produit de polynémes
irréductibles de degré 2. On peut donc écrire 7, = (X? + aX + b)Q.Par minimalité du
degré de m, le polynome Q n’est pas annulateur pour u et il existe un vecteur y € E
tel que Q(u)(y) £ 0.

Posons z = Q(u)(y) et P = vect{z , u(z)}.Comme u ne posseéde pas de vecteur propre,
u(z) n’est pas colinéaire & z et P est un plan. On a :

0=m,(u)(y) = (u?+au+bldg) Q(u)(y) = (u* + au + bldg) ().

D’ot u? (2) = —au (2) — bz appartient & P et par suite P est stable par u.
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Théoréme 2.1.4.1 Soient E un espace euclidien et uw € L(E). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) L’endomorphisme u est symétrique.
(77) 11 existe une base orthonormale qui diagonalise u.

Preuve. (i) = (i7) La démonstration se fait par récurrence sur la dimension n de E.
Sin =1 c’est évident.

Si n = 2. Soit B une base orthonormale de E. Alors Mp(u) est de la forme( Z Z )

et le polynome caractéristique de u est X? — (a + d) X + ad — b*. Son discrimant /A vaut
(a+ d)* — 4(ad — b?) = (a — d)* + 4b%. Si b = 0 la propriété est clairement établie,
sinon A > 0 et u admet deux valeurs propres distinctes.Par conséquent u

est diagonalisable.

D’apres la proposition les sous-espaces propres de u sont orthogonaux et il existe

donc une base orthonormale qui diagonalise u.

Soit n > 2 et supposons la propriété vraie jusqu’au rang n — 1. Soient E un espace
euclidien de dimension n et u € £(FE) un endomorphisme symétrique. D’aprés le
lemme précédent u admet au moins un sous-espace stable F' de dimension d = 1 ou

2. Désignons par v ’endomorphisme de F' défini par restriction de u. Cet
endomorphisme est symétrique car :

V(a,) € F2 (v (@) ,y) = (u(@) g = (@, 0 () = (@, uly)) = (@, ().

Il existe donc une base orthonormale B’ = (¢}),..., de F' qui diagonalise v. Autrement
dit, il existe <)\i>1§i§d tel que u(e;) = v(e;) = \e; , pour 1 <4 < d.

Posons G = F*. D’aprés la Proposition , G est stable par u. Désignons par w
I’endomorphisme de G défini par restriction de u. Comme pour v, cet

endomorphisme est symétrique. Puisque dim(G) =n — d < n — 1, ’hypothése de
récurrence s’applique a w et il existe une base orthonormale B” = (ej)d+1<i<n de G qui

diagonalise w. Autrement dit, il existe Ag1, . . ., A, réels tels que u(e;) = w(e;) = Aje;
pourd+1<j<n.
Il est clair que B = (e;, ..., e,) est une base orthonormale de E qui diagonalise u.

(71) = (i) Soit B une base orthonormale qui diagonalise u. La matrice de u
relativement a la base B étant diagonale, elle est symétrique et par conséquent
est symétrique.

Corollaire 2.1.4.1 Toute matrice réelle symétrique est diagonalisable.

Preuve. Soit M € S, (R). Considérons £ = R” muni du produit scalaire usuel et B la
base canonique. Désignons par u I’endomorphisme de F tel que Mp(u) = M . Cet
endomorphisme est symétrique ; d’aprées le théoreme précédent, il existe une base
orthonormale B’ qui diagonalise u. Il existe donc une matrice P inversible telle que
P~1M P soit diagonale.
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Remarque 2.1.4.2 Le résultat précédent est faux si le corps de base est C : La matrice

2 . . . .
A= ( ; (Z) ) € M, (C) est symétrique mais A n’est pas diagonalisable ; en effet son polynéme

caractéristique est X> —2X +1= (X — 1)2 et le sous-espace propre relatif a la valeur propre
1 est de dimension 1, car A # I, .

5 —1 1
Exemple 2.1.4.1 On considére la matrice M = | —1 1 =3
1 -3 1
On souhaite déterminer une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale telle que
M = PDP'. La matrice M étant symétrique on peut affirmer sans aucun calcul qu’elle est
diagonalisable en base orthonormée.
A—5 1 -1
« Valeurs propre : Py (\) = 1 Ax—1 3
-1 3 A-—-1

A=5 1 0
-1 3 A+2

A—=5 1 0
=(A+2)| 1 A-11
-1 3 1
A-5 1 0
=(A+2)| 2 A=4 0 |Ly«— Ly - Iy
-1 3 1

— (A +2)(A—=5) (A —4) —2)
= (A+2) (\> =91 +18)
=(A+2)(A=3)(A—6).

Donc les valeurs propres de M sont -2, 3 et 6.

Vecteurs propres :
0

MX:—2X<:>{Ii0.D0ncE2: 2 | /zeR

N 2

0

= Vect 1

1
- -z

MX:3X<:>{;C___Z .Donc Bz =4 | —= | /z€R
z
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= Vect -1
1
T =2z 2z
MX:6X<:>{ B . Eg = —z | /z€R
y=—2 .
2
= Vect —1
1
1 2
! G e
On pose f1 = | 75 o= =/ | s fs=| —% |- Donc on vérifie aisément
1 1 1
V2 V3 NG
que f1, fa, et f3 sont orthogonaux et || fi|| = ||f2]l = || /3] = 1.
conclusion :

La famille (f1, f2, f3) est une base orthonormée de vecteurs propres. On a donc M = PD P*
avec :

1 2

200 , WO
D= 0 30 P=|v ~% %
006 OV

2.2 Groupe orthogonal

Dans toute cette partie £/ désigne un espace euclidien.

2.2.1 Isométries d’un espace euclidien

Définition 2.2.1.1 Une isométrie (ou application orthogonale) de E est une application
u: E — E qui conserve le produit scalaire, c’est-a-dire que :
V(r,y) e ExXE (u(z) ,uly)=(x,y).
On note O(E) l’ensemble des isométries linéaires de E.

Exemples 2.2.1.1 L’identité et son opposé (i.e Id et — Id) sont des isométries. Lorsque E
est de dimension 1, on a O(F) = {Id, —1d}

Remarque 2.2.1.1 Une isométrie conserve [’orthogonalité, c’est-a-dire que pour tous x, y
dans E, on a :

(,y)=0= (u(z) , uly) =0.

Théoréme 2.2.1.1 Une application v : E — E est une isométrie si, et seulement si, elle

est linéaire et conserve la norme, c’est-a-dire que :
Vee E |u(z)| ==zl
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Preuve. Si u est linéaire et conserve la norme, on déduit alors de I'identité de
polarisation qu’elle conserve le produit scalaire et c’est une isométrie. En effet et,
pour tous x,y dans E, on a :
(@) ,uy) = 1l @) +u () 1P = llu (@) —uly) )
= 2 (u(x+y) I = llu (z — ) ) (limearite)
2 (lz + yl|* = |l — y[|*) (conservation de la norme)
= <x S Y) -

Réciproquement, si u est une application de £ dans E qui conserve le produit
scalaire, il est clair qu’elle conserve la norme. Il nous reste a montrer qu’elle est
linéaire. Pour =,y dans F et A dans R, on a :
lu (& + Ag) — () = M (9) 12 = w2+ Ag) 12 + lu () 2 4+ Wl () [+

—2((u(z+Ay) , (@) +A{u(z+Ay) , u(y)))

+ 22X (u(x) , u(y))

= [l + Ayll* + [l2]* + A ly1®

—2{z+ Ay, )+ Az + Ay, y) + 2\ {z, y)

= 2]z |* + 2X%|ly|I* + 2X (z , )

=2l|z[? = 4x(z, y) = 2\|lyll* +2X (z , y)

= 0.
ce qui équivaut & u (z + \y) = u (x) + Au (y) et u est linéaire.
On peut aussi utiliser une base orthonormée (e;),.,.,, de E.Comme u conserve le
produit scalaire, la famille (u (e;)),<;<, est orthonormée et c’est une base de E. Pour
tout x € E, on a alors : o

n n

u(z) =Y (ulw) ,ule))ule) =) (v, e)ule),

i=1 i=1

et la linéarité des applications x — (x , ¢;) entraine celle de u.

Remarque 2.2.1.2 Une application v : E — E qui conserve la norme n’est pas néces-
sairement linéaire et n’est donc pas une isométrie en général. Par exemple pour e € E
de norme égale o 1, Uapplication u : x | = || e conserve la norme et n'est pas linéaire

(u(—x) = u(x) # —u(z) pour x #0).

Théoréme 2.2.1.2 Une isométrie est un automorphisme de E et O(E) est un sous-groupe
de GL(E) (GL(FE) = { bijections linéaires de E sur E }).

Preuve. Soit u € O(FE) . Pour z € ker(u), |[u(z)| = ||z]] = 0 et = 0. Donc

ker (u) = {0}
et u ce qui équivaut a dire que u est un automorphisme de E puisqu’on est en
dimension finie. On a Id € O(FE) et pour u,v dans O(F) , x dans E, on a :

luowv (@) ]| = llulv (@) =l =z
lu™ (@) || = [lu(u™" () || = |
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donc uov et u~! sont dans O(E) . L’ensemble O(FE) est donc bien un sous-groupe de
GL(E).

On dit, dans le cas ou E est de dimension finie, que O(FE) est le groupe orthogonal de
E.

Théoréme 2.2.1.3 Soit u une isométrie de E. Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable
par u, alors son orthogonal F*- est aussi stable par u.

Preuve. Comme u est injective, on a dim(u(F)) = dim(F') et avec u(F) C F, on
déduit que u(F) = F. Pour # € Ft et y € F,on a:

(@), uly) = (o, y) =0.
Donc u (z) € (u(F))* = F-.

Théoréme 2.2.1.4 Soient B = (e;),,., une base orthonormée de E et u une application
linéaire de E dans E. L’application u est une isométrie si, et seulement si, elle transforme
B en une base (u(€;)),<;<, orthonormée de E.

Preuve. Supposons que u € O(E) . Avec (u(e;) , u(e;)) = (e , €;) = 0;; pour

1 <i,j < n, on déduit que u(B) = (u(€;));«;, est orthonormé. Il en résulte que u(B)
est libre et c’est une base puisque formé de n = dim(E) vecteurs.

Réciproquement supposons que u € L(E) transforme B en une base (u (€;));<,,

n
orthonormée de E.On a alors pour tout x = Z x;e; dans E :
i=1

[ u (2 ||2—||qu ei) ||I* = Zﬂf = |||

Dot u € O(E).

2.2.2 Matrices réelles orthogonales

Proposition 2.2.2.1 Soit (e;),.,.,, une base orthonormale de E.
37
Posons A = (aij)i,je{l,...,n} » B = <bij)i,j€{1,...,n} ’ 5j -
Q5
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blj

etn;= | | Alors ((¢; . nj>)i,j€{1,...,n} ='AB.
b

Preuve. (<§j , nj>)i7j€{1wn} = <<Za;ﬂ-ek , Zbkjek>>
k=1 k=1 ije{l,.n}

k=1 i,je{l,...n}

(aji)i,je{l,...,n} (bij)i,je{l,...,n}
= 'AB.

Théoréme 2.2.2.1 Soient B = (ei)1gign une base orthonormée de E et u une application

linéaire de E dans E de matrice A dans B. L’application u est une isométrie si, et seulement
si, TAA = A'A = I,.

Preuve. Supposons que v € O(E) . En notant *AA = () et en utilisant

Z,]E{l,,n}
les notations qui précédent on a, pour i,j € {1,....,n} :

aij = (&, &) = (ules) , uley)) = (e, e5) = 9.
Ce qui signifie que ‘AA = I,,. La matrice A est donc inversible d’inverse ‘A et en consé-
quence,on a aussi A'A = I,,.
Réciproquement, si ‘AA = A'A = I,,, on a alors pour 1 <4,7 <n:
(ule) ,ule)) = (&, &) = b,

ce qui signifie que u(B) est une base orthonormée de E et u € O(E).

Définition 2.2.2.1 On appelle matrice orthogonale, une matrice réelle A telle que 'AA =
A'A =1,.

Remarques 2.2.2.1 1) On note O,(R) l’ensemble des matrices orthogonales.

2) Il revient au méme de dire qu’une matrice orthogonale est une matrice inversible A
d’inverse 'A. Le théoréme précédent nous dit qu’une application linéaire u de E dans E est
une isométrie si, et seulement si, sa matrice dans une base orthonormée quelconque de E est
orthogonale. Mais attention, ce résultat est faux pour une base non orthonormée. Par exemple

Uapplication (z,y) — (—x,y) est orthogonale et sa matrice dans la base << (1) ) , < 1 ))

est A= ( _01 _12 ) .et A est non orthogonale car 'AA = ( L2 ) # Is.

Théoréme 2.2.2.2 Pour toute matrice A dans O, (R) , on a det(A) = £1 et O,(R) est un
sous-groupe de GL,(R).
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Preuve. De det(A) = det(*A) pour toute matrice A € M,(R) et ‘AA = A'A = I,, pour
A € 0,(R) , on déduit que (det(A))?> =1 et det(A) = +1.11 en résulte que
O,(R) € GL,(R). Comme I,, € O,(R) et pour A, B dans O, (R) , on a :

(A1) = Ay = A,

(AB) ' =B 1A' ='B'A ="' (AB)
on en déduit que O, (R) est un sous-groupe de GL,(R).
Notation et rappel : On note :

Of (R)={ A€ O,(R) | det(A) =1}
O, (R) = { A € On(R) | det(4) = —1},
et on dit que les éléments de O;" (R) sont les matrices orthogonales positives et les éléments
de O, (R) sont les matrices orthogonales négative.
On rappelle que si A=((aij)), jer;, ) st une matrice carrée d’ordre n, la matrice des
cofacteurs de A est la matrice C' = ((¢i5)); jeq1. ny OU Cij = (—1)" det(A;;) ,en notant A;;
la matrice carrée d’ordre n — 1 déduite de A en supprimant la ligne numéro ¢ et la colonne

numéro j. On a alors :
AlC =1C-A =det(A) I,

et dans le cas ol A est inversible, A~ = #(A) t(C.

Théoréme 2.2.2.3 Si A€ Of (R)(resp A€ O, (R)), on a alors A=C (A= -C), ou C
est la matrice des cofacteurs de A.

Preuve. Soit A € O} (R)
A7l = detl(A) IC=tC="'A,douC=A
De méme pour A € O, (R)

2.2.3 Isométries directes, indirectes (Orientation de ’espace)

Théoréme 2.2.3.1 Pour toute isométrie u € O(E) , on a det(u) = £1.

Preuve. On a det(u) = det(A) ou A est la matrice de u dans une base orthonormée
et u € O(E) si, et seulement si, A € O, (R), ce qui entraine det(A) = +1.
Notation :
O (E)={ueO(E) /det(u) =1} = SO (E) ( les rotations de F)
O (E)={ueO(E) / det(u) = —1} (les symétries de F)
et on dit que les éléments de O™ (E) sont les automorphismes orthogonaux positifs ou les
isométries directes ou les rotations vectorielles et les éléments de O~ (F) sont des automor-
phismes orthogonaux négatifs.

Théoréme 2.2.3.2 O (E) est un sous-groupe distingué de O(FE).
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Preuve. x* Soit u, v € O (E).

On a det (uov) ™" =detu- (detv) " = 1.

Or wovte€O(E)=uov!eO"(E)= O"(F) est un sous-groupe de O(F).

x Soit u € OF (E) et v € O(E).

Donc on a det (vuv™!) = detv - detu - (detv) ™ =1 = vuv™! € O (E) = Ot (E) est
un sous-groupe distingué de O(F).

Cas particulier :

n n
Soit £ = R™ muni de la norme ||z||* = E ri ol = E T;e;, avec

i=1 i=1

(é1, ..., e,) une base (orthonormale) canonique.
on note : O(R") = O (n) groupe orthogonal réel.
O*(R"™) = SO (n) groupe spécial orthogonal.
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Chapitre 3

Formes hermitiennes et espaces
hermitiens

Dans I’étude des formes hermitiennes, nous serons beaucoup plus bref qu’au chapitrel et
chapitre 2 car beaucoup de démonstrations et de notions s’inspirent des mémes principes.

3.1 Forme hermitienne

Dans cette partie £ un espace vectoriel de dimension n sur C.

Définition 3.1.0.1 1) Une application f de E dans C est dite forme semi-linéaire(ou forme anti-linéaire)
s1:

Va,y € EYAEC f(s+y) = (2)+ f(y) et f (Aa) = Xf (x).
2) Une application h : E x E — C est dite forme sesquilinéaire si :

x Yy € E: h(.,y) est linéaire c’est-a-dire :

{ h(z+a'y) =h(z,y) +h(y)

h(Az,y) = M (z,y) pour tous x,x € FE et A € C.

Vo € E: h(.,x) est semi-linéaire c’est-a-dire :

{ h (a:,y+y/) =h(z,y)+h (a:,y/)

h(z, \y) = M (2,y) pour tous y,y € E et A € C.

3) On dit que h est une forme hermitienne si de plus on a :
h(y,z) =h(z,y).

Exemples 3.1.0.1 (forme sem-linéaire)
1) E=C.
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L’ application f:C — C
Z2 =z
est une forme semi-linéaire sur C. Vérifions .
ona:f(zt+y)=z+y=T+y=f(2)+f(y) Vo,yeC
fr)=Xr=AxT=\f(x) Ve e E, VA e C.
2) E=C[X].
L’application f:C[X] — C
P+ P(z) ouzeC
est une forme semi-linéaire sur C[X]. Pour tous P,Q € C[X] et A € C.
Ona:}(P+Q)=(P+Q) () = P () + Q(20) = P(20) + Q (20)
= [(P)+[(Q). _ _
f(AP) = (AP)(20) = AP (20) = A xP(z0) =X f(P) YPe C[X] et

Exemples 3.1.0.2 1) E = C2
L’ application h : C? — C
(21,22) +— 217
est une forme sesquilinéaire et de plus est une forme hermitienne.
Vérifions.
Pour tous A € C et 21, 22,2, 29 € E on a :
h (21 + 2, 22) = (21 + zl) Za = 2173 +21Z22 = h(z1,20) + h (21, 22)
h(Az1,29) = (A21) Z2 = Az125 = AR (21, 29) .

h(zy, 204 29) = 21 (22 + 25) = 21 z_2+z'2>:zlz_2+zlz_'2:h(z1,22)+h(z1,z'2)

h(z1,\22) = 210z = 210 % = M (21, 2) donc h est une forme
sesquilinéaire.
Pour tout 21,29 € E;on a h (22, 21) = 2071 = 2321 = 2122 = h (21, 22) donc
h est une forme hermitienne.
2) E =C". Soit (e, ..., e,) une base
L’application h - C* — C
(z,y) = X 2 otw =3 e,
Yy = Z?:l yjej, avec (e1,...,e,) la base canonique de E,
est une forme hermitienne sur E.

3.1.1 Matrice d’une forme hermitienne

Soit B = (eq, ..., €,) une base sur F et h une forme hermitienne de E' .

Soit z,y e K, x = Zﬂfiei, y= Zyjeja
=1

j=1
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n n

alors h(z,y) = b(Zmiei,Zyjej>: z;yih (e, e;)
i=1

j=1 i=1 j=1
- S,
i=1 j=1
avec h;j = h(e;,e;).
Soit la matrice Hp (h) = (hs), ; € M, (C)

de plus, h est une forme hermitienne, on a h(e;,e;) = h(e;, e;).
Clest-a-dire ‘Hg (h) = Hg (h).

Définition 3.1.1.1 On appelle matrice hermitienne, tout élément H deM, (C) tel que
‘H= H.

1 14
1—2 —4

Exemple 3.1.1.1 Soit H = ( ) € My (C). Donc H est hermitienne car 'H =

H.

3.1.2 Changement de base

Théoréme 3.1.2.1 Soient B = (ey,...,e,) et B = (e’l,. " n) deuz bases de E et P la ma-
trice de passage de Ba B'. Soit h une forme hermitienne sur E.Soit Hg (h) = (h (e;, €))iit1..m
la matrice de h dans la base B et H;B, (b) = (h (e €; ))ij:L..n la matrice de h dans la base

Z’]
’

B.

Alors H'=tPHP

Preuve Soient x = Z Tie; = Z x;e;, Yy = Z yie; = Z y]e deux vecteurs de F

i=1

et X,Y (resp X', Y’) les matrices colonnes de leurs coordonnées dans B (resp B')
Alors X = PX'Y = PY’ (formules de changement de bases) .

Onah(ry) = 3.3 z75h(ee)="XHY=' (PX’) H(PY )='X"PHPY

i=1 j=1
— X ("PHP)Y
Or h(z,y) = ZZx;y] (l, j) —X'H'Y
i=1 j=1
D’ott H ='PHP
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3.1.3 Rang d’une forme hermitienne

Définition 3.1.3.1 Le rang d’une forme hermitienne h sur un espace vectoriel de dimension
finie E est le rang de la matrice Hg (h) de cette forme dans toute base de E.

Théoréme 3.1.3.1 Le rang de la matrice d’une forme hemetienne ne dépend pas de la base
choisie.

Preuve. C’est la méme preuve que le chapitrel.

3.1.4 Forme hermitienne et Forme quadratique

Définition 3.1.4.1 Soit h une forme hermitienne sur F.
On appelle forme quadratique compleze associée a h et on note q, application de E dans

C définie par : qu(x) = h(z,z) € E.

Proposition 3.1.4.1 Soit h une forme hermitienne sur E.
()Ve e E,YAeC, g (\x)= |\ q(z).

(@) (x,y) € E?, 4h(z,y) = qn (x +y) — qn (x — y) +iqn (z + 1Y) — gy (x — iy)

Preuve. (i) Ona:Vz € Eet VYA€ C, g, (Ax) = h(\z, A\x) = M (z,2) = [Mqn (2).
(#7) Pour tous =,y € E, on a :
hx+y,x+y)—h(x—y,z—y)+ih(x+iy,z+iy) —ih(r —iy,x —iy) = h(x,z) +
h(x,y)+
h(y, ) +h(y,y) —h(z,2) +h(z,y)+h(y,z) = h(y,y) +ih(v,2) +h(z,y) = h(y,z) +
ih (y, )
—ih(z,z) + h(z,y) — h(y,x) — ik (y,y) = 4h (z,y)

3.1.5 Orthogonalité

Définitions 3.1.5.1 Soit h une forme hemitienne sur E .

1) On dit que deuz vecteurs x ety de E sont orthogonaux pour h si h(x,y) = 0. On note
rly

2) Pour toute partic A de E on appelle orthogonal de A pour h, I’ensemble, noté A+ des
vecteurs de E orthogonauz a A. On a donc : At ={x € E;Vae€ A h(zx,y) =0}

Proposition 3.1.5.1 Soit h est une forme hemitienne sur £
(i) Pour toute partiec A de E, At est un sous-espace vectoriel de E.

(1) Y (A,B) € (P(E))* ,AC B=— B+ c A%
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(iii) V € P(E), At = (Vect(A))".
(iv) {0}* = E.

(v) Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a F C F*+.

3.1.6 Forme non dégénérée

Définitions 3.1.6.1 1) On dit que h est non dégénérée si son noyau est réduit o {0} (E+ = {0})
dans le cas contraire (E+ # {0}) on dit que h est dégénérée.
2) La forme hermitinne h est non dégénérée si rang h = dime (E) = n.

Corollaire 3.1.6.1 Soient F' un sous-espace vectoriel sur E et h une forme hermitienne non
dégénérée. Alors :

(i) dim(F) + dim(Ft) = dim(F).
(ii) (FH)t = F.

Théoréme 3.1.6.1 Si h est une forme hermitienne quelconque et si F' est un sous-espace
vectoriel de E tel que F N F+ = {0} alors E=F & F*.

3.1.7 Base orthogonale et orthonormale

Définition 3.1.7.1 Soit h est une forme hermitienne.
1) On dit qu'une base B = (eq, ..., e,) est orthogonale pour h si h(e;,e;) =0V i # j.
2) On dit qu’une base B = (eq, ..., €,) est orthonormale pour h si h(e;, e;) = d;;.

Théoréme 3.1.7.1 Sih est une forme hermitienne, il existe toujours une base B = (e, ..., e,,)
de E orthogonale pour h.

Preuve. voir chapitre 1
Remarque 3.1.7.1 Il n’existe pas toujours une base orthormée pour h.

Corollaire 3.1.7.1 Pour toute forme hermitienne h, il existe une base (e1, ..., e,) de E dans
laquelle on a :

h(x,y) = Z)\Z.%E our=rang h et \; € R*

=1

Preuve. voir chapitre 1
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3.1.8 Réduction des formes hermitiennes

Théoréme de Sylvester 3.1.1 Soit h une forme hemetienne sur E.Il existe des entiers s
et t une base B = (ey, ..., e,) orthogonale pour h tels que h(e;) = 1 pour 1 <i < s,h(e;) = —1
pour s <1 < s <teth(e)=0 pour s+t <i=n.De plusle couple (s,t) ne dépend pas
de la base choisie et s+t =rg(h) .

Preuve.

Définition 3.1.8.1 soit h une forme hermitienne sur E. On appelle signature de h, le couple
(s,t) défini dans le théoréme précédent. On note sgn(q) = (s,t)

Remarque 3.1.8.1 Soit h une forme quadratique sur E de signature (s,t) .1l existe une
base B = (eq, ..., e,) de E telle que

n n s s+t
h E Zi€; , E xe; | = E TiTi — E TiT;
i=1 i=1 i=1 i=s+1

q est non dégénérée si et seulement si s +t = n.

Corollaire 3.1.8.1 Soit h une forme hermitienne sur E. Alors il existe une base orthonor-
male pour q si et seulement st q est non dégénérée.

Corollaire 3.1.8.2 Soit h une forme hermitienne sur E. Il existe une base orthonormale
pour h si et seulement si la signature de h est (n,0).

Définitions 3.1.8.1 1) On dit On dit que h est définie positive (respectivement définie né-
gative), si pour tout x € E\{0} on a h(xz,x) > 0 (respectivement h(x,z) <0 ).

2) On dit que h est positive (respectivement négative), si pour tout z € E on a h(x,x) >0
(respectivement h(x,z) <0 ).

Corollaire 3.1.8.3 Une forme hermitinne h sur E est définie positive si et seulement si sa

signature est de la forme (n,0).

3.2 Espace hermitien

3.2.1 Produit hermitien

Définitions 3.2.1.1 1) On appelle produit hermitien ou produit scalaire hermitien sur E,
toute application sesquilinéaire de E X E dans C, notée (x,y) — (z, y), telle que :
eV, yc E (y,z) = (x,y) (symétrie hermitienne) .

eVre E (z,x) € RT.
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oVreck (r,x)=0=2=0.

2) On dit qu’un espace vectoriel complexe E est un espace préhilbertien complexe s’il est
muni d’un produit hermitien. On appelle espace hermitien tout espace préhilbertien complexe
de dimension finie.

Théoréme 3.2.1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient x et y des vecteurs d’un espace
préhilbertien complexe (E,( ,)). Alors

. 1 1
@) eyl <(z,2)* (y,9)?;
(ii)  linégalité précédente est une égalité si et seulement si x et y sont liés.

Corollaire 3.2.1.1 (Inégalité de Minkowski)Soient x et y des vecteurs d’un espace préhil-
bertien complexe (E,( ,)). Alors :
1 1
2

(T+y,z+y)? <(v,2)>+(y,y)

N

Corollaire 3.2.1.2 Soit (E ,(,)) un espace préhilbertien réel. L’application ||| de E dans

R* définie par || = ||= (x , x}é est une norme sur E.

Proposition 3.2.1.1 (Identité du parallélogramme) Soient x et y des vecteurs d’un espace
préhilbertien réel (E ,( ,)). Alors

lz +yll* + llz = ylI* = 2 (l=[* + [lyl*) -

Remarque 3.2.1.1 On appelle espace de Hilbert complexe tout espace préhilbertien com-
plexe, complet pour la norme issue du produit scalaire. Un espace hermitien est un cas par-
ticulier d’espace de Hilbert, puisque tout espace vectoriel normé (i.e (E , ||||)) de dimension
finie est complet.

3.2.2 Orthogonalité dans les espaces préhilbertiens complexes

Définition 3.2.2.1 Soit (E ,( ,)) un espace préhilbertien compleze.
On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

Théoréme de Pythagore 3.2.2.1 Soit x et y des vecteurs d’un espace préhilbertien réel E.
Alors z et y sont orthogonauz si et seulement si ||z + y|| = ||=[|* + ||ly||*-

Proposition 3.2.2.1 Soit <€j)j:1 4 une famille orthogonale de vecteurs mnon nuls d’un
espace préhilbertien complexe. Alors cette famille est libre.

o4



Définition 3.2.2.2 soit (e;),.; une famille de E.on dit que cette famille est orthogonale si
pour tous i et j distincts dans I, les vecteurs e; et e; sont orthogonauz. Si de plus |le;]| =1
pour tout i € I, on dit que la famille est orthonormale .

Théoréme 3.2.2.1 (Procédé d’orthogonalisation de Schmidt)

Soit (f;),—; , une famille libre d’un espace préhilbertien complexe E.

k

ei
Posons e; = fi est epy1 = frpr — ) Lo Jewt)

Cer e e;, pour tout k € {1,...,d — 1}.
i—1 R

Alors la famille (e;);_, , est orthogonale et de plus pour tout entier k € {1,...,d — 1},
on a vect{ey,...,ex} = vect{ f1, ..., fr}.

Corollaire 3.2.2.1 Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilberti en
compleze admet une base orthonormale. En particulier tout espace hermitien posséde (au
moins) une base orthonormale.

Remarques 3.2.2.1 a) Dans le corollaire précédent la matrice de passage de la base (f;) a
la base orthonormale (e;) est triangulaire supérieure, car vect{ey, ..., e, } = vect{f;, ..., fr}.
b) Dans une base orthonormale (e;),. (1,..n} » le produit scalaire des vecteurs

n n n n
T = inei ety = Zyiei a pour expression (xr , y) = Zx,@ et ||z]|* = Z EAR
i=1 i=1

=1 =1

Théoréme 3.2.2.2 soit (E ,{,)) un espace hermitien .si F' un sous-espace vectoriel de
E.,alors E=F @ F+.

3.2.3 Adjoint d’'un endomorphisme

Théoréme de représentation de Riesz . 3.2.3.1 Soit E un espace hermitien.

(7) Pour tout x € F, I'application ¢, : y — (z , y) est une forme linéaire sur FE.

(17) L’application ¢ : x — ¢, est semi-linéaire et bijective de F dans E*.

Corollaire 3.2.3.1 Soient E et F' des espaces hermitiens et uw € L(E,F). Il existe une
unique application linéaire u* de F' dans E telle que :
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Vee EVye B (u(z) ,y) = (z,u*(x)).

Définition 3.2.3.1 L’application linéaire u* définie dans le corollaire précédent est appelée
adjoint de u.

Soit u un endomorphisme d’un espace hermitien. On dit que u est auto-adjoint ou hermi-
tien st u* = u.

Proposition 3.2.3.1 Soient E, I et G des espaces euclidiens.

(i) Pour tout u € L(E, F) on a u™ = u.

(73) L’application u +— u* est linéaire bijective de L(FE, F) dans L(F, E).

(173) Pour tout u € L(E, F) et tout v € L(F,G) on a (vou)* = u*ov*,

(iv) Pour tout u € L(E, F) on a : Ker(u*) = (Im(u))* et Im(u*) = (Ker(u))*.

(v) Soient u € L(E) et B une base orthonormale de E. Relativement a la base B, la
matrice de u* est la transposée de la matrice de u : Mp(u*) =" (Mp(u)).

Définition 3.2.3.2 Soit A = (i), ;c,n1<j<n € Mc (m,n). On appelle matrice transconju-

guée (ou matrice adjointe) de A la matrice A* ='(A) ='A =(aij),<;cppi1<j<n € Mc (n,m)

Définition 3.2.3.3 Soit A € M,, (C).La matrice telle que A = A* est dite hermitienne

Remarque 3.2.3.1 Soit u un endomorphisme d’un espace hermitien. Alors u est hermitien
si et seulement si dans une ( ou toute ) base orthonormale, sa matrice est hermitienne.

Proposition 3.2.3.2 Soit u un endomorphisme hermitien d’un espace hermitien E.

(1) Les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux.

(ii) Si F' est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F'* est stable par .

Théoréme 3.2.3.1 Soient E un espace euclidien et uw € L(E). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) L’endomorphisme u est hermitien.

(73) 11 existe une base orthonormale qui diagonalise u.

Corollaire 3.2.3.2 Toute matrice hermitienne est diagonalisable.
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Chapitre 4

Applications des formes quadratiques

4.1 Endomorphismes symétriques et formes quadratiques

Dans toute cette section, E désignera un espace euclidien de dimension n > 1, S(FE)
I’espace vectoriel des endomorphismes symétriques sur E et QQ(E) 'espace vectoriel des
formes quadratiques sur FE.

Proposition 4.1.0.3 Soit E un espace euclidien. L’application qui a tout S € S(E), associe
qs définie par : Vx € E qs (z) = (x , S (x)) est un isomorphisme entre S(E) et Q(E) .
De plus, si B est une base orthonormale de E alors Mg(S) = Mg(qs).

Preuve. Soit S € S(E). Puisque S est symétrique, I'application f, : (z,y) — (z, S (y))

de ' x E dans R est une forme bilinéaire symétrique dont la forme quadratique

associée est qg .

Pour tous S et T' dans S(FE) et tous A et p réels on a, pour tout = € E :

(x, AS+uT)(x)) = Az, S(@) +ple, T(r) = (Ags + pgr) ()

D’ot qas4ur = A5 + pqr.

Sigs =0 (i.eVr € E gs(z) =0)

Soient B=(ey, ..., €,) une base orthonormale de E et A = Mg(S). On a alors

aij = (e, S(ej)) = fus (eivej) (S(ej) =0 (ei, S(e;))e;) pour tousiet j dans {1,2..,n}.
Don Mp(S) = Mp(fes) = Mp(as)-

Corollaire 4.1.0.3 Soient E un espace euclidien et S € S(E). Alors Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(())Vre E(x,S(x)) =0
(17) Toutes les valeurs propres de S sont positives ou nulles

(7i1) qs est une forme quadratique positive.

o7



preuve. L’assertion (i) résulte immédiatement de la proposition précédente.

(ii) L’équivalence (a)<=-(c) résulte également immédiatement de la proposition
précédente (a) = (b) Soit A une valeur propre de S. Il existe y # 0 tel que S(y) = \y.
Alors 0 < (y, S(y)) = (v, \y) = A||y||>. D’ou A = 0.

(b) = (a) Soit B=(ey, ..., €,) une base orthonormale qui diagonalise S. D’aprés
I'hypoth‘ese Mg (S) = Diag (A1, ..., A\n) avec \; = 0, pour tout i€ {1,...,n}.Tout x € F

n

se décompose en x = leel, d’ou S (x le)\ eiet (v, 8 (x Z)\ x; =0

=1

Corollaire 4.1.0.4 Soit q une forme quadratique sur R™ dont la matrice dans la base cano-
nique est A. Alors :
q positive < Sp(A) € RT
q définie positive <= Sp(A) € R**
q définie négative <= Sp(A) € R™*
q mi positive ni négative <= A a deux valeurs propres non nulles de signes opposés.

4.1.1 Formes quadratiques et les extremums

Définition 4.1.1.1 Soient U un ouvert de R", f une application de classe C* de U dans R,
un point a € U pour lequel g—i (a) =0Vie{l,..,n} et est appelé un point critique de f.

Définition 4.1.1.2 Soit f : R®™ — R de classe C? .La hessienne de f en un point a est la
matrice symétrique ( 85_28]; - (a)) .C’est la matrice d’une forme quadratique :
2 ZJ

),

q(hy,...hy) = a2f a) h? + 22

=1

axﬂxj

Proposition 4.1.1.1 Soit f : U C R® — R qui est C? et a € U un point critique de f. On
note q la forme quadratique associée a la hessienne de f on a alors :
(1) Si q définie positive , alors f admet un minimum relatif en a.

(ii) Si q définie négative , alors f admet un maximum relatif en a

(1i1) Si q n’est ni positive ni négative, alors f n’admet pas
d’extremum relatif en a.

Preuve. (i) Si q est une forme quadratique défnie positive alors :
Vh € R" h # 0, q(h) > 0 Comme la sphére unité de R" est compacte, on en déduit
que o = infj,=1q(h) > 0. Ainsi lorsque h tend vers 0, on a :

flath) = fla) = L) +o(Inl2) = BE (¢ () +0(1).
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Ainsi f(a+h) — f(a) = @ (+0(1)). comme o+ o (1) = 0 sur un voisinage de h = 0,
on en déduit que f(a + h) = f(a) sur ce voisinage.

(77) Se ramene que cas (i)en considérant — f.

(731) Si q n’est ni positive ni négative alors dans une certaine base on a :

qh) =2+ +ap—ap, - —alavecp = letr—p=1
et fla+h)— fla) =L (q(h)+o(IhlP)) .

Dons la direction vect (0,...0,1,...,1) on a q(h)
dans la direction vect (1,...1,0,...,0) on a q(h) =
pas un extremum relatif.

<0 donc f(a+h) < f(a) alors que
0 donc f(a+ h) > f(a). Donc a n’est

Exemple 4.1.1.1 Soit f(x,y,2) = % + xyz — z + y. Les points critiques de f sont les
solutions du systéme

r+yz=0
rz+1=0 ;
zy—1=0

de sorte que l'unique point critique de f est (1,1,—1). Le développement de Taylor de f
en ce point s’obtient en calculant l’expression f(1+ h,1+k,—1+1); elle vaut g + %h2 +
hl + kl — hk + & (h, k, 1) (R? + k> + 1?).

La disparition des termes du premier degré n’est pas un miracle, c’est simplement la
confirmation du fait que (1,1, —1) est un point critique. Il nous reste alors & étudier le signe
du forme quadratique q (h,k,1) = 1h* + hi + kl — hk.

Une premiére méthode consiste a étudier la matrice symétrique associée a q. Il s’agit de

1 -1 1
-1 0 1
1 1 0

Les valeurs propres de A sont 1, :l:*/g Siv et v sont des vecteurs propres de A, associés

respectivement aus valeurs propres 1 et —i, on a

A:

1
2

gv) = |lv]|* et q(v ) :—%HU |> . Comme la formes quadratique q. change le signe alors
la fonction f n’admet pas d’extremum au point critique (1,1, —1).

Une seconde méthode c’est la méthode de Gauss qu’on a déja étudée au chapitre 1.Cela
nous donne

g(h, k1) = L (W% + 2k (1 — k) + ki

= 3 (1= )* = 302 — 3K + 2k
Y O g T 1)
d’ot
¢(1,1,0) = =} et ¢(1,0,0) = —3
Exemple 4.1.1.2 Pour (z,y,2) € R3, On pose f (z,y,2) = s2°> + 12 + ;y .

Déterminons les extremas de f. En effet
%a(rv,y, Z)=z+2

On a f (x Y, 2) =y . Donc aprés la résolutions de ce systéme suivant :
af (:U y,2) =+ 2z
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z+2z2=0

y=20 . On trouve un seul point critique : (0,0,0).
r+22=0
1 01
de plus on a Hy (0,0,0)=|( 0 1 0
1 0 2
Donc Hy (0,0,0) est définie poitive (les valeurs propres sont 1 ,%5 et %5 positives)
D’ov (0,0,0) est un minimum pour f

4.2 Les coniques

4.2.1 Reéduction de I’équation d’une conique

Définition 4.2.1.1 Une conique (C) est une courbe du plan donnée dans le plan euclidien
— —

(O, i, j) par une équation (E) : ax®+by* + 2cxy+dr+ey+f =0, ot (a,b,c,d, e, f) € R®
et (a,b,c) # 0.

Remarque 4.2.1.1 On peut écrire (E) sous la forme : (E) : q(z,y) + L (z,y) = f ot q est
une forme quadratique non nul et L est une forme linéaire sur R2.

a b
b ¢
. Si (U, ) est une base orthonormée de vecteurs propres tel que A = AU et AV = pv,
alors l’équation de (C) dans le répére orthonormée (O, , V') est de la forme :

(E/) A4yt g +hy + f=0.

Théoréme 4.2.1.1 Soit A = ( ) € Sy, (R) muni de deux valeurs propres réelles X\ et

Preuve. On peut supposer que (7, 7) et 7, 7) ont méme orientations (en echangent wet v ou rem
OnaX(g ) =M(z,y)=0OM =z i +y j €(C) <= ((X)AX +(d ¢)X + f=0.

Soit P la matrice de passage de ( i , a (', ) donc P est orthogonale et

1]
<. 8

D ='PAP cest-a-dire que A="P~'DP~! avec D = ( ?)\ 2 ) :
Or: PeO(n)= P'='P= A= PD'P.
Ona: Me (C)<'X(PD'P)X +(d e)X+f=0
< "('PX)D('PX)+ (d e) X+ f=0.
—_—
Or ‘PX = P7'X est le vecteur colonne des coordonnées de OM dans la base (', V).

!

Notons X = P7'X = ( ;‘; ) et (gh)=(d e)P.
Dot M€ (C) <= \e?>+py?+gz' +hy +f=0.
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4.2.2 Classification des coniques

On peut classer les coniques selon la signature de q. En changeant eventuellement
le signe des deux membres, on peut supposer sgn (¢) est (2,0) ,(1,1) ou (1,0).
On peut trouver une base orthogonale pour q dans laquelle ’equation devient :
AX2 4+ uY?2+gX +hY + f=0.

Théoréme 4.2.2.1 Soient C' une conique et q la forme quadratique associée alors :

1. Si sgn (q) = (2,0) alors C' est une ellipse ou ) ou {0}.

2. Si sgn(q) = (1,1) alors C est une hyperbole ou deux droites sécantes

3. Si sgn (q) = (1,0) alors C est une parabole qui peut dégénérer en une droite ou en 2
droites paralléles.

Preuve. 1 On a sgn (¢q) = (2,0) donc A >0 et > 0. En posant = = X + &

y=Y+ _u on obtient Ax? 4+ uy? = k, si k > 0 ,on a donc 'équation d’ une elhpse si
k < 0 alors C' est I’ensemble vide, si k = 0 alors C' se réduit a un point {0}.

2. On a sgn (q) = (1,1) par exemple A >0 et < 0. En posant = = X + &

y—Y—l——onob‘ment)\x + py? = k.Donc si k # 0, onposeA—\/jetB \V o
pour avoir A2 B2 = 1. Sinon on a Az +puy? = 0 d’ou (\/_x—\/— y) (\/_:E—\/ y)

0 qui sont deux droites sécantes.

3. On a sgn(q) = (1,0) , dans ce cas A = 0 par exemple A # 0 et u = 0 en posant
r=X+Lety=—-hY +f+ % on obtient Az? = y si h# 0 d’ou une parabole et

AX?2 4+ gX — f = 0. Sinon donc une droite ou 2 droites paralléles dans le cas dégénéré

Exemple 4.2.2.1 Soit (C) la conique d’equation :
(E) 48122 + 384xy + 369y? + 2118z — 324y — 2124 = 0.

— —
dans un repére orthonormé (O, 1,7 ) du plan euclidien .

481 192

s S 2 2 ) =
L’application (z,y) — 481x*+ 384zxy+369y* a pour matrice A = ( 192 396

propres 225 et 625 .

) de valeur

Les sous-espaces propres associés sont engendrés par (1, —é) et (%, 1) respectivement .
37 4
. N N 3 4
On normalise ces vecteurs, on pose u (g, —%) , v (5, 5) et P=1| 5 g )
5

Soit M(x, y)<777>) et M(x/, yl)(777> ,on effectue alors le changement de repére : ( g ) =

P ( v ) .
Y
Ainsi dans le repére orthonormé (O, , V') l’équation de la conique devient :
(E") 225 22 4 625y + 15302 + 1500y — 2124 = 0.
Cette équation équivalent a :

LY 1=0 oaX="+Y),v=(y+9).
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On pose ¢(X,Y) = )2(—52 + %2. Donc q est un forme qudratique sur R?.
on a sgn(q) = (2,0) et comme 1 > 0 Alors (C) est une ellipse de centre I (—%,—2).

4.3 Les quadriques

E un espace euclidien de dim 3.

4.3.1 Principe de réduction des quadriques

) - — =
Soit (O, 1,7,k )un repére orthonormé de E.
— —
7

On désigne par Q 'ensemble des points M(z, y, z) dans (O, , J ,?) tels que :

(E) ax® + by? + c2® +2eyz + 2fzx + g + hy +iz+j = 0.
Q est appelé une quadrique. Avec (a,b,c,d, e, f,g,h,i,7) € R et (a,b,c,d, e, f) # 0.

a d f x
Soilent A= d b e | €S,(R)et X =] y | le vecteur colonne de comosantes de
f e ¢ z

M. On a :
MeQ = '"XAX+(ghi) X +j=0.
Comme pour les coniques , en diagonalisant A on obtient le Théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1.1 Soit o, 3,7 les valeurs propres réelle de A, et (U, v, W) une base or-
thonormée de vecteurs propres de A associés resp a o, 3 ety .

On note (xl, Y, z’) les coordonnés de M dans la base (U, 0, w).

Alors Uéquation de Q dans le repére (O, , v, W) est de la forme :

(E") az®+ By? + 722 + ka' + 1y +mz' +j=0.

Remarque 4.3.1.1 La factorisation canonique permet de réduire encore plus (E/) . Cette
opération correspond o un changement d’origine c’est-a-dire se forme :
/ 2 ’ 2 , 2
—ct, —ct, z —ct
D R A S S

cte? cte? cte?

4.3.2 Classification des quadriques

Comme les coniques,on peut classer les quadriques selon la signature de q. En changeant
eventuellement le signe des deux membres, on peut supposer que sgn (q) est (3,0) ou (2,1)
ou (2,0) ou (1,1) ou (1,0).

D’apres le Théoréme 3.5.1.1, on peut trouver une base orthonormale pour q dans laquelle
I'équation devient : X2 + BY2 +~4Z2 + kX +1Y +mZ =
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Théoréme 4.3.2.1 Soit ) une quadrique non vide et qui ne se réduit pas & un point, et q
la forme quadratique associée, alors :
1. Sisgn(q) = (3,0) alors Q est une ellipsoide
2. 8i sgn (q) = (2,1) alors Q est un hyperboloide & deuzx nappes, o
une nappe ou un cone
3. 8i sgn (q) = (2,0) alors Q) est une paraboloide elliptique ou un
cylindre elliptique.
4. Sisgn(q) = (1,1) alors Q est une paraboloide hyperbolique ou un
cylindre hyperbolique.
5. 81 sgn (q) = (1,0) alors Q est un cylindre parabolique ou deux
plans paralléles.

Preuve. 1. Si sgn(q) = (3,0) alors a > 0, 3 > 0 et v > 0 on pose v = X + 2=

2a7
. 2 N

y:Y—I—#,z:Z—F% et h=j— 1, — 35 — 15> donne ﬁ—i%—%—l—é—z:h,oua:ﬁ,ﬁ:i

et v = %.si h > 0 On trouve I’équation d’un ellipsoide.

B2
2 . Si sgn(q) = (2,1) alors par exemple o > 0, 3 > 0 et v < 0 on pose v = X + &

2a07

. 2 2 2 .
y:Y—l—ﬁ,z:Z—l-%eth:j—%—#—%,donne%—i—%—%:h,oua:%,ﬁzé
et v = —é. Soit h > 0 , alors on a I’équation d’un hyperboloide & une nappe, si h =0 on a

un cone et si h < 0 on a un hyperboloide a deux nappes.

3. Si sgn(q) = (2,0) alors par exemple o > 0, f < 0 et v =0 on pose v = X + %,
y=Y+ #, si m = 0 alors I’équation devient aa® 4 Sy? = h avec h = j + ﬁ + ﬁ. C’est donc
un cylindre elliptique. Sinon, 1’équation devient ax? + By?> = z avec z = j — mZ + % + #
c’est donc une paraboloide elliptique.

4. Si sgn (q) = (1,1) alors par exemple o > 0, 5 < 0 et v = 0 Par les mémes changements
de variable que le cas précédent on obtient az? + By* = h d’ou 2—22 + %—22 = h qui est un
cylindre hyperbolique ou alors ax? + By? = z d’ou z—z — Jg—2 = h qui est une paraboloide
hyperbolique.

5. Si sgn (q) = (1,0) alors par exemple « > 0, 5 =0et v =0 on pose z = X + % et
y=h—=1Y —mZ + % pour obtenir ax? = y qui est une cylindre parabolique si [ ou m non
nul ou sinon deux plans paralléles avec ax? = h

Exemple 4.3.2.1 Soit P(x,y,2) = —7x% + 25y* + 722 + 48z2 + 5.
Lapplication (z,y) — —Tx? + 25y + 72% + 4812 est une forme qudratique a pour matrice

-7 0 24
A= 0 25 0
24 0 7

les valeurs propre de A sont : 25(double) et -25. Ker (A — 251) est le plan d’équation
—4x + 32z = 0, Ker(A+251) la droite engendrée par le vecteur (—4,0,3). Vioci une base
orthonormée formée de vecteurs propres de A :

v = (5,0,3)
vy = (0,1,0)
vs = (30,)
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Dans cette base,on a :
P(z,y,2) = 2502 + 2552 — 2522 + 32" — 42

=25 (" + 2) 25y — 25 (¢ + 2)7 4 L
Les coordonnées privilégiées sont © =z + % Yy =y 2 =2+ %, lorigine du repére
privilégie
0 (555.0.- 24).
Discutons laspect de la surface Sy d’équation P(x,y,z) = k. Dans le repére privilégié,
l’equation de S}, est

25w + 25y — 2522 =k — 155

On pose q(x/,yl, z/) =252 4+ 25y'2 — 252"2, ou q est une forme qudratique sur R3. alors
on a sign(q) = (2,1) . Donc discutons suivant k — 15

> Pour k » %, Sk est un hyperboloide a une nappe ;

> Pour k < ﬁ, Sk est un hyperboloide a deux nappes ;

> Pour k = ﬁ, Sk est un cone a base circul
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Conclusion

Dans ce travail on a défini les notions les plus importans dans 1’algébre bilinéaire comme :
— Les formes bilinéaires et les formes quadratiques

— La notion des bases orthogonales et des bases orthonormales

— La notion de produit scalaire en dimention finie ou infinie

la notion d’isométries d’un espace euclidien

Les formes hermitiennes

— Espace hermitien ou espaces de Hilbert

Enfin j’ai terminé mon travail par donner quelques applications des formes qudratiques.
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