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Introduction

En économie, un modéle est une représentation simplifiée de la réalité économique ou d’une
partie de celle-ci : par exemple la croissance, le commerce international, la monnaie, une entre-
prise ou un ménage. Comme dans les autres disciplines scientifiques les modéles économiques
utilisent le formalisme mathématique qui permet de représenter le modéle sous forme d’équa-
tions pour le simplifier.

le premier chapitre consiste a donner une présentation de certaines notions de base sur la
microéconomie , une formalisation de la technologie de production et leurs rendement d’échelle,
ainsi que quelques outils d’analyse du processus de production, pour ensuite établir une modé-
lisation du programme de producteur.

Le second chapitre vise a présenter une nouvelle notion appelée théorie des jeux, un champ
mathématiques, qui a pour objet d’établir et d’étudier les principes et les régles mathématiques
pouvant intervenir dans l'analyse des différents type de comportement lors des interactions
stratégiques entre plusieurs preneurs de décisions, et a établir un équilibre proposé par John
Nash, grand mathématicien et économiste célébré pour son travail sur la théorie économique
des jeux.

Finalement, le troisiéme chapitre va mettre en place une application de la théorie des jeux
permettant notamment de comprendre un phénoméne économique qui appelé L’oligopole.



Chapitre 1

Combinaison optimale des facteurs de
production

1.1 Eléments et notions de base de la microéconomie

A)Définition de la microéconomie

La microéconomie se définit comme I’étude du comportement des principaux acteurs de la
société que sont les individus,les entreprises et 1’état.

En effet la microéconomie tente de déterminer comment les agents déterminent leurs choix
et leurs actions en fonction des signaux que leur envoient ’environnement et en particulier
le marché. Le principe de rationalité des agents supposent l’existence d’objectifs déterminés.
La microéconomie s’intéresse alors aux moyens que vont choisir les agents pour atteindre ces
objectifs.

B)Objectif de la microéconomie

Les objectifs de la microéconomie sont de :

e Analyser et prédire le comportement d’agents dans un environnement économique, tech-
nique et social donné.

e Analyser et prédire les interactions sociales entre agents résultant de ces comportements.

e Analyser le produit de ces interactions, qu’il s’agisse d’institutions chargées de les or-
ganiser ou du résultat du jeu de mécanismes d’interaction moins formalisés comme les
échanges.

C)La théorie de producteur

La théorie du producteur en microéconomie vise a répondre a certaines questions relatives a la
production de biens et de services :

e Quels biens et services sont nécessaires a la production ?

e Quelles quantités de biens et de services peuvent étre produites a partir d’'une quantité
donnée d’autres biens et services?

e Comment est organisé le processus de production ?



e Comment produire efficacement ?
->En résumé : que fait une firme et comment le fait-elle 7

Réponse générale a la question analysée par la théorie du producteur :

Une firme produit des biens ou services (les extrants ou les outputs) destinés a étre consom-
mées ou utilisées par d’autres entreprises; Pour cela, elle utilise des moyens ou facteurs de
production(appelés intrants ou inputs). Le processus de transformation des inputs en outputs
est appelée processus de production.
e Critique adressée a la microéconomie : le processus de production est considéré comme
une boite noire ;

Inputs
(facteurs de

production)

Nous allons caractériser cette boite noire selon deux dimensions :
e Technologie (possibilités de production).

e Management (qu’est-ce qu’on veut produire ?).

D’autre part I'un des objectifs du producteur est de chercher la maniére la moins couteuse
possible de produire un niveau déterminé d’output :
—le producteur va chercher & minimiser le C'T pour un niveau d’output donné.

—ce niveau déterminé d’output constitue la contrainte technique donnée par la fonction de

production.

1.2 Formalisation de la technologie de production

Notre premiére tache consiste a modéliser la maniére dont il est possible de produire un cer-
tain nombre d’unités d’un bien ou service (dont les caractéristiques sont parfaitement définies)
appelé output,a partir de la transformation d’un ou plusieurs facteurs de production appelés
inputs.

Une technologie de production est un processus de transformation basé sur la combinaison de
multiples facteurs de production(inputs) et conduisant a I’élaboration,la confection,la réalisa-
tion d’un bien ou service(output) [1].



A)facteurs de production

Les (inputs), sont les composants utilisés dans les processus de transformation,sont des éléments
de natures tres différente. Il peut s’agir d’hectares de terre, de tonnes de matiéres premiéres,
de kilowatts d’énergie, d’heures de travail, de temps d’utilisation de machines,etc.

Parmi tous ces inputs,il en est un que les économistes ont pris ’habitude de désigner par le
terme(capital)

1)Capital
En microéconomie,le capital désigne des inputs qui sont eux-mémes des biens produits.

2)travail
Le travail est un input regroupant des éléments de natures et de qualités trés variées.

B)des inputs a 'output

Modélisons maintenant la(technologiedeproduction) ou processus par lequel,en combinant un
ou plusieurs inputs,on aboutit a la production d’un certain nombre d’unités d’output [1].

1) La fonction de production

On appelle fonction de production d'un output produit en quantité (Q a partir de n inputs
utilisés en quantité X, Xo,......... , X,,la relation fonctionnelle qui décrit la quantité maximale
d’output qu’il est possible de produire a partir de la combinaison de ces inputs.

On note cette fonction de production :

(X155 X)) — Q

2) cas de deux facteurs de production

Dans ce cas la,prenons la fonction de cobb-douglas qui est une fonction de production a deux
facteurs de production(travail :L,capital :K) La fonction de cobb-douglas est définie par :

Q=AK*LP ot A>0et a,3 €[0,1]

avec « et 3 sont des paramétres positifs de distribution du produit,et ils sont correspond a la
répartition des revenus entre le travail et le capital.

Q :correspond au niveau de production.

K :celui du capital.

L :celui du travail.



Analysons 'homogénéité de la fonction de cobb-douglas
YA>0 ;  F(AK,AL) = AM\K)*(AL)”

= \“PPARLP
F(AK,AL) = \*"PF(K, L)

= la fonction de cobb-douglas est homogéne de dégrée(a + f3).

4 Représentation graphique

oy Fanction de production Q=HEL]

1 Ensemble des pussionmes de production

.. Q=(KL)

Figure 3 Fonction de production de ['output (cas oe oeux inputs)

La courbe apparaissent dans Cette derniére figure indique le nombre maximal d’unités d’output
qu’il est possible d’obtenir pour toute quantité utilisée d’input.

C) Les productivités

Les productivités permettent de préciser la relation qui existe entre le niveau de I'output et le
niveau d’utilisation de I'un des inputs,en plus elles sont issues de la fonction de production, en
considérant que tous les inputs sauf un sont maintenus constants.

On distingue entre 3 types de productivités d’un input :

— la productivité totale(PT).

— la productivité moyenne(PM).

— la productivité marginale(Pm).



+Exemple :

Q AQ
L | K| PT(Q) | PM(7) | Pm(<—)
0 |10 0 - -
1 110 10 10 10
2 |10 30 15 20
3 |10 60 20 30
4 110 80 20 20
5 | 10 95 19 15
6 | 10 108 18 13
7 110 112 16 4
8 |10 112 14 0
9 |10 108 12 -4
10 | 10 100 10 -8

* Remarques :
— la production totale (PT) augmente avec le nombre de travailleurs.

— au début, la production totale augmente rapidement.

— Ensuite la croissance est plus lente.

— Elle atteint un plafond a 112 unités lorsque la firme emploie 7 ou 8 travailleurs.
— Elle baisse lorsque la firme augmente encore le nombre de travailleurs.

1) La productivité totale

La productivité totale décrit I’évolution de la production en fonction de I'utilisation du facteur
variable, 'autre facteur étant maintenu fixe, d’autre part la productivité totale d’un input est
une fonction qui relie la quantité totale d’output que 'on obtient et la quantité utilisée de
I'input variable, la quantité de ’autre input étant constante.

En présence de deux facteurs 1 et 2 dont les quantités utilisées sont X; et X5 ; si seul le facteur

1 varie

= Alors,la productivité totale du facteur 1 est :

PT; = f(X1,Xa)

Evolution de la production en fonction
o de l"'utilisation du facteur variable L

o
w
- ) ST
r



2) La productivité moyenne PM

La productivité moyenne mesure le nombre d’unités d’output produites par unité d’input uti-
lisée : elle donne la contribution moyenne du facteur variable a la production (I'autre facteur
¢tant maintenu fixe).

La productivité moyenne d’un input est donc définie comme le rapport entre la productivité
totale de 'input et la quantité utilisée de cet input. Formellement on a :

f(Xy: . X))

3) La productivité marginale Pm

La productivité marginale d’un facteur de production est 1’accroissement de productivité to-
tale obtenu grace a l'utilisation d’une unité supplémentaire de ce facteur, 'autre facteur étant
maintenu constant.

si un seul facteur qui varie(par exemple L)de AL, la productivité marginale de ce facteur est :

_AQ  QL+AL)-Q(L,K)
AL AL

Pmy (L, K)

si AL — 0 la productivité marginale de ce facteur devient :

_ 9Q(L,K)

P
mr oL

La productivité marginale du facteur travail (L)

Q

La Pm pour un point
guelcongue correspond a
la pente de la tangente i
ce point sur la courbe de
production totale

généralement nous pouvons écrire que productivité marginale d’un facteur X; est :

Pm; =
mn 09X,



4) Exemple :

Considérons toujours la fonction de cobb-douglas :

Q= AK°LP
*) Productivité moyenne :
O AK°L? )
PMy == = = AKe1Lp
UK K
O AK°LP )
PM, =< = = AKeLp!
FTL L
*)Productivité marginale :
0Q 0
Pmy, = — = —(AK“L?) = AaK*"'L?
™= 5K T 9K )= Aa
oQ 0
P =% — — (AK°LP) = ABKALP-1!
e TR ) =48

*)Comparons ces deux productiviteés :

OPm;, 0 ,0Q, 0*°Q arp-2
oL ~ar'ar) T ap ~APP - DRLTE<O
APM;,

= A — 1)KL~ <0
ijL:ﬁPMLime<PML

¥

5)Relation entre ces productivités

PT =
12 p=========-=--_-= L
' PT
1
| :
60 Bp | !
T 1
i : 1
P : .l
oml | I
(] = '
]
[ 1
I
30 ! i
i
P !
20 |_-‘ PM
10 i
1
o 3 4 g’ L



* Remarques :

1. PM=Pm au point ot PM atteint son maximum(E)

2. Pm—0 quand PT atteint son maximum(D)

3. Si Pm > PM, alors PM augmente

4. Si Pm < PM, alors PM diminue

5. Si Pm = PM (E), alors APM =0

6. De 0 au point d’inflexion B(phase 1), Pm augmente et PT augmente de plus en plus vite

7. Entre B et D (phase 2), Pm diminue et la PT augmente de moins en moins vite :Pm
décroissante

8. La Pm peut étre négative(phase 3) et la PT décroissante : phase techniquement ineffi-
cace car on pourrait produire plus avec moins d’input variable

1.3 Rendement d’échelle

Une technologie de production est caractérisée (notamment) par ses rendements d’échelle. La
notion de rendements d’échelle répond aux définitions suivantes : Si pour un niveau d’emploi
(X1, X, ..., X;,) des n inputs :

f()\Xl,)\XQ, ..... ,)\Xn) - )\f(Xl,XQ, ..... >Xn)

Alors la technologie décrite par la fonction de production f fait 'objet de rendement d’échelle
constant.

un input, un output
Niveau d’output

Q=fix}

rendements
d’echelle
constants

Niveau d'input

11



Sinon sion a:

f()\Xl,)\XQ, ..... ,)\Xn) < )\f(Xl,XQ, ..... 7Xn)

Alors la technologie décrite par la fonction de production f fait 'objet de rendement d’échelle
décroissant.

Niveau un input, un output
d’Output

Q-fixj

Rendements d’eéchelle
decroissants

Niveau d'input

Si non, alors la technologie décrite par la fonction de production f fait 'objet de rendement
d’échelle croissant.

l/n Input, un output

Niveau d’output

Rendements d’échelle &

croissants

en projetant ceci sur la fonction de cobb-douglas on trouve :
— a+ B =1 :Rendement d’échelle constant.

— a+ > 1 :Rendement d’échelle croissant.

— a+ [ < 1 :Rendement d’échelle décroissant.

L’existence de rendement d’échelle croissant encourage les firmes a devenir < grandes > (voir
a absorber leurs concurrents).

12



1.4 Probléme :le programme technique de producteur "mi-
nimisation du cout"

Le producteur va chercher a minimiser le cotit de production en utilisant le programme suivant :

n
min g W, X; = Minimiser le cout des inputs.
X1,X2,..... ,Xn>0 4 1

1=

(1.1)

S.C F(Xy,Xs,....,X,) =Y = Sous contrainte du niveau d’output.

—~PROBLEME :
supposons que la technologie d’une firme soit représentée par une fonction de production cobb-
douglas :

y=F(K,L) = KY»L2?3 (les rendements d’échelle sont constant).

Déterminons les demandes conditionnelle et la fonction du cott total de la firme.
—RESOLUTION :

le programme que résout la firme est :

min WKK + WLL
K,L>0

sous contrainte que :
y=F(K,L)= K33
que 'on peut encore écrire :

e

L=gm

en substituant la contrainte (1) directement dans le programme de la firme, on a :

Y32
min Wk K + WLW
Une solution intérieure K* de 1™ ordre :
WLy3/2
que I’on peut encore écrire comme :
%% 2/3
K* = L Y
2Wi

alors puisque :

13



3/2 %%
Y et K* = L

Lr= Kr1/2 2WK2/3y

On trouve que la demande conditionnelle d’input 2 est :

Y32 1/2 B W /3

L* =
WL WL y
2WK2/3y
d’otu :
2Wk 1%3
L* = 1/3 t K* = 2/3
() oy et I = (k7

= la fonction de coiit total de la firme dans ce cas :

CWg,Wr,y) = W K* (Wi, Wr,y) + W L(Wg, W, y)

Wi 5 2Wg
= W (—— /3 W, (222 1/3
K(QWK) y + Wi( W, )y
_ 1273 1/31772/3 1/31171/317,2/3
=3 W Wy + 270°W Wy
W W?
C(Wg,Wr,y) = 3(%)1/39-
— Le cott total moyen :
CWg, W,
OM(WK7WL7:U) _ ( K;y L?y)
Wy W?
CM(Wg, W, y) = 3(%)1/3

14



Chapitre 2

la théorie des jeux en économie

2.1 Quelques notions de théorie des jeux

La théorie des jeux est une discipline mathématique consacrée a I’étude des interactions straté-
giques entre les agents. Une situation est «stratégique» lorsque la satisfaction éprouvée par un
«joueury dépend non seulement de son choix, mais aussi des choix effectués par un ou plusieurs
autres individus. En théorie des jeux, la «satisfaction» éprouvée a la suite d’'une décision est
entendue au sens large; il peut s’agir d’'un gain ou d’une perte monétaire, d'un gain ou d’une
perte en nature, de satisfaction ou d’insatisfaction morale ou physique, d’une amélioration ou
d’un dommage a la santé..... pour désigner la satisfaction éprouvée par les joueurs, on utilise
indifféeremment les termes satisfaction, utilité,gain ou paiement.

2.2 Glossaire

A)Les définitions

Définition 1 :
Un joueur est la personne qui fait la décision dans un jeu.

Définition 2 :
Une stratégie est la spécification du comportement d’un joueur dans n’importe quelle situation.

Définition 3 :
Un jeu est une interaction entre plusieurs joueurs dont le résultat dépend des stratégies de
chacun.

Définition 4 :
La récompense, est une mesure de satisfaction dans les jeux stratégiques.

Définition 5 :
Un résultat d’un jeu est pareto-efficace si c’est la meilleur résultat pour chaque joueur. Un
résultat pareto-efficace ne peut pas étre amélioré sans faire mal au moins un joueur.

15



Définition 6 :
L’idée de la meilleure réponse est de penser a une stratégie qui est le mieux que vous pouvez
faire en considérant ce que des autres font.

Définition 7 :
Un joueur est dit rationnel s’il essaye de maximiser sa récompense.

Définition 8 :
Une stratégie mixte est une randomisation avec des probabilités données qui déterminent la
décision du joueur.

Définition 9 :
Une stratégie pure définit une action spécifique qu’un joueur va suivre a chaque situation pos-
sible dans un jeu. Une stratégie telle ne peut pas étre aléatoire.

Définition 10 :
Un jeu est a information compléte si chaque joueur connait tous les autres joueurs.

Définition 11 :
Un jeu est fini si les nombres des joueurs et des stratégies sont finis.

Définition 12 :

Un jeu stratégique a n-joueurs définie par :

(1) Un ensemble. N=1,2,......n, des joueurs.

(2) Pour chaque joueur i, un ensemble des stratégies S; = (s1,....., $,,").

(3) Pour chaque joueur i, une fonction d’utilité u; : Sy X ..... x S, — R.

Les joueurs ont des stratégies qui ménent aux résultats différents avec des récompenses associées.

Définition 13 :

Dans un jeu stratégique si les joueurs décident leur action simultanément, alors on va ’appeler
jeu simultané. Contrairement, si les joueurs décident leurs actions 'une aprés 'autre, on dirais
alors c’est un jeu séquentiel.|2|

B)Représentation des jeux

— Les jeux simultanés :
On représente le jeu simultané a 2-joueurs(2 Entreprises) avec des stratégies pures finies sou la
forme de la matrice des gains ci dessous :

Prix de SONY
T~ Prix du Guerre de
T~ marché prix

T Prix du
= marché 20, 20 -150, -150
~%
®| Guerre de
< prix -20,-150 -100,-100

16




On trouve 2 cas :
B cas 1 :Ici, Les deux entreprise s’ils pratiquent le prix du marché tout le monde gagne .
= situation favorable.

B cas 2 : Si Les deux entreprise se lancent dans une guerre de prix, ou ils sont défirent de leurs
décision tout le monde perds.
= situation n’est pas favorable.

+ Remarque :

Le meilleur choix stratégiques pour les deux entreprises consiste a pratiquer le prix du marché,
ainsi ils sont str de sortir gagnants.

On parle alors d’un équilibre dominant, correspondant au cas ou les deux entreprises possédent
une tactique dominante.

— Les jeux séquentiels :
D’autre part les jeux séquentiels sont représentés, en générale, sous la forme extensive, aussi
appelée I’arbre de décision dont chaque point est associé au joueur qui décide. Chaque branche

représente une stratégie. les récompenses de tous sont associés aux feuilles de I’arbre.

On présente le méme jeu mais en mode séquentiel ci-dessous :

{i\

(20, 20) (-20,-150) (-150,-20) (-100,-100)

SONY commence au jeu et elle a deux stratégies possible guerre de pris ou pris du marché.
Aprés la décision de SONY, HP fait son choix entre les mémes stratégies.

17



2.3 Equilibre de nash

A)Définition

J.F.Nash est un mathématicien et économiste américain a appliqué la théorie des jeux a toutes
les formes d’interaction humaine. Nash a montré qu'un systéme poussé par le méfiance et
I’égoisme pourrait toujours y avoir un point d’équilibre dans lequel I'intérét personnel de cha-
cun est parfaitement équilibré I'un contre ’autre.

Un équilibre de Nash est un état dans lequel aucun joueur ne souhaite changer sa stratégie en
tenant compte les stratégies choisies par les autres joueurs. Chaque stratégie est une meilleure-
réponse aux stratégies des autres (n-1)joueurs.|3|

Formellement, s est une équilibre de Nash si, pour Vi € N*.le choix s; du joueur i est la meilleur
réponse aux choix §; des autres(n-1) joueurs.

(& pour Vi € N* et k; € S;,ui(s) > ui(ki, $;) ot u; est la fonction d’utilité du joueur i.)

C)Théoréme

Soit G un jeu fini. Alors il existe un équilibre de stratégies mixtes pour G.[4]

D)Comment trouver 1’équilibre de Nash

L’équilibre de Nash peut étre trouvé par une recherche de stratégies dominantes, par 1’élimi-
nation successive de stratégies dominées, ou par 'analyse de meilleur réponse(on va la voir
dans le duopole de cournot). Sur les jeux & somme nulle(un jeu o la somme des utilités de
tous les joueurs égale & 0) On pourrait aussi appliquer la méthode de MinMax qui nous donne
'équilibre de Nash [6].

Exemple(La méthode de MinMAx) :

La méthode de MinMax est un concept de solution alternative pour les jeux simultanés. On ne
I’applique qu’aux jeux a somme nulle. considérons cette matrice :

faricl
A A Z
A 3 g 7
karim
B 1 3 4
c 4 5 6

La pire récompense de Karim de A est 3,de B est 1 et de C est 4. La pire récompense de farid
de X est 4,de Y est 5 et de Z est 7.

18



Nous écrivons le minimum de chaque rang et le maximum de chaque colonne comme vous voyez
sur la figure. Le plus grand des minimums de rang est 4 :ceci est son Maximum. Le plus bas
des maximums de colonne est 4 :qui est son MinMax.

farid
x Y £
A 3 g 7 Win =3
karim
B 1 3 4 Min =1 wWasiMin =4
C 4 5 & Min=4

Mac =4 Mex=15 Maz=7
NE= (4, 4)
finibda= = Min 4,5, ¥ =4

E)Jeu en stratégies mixtes

joueur B

L R

U (12) | (04)
Joueur A

D| (05) | (3,2)

Considérons un nouveau jeu... Existe-t-il un équilibre de Nash en stratégie pure ?
(U,L) est-il un équilibre de Nash ? Non!
(U,R) est-il un équilibre de Nash ? Non!
(D,L) est-il un équilibre de Nash ? Non !
(D,R) est-il un équilibre de Nash ? Non!

Donc le jeu n’a pas d’équilibre de Nash. En revanche, ce jeu peut avoir des équilibres de Nash
en stratégies mixtes.

¢ Au lieu de choisir de maniére exclusive entre Up ou Down, le joueur A peut attribuer a chaque
stratégie des probabilités (I1y,1—1IIy)...c’est a dire que le joueur A jouera Up avec la probabilité
II; et Down avec la probabilité 1 — II.

¢ Le joueur A fait un mix de stratégies pures.
4 La distribution de probabilité(II;,1 — IIy) est la stratégie mixte du joueur A.

4 De méme, le joueur B peut choisir une distribution de probabilité :(II;,1 —IIy)... c’est a dire
que le joueur B jouera Left avec la probabilité 11, et Right avec la probabilité 1 — I1j.
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joueur B
L,T[L R,1-T[|_

Umny| (1,2) | (0.,4)

joueur A
D,1-my | (0,3) | (3,2)

Si B joue Left son espérance de gains sera :

2l + 5(1 — Iy)

Si B joue Right son espérance de gains sera :

Ally +2(1 —Iy)

si 21l + 5(1 — HU) > 411y + 2(1 — HU) Alors :

B jouera seulement Left.

Mais il n’y a pas d’équilibre de Nash dans lequel B joue toujours Left.

si 2lly 4+ 5(1 — Iy) < 411y + 2(1 — ) Alors :
B jouera seulement Right.
Mais il n’y a pas d’équilibre de Nash dans lequel B joue toujours Right.

Donc, pour qu’il existe un équilibre de Nash, B doit étre indifférent entre jouer Left ou Right ;
ie:

3
2HU+5<1_HU):4HU+2(1_HU):>HU:g

Si A joue UP son espérance de gains sera :
II; + 0 x (1—HL) =11,

Si A joue Down son espérance de gains sera :
OXHL+3(1—HL) :3(1—HL)

si Il > 3(1 —1II;) Alors :
A jouera toujours Up.
Mais il n’existe pas d’équilibre de Nash ou A Jouera toujours Up.

si I, < 3(1 —1I) Alors :
A jouera toujours Down.
Mais il n’existe pas d’équilibre de Nash ou A Jouera toujours Down.

Donc, pour qu’il existe un équilibre de Nash A doit étre indifférent entre jouer Up ou Down :
I, =3(1 —1I)

:>HL:1_1

Alors on obtient une nouvelle matrice des gains :
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Joueur B

3 1
L7 R
Uzl 12 | (04
joueur A i
= | (09) | (3.2)

Dong, le seul équilibre de Nash du jeu existe si A a une stratégie mixte (3/5, 2/5) et B a une

tratégi ixt (3 1)
stratégie mixte (-, —).
8 11
: .., 3 3 9
= Les gains seront (1,2) avec la probabilité : E X150
3 1 3
= Les gains seront (0,4) avec la probabilité : 5 X150
2 3 6
= Les gains seront (0,5) avec la probabilité : X 1= 55
2 1 2
= Les gains seront (3,2) avec la probabilité : — x — = —
5 4 20
joueur B
3 1
Lz Ry
0.3 [02) [ 04
, 5| 9/20 | 3/20
oueur A
‘ p.2[ (08 [ 32)
'S5 | 6/20 | 2/20

Les gains espérés de A pour I’équilibre de Nash sont :

) +3 X 2 _
20 20 4
Les gains espérés de B pour 1’équilibre de Nash sont :
2><3—|—4><i—|—5><—+2><3—E
20 20 20 20 5°

B Un jeu avec un nombre fini de joueurs ayant chacun un nombre fini de stratégies a au moins
un équilibre de Nash (en stratégie pure ou mixte).
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Chapitre 3

Applications économiques

3.1 L’oligopole

Un oligopole est une situation dans laquelle, d’'une part, 'offre est assurée par un petit nombre
de vendeurs et, d’autre part, la demande est émise par un grand nombre d’acheteurs. Le modéle
d’équilibre général suppose que chaque vendeur prend le prix comme une donnée. Or il existe
de nombreux cas dans lequel ce n’est pas possible. Par exemple,lorsqu’un petit nombre de
vendeurs est présent sur le marché, ils peuvent s’observer mutuellement et s’ils y trouvent
un avantage, pourront effectivement modifier leurs tarifs. Il est important de comprendre que
ceci peut se produire méme en ’absence d’un accord explicite entre les producteurs.Il faut
alors régler un probléme complexe : comment représenter le comportement d’une ensemble
d’agents économiques quand 'action de chacun d’entre eux a un effet sur les gains des autres.
La premiére section présente la premiére application de I’équilibre de Nash a un probléme
d’économie. Reéalisée par Augustin Cournot en 1838, elle consiste a prévoir les quantités qui
seront produites par deux producteurs en concurrence (i.e., reliés par une fonction de demande).
La deuxiéme section explore une autre dimension de la concurrence : celle de 'ordre dans lequel
les entreprises prennent leur décision de production. Cette représentation de la concurrence,
étudiée par Heinrich von Stackelberg en 1934, est parfois considérée comme plus réaliste pour
étudier l'entrée des entreprises sur un marché. Par opposition a l'oligopole de Cournot, qui
suppose une entrée simultanée, ’oligopole de Stackelberg suppose une entrée séquentielle des
entreprises.

3.2 L’oligopole de cournot

Définition

Rappelons briévement que la concurrence a la Cournot est une concurrence par les quantités.
Les firme présentes sur le marché produisent toutes le méme bien homogéne et connaissent
parfaitement la demande et les capacités de production de leurs concurrentes. Leur nombre
est suffisamment faible pour que chacune puisse influencer le prix du marché. Un comporte-
ment stratégique devient donc possible. Sur un marché a la Cournot, toutes les firmes ont le
méme comportement adaptatif, qui consiste a fixer sa production en fonction des productions
concurrentes. Ce processus de tatonnement leur permet d’obtenir une production optimale,
c’est-a-dire celle qui maximise leur profit.
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Analyse du modéle

On présente une formalisation simplifiée du modéle on Cherchons un un équilibre de Cournot
a N firmes. Le probléme est le suivant :

1) Il 'y a N joueurs, indicés pari € 1,2,..., N.

2) Les stratégies des joueurs sont les quantités qu’ils aménent sur le marché, elle sont notées
3) Les régles du jeu sont les suivantes :

(a) Le prix est déterminé par les quantités selon la fonction de demande inverse p = a—b Zf\il qi-
(b) Les cotits unitaires de production des entreprises sont constants, égaux a ¢,0 < ¢ < a.

(c) Les entreprises appliquent leurs décisions en méme temps.

4) Les entreprises maximisent leur profit.

Le profit d’une entreprise i (¢ €1,2,.....,N) est définie par :

Hi(QIJQ27 """ 7QN) - (p - C)QZ

Les conditions du premier ordre impliquent que les profits marginaux des N entreprises sont
nuls :

3_qi(q1’q2’ ..... qn) =0.

Pour une entreprise i, on a :

ol 0
= pqi—l—p—c:—quta—b(ql—i— ..... +q+ ... +qn)p—c
dq; dq;

ce qui donne les N conditions du premier ordre suivantes :

i=1,....N =b(¢g; + Q) +a—c=0

avec

QF = Zfil qf indépendamment de i.

En additionnant les N conditions du premier ordre, on obtient :

—b(1+N)Q*"+N(a—¢c)=0& Q"= ——
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On en déduit la quantité vendue par chaque producteur :

* *_G—C
qi_Q b
1 a-—c
e — Yi=1 .....N
q’L N+1b Z P AR
et le prix d’équilibre :
a+ Nc
*— g — bQ* =
pr=a = bt =

Atomicité de modéle

L’hypothése d’atomicité consiste a supposer que le nombre de vendeurs est infiniment grand
(N — +00). Sous cette hypothése , la quantité produite par chaque entreprise tend vers 0 ,

ce qui correspond bien a I'idée d’atomicité . Plus précisément :
1 a-—c

lim ¢f = lim
N—>+ooql N—+oco N+1 b
mais la quantité totale produite tend vers la limite suivante :

I o i N a—c a-c "
N—+00 N—+o N+1 b b g
ol ¢™ n’est autre que la production qui maximise le bien-étre. L’augmentation du nombre de

producteurs permet donc ici de réduire le pouvoir de marché de chacun de sorte que sans méme
que les producteurs prennent le prix comme donné, leurs décisions individuelles les aménent a
Poptimum social. On peut également vérifier cette propriété en étudiant le prix de marché :

I . i a Nc

11m = 11m = C
N—>+oop N—+toc N +1N +1
ce prix se rapproche du colit marginal, qui n’est autre que la tarification optimale du point de

vue de la société. L’augmentation du nombre de producteurs provoque donc ici une érosion du
pouvoir de marché qui méne, a la limite, vers une tarification optimale pour la société. Ce type
de résultat est un des fondements que 'on peut évoquer en faveur des politiques de promotion
de la concurrence.

Exemple

Dans ce exemple on va étudie un cas particulier d’oligopole de cournot c’est le duopole de
cournot posséde les mémes propriétés mais a deux entreprises qui rivalisent dans le méme
marché avec plusieurs stratégies.

les problémes qui se posent sont :

— Quel est 'équilibre de Nash de ce jeu (en supposant que chaque firme est motivée par la
recherche du plus grand profit possible) ?

— Quel est la combinaison de quantités produites et vendues par chacune des deux firmes qui
ne donne & aucune de ces deux firmes d’incitation unilatérale a dévier ?

— quel est le prix a I’équilibre ?

On I'examinera ceci dans I’exemple suivant :

Dans ce jeu, chaque entreprise choisit sa production indépendamment et le marché détermine
le prix auquel il est vendu.
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4 Les joueurs : 2 Entreprise(NOKIA | SAMSUNG).

¢ Les stratégies : Les quantités d’un produit identique qu’ils produisent.

¢1 la quantité de NOKIA.

g2 :la quantité de SAMSUNG.

= @ = q1 + ¢ : La quantité totale.

Notons ces deux produit sont des substitut parfait.

¢ Le coiit de production : ¢ est la constante du cotit marginale.

4 Le prix : Soient a et b constants, on montre le prix de la maniére suivante : p=a-b(q; + ¢2).
Cette équation nous montre que plus ces entreprise produisent, moins les produits cotitent.
¢ Les récompenses : Les profils 11, I1,

Mi(q1,q2) = pqr — cq

2(q1, ¢2) = pg2 — cqa

=-Le but des entreprises est de maximiser ses profit.

Dans ce probléme, on va essayer de trouver la quantité de meilleur réponse de SAMSUNG par
rapport a chaque choix possible de NOKIA, et vice versa. Aprés on verra ou elles s’intérséchent
sur le dessin.

Premiérement, on remplace la fonction du prix p dans la fonction II; par a-b(q; + ¢2); On
obtient :

(g1, q2) = aq1 — 2bq1* — bqiga — cqr.
Afin de trouver le maximum, par ’application de la condition de premiére ordre.

o1l (q1, ¢2)
oq

Redifférentiant, il devient -2b<<0 (b>0) donc on trouve bien un maximum a la place d’un
minimum.

=0&a—2bqgy —bga —c=0

Alors

MRy(g2) = g = 5~ — 5
et

MRy(q) = 5 = —= — -

Sont de meilleurs réponse de NOKIA et SAMSUNG respectivement. Avant de décrire la figure,

on trouve les points critiques :
a—c a—c
C]Q:0$MR1<O):(]I:2—Z)et(ff:o:}(h: .

et c’est le méme pour SAMSUNG c’est a dire :

a—c a—c
1 =0=>MRy(0)=¢q = 5 et 3 =0=q = T

Pour trouver ot ces deux fonctions de meilleur réponse coincident, on résoudre ’égalité sui-
vante :
MR;(q2) = MRs(q1) c’est a dire la quantité produite par Samsung anticipé par Nokia, est la
méme quantité que Samsung produit a la fin, et vice versa.
nous trouvons que :
a—¢c ¢ o, _a—C q
2 BT T T
= q = TS
On appelle cette quantité : la quantité de cournot.

q =
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A Meilleure reponse de joueur 1 (MNokia)

Metlleure reponse de joueur 2

(Satmsung)

fa-cyo } /S 7
P
A
~ |
£
s |
v |
|
|
(a-c)feh |
Equilibre |
de MNazh :

(a-c)ieh (a-cib

Une paire de la forme(q}, ¢3) est un équilibre dit de Cournot-Nash.
D’autre part on a le prix de ces derniéres quantités :

P == bgi + )
P*:a—|—2c.
3
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3.3 L’oligopole de stackelberg

Définition

[’analyse de Cournot suppose que les entreprises prennent leurs décisions de production en
méme temps. Ceci suppose que l'on se trouve dans la situation particuliére ou les producteurs
sont entrés sur le marché a la méme date ou prennent leurs décisions de production en méme
temps. En effet, dans cette situation, aucun producteur ne peut imposer sa production a un
concurrent. Il en va autrement quand une entreprise peut prendre sa décision en premier. De
plus, ce type de représentation est plus réaliste dans le cas suivant : un producteur est déja
installé sur le marché et réalise un profit de monopole ; ce profit élevé ne manque pas d’attirer
un concurrent, puisque les marchés concurrentiels procurent moins de bénéfices que les marchés
concentrés. Il nous faut donc analyser la situation ot I’entrée des entreprises est séquentielle.
Une premiére entreprise entre sur le marché, puis une deuxiéme etc.. Ce probléme a été étudié
a lorigine par Heinrich von Stackelberg (1905-1946) dans son ouvrage de 1934.

Pour résoudre ce probléme, il nous faut utiliser & nouveau la récurrence vers 'amont. En ef-
fet, comme les deux producteurs vendent un bien homogéne, ils doivent le vendre au méme
prix. Ceci implique que I'entreprise qui s’installe en premier anticipe la quantité que choisira la
deuxiéme entreprise. Pour cette raison, on part de la deuxiéme période du jeu en étudiant la
quantité choisie par la deuxiéme entreprise en fonction de la quantité déja mise sur le marché
par la premiére entreprise. Ensuite, on détermine la quantité choisie par la premiére entreprise.

Dans un premier temps, nous étudierons 1'oligopole de Stackelberg.

Analyse du modéle

1) Il y a N joueurs, indicés par i € 1,2, ..., N.

2)Le jeu comporte N étapes : a la premiére étape, 'entreprise 1 choisit sa production, notée ¢.
A la seconde étape, 'entreprise 2 choisit sa production, notée ¢o, sachant que ’entreprise 1 a
produit g; et que cette quantité n’est plus modifiable. Plus généralement,l’entreprise i choisit
sa quantité g; sachant que les entreprises qui I'on précédé ont produit 23;11 q; et que cette
quantité n’est pas modifiable.

3) Les ensembles stratégiques sont identiques pour les N entreprises A; = ... = Ay = [0, +0o0|.

4) Les régles du jeu sont les suivantes :

(a) Le prix pratiqué sur le marché dépend de la quantité totale produite @ = Zf\[:l qi, selon la
fonction de demande inverse égale a : p(Q) = a — bQ.

(b) Le cout unitaire de chaque entreprise est donné par ¢, avec ¢ € [0, al.

5) Chaque entreprise maximise son profit.

Résolvons ce cas en appliquant la récurrence vers I’amont. La derniére entreprise entrée gagne
un profit qui dépend des quantités déja vendues par toutes les entreprises entrées avant elle.
Son profit est égal a :

™ = (p - C)QN-

avec
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N
p=a—b35_, ¢
La maximisation du profit ameéne donc cette entreprise a choisir une quantité g3, égale a :

ony a—c 1

o 7 pe ()

(ay) =0 qx =

L’entreprise précédente anticipe ce que fera ’entreprise N, elle raisonnera donc sur un prix de
vente égal a :

N-1
p=a—b_4+qy)
=1

a—c 1
=a—bg 52w

N—1
at+c b
T _51'21%

d’oul sa marge :

5 9 Doin1 i

et son profit :

1 _
TN-1= §(CL —C— beLl Qi)QNA

I’avant-derniére entreprise fixe donc sa quantité gn® de sorte que :

(971'1\7,1 s s a—=c¢C 1 N—
9 (ay_1) =0 qy_, = -5 Zi:lQ ¢ (2)
gN-1

2b 2

cette quantité est similaire a celle de la relation (1) mais décalée d’une unité (N-1 au lieu de
N). En faisant la différence entre les relations (1) et (2) on obtient :

v —dn_1 = 7(]}9\/71 S qy = 5(1%71-

chaque entreprise entrante produit deux fois moins que 'entreprise qui la préceéde. Ceci permet
d’écrire toutes les quantités en fonction de celle de la premiére entreprise :
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En utilisant les relations (1) et (3), on trouve que :

o 1INt a—c 11\[_1(1)11 5
q]__ 2b 2 p 2 ql
Lina a—-c Lina
S (= 1= —(1—(= 7.
e t=C
4 = 2b

La premiére entreprise produit la quantité de monopole. Ce résultat permet d’obtenir toutes
les quantités qui seront produites a ’équilibre de Stackelberg :

1.. a—c
s __ (Z\i—1

L’avantage au premier trait permet a chaque entreprise de produire deux fois plus que celle qui
la suit. La quantité totale produite est donc égale a :

N
Q=>4
i=1
1 1M a—e¢
=(14+=+.... —
<+2+ +2 )26
1V a—c
5 (1 — =
r=0-3)"

Atomicité du modéle

L’hypothése d’atomicité a donc la conséquence suivante :

a—C
l‘ S: pr— o

les entreprises produisent la quantité optimale lorsque le nombre de producteurs devient infi-
niment grand. On peut effectuer le méme raisonnement en passant par les prix :

ps:a_st
1N
0 (1L )
1N
=c+- (a—c)>c
2
>0

quand le nombre d’entreprises augmente, le prix de marché se rapproche du cotiit marginal :

29



lim p*=c
N—+o0

Exemple

On va étudier dans ce exemple le duopole de stackelberg ce dernier est un cas particulier de
I’oligopole de stackelberg.

Supposons dans un marché dans lequel deux entreprises de fabrication de voiture Mercedes et
Audi en position asymétrique se font concurrence en quantité , et elles produisent et vendent
a un prix unique p , tels que Mercedes est 1’entreprise dominante (leader), et l’entreprise Audi
est dominé (suiveur).

1)Les joueurs : deux entreprises (Mercedes,Audi)

2)Les stratégies :Les quantités d’un produit identique qu’ils produisent.

¢1 :La quantité de Audi.
¢2 :La quantité de Mercedes.
3)Le jeu comporte deux étapes : a la premiére étape, I'entreprise Audi choisit sa production,

notée ¢;. A la seconde étape, 'entreprise Mercedes choisit sa production, notée ¢y, sachant que
Ientreprise Audi a produit ¢; et que cette quantité n’est plus modifiable.
4)Les régles du jeu sont les suivantes :

a)Le prix pratiqué sur le marché dépend de la quantité totale produite ¢ = ¢; + go, selon la
fonction de demande inverse égale a : p(q) = a — bq

b)Le cott unitaire de chaque entreprise est donné par ¢, avec ¢ € [0, a.

Le but des entreprises est de maximiser ses profils.

Considérons d’abord la seconde étape du jeu. A cette étape la production de la premiére en-
treprise Audi a déja eu lieu et 'entreprise Mercedes ne peut que constater la production ¢;. Le
profit de Mercedes est défini par :

m2(q1,q2) = (@ = b(q1 + ¢2) — ¢)q2

Ce profit est maximum pour la valeur ¢; telle que :

Oma a—¢c q

5—q2(q1,q2(q1))=0@q2(q1): -2

On voit que plus ’Audi a produit, moins Mercedes a intérét a produire. Ceci provient du fait

qu’en augmentant sa quantité Mercedes fait baisser le prix.

Remontons maintenant a la premiére période du jeu. L’Audi anticipe que la Mercedes produira
¢5 a la seconde période. Elle utilise donc cette anticipation de quantité pour former son antici-
pation de prix. Le prix anticipé par I’Audi est égal a :

P(a+ @(q1)) = a—blgr + 43)
a—c q
—a—b a
e+ 3)

a+c—bq

5 :
Ce prix permet d’écrire le profit de I’Audi en fonction de sa seule décision de production ¢;. La
marge de l'entreprise est égale a :
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donc le profit s’écrit :

1
mi(q) = m(q, (@) = (p° — ) = E(a —c=bq1)q.
On en déduit la condition de maximisation du profit :

om a—c
—(q]) =0&q] =
5q1((h> aq

On retrouve la production de monopole. Ce résultat est intéressant car il montre que I’Audi
installée n’a pas besoin de modifier sa production si d’autres entreprises entrent a leur tour sur
le marché. Ce résultat permet de trouver la quantité vendue par Mercedes :

a—c
4b

qui est deux fois plus petite que la quantité produite par I’Audi. Il y a donc bien ici un avantage
au premier trait.

En effet,les deux entreprises réalisent la méme marge unitaire p® — ¢ et Mercedes vend deux fois
moins que I’Audi; le profit de Mercedes est donc deux fois plus faible que celui de 1’ Audi.

La quantité totale vendue sur le marché est égale a :

¢ = qs(q}) =

3(a—c)
S — S + S —
P=ate=—71—
cette quantité est supérieure a celle produite a 1’équilibre de Cournot.
. . a+ 3c
Le prix d’équilibre est donné par : p* = T

3.4 Comparaison de duopole Cournot/Stackelberg

La quantité produite dans le modéle de Stackelberg est supérieure a celle produite dans le

3(a—c)  2(a—c)

modeéle de Cournot :¢° = > =q"

La comparaison avec 1’équilibre de Cournot révele la propriété suivante :

a4+ 3c at+c c—a

pP-pt= <0,
2
=le prix d’équilibre est plus faible avec le duopole de Stackelberg qu’avec le duopole de Cournot.

= Le prix de I’équilibre de marché est donc plus favorable pour le consommateur dans un modéle
de Stackelberg.
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¥a

Courbe de réachon
de la firme 2

E i - . o
Egiunhbrg O Slackelberng

B Graphiquement :

» L’équilibre de Cournot-Nash se situe a I'intersection des deux courbes de réaction. L’équilibre
de Stackelberg se situe au point ot la courbe de réaction de I'une des deux firmes est tangente
a I'une des courbes d’isoprofit de l'autre firme. (ici la firme 1 est "meneur").
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Conclusion

Le but de ce projet a consiste principalement & introduire la modélisation économique qui
permet de décrire les phénoménes économiques comme le processus de production avec ces outils
et la théorie des jeux comme une discipline mathématique pour le traitement des comportement
des agents en donnant des application en économie et notamment en économie industrielle....
etc.

J’espére avoir traité dans ce projet les points essentiels concernant le probléme de Modélisation
économique.

A la fin je peux dire que ce travaille représente une base de départ pour résoudre les problémes
généraux de modélisation économique.
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