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INTRODUCTION GENERALE

L’objet de ce travail est I’étude des applications mesurables multivoques. La notion de mesura-
bilité des multifonctions joue un role important dans certaines branches de I’analyse appliquée :

Economie mathématique et dans la théorie de controle et des tests statistiques...

Dans le premier chapitre, nous donnons la mesurabilité des multifonctions au sens de Charles
CASTAING [1], définie sur un espace mesurable (T',7T), a valeurs dans 1’ensemble des parties
compactes de X ( P (X) ). Puis nous présentons quelques propriétés des multifonctions mesu-
rables, et des généralités sur le graphe d’une multifonction. Notre intérét est porté également
a I'étude de quelques propriétés des multifonctions semi-continues inférieurement et supérieu-
rement. Nous étudions aussi la notion des sélections mesurables d’une multifonction mesurable

a valeurs dans I’ensemble des parties compactes d'un espace métrisable séparable.

Le deuxieme chapitre est consacré a la mesurabilité des multifonctions au sens de Christian
HESS [5], définie sur un espace mesurable quelconque (€2, Q) a valeurs fermées dans un espace
métrique séparable E; nous donnons quelques définitions et notations utiles. Par la suite nous
généralisons 'existence des sélections mesurables d’une multifonctions a valeurs non nécessai-
rement compactes mais seulement fermées dans un espace métrique séparable E, en utilisant
des sélections mesurables. A la fin de ce chapitre, nous étudions la conservations de la mesu-
rabilité des multifonctions par I'opération " enveloppe convexe fermée" et la conservation de la
mesurabilité par intersection finie ou dénombrable, en utilisant la représentation de Castaing

des multifonctions mesurables. Nous citons aussi la notion de mesurabilité pour ’appartenance.

Le troisieme chapitre est consacré a I’Effros-mesurabilité des multifonctions. Nous allons



présenter des criteres généraux d’une topologie 7 définie sur I’ensemble X des parties fermées
d’un espace métrique X. Notre objectif est de démontrer que la mesurabilité d’une multifonction

I' a valeurs dans ¥ n’est autre que la mesurabilité borélienne de I' entant que fonction univoque

de Q a valeurs dans (3, B(T)).
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CHAPITRE 1

LA MESURABILITE DE MULTIFONCTION
A VALEURS COMPACTES ENTANT QUE
FONCTION BORELIENNE

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier la mesurabilité de multifonction au sens de CHARLESS
Castaing sur un espace mesurable quelconque (7',7). Nous rappelons des notions de base,
quelques résultats fondamentaux sur les multifonctions, des théoréeme principaux concernant la

mesurabilité des multifonctions.

1.2 Notations et Rappels

On considére un espace mesurable (7', 7)), et X un espace métrique séparable complet et T’
une multifonction de T a valeurs dans I’ensemble des parties fermées non vides de X.
Une sélection d’une multifonction I' est une application o : T — X tel que Vt, o(t) € T'(¢)
On note par I'"(B) I'ensemble {¢/T'(t)NB # 0}. Et G le graphe de I' : {(t,z) € Tx X/x € T'(t)}
On considere les propriétés suivantes :

i) VB borélien, ' (B) € T.
ii) VF fermé, '~ (F) € T.



iii) YU ouvert, I (U) € T.

iv) il existe une suite (0,) de sélection mesurable de I' tel que
Vt,I'(t) = {o.(t)/n € N}

v) Vo € X, d(z,['(.)) est mesurable.

vi) Le graphe de I" appartient & T ® B(X) avec B(X) la tribu borélienne de X.
(i) = (i1) = (1ii) <= () <= (v) = (vi)
" est dite mesurable si iii) ou iv) ou v) est vérifiée.

Quand I' est a valeurs compactes la mesurabilité de I' est équivalente & la mesurabilité d’une
application de T" a valeurs dans I’ensemble des parties compactes de X muni de la métrique de
Hausdorff.

Lorsque X est un espace de Fréchet et I' est convexe a valeurs compactes, alors la mesurabilité
de I' est équivalente a Va' € X', 6*(2/,T'(.)) est mesurable.
e Soit (7),7) un espace mesurable, o T" est un ensemble et 7 est une tribu. On dit que T est

une tribu si :

i)0eT

i) AeT=T\AeT

iii) Vne N, A, e T=U,A, €T
e Si U est un espace topologique, la tribu borélienne B(U) est la plus petite tribu contenant
tous les ensembles ouverts.
e Si (T,T) et (UU) sont deux espaces mesurables. La tribu produit 7 @ U sur T' x U est la
plus petite tribu contenant tous les ensembles A x B avec A€ T, B € U.
e Si (T,7T) et (U,U) sont deux espaces mesurables, une fonction f : T — U est dite (T,U)-
mesurable si VB € U, f~1(B) € T
e Si U est un espace topologique une fonction (7, B(U)) mesurable est appelée une fonction

borélienne. Quand T et U sont a la fois espaces topologiques alors toute fonction continue est

borélienne.

e Si (T,7T) est un espace mesurable et U un espace métrique nous disons que f : 7" — U est

fortement mesurable si I'une des propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
i) fest (T,B(U))-mesurable et f(T') est séparable.
ii) f est lalimite simple d’une suite de fonction mesurable prenant un nombre finie de valeurs.

iii) f est la limite uniforme d’une suite de fonction mesurable prenant un nombre de valeurs

dénombrable.
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e Si U est un espace métrique, si (f,) est une suite (7, B(U))-mesurable (resp fortement) et
fn — f simplement alors f est (7, B(U))-mesurable (resp fortement).
e Si (T, 7) est un espace mesurable muni d’une mesure bornée ( resp positive) définie comme

suit :

p:T — R (resp. p: T — [0, +00)])

est tel que pour toute suite d’ensemble mesurables (A,,),>; dénombrable et deux & deux disjoint

appartenant a T
U A,) =3 u(Ay)

Une mesure positive est o-fini si T est I'union d’une suite dénombrable d’ensemble mesurable
de mesure finie.

e Si p est une mesure positive sur (7,7) on dit qu'un sous-ensemble N de T est négligeable
s'il existe A € T tel que N C A et u(A) =0.

Le p-complétion de T est la tribu engendrée par T et les ensembles négligeables, 11 est désignée

par 7,, la mesure 1 admet un unique extension de 7.

Théoreme 1.1
La topologie de Hausdorff sur les parties compactes de X notée Py(X) est engendrée par

{’ensemble

(K € Px(X)/K C U}

et
(K € Pr(X)/KNV # 0}

ouU et V sont des ouverts.

Une base de voisinage de K, est donnée par
{K/KCU KNV, #0,..., KNV, # 0}
Ou (U, V4, ...,Vy,) sont des ouverts contenant K.

Théoreme 1.2
Si X est un espace métrique séparable la tribu borélienne P (X) ( avec la topologie de Haus-

dorff ) est engendrée par des ensembles
{K € Px(X)/K C U}
(U ouvert ) et il est également engendré par les ensembles.
{K e Px(X)/KNV #£0}

ou 'V est un ouvert.
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Définition 1.1

e Soit I' une multifonction d’un espace topologique X dans un espace topologique Y , et
soit xg € X on dit que I' est semi-continue inférieurement en xqy si pour tout ouvert U
rencontrant I'(xg), il existe un voisinage V de xq tel que :

reV = T(x)NU#D

e Soit I' une multifonction d’un espace topologique X dans un espace topologique Y, et
soit xg € X on dit que I' est semi-continue supérieurement en xqg st pour tout ouvert U
contenant I'(xzy), il ezxiste un voisinage V de o tel que :

reV = T(x)CcU

Définition 1.2

Espace polonais : est un espace métrisable a base dénombrable.

1.3 Multifonction mesurable a valeurs dans ’ensemble

des parties compactes d’un espace métrisable sépa-

rable

Dans cette partie, on considere (7,7 ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable.

Définition 1.3

Une multifonction T' de T" a valeurs dans l’ensemble des parties compactes de X est dite

mesurable si elle est mesurable entant que fonction de T dans Px(X) ot P (X) est muni
de la tribu borélienne associée a la topologie de Hausdorff.

Théoreme 1.3
Awvec les hypothéses de la définition, I est dite mesurable si ['une des propriétés suivantes est
vérifiée :
a) Y U ensemble ouvert de X.
r-U)={teT/Tt)NU £0}eT
b) ¥ F un ensemble fermé de X.

I (F)={teT/T&)NF#0} €T
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Preuve 1.1
En utilise le théoréme (1.2)

a)- On remarque que;

I~ (U) =T '({K € Px(X)/KNU # 0}).

D’apres le théoréme (1.2) {K/K NU # 0} est un ensemble borélien. Donc si T est mesurable

a) est vraie. L’inverse est vrai d’aprés le théoréme (1.2) la tribu borélienne sur Pr(X) est
engendrée par des ensembles.

(K € Pe(X)/KNU # 0}

b)- Pour prouver I' mesurable <= b est vitrifiée en effet :
1l suffit de remarquer que

I™(F) =CrI ({K/K ¢ XNF} = {t/T(t) ¢ XN\F} = {t/T(t) N F # 0}

Corollaire 1.1

Soit T est un espace topologique et T' une multifonction de T — Pg(X), si ' est semi-
continue supérieurement ( ot semi-continue inférieurement ) alors T' est mesurable (suivant
la tribu borélienne B(T) ).

Preuve 1.2

Si T est s.c.s. alors pour tout fermé F', {t/T'(t) C X\ F'} est ouvert, donc I'~(F) € B(T). Si T’
est s.c.i. alors pour tout ouwvert U, {t/T'(t) U # 0} est owvert, donc T—(U) € B(T).

Proposition 1.1
e Si Ty et I'y deux multifonctions mesurables a valeurs compactes alors la multifonction t —
[y (t) NTy(t) est mesurable.

e Si (I',) est une suite de multifonction mesurable a valeurs compactes alors t — N, T'n(t)

est mesurable, et si U, ', (t) est compacte, t — U, T, (t) est mesurable.
Preuve 1.3

1)— Montrons que (K, Ky) — K1 N Ky de (P (X))? dans Px(X) est borélien. Soit U un
ensemble ouvert dans X, montrons que {(K1, K3)/K1 N Ky C U} est un ouvert.
En effet :

Si KYNKYCU, KY —U et K — U sont disjoints. Alors il existe deuzx ensembles ouverts U,
et Uy tel que K9 —U CU; (i=1,2) etUyNUy # 0.
Par le théoréme (1.1) on a

{(Ky,Ky)/ Ky CULUU, K, CU,UU}

Est un voisinage de (KY, KY).
Pour un tel (K, Ks) on a

KiNK,Cc(UyuU)N (U, UU)=U
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Par conséquent, par le théoréme (1.2) (Ky, Ky) — K1N Ky est borélien donc t — T'y1(t)Ny(t)
est mesurable.

2)— En appliquant la premiére partie de cette démonstration on obtient I'!, =Ty N ...N T, est

mesurable. Mais I, converge vers N, ', pour la distance de Hausdorff. donc t — N, T, (t) est
mesurable.

3)— Soit U un ouvert de X alors

{t/ UT.ONU#0} = {t/ UTu(()NU #0)
=y {t /Tu(O)NU#0t T

Donc d’apres le théoréme (1.3) U, T',(.) est mesurable.

1.4 Existence d’une Sélection mesurable d’une Mul-
tifonction mesurable a valeurs dans ’ensemble des

parties completes d’un espace métrisable séparable

Définition 1.4

Soit T': T — P(X). Une fonction o : T — X sera dite une sélection de T si o(t) € T'(t)
pour tout t.

Théoréme 1.4

Soit X un espace métrique séparable, (T, T) un espace mesurable, I' une multifonction de T d

valeurs dans ’ensemble des parties complétes et non vides de X . Si pour tout ensemble ouvert

U de X
r-U)={teT/Tt)NU £0}eT
Alors ' admet une sélection mesurable.

Preuve 1.4

Soit {x,} un ensemble dénombrable dense dans X. Nous définissons une suite de fonction me-

surable en supposant un nombre dénombrable de valeurs (o,) par récurrence avec les propriétés
Aoy (5), T() < 27, dloyes (1), (1)) < 27
Posons o(t) = x,, sin et le plus petit entier tel que :

['(t) N B(x,,2°) # 0
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Ainsi og est mesurable, en effet :

oy (x,) =T (B(2,,2") — U I (B(zm,2°%)).

m<n
Supposons o, choisi soit T; = a;l(a:i), site'l;

L'(t) N B(x,277) # 0.
Posons sur T, 0p1(t) = . Sin est le plus entier tel que

T(t) N B(xs,27P) N Bz, 27 @) £ 0.
Alors 0,41 est mesurable, d(o,1(t),T(t)) < 27+ ¢t
A(0p1 (1), 0y(1)) < 277+ 270D < i

Donc o, est une suite de Cauchy, comme I'(t) est compléte et d(o,(t),I'(t)) — 0 alors o,(t)

est une suite dans I'(t), par suite o(t) la limite de (0,(t)) est une sélection de I'.

Théoréme 1.5

Sous la méme hypothese du théoréeme précédent, il existe une suite (o,,) de sélection mesurable
de T" tel que pour tout t,

I'(t) = {on(t)/n € N}
Preuve 1.5

Soit {x,} une suite dense dans X. Pour (n,i) € N? [’ensemble
T,:={t€T/T{#)NB(x,,27") # 0}

est mesurable par hypothése. Soit Iy, ; la multifonction de T' a valeurs compléte non vide de X
définie par :
Ft)NB(x,,27) £ 0 si teT,,;
Lny(t) = N5 )7 ’ (1.1)
L(t) si teT\T,,
Chacune des multifonctions T,,; est mesurable, En effet :

Soit U un ouvert

TU = {t/Toi(t) N U # 0} = {t/Ti(t) NU # 0}

est mesurable car on a :

L U={teT;/T{t)N(B(x,,27)NU) # 0} U{t € TNT,;/)Tt)NU #0} €T
Donc d’aprés théoréme (1.4) ITZ a une sélection mesurable o, ;.
Montrons que I'(t) = {0,,(t)} en effet :
Soit x € T'(t) ete >0, soiti tel que 27" < 5 et n tel que d(z,,x) < 27" donc, t € ' (B(zy,27))
et 0,,(t) € B(xy,27%) donc d(o,,(t),x,) < 27"

D’ou

A(005(t), 1) < d(0mi(t), 20) + d(zn,2) <277 427 < e
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Théoreme 1.6

1)-Soit (T, T) un espace mesurable, X un espace polonais, et I' de T d valeurs dans l’ensemble
des parties fermées non vides de X . Si pour tout ouvert U dans X, I~ (U) € T. Alors " admet
une suite de sélection mesurable (,,) tel que T'(t) = {o,(t)}.

2)- Soit (T, T) un espace mesurable, X un espace métrique séparable, et T' de T a valeurs dans
l’ensemble des parties compactes non vides de X. Si I' est mesurable, alors I' admet une suite

de sélection mesurable (0,,) tel que I'(t) = {o,(t)}.
Preuve 1.6

Soit d une distance sur X compatible avec la topologie et pour laquelle E soit complet. Soient

{z.}, n € N une suite dense dans X Pour (n,i) € N* ['ensemble
Toi={t € T/T(t) N B(x,, 27") # 0}

est mesurable par hypothése. Soit Iy, ; la multifonction de T' a valeurs compléte non vide de X
définie par :
L(t)NB(x,,27") #0 si teT,,

T(t) si teT\Th

Chacune des multifonctions T, ; est mesurable, En effet :

Soit U un ouvert

T U ={t/Thi(t) U # 0} = {t/T,:(t) N U # 0}
est mesurable car on a :

U U={t € T,;/T(t) N (B, 27)NU) £0}U{t € TNT,:/T)NU #D} € T

Donc d’aprés théoréme (1.4) I'y,; a une sélection mesurable oy, ;.

Montrons que I'(t) = {0,(t)} en effet :

Soit x € I'(t) ete >0, soiti tel que 27" < 5 et n tel que d(z,,x) < 27" donc, t € I'"(B(z,,27"))
et 0,,(t) € B(x,,27") donc d(o,(t),x,) < 27°

D’ou
d(o, (1), ) < d(oni(t), ) + d(zn,2) <27 +27" < ¢

Théoreme 1.7
Soit (T,T) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et I' de T d valeurs dans
l’ensemble des parties complétes non vides de X . Alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
a) I=(U) € T pour tout ouvert U.
b) d(z,I(.)) est mesurable pour tout x € X.

¢) I' admet une suite de sélection mesurable (o,,) tel que :

L(t) = {on(t)}

PFE Page 14 sur 45 MACS



Preuve 1.7
a => c est le théoréme (1.5)
c=—=b Car on a

d(z,T(t)) = inf{d(z, 5, (t))/n € N}
b= a En remarque que
{t/d(x,T'(t)) <r} =T"(B(x,1))

Mais tout ouvert U est une réunion des suites des boules B(xy,r,). Donc

I~(U)=uUl'"" (B(zp,m0))

n

est mesurable si b est vrai.

a = b Par la formule suivante

{t/d(z,T(t)) <r} =T (B(x,r))

et c => a par la formule

Définition 1.5

Soit (T, T) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et I' de T a valeurs dans
I’ensemble des parties completes de X. Alors T est dite mesurable si

To={t/)Tt)=0}eT

et si sur T\Ty, I' posséde des propriétés de théoreme précédent.

Proposition 1.2

Soit (T, T) un espace mesurable, X un espace métrique et I' de T a valeurs dans P(X). Alors

st I'=(F) € T pour tout fermé F', alors '~ (U) € T pour tout ouvert U.
Preuve 1.8

Pour tout ouvert U on posant F, = {z € X/d(z, X\U) > 1} (n > 1) alors
U=UF,

et

Proposition 1.3

1)- Soit (T, T) un espace mesurable, X un espace localement compact polonais, et I' de T a
valeurs dans Pr(X). SiT=(U) € T pour tout ouvert U, alors I'~(F) € T pour tout fermé F.
2)-Soit (T, T) un espace métrisable et T' de T d valeurs dans Pr(X). SiT=(U) € T pour tout
owvert U, alors I~ (F') € T pour tout fermé F'.
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Preuve 1.9
1)-Si F est fermé, F = U, K,, des suites des compactes K,, alors ' (F) = U, I'"(K,). Suppo-
sons K est compact est montrons que I'~(K) € T. Le compactifiée d’Alexandmﬁy de X est

métrisable, alors pour (n > nyg)

K,={xeX/dz,K)< -}

S|

est contenu dans X, et compact.

Soit (0,) une suite de sélection mesurable de I' d’aprés théoréme (1.5)

Site I (K), T'(t)Nn K # 0 implique pour tout n > ng, T'(t) N Ign # 0 et par conséquent il
existe m tel que o,,(t) € K.

Inversement, si

Alors pour tout n, I'(t) N K, # 0. Soit z,, € T'(t) N K, alors la suite (,)n>n, st contenant
dans K,,. Soit z la limite de (x,). Alors x € NK,, = K et x € ['(t).

2)- Si F est fermé, posons
1
U, = (a/d(e.F) < 1)

Alors

qui entrainera la mesurabilité de I'. Car sit € I~ (F) etz € I'(t) N F.
Alors Vn € N

Inversement, soientt € N, I'~(Uy,) et x,, € I'(t)NU,. Puisque I'(t) est compacte, on peut extraire

une sous-suite x,, convergeant vers x € I'(t), et l'on a :

lim d(z,,,U) =d(z,U) =0.

k—o0

Dovzel'(t)NU, doutelU.

1.5 Graphe d’une multifonction
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Définition 1.6

Etant donnée une multifonction T' d’un espace topologique T vers un espace topologique X,
on définit le graphe G(I') de I' par :

GT)={(t,z) e T x X/x € T'(t)}.

Lemme 1.1

Soient T et X deux espaces topologiques et soit (I';,i € I) une famille de multifonctions de

graphe ouvert de T' dans X . Alors la multifonction

I':t+— N Fz(t)
el

De T dans X est de graphe ouvert si I est fini.

Preuve 1.10
Soient G(I;) le graphe de T';, i € I et G(I') le graphe de I on a :

GT)={(t,z) e T x X/x € i@jfi(t)} = iQIG(Fi)'

Si les ensembles G(I';) sont ouverts, il est de méme de l'intersection finie des G(I';).

Lemme 1.2

Soient T et X deux espaces topologiques et soit (I';,i € I) une famille de multifonction de
graphe fermé de T dans X. Alors la multifonction

el

De T dans X est de graphe fermé si I est fini.
Preuve 1.11
Sotent G(I';) le graphe de T';, i € I et G(I') le graphe de T on a :

G(T) = {(t,x) € T x X[z € UTi()} = U G(IY)

Si les ensembles G(I';) sont fermés, il est de méme de la réunion finie des G(I';).

Lemme 1.3

Soit (T, T) est un espace mesurable, X un espace métrique séparable, U un espace métrisable

et ¢: T x X — U. nous supposons que ¢ est mesurable dans T et continue dans X. Alors
¢ est mesurable.
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Proposition 1.4
Si (T, T) est un espace mesurable, X un espace métrique séparable, et I' de T d valeurs dans

l’ensemble des parties complétes de X, alors le graphe de T' appartient ¢ T @ B(X).
Preuve 1.12

On peut supposer T'(t) non vide pour chaque t. le graphe G de T' est
G={(t,z) e T x X/d(x,T'(t)) =0}

Mais la fonction d(xz,T(.)) est mesurable, ainsi par la suite de lemme précédent (t,x) —
d(z,I(t)) est mesurable, et G € T @ B(X).

1.6 Les Multifonctions mesurables a valeurs compactes

convexes

Lemme 1.4

Soit (T, T) un espace mesurable, Z un espace métrique séparable et f : T — Z tel que

pour tout z € Z, d(z, f(.)) est mesurable alors f est mesurable.

Théoreme 1.8
Soit (T, T) un espace mesurable, E un espace vectoriel métrisable séparable localement conveze,

et I' de T a Pey. Alors I' est mesurable si et seulement si la fonction d’appui §*(2'/T'(.)) sont

mesurables.

Preuve 1.13

Si I' est mesurable,
To={t/T(t)=0}eT
Si 6*(2'/T(.)) est mesurable alors

Ty = {t/6*(0/T(t)) = —o0} € T

Donc on peut supposer T'(t) non vides. Si I est mesurable, par théoréme (1.5) il existe une

suite de sélection mesurable (0,,), tel que

L(t) = {on(t)}

Donce
6 (2" JT(t)) = sup < 2, 0, (t) >

est une fonction mesurable en t. Inversement on suppose §*(z'/T'(.)) est mesurable. Il existe une

suite croissante de semi-norme (p,) qui définit la topologie de E. Soit h,, une semi-distance de
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Hausdorff associée a (p,). On a la distance sur Pe,

hn(A, B)

HAB) =2 2" 5" B

On peut montrer que : pour tout A € Py, t +—— H(A,['(t)) est mesurable. Donc d’aprés le
lemme précédent, il est suffisant de prouver la mesurabilité de h,(A,T'(.)). Mais la semi-distance

s’écrit sous la forme
ha(A, B) = sup{|0”(2'/A) — 0"(«'/B)|" € V,'}

Avec V,, = {x/pp(x) < 1},

L’ensemble V)V est équicontinue, donc compact pour cette topologie de convergence uniforme sur
les ensembles compacts de E.

Soit {z!} un ensemble dénombrable dense dans VV. de plus §*(./A) et 6*(./T(t)) sont continues
pour la topologie on a :

ha (A, T (1)) = sup |67 (z;, /A) — 8" (a7, /T (1))

Donc il est mesurable dans t.

1.7 Mesurabilité dans I’espace suslin localement convexe

Définition 1.7
Un espace suslin est un espace topologique séparé tel qu’il existe un espace polonais P et
une fonction continue de P vers S.

Lemme 1.5

Soit E un espace topologique suslin et (f;)ie; une famille de fonction continue d valeurs
réelles qui sépare les points de E. Alors il existe une sous-famille (f;)iep dénombrable qui
sépare encore des points de E.

Lemme 1.6
Soit E un espace de Hausdorff localement conveze et (e),) une suite dans E' qui sépare les
points de E. Alors I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires a coefficients rationnels

de (el) est un sous-ensemble dénombrable dense de E'.
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Preuve 1.14

Pour toute topologie de l’espace vectoriel topologique sur E', la fermeture de H est un espace
vectoriel. Donc si Hy désigne l’espace vectoriel engendré par (el,), H = H,.

Mais comme H; est convexe sa fermeture pour T (E', E) ( la plus forte topologie des espaces

localement convezes séparés ) est la méme que sa fermeture pour o(E', E). Mais pour o(E', F),
H, = E’ parce que I’espace orthogonal Hi- et {(}.

Lemme 1.7

Soit E un espace de séparé localement convexe et E' son dual muni de la topologie de

Mackey. Soit f une fonction propre convexe sur E', finie et continue en un point xq € E'.
Soit D un sous ensemble dense de E'. Alors

inf{f(y')/y € E'} = inf{f () /2" € D}

Proposition 1.5

Soit E un espace séparé localement conveze et (x)) une suite dense dans E' pour T (E', E),

et K un ensemble convexe fermé faiblement localement compact de E qui ne contient pas de
droite. Alors

K=n {z€E/ < x> < §(x,/K)}
Preuve 1.15
On pose f = 6*(./K) par le lemme précédent appliqué a [ avec D = {z!,/n € N} nous avons

§(z/K)=—inf{6"(2'/K)— < a',x > /2’ € E'}
= —inf {§"(2),/K)— < 2/, > /n € N}
=sup {<z,x > —6"(2],/K)/n € N}

Alors

re K<<= 6x/K)<0

= Vn, <z, x>0z, /K) <0

Proposition 1.6

Soit E un espace suslin localement convexe, (T, T, 1) un espace mesurable, I' une multifonction
de T a valeurs dans ’ensemble des parties convexes fermées faiblement localement compactes

de E qui ne contiennent pas de droite, X de T' a valeurs dans l’ensemble convexe fermée de
E. Si

Vo' € B, 6 (2 /3(t)) < 6*(2'/T(t)) p — presque partout.

Alors  X(t) C I'(t) u— presque partout.
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Preuve 1.16
Par le lemme (1.6) il existe une suite dense (x,) dans E' muni de la topologie T (E', E). Pour

tout n nous avons
Yt)c{xe B/ <uz,,x ><§(al,/)T(t))} p— presque partout.

Alors d’aprés la proposition précédente on a X(t) C I'(t) u— presque partout.
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CHAPITRE 2

LA MESURABILITE DE MULTIFONCTION
A VALEURS FERMEES

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier la mesurabilité des multifonctions au sens de Christian HESS
définie sur (2, O) a valeurs dans I'ensemble des parties fermées d’'un espace métrique séparable
E. Nous rappelons quelque notions de base, des résultats fondamentaux sur les multifonction

et des théoremes principaux concernant la mesurabilité des multifonctions.

2.2 Notations et Rappels

On se donne un espace mesurable quelconque (€2, Q) et un espace métrique séparable E dont

la distance est notée d. Pour tout sous-ensemble F' de E et pour tout x de E on posera
d(z, F) = infld(z,y) : y € F]

La fonction d(., F') est la fonction distance & F', F' désignera la fermeture topologique de F

et I’ son intérieur topologique.
On notera B(E) la tribu borélienne de E et F(E) 'ensemble des fermés de E.

Dans le cas ou E est un espace vectoriel topologique (e.v.t) métrisable séparable on notera

F.(FE) 'ensemble des parties convexes fermées de E.
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Sur F(E) on consideére la tribu F~ engendrée par les parties de la forme
F(U)={FeFE)/FNU#0}
Ou U décrit Pensemble des ouverts de E, la tribu F~ est la tribu d’Effros sur F(E).
Une application X de Q dans F(F) sera souvent appelée multifonction a valeurs fermées.

X est dite mesurable si la tribu X~!(F ™) est contenue dans . Autrement dit si X est mesu-
rable de (2, O) dans (F(E),F~). Alors pour tout ouvert U de E le sous ensemble X 1 (F~U)

noté aussi X~ (U) appartienne a O.

Le domaine de X noté domX, est le sous ensemble de €2 défini par :
domX ={w € Q/X(w) # 0}

Une section ou sélection d’une multifonction X est une application f de €2 dans F, telle que

pour tout w dans domX, f(w) appartienne a X (w).

Pour toute multifonction mesurable X a valeurs completes dans F. Il existe une section f de
X qui est mesurable de domX dans E.

On appelle représentation de Castaing de la multifonction mesurable X une suite (fx)r>1 de

sections mesurables de X vérifiant, quelque soit w dans domX

X(w) =A{felw)/ k =1}

Proposition 2.1
Si X est une multifonction d valeurs compléetes non vides dans un espace métrique séparable

E alors les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
a) X est mesurable
b) il existe une représentation de Castaing de X

¢) pour tout x dans E (ou seulement dans une partie dénombrable dense) la fonction positive
d(z, X(.)) est mesurable.

2.3 La tribu d’Effros sur I’ensemble des fermés d’un
espace métrique séparable
On va d’abord montrons que la tribu d’Effros est la tribu borélienne d’une topologie métrisable

séparable sur E. On verra ensuite, lorsque F est un e.v.t métrisable séparable, que I'opération

"enveloppe convexe fermée' est mesurable de F(E) dans F.(E) .
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Définition 2.1
e filtre : On appelle filtre sur un ensemble E tout partie non vide F de F(FE) vérifiant les

ariomes :
a) SiA€FetACB,BeF.
b) Si A,B€F, alors ANBE€F.
c) D¢ F.
e structure uniforme : On appelle structure uniforme sur un ensemble E une structure

constituée par la donnée d’un ensemble U de parties de E X E qui satisfait aux aziomes a)

et b) et auzr axiomes suivants.

i) lintersection des ensembles de F est la diagonale A.
i) V € F entraine V=1 € F.
iii) Pour tout V € F correspond un ensemble V; € F tel que VZ C V.

e espace uniforme : est un ensemble E, muni de la structure uniforme donnée et de la

structure topologique qu’elle détermine.

2.3.1 Structure Borélienne de la tribu d’Effros
Pour tout x dans E on définit 1'écart D, sur F(F) en posant VF, I} .

|d(x, Fy) — d(z, Fy)| st Fy ou Fy est non vide
D,(F, Fy) = . (2.1)
0 sinon
La structure uniforme engendrée par les écarts D, est notée d, et la topologie associée sera

notée 4.

Théoreme 2.1
Soit E un espace métrique séparable la tribu d’Effros F~ est la tribu borélienne de la topologie

d qui est métrisable séparable sur F(E).Cette topologie est celle de la convergence simple des

fonctions distances.
Preuve 2.1

Montrons d’abord que & est métrisable séparable. Désignons par D une partie dénombrable dense
de E. La famille des fonctions distances d(., F') ou F décrit F(E) est équicontinue. Pour cette
famille la topologie de la convergence simple sur E est donc équivalente a celle de la convergence
simple sur D, ce qui prouve que la topologie § est engendrée par une famille dénombrable d’écart

elle est donc bien métrisable.
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On va maintenant montrer que l'ensemble P¢(D) des parties finies de D est dense dans F(E)
pour 0. Soit Fy dans F(E), € positif et M une partie finie de D on doit prouver [’existence de
F dans Py(D) tel que

sup D, (F1, F) = sup |d(z, F1) — d(x, F)| <& (x)

xeM reM

Si Fy = 0 il suffit de prendre F = 0. Si Fy # () on peut trouver, Yo € M, un élément g(x) de
Fy vérifiant :
d(xz, F1) < d(z,g(x)) < d(z, Fy) + %

Vo € M, 3f(x) de D, appartenant a B(g(x),5) ce qui implique que :

d(z, f(2)) < d(z, 9(x)) + d(g(z), f(x))
d(l’ Fl) +e

et ausst
d(z, f(z)) =2 d(z,g(z)) — d(g(x), f(z))
>d(z, Fy) — = > d(z, Fy) —¢

Dans ces conditions si l'on pose F' = {f(x)/z € M}
On voit que F' € Py(D) et qu’il vérifie, Vo € M

d(z, F) <d(z, f(x)) < d(z,F)) +¢

Par ailleurs pour tout x dans M, Jy dans M tel que d(x, F) = d(z, f(y)) d’ou en utilisant les

relations ci-dessus :
d(z, F) = d(z,g(y)) — d(g(y), f(y))

d(ZE Fl)—* >d(ZE Fl)—€

La relation (%) est donc satisfaite ce qui prouwve la séparabilité.
Montrons maintenant que F~ = B(5). D’aprés la premiére partie de la démonstration la to-
pologie 0 est métrisable séparable, par conséquent la tribu B(d) est engendrée par la famille

dénombrable des boules
V(F,rz)={F € F(E)/D.(F\,F) <r}
Qui sont ouvertes pour la topologie 6. Donc on a l’égalité :
F B(x,r)={F € F(E)/d(z,F) <r}

Valable pour tout x, r montre que les applications F — d(x, F') sont mesurables de (F(E), F )
dans R et par suite que les boules V (Fy,r,x) appartiennent a F~. On déduit linclusion B(J§) C
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-
Inversement on note que le singleton {0} est fermé pour 6 est qu’il appartient donc a B(5). On

a aussi pour tout B(z,r) de E :
F~B(z,r) =V ({z},r,z) (*x)

Ce qui prouve que le premier membre de (xx) appartient a B(J). Enfin puisque tout ouvert U
de E s’écrit :
U= U B,

n>1
01 les B,, sont des boules ouvertes, et puisque

FU=UJF B,

n>1
alors F~ C B(6)
