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Introduction générale

De plus en plus souvent, les informaticiens, les ingénieurs de production et les ges-
tionnaires sont confrontés à des problèmes combinatoires. Ces problèmes ont un nombre
de solutions fini mais très grand, de sorte qu’une résolution par énumération des solutions
est inconcevable en pratique. Avec l’augmentation de la concurrence, la pression se fait
plus forte non seulement pour trouver une solution qui satisfait les contraintes et soit
raisonnablement performante, mais encore pour trouver la meilleure solution possible.
C’est notamment le cas en télécommunications où le développement des transports et des
communications pose des problèmes dont la taille croît très rapidement et où les enjeux
financiers sont considérables. D’une manière plus générale, la phase de l’informatisation
de base des administrations publiques et des entreprises est largement entamée et des
préoccupations d’amélioration et d’optimisation des processus se font jour.
Face à l’apparition des problèmes d’optimisation de plus en plus complexes, les méthodes
de résolution classiques se sont trouvées impuissantes à les résoudre. Dans ce contexte,
l’élaboration des heuristiques ou méthodes dites approchées, c’est-à-dire déterminant une
solution satisfaisante non obligatoirement optimale, constitue un passionnant axe de re-
cherche. Ces méthodes sont apparues face à l’impuissance des méthodes dites exactes, c’est
à dire déterminant la meilleure solution admissible existante, à résoudre des problèmes
NP-difficiles de taille importante. Ainsi, dans les années 1960 et 1970, ont été conçues des
heuristiques consacrées à différents problèmes particuliers d’optimisation combinatoire
(voyageur de commerce, tournées de distribution, ordonnancement de production ...). Ce
mémoire est composé de quatre chapitres scindés en deux parties :

– La première partie traite le problème de tournée de véhicules sélectif (TOP), et
comprend deux chapitres. Nous commençons par la définition du problème, ensuite,
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Table des matières

nous décrivons un modèle de notre problème sous forme d’un programme linéaire en
nombres entiers ainsi qu’un autre sous forme d’un problème sur un graphe, puis nous
présentons deux méthodes pour la résolution du TOP ainsi que le principe général et
ses caractéristiques. A la fin, nous présentons une comparaison analytique de notre
méthode approchée avec celle proposée par Hao et Miller-Hooks.

– La deuxième partie est consacrée au dimension des ordres bipartites, et com-
prend aussi deux chapitres. D’abord en commençant par donner les notions fonda-
mentales utilisées pour décrire, étudier, raisonner sur les ensembles ordonnés, puis
on définit la dimension des ensembles ordonnés, et après donner quelques propriétés
et caractéristiques de dimension des ordres bipartis et on s’intéresse plus particuliè-
rement aux ordres bipartis de dimension 2. En fin nous prouverons qu’un ordre est
de dimension k, pour k ≥ 3, est NP-complet.
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Première partie

Problème de transport sélectif
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Introduction

Les problèmes de tournées de véhicules (VRP) ont été le sujet d’une recherche in-
tensive durant plus de cinquante ans, est l’un des problèmes les plus étudiés d’optimisation
combinatoire [3]. Cet engouement peut en partie s’expliquer par les applications directes
dans le domaine de la logistique, et à leur grande difficulté. Le VRP implique la planifica-
tion des routes de livraison à moindre coût, afin de servir un ensemble de clients dispersés
géographiquement, tout en respectant les contraintes. Il existe différentes extensions des
problèmes de tournées prenant en compte des objectifs et contraintes opérationnelles des
contextes d’applications visée.
Notre étude consiste à traiter un problème de transport appelé Problème de tournées
de Véhicules Sélectif PTVS ou Problème de mTournées Sélectives PmTS, a été d’abord
mentionné pour la première fois, dans un article de Butt et Cavalier (1994) [24] sous la
dénomination "The Multiple Tour Maximum Collection Problème" (MTMCP). Il s’agit
d’une variante du problème de tournées de véhicules (VRP) connue encore sous le nom
"Team Orienteering Problem" TOP, qui a été officiellement introduit plus tard dans [9].
Plus précisément, le problème de tournée de Véhicule Sélectif présente une variante d’un
ensemble de problèmes, de nature bi-objectifs, d’une classe appelée les Problèmes de
Tournées avec Gains PTG. Le TOP consiste à organiser les visites pour la flotte afin de
maximiser la somme des profits collectés tout en respectant un temps de trajet limite L
imposé pour chaque véhicule. La nature bi-objectifs induit plusieurs variantes qui peuvent
figurer dans cette classe en jouant sur la considération des deux objectifs déjà mentionnés.
Parmi ces variantes : Le Problème de Tournées Sélectives TOP consiste à maximiser le
profit récolté par tous les véhicules et à limiter, au niveau des contraintes, le temps de
trajet L imposé pour chaque véhicule.
Le problème de tournée de Véhicule Sélectif est un problème NP-difficile [9]. Face à ce
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constat, notre objectif de recherche consiste à résoudre le problème de tournée de Véhicule
Sélectif par une méthode approchée. Ce mémoire présente les résultats de notre travail de
recherche et comprend deux chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons une description complète du problème de
tournée de véhicules et ses variantes. Ensuite, nous présentons la terminologie et quelques
propriétés qui caractérisantes ce problème. A la fin, nous décrivons deux formes de modé-
lisation du TOP à deux dépôts, la première est une modélisation sous forme d’un graphe
et la deuxième consiste à une modélisation en programme linéaire en nombres entiers
binaires.
Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à la résolution de problème de tournée
de Véhicule Sélectif. Nous proposons deux méthodes, la première est une méthode exacte
basée sur l’algorithme de cutting-plae, et la deuxième est une méthode approchée basée sur
l’algorithme génétique. Les résultats numériques obtenus par la méthode approchée afin
de les comparer aux résultats obtenus par les résultats obtenus par Hao et Miller-Hooks
obtenus par l’heuristique recherche TABOU.
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Chapitre 1
Problème de tournée de véhicules sélectif

Dans ce chapitre, nous présentons la définition du problème de tournée de Véhi-
cule Sélectif avec ses variantes. Ensuite, nous présentons les caractéristiques du TOP ainsi
que la terminologie utilisée lors de sa description. Et en fin, nous décrivons un modèle
pour le problème de tournée de Véhicule Sélectif sous forme d’un programme linéaire en
nombres entiers ainsi qu’un autre sous forme d’un problème sur un graphe.

1.1 Définition du problème

Le problème de tournée de Véhicule Sélectif est une variante de VRP où à priori
il n’est pas possible de servir tous les clients. En TOP un nombre limité de véhicule est
disponible pour visiter un ensemble potentiel des clients, où chaque véhicule doit partir
d’un dépote et revenir en un autre après avoir visité un ensemble de clients.
Sa solution consiste à construire un ensemble de m tournées associes a m véhicules conte-
nant chaqune les points d et a comme point de départ et point d’arrivée. Les m tournées
sont identifiées de telle sort à respecter le temps de trajet limite L et le profit total récolté
par l’ensemble desm tournées soit maximisé. Dans notre cas la capacité des véhicules n’est
pas prise en considération vu que l’on considère que l’on fournit un service aux clients.
Chaque client ne peut être desservi qu’une seul fois et par au plus un seul véhicule. Pour
cette raison, ces problèmes sont les plus utilisés dans les domaines industriels où les res-
sources humaines et matérielles ont souvent certaines limites par rapport à la demande
des clients à un moment donné, à savoir le nombre d’employés, le temps de travail de
chaque employé, etc. tout en respectant ces limites.
L’une des caractéristiques du TOP est qu’une solution peut avoir des clients non desservis
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1.1. Définition du problème

qui le seront éventuellement ultérieurement (voir figure (1.1)). Cette caractéristique est
due d’une part à la limitation du nombre de véhicules et d’autre part à la limitation de
chaque tournée par une longueur maximale.

Figure 1.1 – Exemple d’une solution du TOP à deux dépôts avec 4 véhicules

Le TOP peut être défini avec un dépôt unique, c’est à dire que chaque véhicule part
du dépôt et y revient après la visite d’un ensemble de clients. La variante du TOP à un
seul dépôt est un cas particulier de la variante à deux dépôts. En effet, il suffit de mettre
une distance nulle entre les deux dépôts (voir figure (1.2)).

Figure 1.2 – Exemple d’une solution du TOP à un seul dépôt avec 4 véhicules

Un autre cas particulier du problème correspond au cas où nous considérons qu’un
seul véhicule et un seul dépôt, cette variante revient à résoudre un problème connu sous
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1.2. Quelques variantes du TOP

le nom du Problème du Voyageur de Commerce Sélectif PVCS ([7], [17] et [25]).

1.2 Quelques variantes du TOP

Nous définissons dans cette section quelques variantes du problème de tournée de
véhicule sélectif les plus connues dans la littérature.

1.2.1 Le problème de tournées sélectif multipériodiques-mTOP

Le problème de tournées de véhicules sélectif multipériodique (mTOP) a été ré-
cemment présenté par Zhang et al. [16] comme une nouvelle variante du problème de tour-
nées sélectif (TOP). Dans le cas de mTOP, toutes les caractéristiques de TOP mentionnes
dans la section précédente sont prises en compte, avec quelques contraintes supplémen-
taires à respecter. De même, tous les clients ne doivent être visités. Un nombre limité de
véhicules identiques est disponible pour visiter ces clients. Chaque véhicule est associé à
un temps de trajet limite prédéfinie et deux dépôts particuliers au cours de laquelle la
visite doit commencer et terminer. Chaque client est associé à un profit qui est recueillie
au plus une fois par la flotte de véhicules. De plus, chaque circuit est divisé en un certain
nombre de périodes ayant chacune son propre délai de trajet maximal. Chaque période
doit se terminer à un certain client, à partir de laquelle la période suivante commence.
Par exception, la première période de chaque tournée doit commencer à partir du dépôt
et le dernier doit se terminer à l’autre dépôt. Ainsi, le but de mTOP est de maximiser
les profits recueillis auprès des clients servis dans les périodes sans dépasser la limite de
temps de trajet de chaque période.

1.2.2 Le problème de tournées sélectif avec fenêtres de temps-

TOPTW

Le problème de tournées sélectives avec fenêtres de temps (Team Orienteering
Problem with Time Windows-TOPTW), est une variante bien connue de TOP. Afin de
respecter la disponibilité de certains clients, Kantor et Rosenwein [9] ont présenté cette
variante de TOP pour résoudre ce problème. Dans cette variante, la flotte de véhicules
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1.3. Terminologie et propriétés

est disponible pour visiter un ensemble de clients, tout en respectant le temps de trajet
limite L imposé pour chaque véhicule. De même que le TOP, le profit de chaque client
peut être recueillie au plus une fois par la flotte, où La disponibilité de chaque client i
est représentée par une fenêtre de temps définie par la date de service au plus tôt ei et
celle au plus tard li. Un véhicule arrivant au client i avant la date ei doit attendre jusqu’à
l’ouverture de la fenêtre de temps, alors qu’une arrivée tardive après li n’est pas permise
et rend la solution irréalisable. La résolution du TOPTW consiste à organiser les visites
pour tous les véhicules afin de maximiser la somme des profits collectés tout en respectant
les fenêtres de temps des clients servis et le temps de trajet limite L imposé pour chaque
véhicule.

1.2.3 Le problème de tournées sélectif avec avec profits et contraintes

de capacité-CTOP

Le problème de tournées de véhicules avec profits et contraintes de capacité (Ca-
pacitated Team Orienteering Problem-CTOP) est une variante du Problème de Tournées
de Véhicules où à priori il n’est pas possible de servir tous les clients à cause de certaines
contraintes de limitation de ressources. On dispose d’une flotte de véhicules identiques
ayant chacun une certaine limite de capacité et de longueur à parcourir. Un ensemble de
clients, ayant chacun son propre profit et une demande de service, est réparti géographi-
quement autour d’un dépôt.
La résolution du CTOP consiste à construire des tournées de clients choisis de telle sorte
à maximiser la somme des profits collectés tout en respectant les capacités des véhicules
et les longueurs de trajet limites. Le CTOP apparaît principalement dans les problèmes
de livraison à domicile, où les transporteurs disposent d’un nombre limité de véhicules
ayant chacun une limite de capacité et une distance maximale à respecter.

1.3 Terminologie et propriétés

Afin de modéliser et de décrire les modèles du TOP, nous présentons dans cette
section quelques propriétés de TOP et la terminologie que nous avons utilisée dans ce
travail.

14



1.3. Terminologie et propriétés

1.3.1 Terminologie

Les données d’un TOP est un réseau d’arêtes pouvant être traversées par l’en-
semble de véhicules fixé, que nous pouvons représenter par un graphe. Il s’agit en fait,
d’une abstraction de la réalité de sorte à permettre sa modélisation. Nous définissons
dans cette section les éléments de base utiles à l’encodage d’un graphe et ainsi la défini-
tion d’une solution du TOP.
Un graphe G orienté est un ensemble de sommets (ou de nœuds) V et d’arêtes E. Il
s’agit d’une abstraction d’un lieu tel une ville, une division administrative, une intersec-
tion routière ou une infrastructure de transfert (stations, terminus, ports et aéroports).
L’arrête {i, j} est caractérisée par deux sommets i et j. Une arrête est une représentation
abstraite d’infrastructures de support des déplacements entre deux nœuds. La désignation
du terme orienté consiste dans le fait que les liens entre les sommets à une direction bien
déterminée.
Dans ce qui suit, nous présentons des termes propres au TOP. Soit un graphe G = (V =
{1, ..., n}⋃{d, a}, E) orienté.

– V − = {1, 2, ..., n} désigne l’ensemble de clients potentiels,
– d et a représentent les dépôts, nous utilisons V d, V a et V pour désigner respective-
ment les ensembles V − ∪ {d}, V − ∪ {a} et V − ∪ {d, a}.

– E ⊆ V × V désigne l’ensemble des arcs, représentant les différentes routes reliant
les clients.

– Une matrice des temps de trajets C = {cij}, de taille (n×n) permet de définir pour
tout (i, j) ∈ E le tepms de trajet entre le client i et le client j, cij =∞ si (i, j) /∈ E.

– Un vecteur P , de taille n permet de définir pour tout i ∈ V − le gain (ou profit)
récolté lors de la visite d’un client i.

Dans le cas du TOP à deux dépôts, une tournée est représentée par une chaîne où
ces extrémités sont constituées par les deux sommets (ou dépôts) d et a. Pour le TOP à
un seul dépôt, une tournée est représentée par un cycle partant du dépôt et revenant au
même dépôt après la visite d’un ensemble de sommets.
Une solution du TOP notée Π est un ensemble de m tournées assurées par les m véhicules
définis, Π = {π1, π2, ..., πk, ..., πm} où πk est la chaîne (ou tournée) composée par les
sommets i ∈ V desservi par le véhicule k.

πk = (V (πk), E(πk)), V (πk) ⊆ V, E(πk) ⊆ E

15



1.3. Terminologie et propriétés

Mise à part les dépôts, un sommet (ou un client) n’est visité qu’une seule fois et par
une seule tournée (ou un véhicule). Le temps de trajet limite L(πk) d’une tournée πk est
définie par le cumul de temps de trajet des arêtes qui la composent. Chaque tournée ne
doit pas dépasser le temps de trajet limite L imposé pour chaque véhicule. Un gain (ou
profit) p(πk) d’une tournée est la somme des profits pi des sommets i qui la composent.
Le profit total d’une solution est le profit récolté par les m tournées. Il est à noter que les
dépôts d et a ont des profits nuls (pd = pa = 0).

1.3.2 Propriétés

Nous supposons qu’une solution Π du TOP vérifie les hypothèse suivantes :
– Π est définie sur un graphe orienté.
– Π peut être fournie avec un seul ou deux dépôts selon l’instance du TOP traitée.
– Chaque véhicule part du dépôt d et arrive à a.
– Le nombre des véhicule m est fixé par le décideur.
– Un véhicule n’a pas de limite de capacité.
– Chaque véhicule k est limité par un temps de trajet limite de parcours L, `(πk) ≤ L.
– Chaque client i peut être desservi par n’importe quel véhicule k de la flotte.
– La matrice des temps de trajet est symétrique (graphe orienté) et vérifie l’inégalité
triangulaire : ∀i, j, k ∈ V, cij = cji et cik + ckj ≤ cij.

La définition du TOP et les hypothèses précédentes permettent de déduire les propriétés
suivantes :

Propriété 1.1. Une solution optimale peut être composée uniquement par un sous en-
semble de sommets (ou clients) sélectionnés par la méthode de résolution. Cette caracté-
ristique de la solution du TOP a motivé l’apparition du terme "sélectif" dans le nom du
problème.

Propriété 1.2. Pour un graphe G(V,E) de taille n et une distance maximale L, la
résolution du TOP peut être effectuée sur un graphe réduit G′(V ′, E ′) de taille n′ tel que
n′ ≤ n, V ′ ⊆ V et ∀i ∈ V − V ′, cdi + cia > L.

Propriété 1.3. Dans une solution optimale Π∗, nous pouvons trouver un sous ensemble
de k tournées vides Πv ⊂ Π∗ tel que Πv = {π1, ..., πk} et 0 ≤ |Πv| ≤ m. ∀πk ∈ Πv,
πk = {d, a} et `(πk) = c1n.
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1.3. Terminologie et propriétés

Preuve 1.1. En considérant la deuxième propriété et l’hypothèse de l’inégalité triangu-
laire, et supposant que ∀i ∈ V − {d, a}, cdi + cia > L tous les sommets i ne peuvent
pas figurer dans la solution et nous aurons toutes les tournées vides (|Πv| = m). Pour
i ∈ V tel que cdi + cia > L, la solution peut avoir un certain nombre de tournées vides
(0 ≤ |Πv| < m).

Propriété 1.4. Résoudre un TOP à deux dépôts sur un graphe non orienté de taille n
revient à résoudre un TOP à un seul dépôt sur un graphe orienté dont le nombre des
sommets est (n− 1).

Figure 1.3 – Illustration de la propriété (1.4)

Preuve 1.2. Supposons que nous avons un grapheG(V,A) non orienté (∀i, j ∈ V, cij = cji)
de taille n, d et a représentant les dépôts (voir le graphe G de la figure (1.3)). Pour se
ramener à la résolution du TOP à un seul dépôt, il suffit d’annuler la distance entre
les deux dépôts d et a (cda = 0). Dans ce cas, d et a sont considérés comme un seul
sommet, soit d′ et nous obtenons un graphe G′(V ′, E ′) avec V ′ = {d′} ∪ V \{d, a} et
E ′ = {{(d′, i), (i, d′)} ∪ E\{{d, i}, {i, a}}, i ∈ V ′} (voir le graphe G′ de la figure (1.3)).
Dans le graphe G′, les distances c′d′i et c′id′ de d′ par rapport aux autres sommets i (clients)
et inversement sont asymétriques. Nous avons c′d′i = cdi, c

′
id′ = cia donc c′d′i 6= c′id′ ∀i ∈

V ′\{d′}. De ce fait, le graphe G′ est un graphe asymétrique de taille (n− 1).

Propriété 1.5. Résoudre un TOP à deux dépôts revient à résoudre un TOP à un seul
dépôt sur un graphe non orienté ayant |A|+ 1 arêtes.
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1.4. Formulation linéaire

Figure 1.4 – Illustration de la propriété (1.5)

Preuve 1.3. Pour la résolution du TOP à deux dépôt d et a sur un graphe G nous avons
pd = pa = 0 et cda 6= 0. Si nous considérons que les deux dépôts d et a sont confondus
c’est à dire cda = 0 et que pa =∞ nous obtenons un nouveau graphe G′ (voir figure (1.4)).
Avec les conditions du graphe G′, le processus de résolution considère obligatoirement le
sommet a car il possède un profit infini et il est situé à une distance nulle du dépôt d.
La distance nulle entre d et a garantit l’adjacence entre ces deux sommets dans chaque
tournée de la solution. Par conséquent nous aurons une solution du TOP à deux dépôts.

1.4 Formulation linéaire

Quelques définitions et notation utiles dans la modélisation de TOP ont été définis
au-dessus, section(1.3).

1.4.1 Modélisation du TOP à deux dépôts sous forme d’un pro-

blème sur un graphe

Afin de pouvoir modéliser le TOP à deux dépôts sur un graphe, nous considérons
les notations supplémentaires suivantes :

– πhk = (V (πhk ), E(πhk )) est une chaîne extraite d’une tournée πk avec V (πhk ) ⊆ V (πk)
et E(πhk ) ⊆ E(πk), avec h l’indice sur la chaine extraite.

– πhk ↔ πqk signifie que la chaîne extraite πhk est non adjacente à la chaîne extraite πqk.
– V (πk) ∩ V (πh) est l’ensemble des sommets en intersection entre les deux tournées
πk et πh.
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1.4. Formulation linéaire

Notre problème TOP est modélisé sous forme :

MaxΣm
k=1p(πk) (1.1)

sous les contraintes :

V (πk) ∩ V (πh) = {d, a} ∀k, h ∈ {1, ...,m}, k 6= h (1.2)

V (πhk ) ∩ V (πqk) = ∅ ∀k ∈ {1, ...,m},∀πhk , π
q
k ⊂ πk, π

h
k ↔ πqk (1.3)

`(πk) ≤ L ∀k ∈ {1, ...,m} (1.4)

Les significations de chaque équation du modèle sont les suivantes :
L’équation (1.1) présente la fonction objectif qui consiste à maximiser la somme des profits
récoltés par les m tournées. La contrainte (1.2) assure qu’un sommet n’est visité que par
une seule tournée à l’exception des sommets d et a. L’équation (1.3) assure qu’un sommet
n’est visité qu’une seule fois par une tournée, en d’autre terme elle permet d’éliminer les
sous-tours sur une tournée. La limite imposée sur le temps de trajet est assurée par les
contraintes (1.4).

1.4.2 Modélisation sous forme d’un programme linéaire en nombres

entiers

Le TOP peut être formulé en programmation linéaire en nombres entiers (PLNE)
avec les variables de décision yir et xijr :
yir = 1 si le client i est servi par le véhicule r et 0 sinon.
xijr = 1 si l’arc (i, j) est utilisé par le véhicule r pour visiter le client i puis le client j et
0 sinon.

max
∑
i∈V −

∑
r∈F

yirPi (1.5)

∑
r∈F

yir ≤ 1 ∀i ∈ V − (1.6)

∑
j∈V a

xdjr =
∑
j∈V d

xjar = 1 ∀r ∈ F (1.7)

∑
i∈V a\{k}

xkir =
∑

j∈V d\{k}
xjkr = ykr ∀k ∈ V −, ∀r ∈ F (1.8)

∑
i∈V d

∑
j∈V a\{i}

Cijxijr ≤ L ∀r ∈ F (1.9)
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1.5. Conclusion

∑
(i,j)∈U×U

xijr ≤ |U | − 1 ∀U ⊆ V −, |U | ≥ 2,∀r ∈ F (1.10)

xijr ∈ {0, 1} ∀i ∈ V, ∀j ∈ V, ∀r ∈ F (1.11)

yir ∈ {0, 1} ∀i ∈ V −,∀r ∈ F

La fonction objectif (1.5) consiste à maximiser la somme des profits collectés. Les contraintes
(1.6) assurent que chaque client est servi au plus par un véhicule, alors que les contraintes
(1.7) et (1.8) garantissent la connectivité de chaque tournée. La limite imposée sur le
temps de trajet est assurée par les contraintes (1.9), les sous-tours sont interdits par les
contraintes (1.10) et les contraintes (1.11) traduisent celles d’intégrité.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons détaillé notre Problème TOP et ses variantes, puis
nous avons présenté quelques propriétés de TOP. Et à la fin, nous avons effectué deux
formes de modélisation du TOP à deux dépôts.
Dans le chapitre suivant, nous voulons résoudre le problème TOP par une méthode exacte
cutting-plane et une méthode approchée basée sur l’algorithme génétique. Et ensuit, nous
aurons faire une certaine comparaison de ses résultats obtenus avec les résultats obtenus
par Hao et Miller-Hooks obtenus par l’heuristique recherche TABOU.
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Chapitre 2
La résolution du problème de tournées de

véhicules sélectif

Le TOP consiste à déterminer un ensemble de m tournées élémentaires associes a
m véhicules contenant chacune les sommets d et a comme sommet de départ et sommet
d’arrivée. Les m tournées sont identifiées de telle sorte à respecter le temps de trajet
imposé par chaque véhicule et le profit total récolté par l’ensemble des m tournées soit
maximiser. Une des caractéristiques du TOP est donc que tous les sommets peuvent ne
pas être visités.
Dans ce chapitre, Nous présentons dans la première section une approche basée sur un
algorithme de cutting-plane. Et dans la deuxième section nous proposons une approche
basée sur les algorithmes génétique pour la résolution de ce problème et les résultats
obtenus.

2.1 Une approche basée sur un algorithme de cutting-

plane

Dans cette section, nous présentons une approche basée sur un algorithme de
cutting-plane [18], nous définissons tout d’abord la méthode de cutting-plane, puis nous
présentons les différentes opérations effectuées pour atteindre la solution. Certains calculs
supplémentaires sont nécessaires lors de cet algorithme afin de générer des coupes supplé-
mentaires qui peuvent être ajoutés au modèle pour accélérer son processus de solution.
cutting-plane : Cette méthode a été développée par Gemory [20] pour résoudre le pro-
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2.1. Une approche basée sur un algorithme de cutting-plane

blème linéaire en nombres entiers (PLNE). Par définition, PLNE est un programme d’op-
timisation où la fonction objectif, les contraintes de base et les inégalités valides sont
toutes représentes comme des expressions linéaires. L’idée principale de l’algorithme de
cutting-plane est d’ajouter des contraintes supplémentaires afin de réduire l’espace de re-
cherche d’origine sans exclure la solution entière optimale.
L’objectif de cette approche est l’accélération du processus de résolution alors l’idée est
d’ajouter plein de coupes pour réduire d’avantage l’espace de recherche (espace des solu-
tions faisables), et puis l’obtention de la solution optimale sera plus rapide. Ces coupes
peuvent être des propriétés de dominance ou d’inégalités validées qui sont ajoutes au
modèle dans lequel on a intérêt à améliorer certaines caractéristiques spécifiques.

2.1.1 Élimination des sous-tours

C’est en prendre en compte les contraintes (1.10) dans la formulation alors l’al-
gorithme nécessite un tempe d’exécution très long dont la complexité est :
Soit U un sous ensemble de clients et F l’ensemble de véhicules. Pour U fixé on a

T (n) = (card(U))2 × card(F ).

Et comme on a ∀U ⊂ V − avec card(U) > 2, alors

T (n) = C2
n × 22 ×m+ C3

n × 32 ×m+ ...+ Cn
n × n2 ×m = m×

n∑
k=2

Ck
nk

2

Donc pour des raisons pratiques, ces contraintes sont éliminées de la formulation en vue
de résoudre le problème.
Face à ce problème, Racha EL-HAJJ propose dans sa thèse ([18]) un autre type de
contraintes plus fortes que les contraintes (1.10). Ces contraintes appelées GSEC (Ge-
neralized Subtour Elimination Contraints) introduits par Fischetti et al. [13], et ajoutées
au modèle au besoin à la place de (1.10), assurent que chaque client servi par le véhicule
r est connecté aux dépôts et ne forme pas des cycles.
Pour représenter ces contraintes, en utilisons les définitions suivantes. Soit S un ensemble
de sommets, en introduisons l’ensemble δ(S) pour désigner les arcs connectant les som-
mets de S avec ceux en dehors et l’ensemble γ(S) pour désigner les arcs connectant les
sommets de S entre eux.

Propriété 2.1. GSEC :∑
(u,v)∈δ(S)

xuvr ≥ 2yir, ∀S ⊂ V, {d, a} ⊆ S,∀i ∈ V \S,∀r ∈ F (2.1)
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2.1. Une approche basée sur un algorithme de cutting-plane

Propriété 2.2. Contraintes équivalentes aux GSEC :∑
(u,v)∈γ(S)

xuvr ≤
∑

i∈S\{d,a}
yir − yjr + 1, ∀S ⊂ V, {d, a} ⊆ S,∀j ∈ V \S,∀r ∈ F (2.2)

∑
(u,v)∈γ(U)

xuvr ≤
∑
i∈U

yir − yjr, ∀U ⊂ V −,∀j ∈ U,∀r ∈ F (2.3)

Inégalités (2.1) sont contraintes de connectivité en disant que chaque coupe séparant
deux nœuds visités (i et j) doit être franchie au moins deux fois. Sont des versions plus
fortes de (1.7) et (1.8)
Les contraintes (2.2) et (2.3) remplacée les contraintes (1.10), permet d’éliminé les sous-
tours. Cette forme de contraintes à l’avantage d’avoir moins de coefficients non nuls, d’où
il est plus approprié pour l’approche de cutting-plane.
Dans un première temps le modèle de base est construit en utilisant les contraintes (1.6),
(1.9), (1.11) et la fonction objectif, après la procédure de résolution commence, une so-
lution réalisable est générée. En suite l’algorithme de Tarjan [21] est appliqué sur cette
solution pour vérifier si elle contient des sous-tours, si ce n’est pas le cas alors la solu-
tion et considérée comme optimale et l’algorithme et terminée. Dans le cas contraire les
contraintes (2.1), (2.2) et (2.3) déduites à partir de la solution obtenue, et ajoutée au
modèle linéaire pour éliminer les sous-tours.

Remarque 2.1. Même si en arrive à remplacer les contraintes (1.10) par les contraintes
GSEC la complexité reste toujours élevée, à ce stade en peut penser à autres contraintes
plus efficaces.

2.1.2 Propriétés de dominance

Les propriétés de dominance sont ajoutées au modèle, soit pour éliminer cer-
taines solutions réalisabls qui ne sont pas optimales, ou réduire la symétrie de l’espace de
recherche par favoriser quelques structures dans les solutions optimales. D’une manière gé-
nérale, ceci implique une accélération du processus de résolution. Ces coupes comprennent
des inégalités d’élimination de symétrie, des bornes sur le profit et le nombre de clients
qu’on peut servir, les coupes des clients obligatoires et enfin les coupes qui éliminent les
clients et les arcs inaccessibles.

a) Elimination de la symétrie

Les tours des solutions optimales peuvent être triés selon des critères spécifiques,
à savoir la somme des profits recueillis, le nombre des clients ou de la longueur du tour.
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2.1. Une approche basée sur un algorithme de cutting-plane

Alors dans notre étude on se focalise sur les profits des tours en ordre croissant en ajoutant
la contraint (2.4) au modèle.

Propriété 2.3. Elimination de la symétrie en se basant sur les profits :

∑
i∈V −

yi(r+1)Pi −
∑
i∈V −

yirPi ≤ 0, ∀r ∈ F\{m} (2.4)

Sans cette contraint, chaque solution réalisable aurait un profit différent par son tour,
y aurait au moins (m! − 1) solutions réalisables, mais si en ajoutant cette contrainte
seulement une parmi les m! solutions serait réalisable, par exemple, celui ayant les profits
de ses tournées dans l’ordre décroissant, d’où l’espace de recherche est largement réduite.

Remarque 2.2. Même si l’ajout de cette contrainte réduit l’espace de recherche, elle
augmente la complexité car pour trier les profits de tous les tournées il faut à chaque fois
comparer le profit de la tournée précèdent par celui de la tournée suivante de tell sort à
trouver une solution dont les profits des tournées dans l’ordre décroissant.

b) Les clients et les arcs inaccessibles

Une façon simple pour réduire la taille du problème est de servir que les clients
et les arcs accessibles.

– Un client est considéré inaccessible si en servant seulement que le client entre les
deux dépôts, ou la longueur de la tournée résultante dépasse la limite L.

– Un arc est inaccessible lorsque la longueur de la tournée reliant directement les
dépôts à cet arc dépasse L.

Tous les clients et les arcs inaccessibles sont éliminés au début du modèle en utilisant la
propriété suivante.

Propriété 2.4. Si i un client inaccessible (resp. (i, j) un arc inaccessible), alors :

∑
r∈F

yir = 0 (2.5)

∑
r∈F

xijr = 0 (2.6)

c) Les bornes sur les bénéfices et le nombre des clients servis

Afin de réduire encore l’espace de recherche, on proposé une propriété de domi-
nance efficace qui limite les caractéristiques de chaque tour ou sous-ensemble des tours.
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2.1. Une approche basée sur un algorithme de cutting-plane

L’idée est de résoudre les petites instances (plus facile à résoudre), puis extraire les infor-
mations nécessaires pour le processus de sélection.
Avant d’aller dans les détails de ces propriétés, on définit quelques notations. Soit X une
instance du TOP avec m véhicules, nous utilisons XI pour désigner la même instance
dans laquelle le profit de chaque client est considéré égal à 1. Nous définissons également
Xg comme étant l’instance X dans laquelle le nombre de véhicules est réduit à g (g ≤ m).
D’autre part, nous utilisons LB(X) (resp. UB(X)) pour désigner une borne inférieure
(resp. supérieure) du TOP sur l’instance X.
Nous avons alors les inégalités valides suivantes.

Propriété 2.5. Bornes sur le profit :

∑
r∈H

∑
i∈V −

yirPi ≤ UB(X |H|),∀H ⊂ F (2.7)

∑
r∈H

∑
i∈V −

yirPi + UB(Xm−|H|) ≥ LB(X),∀H ⊆ F (2.8)

Inégalités (2.7) sont triviales puisque la somme des profits de toutes les tours |H| ne
peut pas dépasser le profit optimal de l’instance avec exactement |H| véhicules ou au
moins une borne supérieure de cette instance. Pour les inégalités (2.8) travaillent dans
le sens inverse en appliquant une limite inférieure au profit de chaque tour et chaque
sous-ensemble des tours.

Propriété 2.6. Bornes sur le nombre de clients qu’on peut servir :

∑
r∈H

∑
i∈V −

yir ≤ UB(X |H|I ),∀H ⊂ F (2.9)

∑
i∈V −

yir ≥ LB(X̄1
I ),∀r ∈ F (2.10)

De la même façon que (2.7), le nombre de clients par tour ou par sous-ensemble de
tours sont limité en utilisant les inégalités (2.9). Pour l’inégalité (2.10) on appliquant une
borne inférieure sur le nombre de client de chaque tournée.
Dans un premier temps, on ajoute les coupes des bornes sur les profits et le nombre
de clients servis, en calcule le nombre maximale (resp. minimale) pour le profit et le
nombre de client servi de chaque tournée et chaque sous ensemble de tournées, ces bornes
seront ajoutée comme bornes sup (resp. inf) lors de la résolution du problème d’origine
pour réduit la taille de l’espace de recherche et éliminer des solutions asymétriques par
exemple l’une avec une tournée ayant de nombreux client et les autres tours presque vide.
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2.1. Une approche basée sur un algorithme de cutting-plane

Les valeurs de LB dans (2.8) peuvent être calculées à partir d’une heuristique [6]. Les
valeurs de UB dans (2.7), (2.8) et (2.9) sont obtenues à partir de la résolution de X |H|

et Xm−|H| en utilisant par exemple la PLNE. De même que pour les bornes inférieures
LB, nous cherchons seulement des bornes supérieures UB de qualité satisfaisant. Dans
(2.10) LB(X̄1

I ) est une borne inférieure obtenue en procédant à la résolution du modèle
linéaire en nombres entiers décrit ci-dessus où il s’agit de minimiser la fonction objectif
en rajoutant les contraintes (2.7) et (2.8) avec |H| = 1.

Exemple 2.1. Considérons une instance X de TOP avec V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}
l’ensemble des clients et F = {V1, V2, V3, V4} l’ensemble de véhicule
Soit T1, T2, T3 et T4 les tournées respectivement de V1, V2, V3 et V4.

Figure 2.1 – Exemple d’une solution du TOP

Dans la premier itération de l’algorithme de cutting-plane en calcule UB(X1
I ) la borne

supérieur sur le nombre de client servi d’une tournée (supposons UB(X1
I ) = 2 ) et en

ajoute la contraint (2.9) avec |H| = 1 au modèle c’est-à-dire que la somme de profit
de chaque tournée ne peut pas dépasser la borne UB(X1

I ) or dans la figure (2.1) on a le
nombre de client de la tournée T1 dépasse 2 alors la solution n’est pas réalisable. Supposons
qu’on a trouvé une solution réalisable s’elle est optimal en arrêt et l’algorithme est terminé
sinon en passe à la deuxième itération, en calcule UB(X2

I ) la borne supérieur sur le nombre
de client de tous les sous-ensembles avec deux véhicule et comme on a 4 véhicule alors on
a C2

4 = 6 combinaison possible des sous-ensembles avec deux véhicules, on répété la même
procédure jusqu’à l’itération m− 1 = 3, c’est la solution n’a pas été atteint dans ce cas-là
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2.1. Une approche basée sur un algorithme de cutting-plane

en calcule UB(X3
I ) et LB(X1

I ) une borne inférieur sur le nombre de client servi d’une
tournée, cette borne doivent être calculé après la résolution de tous les sous problème
(|H| ≤ m − 1 = 3) puisque la valeur UB(Xm−1) = UB(X3) et nécessaire pour calculer
LB(X1

I ). C’est l’ajout de tous ces coupe n’a pas cédé à une solution optimale en ajout
d’autre types de contraints supplémentaire.

Remarque 2.3. – A chaque fois qu’on ajoute une borne supérieur sur le nombre de
client servi d’une tournée ou sous ensemble de tournée en ajout aussi une borne
supérieur sur les profits d’une tournées ou sous ensemble de tournée.

– Les valeurs requises de LB et UB sont d’abord calculées pour l’instance avec |H| =
1, les valeurs obtenues sont utilisées dans les coupes supplémentaires pour résoudre
les autres instances (|H| ≤ m).

– Les bornes supérieures et inférieures requises dans les inégalités (2.7), (2.8) et (2.9)
sont associés à un tableau de taille m tandis que la borne inférieure de (2.10) est
associé à une seule variable. Le tableau et la variable sont initialisés avec les valeurs
par défaut, par exemple 0 pour les bornes inférieures, somme des profits ou le nombre
de clients pour les bornes supérieures, et sont progressivement mis à jour avec les
valeurs calculées obtenues en résolvant les instances associées.

d) Clients obligatoires

Pour chaque instance, certains clients peuvent être considérés comme des clients obli-
gatoires et sont forcés d’être visités afin d’atteindre la solution optimale. Pour localiser
ces clients, nous appliquons Définition (2.1) tout en utilisant la notation suivante.
Étant donnée une instance X du TOP avec i un client de X, nous définissons X\{i} pour
désigner par exemple X avec i retiré.

Définition 2.1. Un client i de X est obligatoire si UB(X\{i}) < LB(X).
Où LB(X) est calculée en utilisant une heuristique décrite dans Dang et al. [6]. Calcule
de UB(X\i) est effectuée en utilisant le même algorithme que celui utilisé pour résoudre
par exemple X, mais avec les contraintes supplémentaires Yir = 0 ∀r ∈ F .

Une fois, un client est détecté comme obligatoire, la propriété suivante est utilisée pour
garantir le service de ce client par la flotte.

Propriété 2.7. Si i est un client obligatoire de X alors :
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2.1. Une approche basée sur un algorithme de cutting-plane

∑
r∈F

yir = 1 (2.11)

2.1.3 Les inégalités valides basées sur les incompatibilités

Si deux clients donnés sont trop éloignés l’un de l’autre à cause de la limitation
de temps de trajet, alors ces deux clients ne peuvent jamais être servis dans la même
tournée. Cette observation nous conduit à la notion d’incompatibilité entre les clients. De
plus, l’idée peut également être appliquée entre les autres composantes du problème, à
savoir client-tour, client-arc ou arc-arc. Dans ce travail, nous nous concentrons sur deux
incompatibilités particulières : entre les clients et entre les arcs.

a) Graphes d’incompatibilité

Les incompatibilités entre les clients et entre les arcs sont modélisées à l’aide de
deux graphes. On note par GInc

E = (E,EInc
E ) le graphe d’incompatibilité entre les arcs et

par GInc
V − = (V −, EInc

V − ) le graphe d’incompatibilité entre les clients, une arête entre deux
clients de ce graphe veut dire que ces deux clients sont incompatibles.
Soit S un sous-ensemble de sommets de V − (ou d’arcs de E), nous désignons parMinTraj(S)
la longueur du plus court chemin de d à a contenant tous les sommets (ou les arcs) de S.
Alors les graphes des incompatibilités sont initialisés comme suit.

Définition 2.2. Soit i et j deux clients de V − telles que MinTraj({i, j}) > L, Alors
[i, j] ∈ EInc

v− . De même, soit (i, j) et (u, v) de E satisfont MinTraj((i, j), (u, v)) > L,

Alors [(i, j), (u, v)] ∈ EInc
E .

En plus de la définition (2.2), les graphes des incompatibilités sont étendus par les
clients et les arcs plus incompatibles. Cela se fait en appliquant la définition (2.3) en
utilisant les notations suivantes.
Étant donné deux clients i et j de X, nous utilisons X ∪ {[i ∼ j]} pour désigner par
exemple X où les deux clients sont forcés d’être servi par le même véhicule. De même,
par exemple X ∪{[(i, j) ∼ (u, v)]} désigne l’instance modifiée de X dans laquelle des arcs
(i, j) et (u, v) sont utilisés par le même véhicule.

Définition 2.3. Afin d’étendre le graphe d’incompatibilité entre les clientsGInc
V − = (V −, EInc

V − ),
un arc [i, j] peut être ajouté à EInc

V − si UB(X ∪ {[i ∼ j]}) < LB(X). De la même manière
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pour le graphe d’incompatibilités entre les arcs GInc
E = (E,EInc

E ), si UB(X ∪ {[(i, j) ∼
(u, v)]}) < LB(X), Alors [(i, j), (u, v)] est ajoutée au EInc

E . Pour calculer les valeurs re-
quises pour UB. Cela peut être fait en utilisant PLNE sur les modèles suivants proposés
dans la propriété 2.8. .

Propriété 2.8. Considérons une instance X de TOP et deux clients i, j. Par conséquent,
le modèle linéaire de X ∪ {[i ∼ j]} est obtenue en ajoutant à celle de X les contraintes
suivantes : ∑

r∈F
yir =

∑
r∈F

yjr = 1 (2.12)

yir = yjr, ∀r ∈ F (2.13)

De la même manière pour modéliser X∪{[(i, j) ∼ (u, v)]}. Les contraintes supplémentaires
sont : ∑

r∈F
xijr =

∑
r∈F

xuvr = 1 (2.14)

xijr = xuvr,∀r ∈ F (2.15)

b) Coupes des cliques

Rappelons qu’une clique dans un graphe orienté est une sous-ensemble de sommets
qui sont deux à deux adjacent. Ainsi, servir un client (ou utiliser un arc) d’une clique par
un véhicule implique que tous les autres clients (ou arcs) de la clique d’être servi par le
même véhicule. Par conséquent, chaque véhicule ne peut servir (ou utiliser) au plus un
sommet (arête) de la clique. Sur la base de cette observation, la propriété suivante est
titulaire pour GInc

E et GInc
V −

Propriété 2.9. Soit K (resp. Q) une clique dans GInc
V − (resp. GInc

E ) :∑
i∈K

yir ≤ 1, ∀r ∈ F (2.16)

∑
[u,v]∈Q

xuvr ≤ 1,∀r ∈ F (2.17)

Lorsqu’on détermine une clique de ce graphe, alors nous avons en train de déterminer
l’ensemble de clients qui sont tous incompatibles entre eux et ne peuvent pas être servis
dans la même tournée, du coup chaque client de cette clique doit être servi dans une
tournée séparé.

Remarque 2.4. Une clique est maximale si on ne peut pas trouver de clique qui la
contient d’une façon stricte. Une clique maximum est une clique maximale dont laquelle
son cardinal est le plus grand sur le graphe.
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d) coupes d’ensembles indépendants

Les incompatibilités entre les clients et les arcs sont encore exploités à partir de
la taille de l’ensemble indépendant maximal extrait de sous-graphe d’incompatibilité.
Les coupes d’ensembles indépendantes sont basées sur l’idée suivante. Considérons GInc

V −

comme un exemple de graphe et soit S un sous-ensemble de V −, on définit αs être la taille
d’un ensemble indépendant maximal de GInc

V −(S), le sous-graphe induite par S. Alors il est
clair que au plus de αs clients de S peuvent être servis dans la même tournée, par exemple∑
i∈S yir ≤ αS est une coupe valable pour toute visite r, c’est-à-dire que chaque véhicule

visité au plus αs clients.
En autre, si l’on considère Ni l’ensemble des sommets voisins d’un sommet i dans GInc

V −(S),
alors nous pouvons ajouter la coupe αiyir + ∑

j∈Ni
yjr ≤ αi au lieu de la précédente, où αi

est une courte notation pour αNi
. Cette coupe particulière intègre la relation entre i et

Ni, ainsi que les informations sur l’ensemble indépendant maximum de Ni. La même idée
peut être généralisée à GInc

E , où l’on note Nij l’ensemble des arcs voisins d’un arc (i, j)
dans GInc

E , et les inégalités suivantes résument les coupes valides.

Propriété 2.10. Coupes d’ensembles indépendants :

αiyir +
∑
j∈Ni

yjr ≤ αi,∀i ∈ V −, ∀r ∈ F (2.18)

αijxijr +
∑

(u,v)∈Nij

xuvr ≤ αij, ∀(i, j) ∈ E,∀r ∈ F (2.19)

Remarque 2.5. – Un ensemble indépendant est un ensemble des sommets deux à
deux non adjacents. Ensembles indépendants maximal et maximum sont définis de
la même manière que pour les cliques.

– Trouver une clique ou indépendant maximum est NP-Difficile [14]. Cependant, les
inégalités ci-dessus sont également valables pour α étant une borne supérieure de la
taille d’un ensemble indépendant maximum. Une partition des sommets en cliques
disjointes fournit une borne supérieure de la taille d’un ensemble indépendant maxi-
mum. Encore, l’algorithme efficace pour trouver une clique maximum peut être uti-
lisé pour faire une telle partition, puis de calculer la borne supérieure.

Ces coupes de clique et ensemble indépendant sont alors générés à partir de GInc
V −

et GInc
E et utilisés comme contraintes générales ajouté au modèle. Pour chaque sommet

du graphe d’incompatibilité associé, nous déterminons une clique maximale contenant le
sommet à l’aide de la méta-heuristique décrit dans Dan et Moukrim [4]. D’autre part,
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en utilisant le même algorithme heuristique, une partition de chaque Ni (resp. Nij) en
cliques disjointes sont construits, par exemple, trouver une clique maximum, puis retirez
ses sommets et continuer sur le graphe restant. Alors une limites supérieures pour αi (resp
αij) peuvent être calculées.

2.1.4 Algorithme de cutting-plane :

L’objectif de notre algorithme cutting-plan est d’améliorer le modèle linéaire de
base en ajoutant quelques coupes supplémentaires à chaque fois , pour accélérer son pro-
cessus de résolution afin d’atteindre la meilleure solution.
Les étapes de résolution appliquées dans l’algorithme sont les suivantes :
Dans un premier temps, le modèle de base est construit en utilisant les contraintes (1.6),
(1.9) et (1.11) avec la fonction objectif (1.5) et des coupes supplémentaires initiales. Nous
notons qu’avant de commencer la procédure de résolution, certains calculs initiaux sont
effectués pour générer les coupes supplémentaires. Les composants non pertinents de X,
à savoir les clients et les arcs inaccessibles, sont d’abord détectés et retirés du modèle.
Ensuite, les graphes d’incompatibilité entre les clients et les arcs sont initialisés. Sur la
base de ces coupes, les cliques et les ensembles indépendants sont calculés et ajoutés au
modèle. Enfin, des coupes d’élimination de la symétrie sont ajoutées et la procédure de
résolution commence. Une solution réalisable est générée à l’aide d’une heuristique de
Dang et al. [5] et a fourni au solveur de PLNE comme solution de départ.
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Algorithme 2.1 : Algorithme de cutting-plane

Algorithme 2.1 prend en entrée une instance X et un ensemble de coupes supplémen-
taires D(x), il exige également un solveur de programmation mixte en nombres entiers et
une minuterie pour fonctionner. L’algorithme renvoie une borne supérieure UB(X), une
solution réalisable SOL(X) et un indicateur booléen Opt(X) indiquant l’optimalité de
SOL(X) avant l’expiration de la minuterie.
Nous supposons également que le solveur de programmation mixte en nombres entiers
peut être adapté pour supporter les opérations suivantes :
model pour construire le modèle entier linéaire basé sur X et D(X).
initialize fournir une solution de départ pour le solveur.
add pour compléter le modèle avec des réductions supplémentaires.
Solve pour essayer de résoudre le modèle jusqu’à l’expiration d’un temporisateur.
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Remarque 2.6. La variable globale notée OriginalProblem est utilisée dans l’algo-
rithme principal cutting-plan pour indiquer si le problème initial est résolu ou l’un des
problèmes modifiés nécessaires pour générer les coupes supplémentaires. Égale 1 si le
problème est résolu et 0 sinon.

Pour générer ces coupes, des calculs supplémentaires sont effectués au cours de la pro-
cédure de résolution en appelant l’algorithme CE décrit ci-dessous. Cet algorithme est
appelé uniquement lorsque le problème d’origine est résolu. Dans l’itération suivante, de
l’algorithme principal, le même processus de résolution est répété avec le modèle modifié.
La boucle de résolution est répétée jusqu’à ce qu’une solution réalisable sans sous-tour
est obtenue, qui sera la solution optimale, ou jusqu’à ce que le délai prédéfini est atteint.
Dans ce dernier cas, une bornes supérieure est renvoyée à l’instance au lieu de la solution
optimale.
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Algorithme 2.2 : Algorithme CE

Les premiers types de coupes ajoutées au modèle supplémentaires sont les bornes sur les
profits et le nombre de clients servis dans chaque ensemble de la tournée. Pour les pre-
mières m − 1 itérations de l’algorithme principal, l’algorithme CE est appelé à chaque
itération générer toutes les coupes des bornes déduites du sous-problème correspondant.
Pour chaque sous problème avec s véhicules, la borne supérieure pour les profits et le
nombre de clients desservis par s véhicules sont calculés en utilisant le même algorithme de
cutting-plan. Les contraintes correspondantes sont alors générées à partir de ces bornes
supérieures et ajoutées à l’ensemble des coupes supplémentaires D(X). Après avoir résolu
le dernier sous-problème avec m − 1 véhicules, la bornes inférieure pour le nombre de
clients desservis par chaque véhicule est calculé depuis la résolution de ce problème de
minimisation particulier on a besoin de quelques bornes inférieures déduites de m − 1
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sous-problèmes précédents.
A la fin, pour certaines grandes instances, ni les bornes sur les profits et le nombre de
clients servis, ni les clients obligatoires sont en mesure de les résoudre. A cette itération les
graphes d’incompatibilité entre les clients et entre les arcs sont étendus pour générer les
cliques et les ensembles indépendants, Ensuite les coupes correspondantes sont ajoutées
à l’ensemble des coupes supplémentaires D(X).

Remarque 2.7. Nous notons que pour générer les trois types de coupes supplémentaires,
l’algorithme principal de cutting-plan est appelé avec une limite de temps configurée par
minuterie TM1.

2.2 La résolution de TOP grâce à l’algorithme géné-

tique

Dans cette section nous nous intéressons à la résolution du problème de tournées
sélectives en utilisant l’algorithme génétique.
Les algorithmes génétiques découlent de la famille des algorithmes évolutionnistes. Leur
objectif est d’obtenir une solution approchée d’un problème d’optimisation, lorsqu’il n’existe
pas de méthode exacte pour le résoudre en un temps raisonnable. Les algorithmes géné-
tiques s’appuient sur des techniques dérivées de l’évolution naturelle : sélection, croise-
ment, mutation, etc.

2.2.1 Codage utilisé :

Comme les chromosomes binaires sont inadaptés pour les problèmes de séquen-
cement, nous avons adopté un codage réel où le chromosome est une séquence de nœuds
(le dépôt exclu) sans paramètre délimiteur. Nous mentionnons la fin et les différentes ca-
ractéristiques (le temps de trajet parcourue, profit collecté) des tournées dans un tableau
accompagnant le chromosome.
Sur la figure (2.2) le chromosome représente les trois tournées suivantes : la tournée (dé-
pôt, 2, 20, 15, dépôt) de longueur L1 et de profit P1, la tournée (dépôt, 3, 10, 6, 4, 19,
8, 30, dépôt) de longueur L2 et de profit P2 et la troisième tournée de longueur L3 et de
profit P3 (dépôt, 25, 7, dépôt).
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Figure 2.2 – Un chromosome représentant 3 tournées

Remarque 2.8. – Les flèches sur la figure (2.2) indiquent les limites entre les tournées.
Dans la suite ceci nous permet de donner uniquement les chromosomes sans les
tableaux associés.

– Le caractère sélectif du problème rend variable la taille des chromosomes puisque le
nombre total de clients visités n’est pas fixe.

2.2.2 Création de la population initiale :

Cette phase permet de générer une population d’individus qui servira de base
pour les générations futures. Le choix de la population initiale est important car il peut
rendre plus ou moins rapide la convergence vers l’optimum global.
Pour construire la population initiale, nous avons développé une heuristique qui construit
progressivement chaque chromosome de la manière suivante : à une itération donnée, le
chromosome comporte plusieurs tournées dont le dernier tournées est en cours de construc-
tion, et son dernier gène est appelé sommet courant. L’algorithme doit choisir le prochain
sommet à ajouter dans la tournée parmi les successeurs possibles du sommet courant
dans le graphe. La sélection parmi les candidats se fait aléatoirement mais en favorisant
les sommets ayant le plus grand profit. Elle repose sur un principe de roulette, où chaque
sommet occupe un secteur proportionnel à son profit. Lorsqu’un sommet est sélectionné,
il faut vérifier qu’il peut être visité en respectant les contraintes. Si ce n’est pas le cas,
l’algorithme retire ce sommet de la roulette puis réitère la procédure pour tester un autre
successeur. Si aucun successeur ne permet de vérifier les contraintes, la tournée s’achève
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et l’algorithme tente d’en créer une nouvelle. Au fur et à mesure de la construction, la liste
des sommets déjà insérés dans le chromosome est tenue à jour pour éviter de les tester une
seconde fois. De plus, à chaque ajout d’un sommet dans une tournée, les caractéristiques
de celle-ci (le temps de trajet parcourue, profit collecté) sont mises à jour.
Deux évènements peuvent achever la construction d’un chromosome. Soit le nombre de
tournées déjà construites est égal au nombre de véhicules disponibles. Soit il ne reste
aucun successeur qui vérifie les contraintes.

2.2.3 Sélection :

La sélection permet d’identifier statistiquement les meilleurs individus d’une po-
pulation et d’éliminer les mauvais.
Afin de choisir les chromosomes (solutions) qui seront en mesure de contribuer à la créa-
tion de la nouvelle population, nous avons adopté un mode de sélection qui consiste à
attribuer à chaque individu une probabilité de sélection proportionnelle à son évaluation
(fitness) (fonction objectif) et à la somme des évaluations des individus (Goldberg 1994).
Si f(i) est la force de l’individu i (fonction objectif), alors la fonction S(i) (2.20) représente
la probabilité de sélectionner ce chromosome i.

S(i) = f(i)∑N
j=1 f(j)

i ∈ [1, N ]. (2.20)

Avec N : la taille de la population.
De plus, pour éviter toute disparition du meilleur individu nous adoptons une stratégie
élitiste en conservant les deux meilleurs individus de la population.

2.2.4 Croisement :

Le croisement a pour objectif d’enrichir la diversité de la population en manipulant
la combinaison des chromosomes. Généralement, les croisements sont envisagés avec deux
parents et génèrent deux enfants.
A partir de deux parents (solutions) choisis aléatoirement en fonction de leurs évaluations
(fitness), nous essayons de générer un fils (une solution) qui soit réalisable. Ce type de
croisement a été inspiré des travaux de Blaton et al. destinés au VRPTW (Blaton et al.,
1993) et repose sur les étapes suivantes :

a) considérer un gène candidat de chacun des deux parents. Un gène est candidat s’il n’a
pas déjà été inséré ou rejeté pour cause de violation de contraintes et si tous les
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gènes précédents dans le chromosome ont été insérés ou rejetés.

b) insérer à la fin de la tournée fils en cours de construction le gène (client) ayant le plus
grand profit et répondant aux contraintes (le temps de trajet). Si le gène initialement
choisi ne satisfait pas les contraintes, tester l’insertion de l’autre gène.

c) répéter cette procédure en considérant les nouveaux gènes candidats des deux parents.

d) compléter la tournée par une procédure similaire à celle décrite en a) et b) avec
comme critères de sélection la distance et la satisfaction des contraintes, et ce jusqu’à
l’achèvement de la tournée en cours de construction. Si aucun des deux gènes ne
convient, achever la tournée à cette étape.

Exemple 2.2.

Figure 2.3 – Exemple de croisement entre deux parents.

Nous illustrons notre croisement par l’exemple sur la figure (2.3) Supposons que le chro-
mosome B est le résultat du croisement des chromosomes P1 et M2, dont chacun est
composé de 3 tournées, et que les tournées obtenues sont (d, 5, 2, 1, a), (d, 25, 20, 7, 3, 17, a)
et (d, 9, 19, ?, a) avec d et a représentant les dépôts. Ce chromosome est obtenu de la ma-
nière suivante : Nous comparons les profits de 5 et 2. Celui de 5 est supérieur alors nous
l’insérons comme premier site de la tournée (tout sommet inséré sera marqué + pour
éviter plusieurs visites d’un sommet). Nous comparons ensuite 2 du chromosome M1 et
1 du chromosome M2. Si 2 respecte les contraintes et comme son profit est supérieur à
celui de 1, il est ajouté à la tournée fils juste après 5 dans le chromosome B.
Les deux sommets candidats suivants sont 20 et 1. Supposons cette fois que le profit de
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1 est supérieur à celui de 20 mais que ni le sommet 20 du chromosome M1 ni 1 du chro-
mosome M2 ne respectent les contraintes. Alors nous mettons fin à la tournée en cours
de construction et nous recommençons la construction d’une nouvelle tournée en essayant
d’insérer ces mêmes sommets 1 et 20. Le sommet 1 est favorisé grâce à son profit, et ainsi
de suite jusqu’à atteindre la fin de l’un des deux chromosomes parents. Supposons que
nous ayons inséré le sommet 9 du chromosome M2 et le dernier sommet 19 du chromo-
some M1. Il reste les sommets 30 et 14 du chromosome M2 à insérer. Dans ce cas, si
l’ajout du sommet 30 à la tournée (dépôt, 9, 19, ...) ne viole pas les contraintes, nous l’ef-
fectuons et nous testons l’insertion du sommet 14. Sinon nous mettons fin à cette tournée
et commençons la construction d’une nouvelle tournée s’il reste un autre véhicule libre.

2.2.5 Mutation :

L’opérateur de mutation consiste à remplacer, de façon aléatoire, un gène au sein d’un
chromosome par un autre.
Au cours du processus d’évolution, la mutation effectue une exploration plus large de
l’espace de recherche, afin d’éviter toute convergence prématurée ou disparition de la di-
versité en apportant de l’innovation dans la population. Nous avons adopté la méthode
d’amélioration 2-opt (Laporte et al., 1998) en lui faisant subir une légère modification.
La procédure originale est équivalente à une inversion d’une chaîne de sommets du chro-
mosome dont les extrémités sont choisies aléatoirement. Dans notre cas, après l’inversion
nous risquons de violer les contraintes. C’est pourquoi nous éliminons de la tournée les
sommets ne respectant pas ces contraintes. Nous ne conservons le chromosome (voir figure
(2.4)).
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Figure 2.4 – Exemple de mutation.

2.2.6 Résultats Numériques :

L’algorithme proposé a été programmés en langage C. Et nous avons testé notre
heuristique sur une machine Intel CORE i3, 2.2GHZ Ghz et de 4096 MB RAM. Nous
avons utilisé les instances benchmark publiées par Chao et al. [9]. Ces instances sont de
différentes tailles. Pour n et m fixés un sous-ensemble d’instances est obtenu en variant
la longueur maximale L d’une tournée.

Approche par l’algorithme génétique
Les paramètres considérés sont les suivants :

1. Le nombre d’individus dans la population.

2. Le taux de mutation.

3. Le taux de croisement.

Après le test de notre approche, nous avons trouvé que les paramètres qui ont donné
un bon résultat par rapport aux autres sont les suivants :

1. Le nombre d’individus 20

2. Le taux de mutation 0.02

3. Le taux de croisement 0.06

Les tableaux ci-dessous présentent un extrait des résultats obtenus après les tests de
l’approche sur un ensemble d’instances classiques du problème, de taille n = 102 avecm =
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4, 3, 2 et pour différentes longueurs maximales L. HMH et AG désignent respectivement les
résultats obtenus par Hao et Miller-Hooks [25] et les résultats obtenus par notre approche
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Figure 2.5 – Extrait des résultats numériques.

Les significations des en-têtes des colonnes sont comme suit :
– m : nombre des tournées ;
– n : nombre de client ;
– L : longueur maximale d’une tournée ;
– P : profit total de la meilleure solution ;
– Sec : Temps d’exécution en secondes.
Comparaison des résultats obtenus par l’algorithme génétique avec celle proposée par

Hao et Miller-Hooks obtenus par l’heuristique recherche TABOU.
Après l’analyse des résultats numériques obtenus par notre approche et mis à part les
nouvelles solutions qu’elle a, nous avons remarqué qu’elle présente des inconvénients.
D’une part, les solutions obtenues par notre approche sont en moyenne moins bonnes que
les solutions obtenues par l’autre méthode.
D’autre part, notre heuristique requiert des temps Sec élevés par rapport à l’autre mé-
thode pour les cinq première valeur de L, elle donne des solutions en un temps d’exécution
nettement inférieur à celui mis par HMH pour les autres valeur de L même si les profits
de HMH et plus élevés que celle de notre approche.

2.3 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux méthodes pour la résolution de TOP,
la première est une méthode exacte pour résoudre ce problème sur la base de l’algorithme
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de coupe-plan, et la deuxième est une méthode approchée basée sur l’algorithme génétique
En fin, nous pouvons dire que la dernière méthode de résolution du TOP que nous avons
proposée et en moyenne bon que l’autre méthode recherche TABOU, il suffit d’amélioré
notre approche telles que la mutation, l’application d’autres métaheuristiques pour dimi-
nuer le temps d’exécution.
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Deuxième partie

Dimension des ordres bipartis
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Introduction

Les notions d’ordre, de classement, de rangement sont présentes dans de multiples
activités ou situations humaines : hiérarchies administratives ou sociales, organigrammes,
ordonnancements de tournois sportifs, ordres de pré-séance, de succession ou de préfé-
rences, notions d’ordre, ordres du jour, classements scolaires ou audiovisuels, ordre al-
phabétique, lexicographique, etc. On n’en finirait pas d’énumérer toutes les situations où
interviennent des ordres.
Il n’est donc pas étonnant, compte tenu du développement de l’utilisation des mathéma-
tiques dans la modélisation de multiples phénomènes, de trouver de nombreux domaines
où les mathématiques de l’ordre sont présentes. Toutefois, celles-ci sont relativement ré-
centes. Certes, en mathématiques, la notion d’ordre des grandeurs est connue depuis
longtemps et c’est au seizième siècle qu’apparaissent pour la première fois les symboles >
et < pour désigner « plus grand que » et « plus petit que » 1. Mais la notion abstraite
d’ordre défini comme un type particulier de relation transitive n’a été élaborée qu’entre
les années 1880 et 1914 par des mathématiciens et/ou logiciens comme Peirce, Peano,
Schröder, Cantor, Dedekind, Russel, Huntington, Scheffer et Hausdorff, dans le contexte
de la formalisation de l’« algèbre de la logique » (i.e. de l’algèbre de Boole) et celui de la
création de la théorie des ensembles (avec l’étude des « types d’ordre »).
Dans ce travaille, nous ne m’intéresse qu’aux ordres finis, c’est-à-dire ayant un nombre
fini d’éléments. Ces structures sont très étudiées et ces études peuvent prendre différentes
formes comme par exemple une approche par la dimension. Le fait de se limiter aux
ensembles ordonnés finis n’est pas simplement justifié par le souci de garder une taille
raisonnable à cet ouvrage. Il le situe dans le champ des « mathématiques discrètes », dont
l’importance n’est plus à démontrer de nos jours. Dans ce cadre, déjà très large, nous
avons privilégié les notions et résultats qui nous paraissent essentiels, notamment du fait
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de leurs usages dans de très nombreuses modélisations : extensions linéaires d’un ordre,
fermetures, chaînes et antichaînes avec les théorèmes de Dilworth, dimensions d’un ordre,
ordres d’intervalles, etc.
Le but du troisième chapitre est d’abord de donner et d’illustrer les notions fondamentales
utilisées pour décrire, étudier, raisonner sur les ensembles ordonnés, notions qui seront
utilisées et/ou développées dans le quatrième chapitres.
Dans le quatrième chapitre, au début on va donner les paramètres fondamentaux d’un en-
semble ordonné. La première partie de ce chapitre sera donc consacrée aux théorèmes
de Dilworth(1950) établit l’égalité pour un ensemble ordonné quelconque du nombre
maximum d’éléments incomparables de cet ensemble ordonné et du nombre minimum
de chaînes en lesquelles on peut partitionner l’ensemble de ses éléments. C’est un résultat
central car, d’une part, il porte sur un ensemble ordonné arbitraire et permet d’y résoudre
un problème rencontré dans des situations variées (par exemple, en recherche opération-
nelle, informatique ou géométrie du plan) et, d’autre part, il est relié à beaucoup d’autres
résultats célèbres de la combinatoire. Le corps de ce chapitre sera essentiellement consti-
tué de l’étude de la dimension des ordres bipartis et on s’intéresse plus particulièrement
aux au dimension 2. Et en fin, nous présentant quelques rappelles sur la complexité, après
on montre qu’un ordre et de dimension k pour k ≥ 3 est un problème NP-complet.
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Chapitre 3
Ensembles ordonnés

Nous présentons dans ce chapitre quelques notions élémentaires sur les ensembles
ordonnés, notion utilisée à de nombreuses reprises dans la suite de ce travail.

3.1 Relation d’ordre

Définition 3.1. (Relation binaires)
Une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F est une partie R de E × F . Si
(x, y) ∈ R on dit que x est en relation avec y et on note xRy.
Si (x, y) /∈ R on dit que x n’est pas en relation avec y.
Dans le cas particulier où E = F on dit que R est une relation binaire définie sur E

Définition 3.2. On dit qu’une relation binaires R définie sur un ensemble E est :

1. réflexive si (∀x ∈ E) xRx.

2. antiréflexive si (∀x ∈ E) on n′a pas xRx.

3. symétrique si (∀(x, y) ∈ E2) xRy ⇔ yRx

4. transitive si (∀(x, y, z) ∈ E3) xRy et yRz ⇒ xRz

5. antisymétrique si (∀(x, y) ∈ E2) xRy et yRx⇔ x = y.

Définition 3.3. Une relation binaire d’un ensemble E est une relation de préordre si elle
est réflexive et transitive. C’est une relation d’ordre si en plus elle est antisymétrique.
Une relation d’ordre est total si ∀(x, y) ∈ E2 xRy ou yRx. Elle est dit partielle dans le
cas contraire.
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3.1. Relation d’ordre

Définition 3.4. Un couple P = (E,≤P ) formé d’un ensemble et d’une relation d’ordre
noté ≤P est appelé ensemble ordonné. Si ≤P est totale l’ensemble est dit totalement
ordonné.

Exemple 3.1. Soit E = {a, b, c, d, e} et P = (E,R) l’ensemble ordonné où R est l’ordre
suivant sur E :

R = {(a, b), (a, e), (c, b), (c, d), (c, e), (d, e), (a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e)}.

Figure 3.1 – Un ensemble ordonné P représenté par un réseau dans le plan.

Terminologie : Soit (E,≤P ) un ensemble ordonné fini et (x, y) ∈ E2

– On dit que x et y sont comparable dans P si (x ≤P y) ou (y ≤P x) et on note
x ∼P y. Ils sont dits incomparables dans le cas contraire et on note x ‖p y.

– Si (x ≤P y) on dit que x est inférieur à y ou y est supérieur à x
– Si (x <P y) on dit que x est strictement inferieur à y ou y et strictement supérieur
à x.

– Pour tout x on note par Up(x) l’ensemble {y : y ∈ E et x ≤p y} et Lp(x) l’ensemble
{y : y ∈ E et y ≤p x}.

– On dit que y est un successeur immédiat de x (ou y couvre x) si x est strictement
inférieur à y et il n’existe pas de z tel que x soit strictement inférieur à z et z soit
strictement inférieur à y. On dit alors que x est un prédécesseur immédiat de y ou
(x est couvert par y).

L’ensemble ordonné P de l’exemple(3.1) a cinq couples de couverture :

a < b, a < e, c < b, c < d et d < e.

Définition 3.5. Soit A une partie non vide de E, on note par P \ A ou P [A], l’ordre
induit par P sur A; il est défini par : P [A] = (A,≤P [A]) où pour tout x, y de A, x ≤P [A] y
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3.1. Relation d’ordre

ssi x ≤p y.

3.1.1 Minorants, majorants, minimaux et maximaux

Définition 3.6. Soit P = (E,≤P ) un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.
– a ∈ A est un élément maximal de A s’il n’existe pas de y dans A tel que a ≤P y et
y 6= a.

– b ∈ A est un élément minimal de A s’il n’existe pas de y dans A tel que y ≤P b et
y 6= b.

L’ensemble ordonné P de l’exemple(3.1) a deux éléments minimaux, a et c, et deux
éléments maximaux, b et e.

Définition 3.7. Soit P = (E,≤P ) un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.
– On dit qu’un élément x de E est un majorant (resp. minorant) de A si (y ∈ A)
y ≤P x (resp. x ≤P y).

– Si l’ensemble des majorants (resp. minorants) de A est non vide, on dit que A est
majorée (resp. minorée).

Une partie A de E est dite bornée si elle est à la fois majorée et minorée.

Définition 3.8. Soit (E,≤P ) un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.
– On dit que m est un minimum (ou plus petit élément) de A si m est un minorant
de A et m ∈ A. on note m = min(A).

– On dit que M est un maximum (ou plus grand élément) de A si M est un majorant
de A et M ∈ A. on note M = max(A).

Remarque 3.1. Si A admet un plus petit (resp. un plus grand) élément, alors cet élément
est unique.

3.1.2 Diagramme de Hasse d’un ordre

Un ensemble ordonné P = (E,≤P ) où E est fini peut être représenté par un diagramme
où la refléxivité et la transivité sont implicites.
Le diagramme de hasse d’un ensemble ordonné s’obtient en procédant de proche en proche
à partir des éléments minimaux et de leurs successeur immédiats.
Alors on peut le représenter graphiquement avec les contraintes suivantes :
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3.1. Relation d’ordre

– Les sommets sont les éléments de E ;
– Si x ≺ y on place x plus bas que y sur le diagramme ;
– Si x ≺ y et qu’il n’y a pas de z ∈ E tel que x � z � y, on met une arête entre x et
y.

Exemple 3.2. Le diagramme de Hasse pour l’ordre ⊂ sur E = {1, 2, 3} et :

Figure 3.2 – Le diagramme de Hasse pour l’ordre ⊂.

3.1.3 Isomorphisme et dualité

En mathématiques la notion d’isomorphisme entre deux structures est fondamentale.
Elle permet de montrer que deux ensembles d’objets de nature totalement différente
peuvent vérifier les mêmes propriétés. Dans le cas de structures d’ordre, s’y ajoute la
notion d’anti-isomorphisme (ou de dualité) tout aussi importante.

Définition 3.9. Deux ensembles ordonnés P = (X,≤P ) et Q = (Y,≤Q) sont dits iso-
morphes (ou de même type) s’il existe une bijection f de X sur Y vérifiant :

x ≤P y ⇔ f(x) ≤Q f(y)

Définition 3.10. Deux ensembles ordonnés P = (X,≤P )) et Q = (Y,≤Q) sont dits
anti-isomorphes (ou duaux) s’il existe une bijection f de X sur Y vérifiant, pour tous x,
y ∈ X :

x ≤P y ⇔ f(x) ≥Q f(y)

Exemple 3.3.
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3.1. Relation d’ordre

Figure 3.3 – Deux ensembles ordonnés P et Q duaux.

Un cas particulièrement intéressant d’anti-isomorphisme est obtenu en considérant
l’ensemble ordonné Pd = (X,≤Pd

) dual d’un ensemble ordonné P = (X,≤) et défini par :

x ≤Pd
y ⇔ y ≤ x

Exemple 3.4.

Figure 3.4 – Un ensemble ordonné P et son ensemble ordonné dual P d.

Définition 3.11. (élément isolé d’un ordre)
Un élément d’un ordre P est dit isolé s’il est à la fois un maximum et un minimum de P .

3.1.4 Chaînes, Antichaînes et paramètres fondamentaux

Définition 3.12. Une partie A de X est une chaîne (resp. antichaîne) de P si P [A] est
une chaîne (resp. antichaîne).
Une chaîne (resp. antichaîne) est dit maximale s’il n’existe pas de chaîne (resp. antichaîne)
qui la contienne de manière stricte.
Une chaîne C (resp. antichaîne) est dite maximum s’il n’existe pas de chaîne (resp. anti-
chaîne) contenant plus d’éléments que C.
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3.2. Conclusion

Dans l’exemple(3.1) {ae, cb, d} constitue une partition en trois chaînes et {ac, d, be}
une partition en trois antichaîne de P .

Définition 3.13. (Hauteur)
Soit P un ordre fini, la hauteur de P , noté h(P ), est la longueur maximale d’une chaîne
de P , soit h(P ) := MaxN({|A| − 1 : A ⊆ E : A est une chaîne de P}).
La hauteur d’un ordre est nulle si et seulement si cet ordre est une antichaîne.

Définition 3.14. (Largeur)
Soit P un ordre fini, la largeur de P , noté ω(P ), est le cardinal maximal d’une antichaîne
de P , soit w(P ) := sup{|A| : A est une antichaîne de P}.
Le seul moyen d’avoir un ordre de largeur nulle est que E = ∅

3.2 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions élémentaires sur les ensembles or-
donnée, les relations binaires, et on a défini la relation d’ordre et quelques rappels de
certaines définitions utilisées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4
Dimension des ordres bipartis

Il apparaît nécessaire au début de ce chapitre de définir Quatre paramètres fonda-
mentaux attachés à un ensemble ordonné P. La première partie de ce chapitre sera donc
consacrée au théorème de Dilworth, la deuxième partie traitera la notion usuelle de dimen-
sion des ensembles ordonnés et qui peut être ainsi définie à travers la notion d’extensions
linéaires d’un ordre.
A la fin, ce chapitre traitera l’ordre de dimension deux et on s’intéresse plus particulière-
ment aux ordres bipartis de dimension deux, après on montre que le problème de décider
si un ordre de dimension k pour k ≥ 3 est un problème NP-complète.

4.1 Le théorème de Dilworth

Quatre paramètres fondamentaux attachés à un ensemble ordonné P est :
– La largeur ω(P ) d’un ensemble ordonné n’est autre que la taille d’une antichaîne
maximum.

– L’étendue κ(P ) de P est le nombre maximum d’éléments d’une chaîne de P (h(P ) =
κ(P )− 1 Ce paramètre est donc la longueur maximum d’une chaîne de P ).

– γ(P ) le nombre minimum d’antichaînes dans une partition de P en antichaînes.
– θ(P ) le nombre minimum de chaînes dans une partition de P en chaînes.

Remarque 4.1. Pour tout ensemble ordonné P, on a κ(P ) ≤ γ(P ) et ω(P ) ≤ θ(P ),
car deux éléments de P ne peuvent appartenir simultanément à une même chaîne et à
une même antichaîne. Le propos de cette section est d’établir que ces inégalités sont en
fait des égalités (théorèmes (4.1) et (4.2)) et d’en tirer les premières conséquences. Nous
commençons par montrer la première de ces égalités, ce qui est relativement simple.
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4.1. Le théorème de Dilworth

Théorème 4.1. [18] Pour tout ensemble ordonné P , on a l’égalité κ(P ) = γ(P ), i.e si
k est la taille d’une chaîne maximum de P = (X,≤p) alors on peut partitionner X en k
antichaînes.

Preuve 4.1. Nous construisons une partition de P en un nombre h d’antichaînesA1, A2, ..., Ah

de la façon suivante : A1 est l’ensemble des éléments minimaux de P et, pour tout k > 1,
Ak est l’ensemble des éléments minimaux du sous ensemble ordonné Pk = P\(⋃

1≤j<k Aj).
Chaque Ak est une antichaîne de Pk, donc de P et, pour tout k > 1, tout élément xk de
Ak couvre au moins un élément xk−1 de Ak−1 (sinon on aurait trouvé xk ∈ Ak−1). On peut
donc construire une chaîne couvrante C = x1 ≺ x2 ≺ ... ≺ xh de P à h éléments. On a
donc, d’une part, γ(P ) ≤ h, puisque P a été partitionné en h antichaînes et, d’autre part,
h ≤ κ(P ), puisque la chaîne C a h éléments. D’où l’inégalité γ(P ) ≤ κ(P ) et, comme
l’inégalité inverse a été observée ci-dessus, on obtient l’égalité γ(P ) = κ(P ).
Cette preuve est constructive, en ce sens qu’une partition de P en γ(P ) antichaînes est
effectivement déterminée, ainsi qu’une chaîne de P ayant un nombre maximum κ(P )
d’éléments. Cette chaîne se présente comme une suite x1, x2, ..., xκ(P ), avec, pour k =
1, ..., κ(P ), xk ∈ Ak et, pour k = 2, ..., κ(P ), xk−1 ≺ xk.

En revanche, l’égalité ω(P ) = θ(P ), qui fait l’objet du théorème de Dilworth, n’est pas
obtenue ci-dessous de manière constructive.

Théorème 4.2. (R.P. Dilworth)
Soit P = (X,≤p) un ensemble ordonné fini. Alors le nombre minimum de chaînes pour
partitionner P est egale à sa largeur (ω(P ) = θ(p)).

Preuve 4.2. La propriété est vraie pour |P | ≤ 1.
supposons la vraie pour tous les ensemble ordonnés de taille k.
soit P tel que |P | = k + 1 et de largeur n. Distinguons deux cas :
1er cas : P contient une antichaîne maximum A qui est distincte de max(P ) et de min(P ).
Soient A′ = {y ∈ X ; y ≤p x pour au moins un x dans A} et A′′ = {y ∈ X ; y ≥p x pour
au moins un x dans A}. On a A′ 6= X et A′′ 6= X puisque A 6= max(P ) et A 6= min(P ).
De plus, on a A′ ∩ A′′ = A, A′ ∪ A′′ = X et ω(P ) = ω(p(A′)) = ω(p(A′′)).
Par hypothése de récurrence, P (A′) et p(A′′) peuvent être partitionnés en ω(P ) chaînes.
soit C ′ et C ′′ de telles partition. chaque élément a de A est dans un seul C ′a de C

′ et dans
un seul C ′′a de C ′′ .
Clairement, pour chaque A la réunion Ca = C

′
a ∪ C

′′
a est une chaîne, et la famille de ces

chaînes forme une partition de P.
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4.1. Le théorème de Dilworth

2éme cas : tout antichaîne maximum est formée soit des éléments minimaux soit des
éléments maximaux. Dans ce cas, choisissons une chaîne maximal C de P. Elle contient
forcément un élément minimal et un élément maximal de P, donc ω(P (X\C)) = ω(P )−1,
et par récurrence on peut partitionner X\C en ω(p)− 1 chaînes de P (X\C). En ajoutant
C, on obtient une décomposition de P en ω(P ) chaînes.

Remarque 4.2. On peut noter que le théorème de Dilworth reste valable dans le cas d’un
ensemble ordonné infini ayant une largeur finie. Cependant, le théorème tombe en défaut
pour les ensembles ordonnés ayant une largeur infinie, même si toute antichaîne est de
taille finie.
Par exemple, dans la figure ci-dessous, l’ordre a 4 comme largeur ({a, b, e, f} est une an-
tichaîne), et peut être couvert par 4 chaînes (e.g., {0, a, d, 1}, {b}, {e}, {c, f}).

Figure 4.1 – Une illustration du théorème de Dilworth.

Soient P = (X,≤p) un ensemble ordonné et I une partie non vide de X. On dit que
I est un intervalle dans P si :

∀z ∈ X, [(x, y ∈ I) et (x ≤p z ≤p y)]⇒ z ∈ I.

Par exemple, si a ≤ b, l’ensemble z ∈ X : a ≤p z ≤p b est un intervalle dans P que l’on
note [a, b].
On dira que y couvre x dans l’ensemble ordonné P, et on note x < y, chaque fois que
x ≤ y et [x, y] = {x, y}.

Définition 4.1. (Graphe simple)
Un graphe simple est la donnée du couple G = (S,A), S est appelé ensemble de sommets
du graphe et A est appelè ensemble des arêtes du G.
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4.2. Extensions et générateurs

Définition 4.2. (Graphe orienté)
Un graphe orienté est un couple G = (X,E) où X est un ensemble et E est une relation
binaire de base X. Les éléments de X sont appelés sommets de G et les éléments de E
sont appelés arcs de G.

A chaque ensemble ordonné P = (X,≤p), on associe quatres graphes :
– G1 = (X,U), graphe défini par : {x, y} ∈ U si et seulement si x ∼p y et x 6= y, c’est
le graphe de comparabilité ;

– G2 = (X,E), graphe orienté défini par (x, y) ∈ E si et seulement si x <p y (on
oublie la refléxivité). c’est le graphe de la relation ;

– G3 = (X, V ), graphe orienté défini par : (x, y) ∈ V si et seulement si y couvre x,
c’est le graphe de Hasse ;

– G4 = (X,F ), graphe simple défini par : {x, y} ∈ F si et seulement si y couvre x ou
x couvre y, c’est le graphe de couverture.

4.2 Extensions et générateurs

Soient P = (E,≤p) et Q = (E,≤Q) deux ensembles ordonnés, on définie l’intersection
de P et Q par : ∀x, y ∈ E2, (x, y) ∈ P ∩Q ⇒ x ≤p y et x ≤Q y.
On dit que Q est une extension de P si x ≤p y implique x ≤Q y pour tous x, y ∈ E. Si de
plus Q est un ordre total on dit que Q est une extension linéaire de P .

Théorème 4.3. (Szpilrajn extension)[23]
Soient P = (E,≤p) un ensemble ordonné et x, y ∈ E tels que x ‖p y. Alors, il existe une
extension Q de P telle que x ≤Q y.

Preuve 4.3. On définit une relation sur E, notée ≤Q, définie par : z ≤Q z
′ si et seulement

si z ≤p z
′ ou z ≤p x et y ≤p z

′ Il est facile de voir que Q = (X,≤Q) est un ensemble
ordonné contenant P .

Exemple 4.1.
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Figure 4.2 – Un ordre et ses cinq extension linéaires.

L’ensemble des extensions de P ordonné par inclusion admet P comme élément mi-
nimal. Les éléments maximaux pour cet ordre inclusion sont des ordres totaux d’aprés le
lemme précédent. Cet ensemble, noté L(p), est appelé ensembles des extensions lineaires
de P .
D’après le lemme précédent, il est facile de voir P = ∩L(p).

Le lemme ci-dessous s’obtient sans difficulté en invoquant l’antisymétrie et la transi-
tivité des ordres.

Lemme 4.1. Si P est un ordre sur un ensemble X, P n’a aucun circuit.

4.3 Dimension d’un ordre

La notion de dimension se retrouve dans plusieurs objets mathématiques tels que les
espaces euclidiens, les variétés, les espaces vectoriels et bien d’autres. Cette notion peut
être adaptée avec succès aux ensembles ordonnés, la plus célèbre étant introduite en 1941
par B. Dushnik et E. W. Miller ([2]).

Définition 4.3. Soient P = (X,≤P ) Un ensemble ordonné et R = {L1, ..., Ln} Une
famille d’extension linéaires sur X, R est appelée générateur de P si P = ⋂n

i=1 Li.

Proposition 4.1. Soient P = (X,≤p) un ensemble ordonné et R = {L1, ..., Ln} une
famille d’extensions linéaires de P . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. R est un générateur de P

2. P = ∩ni=1Li

3. Pour tous x, y ∈ X tels que x ‖p y, il existe 1 ≤ i ≤ n tel que x <Li
y

4. Pour tous x, y ∈ X tels que x ‖p y, il existe 1 ≤ i,j ≤ n tels que x <Li
y et y <Lj

x.
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Preuve :
(1)⇒ (2) Par définition.
(2)⇒ (3) ∀x, y ∈ X tels que x ‖p y, supposon que ∀i y <Li

x Or P = ∩ni=1Li ⇒ y <p x

absurde avec x ‖p y.
(3) ⇒ (4)∀x, y ∈ X tels que x ‖p y,d’aprés (3) il existe 1 ≤ i ≤ n tel que x <Li

y et il
existe 1 ≤ j ≤ n tel que y <Lj

x d’ou (4).
(4) ⇒ (1) Montron que P ⊂ ⋂n

i=1 Li, soit x, y ∈ X tels que x <p y alors d’aprés (4)
∀1 ≤ i ≤ n x <i y ⇒ P ⊂ ⋂n

i=1 Li.

Montron d’abord que ⋂n
i=1 Li ⊂ P , soit x, y ∈ X tels que x <Li

y ∀1 ≤ i ≤ n supposon
que x ‖p y alors d’aprés (4) il existe 1 ≤ i ≤ n tels que y <Li

x ⇒ x <P x absurde.

Définition 4.4. La dimension d’un ensemble ordonné P = (X,≤p), notée dim(P ), est le
plus petit entier n tel qu’il existe une famille R = {L1, ..., Ln} d’extentions linéaires de P
telle que P = ⋂

R = ⋂n
i=1 Li. Une telle famille est appelée réaliseur ou base.

Remarque 4.3. – Un ensemble ordonné est de dimension 1 si et seulement si est un
ordre total.

– Un ensemble ordonné P = (X,≤p) ayant au moins deux éléments qui est antichaîne
est de dimension 2. En effet, R = {L,Ld} est un générateur de P où L un ordre
total quelconque sur X.

– Tout ensemble ordonné P a même dimension que son dual. en effet, {L1, ..., Ln} est
générateur de P si et seulement si {Ld1, ..., Ldn} est un générateur de P d.

Exemple 4.2.

Figure 4.3 – Un ordre de dimension 3, une base étant {adbefc, adbcef, beacdf}.

Proposition 4.2. Soient P = (X,≤p) un ensemble ordonné et Y une partie non vide de
X. Alors, dim(P\Y ) ≤ dim(P ).
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Preuve : Si {L1, ..., Ln} est générateur de P , alors {L1\Y, ..., Ln\Y } est générateur
deP\Y.

Proposition 4.3. Soient P = (X,≤p) un ensemble ordonné et x ∈ X Alors, dim(P )−1 ≤
dim(P − x) ≤ dim(P )

Preuve : Le seconde inégalité est évidente d’aprés la proposition précédents.
Pour la première, considérons {τ1, ..., τn} un réaliseur de P-x.
Soient Up(x) = {y : y ∈ X et x <P y}., Dp(x) = {y : y ∈ X et y <p x} et Ip = {y : x ∈ X
et x ‖P y}.
On pose L0 = τ1(Dp(x) ∪ Ip(x))xτ1(Up(x)), L1 = τ1(Dp(x))xτ1(Up(x) ∪ Ip(x)).
Pour i ∈ {2, ..., n}, on définie Li à partir de τi en insérant x juste après le dernier élément
de Dp(x).
Clairement les Li sont des extension linéaires de P .
Montrons que P = ∩ni=0Li.

Si x ‖p y, alors y <L0 x et x <L1 y.

Prenons a, b ∈ X − {x} tels que a ‖p b.
Supposons que a <τi

b pour i ∈ {2, ..., n}, on a donc b <τ1 a.

Montrons que b <L0 a ou b <L1 a.

On a trois cas :
Si a, b ∈ DP (x), b <τ1 a⇒ b <L0 a ou b <L1 a.

Si a, b ∈ IP (x), b <τ1 a⇒ b <L0 a ou b <L1 a.

Si a, b ∈ UP (x), b <τ1 a⇒ b <L0 a ou b <L1 a.

Si a, b ∈ DP (x) ⋃
IP (x), b <τ1 a⇒ b <L0 a ou b <L1 a.

Si a, b ∈ UP (x) ⋃
IP (x), b <τ1 a⇒ b <L0 a ou b <L1 a.

donc dans tous les cas on a b <L0 a ou b <L1 a.

Remarque 4.4. La dimension est donc monotone (i.e, la dimension d’un sous-ordre est
plus petit que l’ordre de départ.

4.3.1 Ordres de dimension deux

Définition 4.5. Une extension linéaire L de P est non séparante si ∀x, y, z ∈ X, x <p y,

x ‖p z, y ‖p z ⇒ z <L x ou y <L z

Théorème 4.4. Un ordre est de dimension inférieur à deux si et seulement si il possède
une extension linéaire non séparante.
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Preuve : Trivial si dim(P ) = 1. Supposon donc dim(P ) = 2.
Soient L1 et L2 deux extensions linéaires telles que P = ∩2

i=1Li. Il suffit que L1 est non
séparante.
Supposons qu’il existe x, y, z ∈ X, telles que x <L1 z <L1 y avec x <p y, x ‖P z et y ‖P z.
x ‖P z et x <L1 z donc z <L2 x; x <p y, donc z <L2 y. Or z <L1 y, donc z <p y,

contradiction.
Condition suffisante
Soit L1 une extension linéiare non séparante de P , soit L′ définie par : x <L′ y, ssi x <P y

ou x ‖P y et y <L1 x.

L
′ est un graphe orienté complet antisymétrique. Pour montrer que L′ est une extension

linéiare, il suffit de vérifier que L′ n’a pas de circuit.
Si L′ a un circuit, alors elle a un circuit de longueur trois. En effet, si µ = (x1, ..., xk, x1)
est un circuit avec k ≥ 4, alors (x1, x2, x3, x1) est un circuit, soit (x1, x3, ..., xk, x1) est un
circuit de plus court.
Soit (a,b,c,a) un circuit de L′ . Ce ne peut être un circuit de P. Donc, il y a au plus deux
arcs de P dans le circuit. S’il y’en a deux, par exemple (a, b) et (b, c), alors par transitivité
de P , (a, c) ∈ P contradiction avec (c, a) ∈ L′ . S’il en a un seul, par exemple (a, b) ∈ P,
alors (b, c), (c, a) ∈ L′ contradiction avec le fait que L1 est non séparante.
S’il n’en a aucun, (a, c, b, a) est un circuit de L′ , ce qui contredit que L′ est un ordre. L′

est donc une extension linéaire de P .

Définition 4.6. – Soit G = (X,E) un graphe simple. On appelle orientation tran-
sitive de G, une application φ qui à toute arête {a, b} associe l’un des arcs (a, b)
ou (b, a) de sorte que le graphe orienté obtenu soit le graphe d’une relation d’ordre
partiel.

– On dira que G est un graphe de comparabilité s’il admet une orientation transitive.
– Le graphe d’incomparabilité de P = (X,≤p) est IP = (X,E) où {x, y} ∈ E si et
seulement si x ‖P y.

Théorème 4.5. Un ordre est de dimension inférieur à deux si et seulement si IP est un
graphe de comparabilité.

Preuve :
Condition nécessaire
Si dim(P ) = 1, IP n’a pas d’arêtes, c’est un graphe de comparabilité.
Si dim(P ) = 2, on considère une extension linéaire L non séparante et on définit une
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orientation F sur IP en posant xy ∈ F si x ‖P y et x <L y.
Montrons que F est une orientation transitive.
supposons que xy, yz ∈ F.
Si x ‖P z, on a x <L y <L z, d’où xz ∈ F.
Si x ⊥P z, alors x <p z puisque x <L z. Contradiction avec le fait que L est une extension
linéaire non séparante.
Condition suffisante
Soit F une orientation de IP . On pose L = P ∪ F.
Montrons que L est une extension linéaire de P .
L est un tournoi(entre deux sommets distincts il y a un seul arc). S’il y a un circuit, il y
a un circuit de longeur 3. Ce circuit ne peut être ni à l’intérieur de P ni de F .
Si (a, b, c, a) a deux arcs dans P . Cela contredit la transitivité de P . de même, Si (a, b, c, a)
a deux arcs dans F .
Montrons que L est non séparante.
Supposons par l’absurde qu’il existe x, y, z ∈ X, telles que x <L y <L z avec x <P z,
x ‖P z et y ‖P z. On a donc xy, yz ∈ F et x <P z, ce qui contredit le fait que F est
transitif. D’où dim(p) ≤ 2.

Une caractérisation des ordres de dimension deux :

Théorème 4.6. La dimension d’un ordre P est inférieure ou égale à 2 si et seulement si
P est isomorphe à l’ordre d’inclusion sur une famille d’intervalles d’un ordre total.

Preuve :
Condition nécessaire
supposons que dim(P ) = 2 alors P = L1

⋂
L2

Donc L1 = x1, ...., xn et L2 = y1, ...., yn

Soit x, y ∈ X tels que x <P y alors
il existe i, j avec i < j tels que xi = x et yj = y xi <L1 yj

il existe l, l′ avec l < l′ tels que yl = x et yl′ = y yl <L2 yl′

soit L1L
d
2 = x1, ...., xnyn, ...., y1 alors x = xi et x = yn−l+1 alors on associe à x l’intervalle

Ix = [i, 2n− l + 1] et de même on associe à y l’intervalle Iy = [j, 2n− l′ + 1]
et par suit Iy ⊂ Ix d’où P est isomorphe à l’ordre d’inclusion sur une famille d’intervalles
d’un ordre total.
condition est suffisante
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Nous avons besoin pour la suite de montrer que la condition est suffisante.
Soit un ensemble E et un ordre total O sur E. un intervalle [i, t] de O est défini par son
élément initial i et son élément terminal t, avec i ∈ E, t ∈ E, et (i, t) ∈ O. si e ∈ E,

e ∈ [i, t]⇔ (i, e) ∈ O et (e, t) ∈ O.
Définissons deux ordres totaux O1 et O2 sur l’ensemble H des intervalles de O. Si I =
[i, t] ∈ H et I ′ = [i′ , t′ ] ∈ H, on a

– t 6= t
′ et (t, t′) ∈ O ⇒ (I, I ′) ∈ O1.

– t = t
′ et (i′ , i) ∈ O ⇒ (I, I ′) ∈ O1.

– i 6= i
′ et (i′ , i) ∈ O ⇒ (I, I ′) ∈ O2.

– i = i
′ et (t, t′) ∈ O ⇒ (I, I ′) ∈ O2.

Avec les ordres O1 et O2 ainsi construites, on a bien :

[i, t] ⊂ [i′ , t′ ]⇔ ([i, t], [i′ , t′ ]) ∈ O1 ∩O2

La restriction de l’ordre d’inclusion à une famille quelconque d’intervalles de O est donc
de dimension au plus égale à 2.

4.4 Ensemble ordonné biparti :

Définition 4.7. Un ensemble ordonné P est biparti si l’étendue κ(P ) de P est égale à 2,
c’est-à-dire si P est de hauteur 1.

L’exemple (4.4) donne deux exemples d’ensembles ordonnés bipartis :
– Le premier est l’ensemble ordonné biparti complet K4,3, plus généralement, on note
Kp,q l’ensemble ordonné biparti où chacun des p éléments minimaux est inférieur à
chacun des q éléments maximaux.

– Le second exemple est la couronne CR4, plus généralement, on appelle couronne
CRp l’ensemble ordonné formé de p éléments minimaux a1, ..., ap et de p éléments
maximaux b1, ..., bp vérifiant ai < bi−1, bi pour tout 1 < i ≤ p et a1 < bp, b1.

Exemple 4.3.
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4.4. Ensemble ordonné biparti :

Figure 4.5 – (a)K4,3 (b)CR4

a) Les ordres bipartis de dimensions deux

Les ordres bipartis de dimensions 2 sont des ordres de dimensions deux de hauteur
1, à savoir avec seulement 2 niveaux. Ces ordres et leurs graphes de comparabilité ont
été étudiés récemment pa rapport à des problèmes qui son NP-difficile sur les graphes
bipartites arbitraires ([1], [12], [10]).

Théorème 4.7. Soit P = (X,<) est un ordre de hauteur 1 avec niveau inférieur V1 =
Min(P ) et de niveau supérieur V2 = V − V1.

P est de dimension 2 si est seulement si il existe un ordre a1, a2, ..., an1 de V1 et b1, b2, ..., bn2

de V2 de telle sorte que

 ai <P bk, aj <P bl avec i < j et k > l

implique ai <P bl et aj <P bk, .

Exemple 4.4.

Figure 4.6 – un ordre biparti de dimension 2 et ordre non biparti de dimension 2
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4.5. Les algorithmes :

4.5 Les algorithmes :

La théorie de la complexité s’intéresse à l’étude formelle de la difficulté des problèmes
en informatique. Elle est basée sur les travaux d’Edmonds [11] et de Cook [22]. L’ob-
jectif de calculer la complexité d’un algorithme, est d’obtenir un ordre de grandeur du
nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour que l’algorithme fournisse la solution
du problème à l’utilisateur. Ceci permet de comparer la performance des algorithmes. La
notion de rapidité d’un algorithme est très importante si l’on envisage des applications
pratiques. Toutefois, jusqu’au milieu du XXe siècle, la notion de rapidité d’un algorithme
était vague et ne faisait pas l’objet de recherches pour elle-même.
Finalement le développement de la théorie de la complexité algorithmique depuis le milieu
des années 1960 a placé la notion de rapidité d’un algorithme au cæur de questions très
difficiles et profondes.

4.5.1 Problèmes, algorithmes, complexité

Un problème est défini par la donnée d’un objet mathématique représenté par un
nombre fini de symboles (l’instance ou l’entrée) et d’une question dont la réponse dépend
uniquement de l’instance. Si la réponse à la question ne peut être que "oui" ou "non", on
parle de problème de décision.
D’une manière simple, un algorithme est une description de longueur finie, dans un langage
de programmation, d’une suite finie d’opérations élémentaires (le calcul ) ne dépendant
que de l’instance et fournissant une réponse à la question (la sortie).
La complexité de l’algorithme est le nombre d’opérations élémentaires nécessaires à l’exé-
cution de l’algorithme pour une instance de taille n (nombre de symbole nécessaire à sa
représentation) dans le pire des cas.
Nos estimations de complexité seront toujours données à une constante multiplicative près
à l’aide de la notation de Landau O. Un algorithme est de complexité O(f(n)) où f est
une fonction sur N , s’il existe une constante c telle que le nombre d’opérations nécessaire
pour exécuter l’algorithme sur une instance de taille n est inférieur à c× f(n).
Un algorithme est dit (en temps) polynomial si sa fonction de complexité est en O(nk)
avec k ≥ 1 fixé. Dans ce cas, l’algorithme est considéré comme efficace.
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4.5.2 Les problèmes P, NP, et NP-complets :

– La classe P ou classe Polynomiale : Cette classe regroupe les problèmes qui peuvent
être résolus en utilisant un algorithme à temps polynomial.

– La classe NP ou classe Non-déterministe Polynomiale est une classe des problèmes
qui sont «vérifiables» en temps polynomial. Cela signifie : si l’on nous donne, d’une
façon ou d’une autre, une solution « certifiée », nous pouvons vérifier que cette
solution est correcte en un temps qui est polynomial par rapport à la taille de
l’entrée.

Définition 4.8. Un problème A est réductible à un problème B s’il existe un algorithme
résolvant A qui utilise un algorithme résolvant B.

Définition 4.9. Si l’algorithme résolvant A est polynomial, considérant les appels à l’al-
gorithme résolvant B comme de complexité constante, la réduction est dite polynomiale.
On dit que A est polynomialement réductible à B et l’on note A ≤ B.

Remarque 4.5. La relation ≤ est réflexive et transitive, mais pas antisymétrique.

Un problème de la classe NP est dit NP-complet si tous les problèmes de la classe
NP peuvent être réduit en temps polynomial à ce problème. Autrement dit, un problème
A sera dit NP-Complet s’il respecte les deux propriétés suivantes :

- A ∈ NP

- A est NP-difficile c’est-à-dire : que B ≤P A pour tout problème B ∈ NP.

La résolution d’un problème NP peut nécessiter l’examen d’un grand nombre (éven-
tuellement exponentiel) de cas mais l’examen de chaque cas doit se faire en temps po-
lynomial. On déduit que P ⊂ NP . La question est de savoir si NP ⊂ P . La différence
entre P et NP n’a pas été prouvée, mais la conjecture est considérée comme hautement
probable. Ces problèmes constituent le noyau dur des problèmes NP, si bien que si l’on
trouvait un algorithme polynomial permettant de résoudre un seul problème NP-Complet,
on pourrait en déduire un autre pour tout problème NP .

La réduction polynomiale est la technique de base pour prouver que des problèmes
sont NP-complet.

Définition 4.10. Un problème X se réduit en temps polynomial à un problème Y si et
seulement si des instances du problème X peuvent être résolues avec un nombre polyno-
mial de calculs élémentaires qui résolvent le problème Y , on note X ≤P Y .
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Théorème 4.8. [15]
Déterminer si un ordre est de dimension k, pour k ≥ 3, est NP-complet.

Avant de décrire la réduction, nous obtenons un aperçu du problème. Soit P = (N,≤P )
un ensemble ordonnée et supposons que N est divisée en deux ensembles S, S ′ pour qu’il
n’y ait pas d’arc de P dirigé à partir d’un noeud de S ′ à un noeud de S. Soit B(P ) être le
graphe biparti avec N ensemble de noeuds et un ensemble d’arêtes {{x, y}/x ∈ S, y ∈ S ′, x
et y incomparable}. Considérons maintenant une extension linéaire L de P , et soit L̄ le
graphe biparti avec N l’ensemble des noeuds et un ensemble des arêtes {{x, y}/x ∈ S, y ∈
S ′, (x, y) ∈ L} ; i.e., L contient les arcs (sans la direction) qui sont dirigés à partir des
noeuds de S ′ aux noeuds de S. Puisque P n’a pas de tels arcs et L est une extension
linéaire de P , L̄ doit être un sous-graphe de B(P ).
Nous disons que deux arêtes {x, y}, {z, w}, d’un graphe sont indépendants si les nœuds
x, y, z, w sont distincts et le graphe induit par eux se compose exactement de ces deux
arêtes. Supposons que L̄ avait deux arêtes indépendants {x, y}, {z, w} avec x, z ∈ S et
y, w ∈ S ′. À partir de la définition de L̄ alors, L contiendrait (y, x), (w, z), (z, y) et (x,w) ;
i.e., L serait un cycle y → x→ w → z → y contredisant le fait que L est un ordre linéaire.
Ainsi, L̄ n’a pas de paire des arêtes indépendants. Nous appelons un graphe biparti avec
cette propriété, graphe de la chaîne. Il se caractérise également par la propriété que les
sommets voisins Γx (ensembles de noeuds adjacents à x) de nœuds x en S sont totalement
ordonnés par ensemble inclusion ; i.e. pour tout x, y dans S, soit Γx ⊆ Γx ou Γx ⊆ Γx[y].
Supposons maintenant que P est de dimension d, et soient L1, ...Ld être l’extension linéaire
de P avec intersection est P . Soit L̄1.....L̄d le graphe biparti que nous avons défini ci-dessus.
Chaque L̄i est un sous-graphe de chaîne B(P ). Etant donné que l’intersection de L′i est
de P , pour chaque arête {x, y} de B(P ) avec x ∈ S, y ∈ S ′, l’arc (y, x) doit apparaître
dans au moins une des L′i ; ainsi {x, y} est couvert par (apparaît dans) au moins l’un des
L̄′i. Pour un graphe biparti G, soit ch(G) le nombre minimum de sous-graphes de chaîne
de G qui couvre toute les arêtes de G. Nous avons montré :

Lemme 4.2. dim(P ) ≥ ch(B(P )).

Ainsi, par exemple, si P est la couronne sur des nœuds {vl, ..., vk, v′1, ..., v′k} avec
des arcs vi → v′j pour i 6= j, et nous prenons S = {v1, ..., vk}, S ′ = {v′1, ..., v′k},
alors B(P ) est constitué des k paires d’arêtes indépendantes {v1, v

′
1}, ..., {vk, v′k} et

dim(P ) ≥ ch(B(P )) = k.
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Par réduction de 3-Coloration, qui est NP-complet Ce problème revient à décider s’il
existe un coloriage du graphe G = (S,E) utilisant au plus 3 couleurs. Dans G, nous allons
construire un ordre partiel P de telle sorte que G peut être coloré avec 3 couleurs si et
seulement si dim(P ) ≤ 3.
Soit V = {u1, ..., un} être les nœuds de G, et E = {e1, ..., em} ses arêtes. P est un ordre
partiel sur l’union N de deux ensembles disjoints S et S ′. S Contient deux nœuds uia,
uib pour chaque nœud ui de V , et deux noeuds uik, ujk pour chaque arête ek = {ui, uj}
dans E. S ′ contient les versions apprêtées des nœuds de S ; ainsi, au total N a 4n + 4m
éléments. L’ordre partiel P est défini comme suit.
P = {(uia, u′it)/1 ≤ i ≤ n, t 6= a} ∪ {(uib, u′it)//1 ≤ i ≤ n, t 6= b}∪{(uik, u′jl)/1 ≤ i, j ≤
n, 1 ≤ k ≤ m, l ≥ k ou l = a ou b}∪{(uik, u′jk)/1 ≤ k ≤ m, ek = {ui, uj}}∪ {(uik, u′jl)/1 ≤
i, j ≤ n, 1 ≤ k < l ≤ m}.

Notez que tous les arêtes entre S et S ′ sont dirigés de S à S ′. Soit B(P ) le graphe
biparti défini au-dessus. Soit Q les nœuds uik en S qui correspondent aux arêtes de G
(ie, avec 1 ≤ k ≤ m), R le reste des nœuds S (i.e. avec k = a, b), et que Q′, R′ être les
sous-ensembles analogues de S ′. En termes simples, B(P ) a la structure suivante : dans
un nœud Q est relié à sa version apprêté et à tous les noeuds de Q′ ayant un second indice
strictement inférieur ; un nœud R est connecté à sa version apprêté et tous les nœuds de S ′

avec un premier indice différent. Figure 4.7 nous donnons un exemple de la construction ;
une partie seulement de l’ordre partiel est représenté pour plus de clarté.

Figure 4.7.

Lemme 4.3. Si ch(B(P )) ≤ 3 alors G peut être coloré avec au plus 3 couleurs.
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Preuve. Supposons que ch(B(P )) ≤ 3, et que B1, B2, B3 soit trois sous-graphes de
chaîne de B(P ) que couvrir. Considérons le graphe Hi de B(P ) induite par tous les nœuds
uit, avec i le premier indice. Il comporte trois composantes connexes : l’arête {uia, u′ia},
l’arête {uib, u′ib} et le sous-graphe induit par le uik, u′ik avec 1 ≤ k ≤ m. Depuis un graphe
de chaîne ne peut pas contenir deux arêtes indépendants, aucun des B′j ne peut contenir
deux arêtes de différentes composantes de Hi. Depuis Hi a trois composantes, tous les les
arêtes du troisième composant sont dans le même Bj ; nœud ui couleur avec l’index de
cette Bj.
Nous devons montrer maintenant que ce soit une coloration juridique de G. Supposons
qu’il existe deux noeuds adjacents ui, uj avec la même couleur, par exemple la couleur 1.
soit ek = {ui, uj}. De la définition de la coloration que nous avons {uik, u′ik}, {ujk, u′ik} ∈
B1. Mais ces deux arêtes sont indépendants dans B(P ), donc aussi dans B1, ce qui contre-
dit l’hypothèse que B1 est un graphe de chaîne.

Lemme 4.4. Si G peut être coloré avec au plus 3 couleurs alors d(P ) ≤ 3.

Preuve.[15]
Preuve. immédiatement de lemmes 4.3, 4.4, 4.5 on conclure que le problème est NP-

complet.

4.6 Conclusion :

Dans ce chapitre, dans la première section nous avons présenté deux théorèmes de
dilworth, dans la deuxième section on a défini la notion usuelle de dimension est appliquée
aux ensembles ordonnés. Et en fin nous nous sommes surtout concentrés sur la dimension
des ordres bipartis et nous avons montré qu’un un ordre est de dimension k, pour k ≥ 3,
est NP-complet à l’aide de la réduction polynomiale.
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Conclusion et générale

Le travail que nous avons présenté concerne la résolution d’un problème d’optimisation
rencontré dans le domaine du transport. Ce problème est appelé Problème de Tournées
de Véhicules Sélectives ou le plus souvent problème de course d’orientation par équipe. Le
TOP consiste à déterminer les tournées de m véhicules partant d’un dépôt et s’achevant
à un autre. Chaque tournée doit desservir un sous-ensemble de clients dont chacun est
caractérisé par une priorité ou un profit. Le problème consiste à maximiser le profit récolté
par les m tournées sachant que chacune d’elles est limitée par une distance maximale.
Afin de résoudre le TOP, nous avons conçu une approche par l’algorithme génétique qui
sont vraiment robuste, il faut juste le guider pour qu’il puisse nous donnée des bonne
résultats. Le développement de ce travail portera sur l’amélioration de nos procédures,
telles que la mutation, l’application d’autres métaheuristiques, et l’extension de notre
AG à d’autres variantes du TOP en ajoutant de nouvelles contraintes, la contrainte de
capacité des véhicules. Ce problème a été traité récemment et pour la première fois par
Archetti et al. (2007a) et nommé Capacitated Team Orienteering Problem CTOP. Nous
pouvons encore ajouter la contrainte de temps de service ou la contrainte de fenêtre de
temps.

Dans ce travaille nous avons aussi utilisé les ensemble ordonés pour décider si un ordre bi-
partie est de dimension k pour k ≥ 3 est NP-complet à l’aide de la réduction polynomiale
qui est la technique de base pour prouver que des problèmes sont NP-complet.
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