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Les limites supérieures et inférieures sont deux notions fondamentales dans l'étude
d'une suite réelle. Ces deux notions généralisent la notion de limite, elles sont dé-
�nies pour n'importe quelle suite (ayant ou non une limite) et coïncident avec la
notion de limite lorsque celle-ci existe.

D'abord, dans le premier chapitre, on va dé�nir la notion de valeur d'adhérence
d'une suite qui est en relation avec les limites supérieures et inférieures, les opéra-
tions sur ces limites et ses applications pour résoudre le problème de convergence
d'une suite numérique.

Ainsi, on s'intéresse à la formule d'Hadamard qui est un résultat d'analyse qui
détermine le rayon de convergence d'une série entière, et qui se détermine à partir
de la limite supérieure.

Ensuite, le troisième chapitre concerne la limite supérieure et inférieure d'une
fonction et l'importance de ces limites dans la continuité d'une fonction.

Finalement, le quatrième chapitre traitera des limites supérieure et inférieure
d'une suite ensemble, a�n de dé�nir une notion de convergence pour suite d'en-
sembles.
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1 Limite supérieure et inférieure d'une suite numérique :

1.1 Généralités.

Commençons par des rappels sur les suites et quelques dé�nitions de base.

Dé�nition 1 :

On appelle suite numérique toute application de N dans R telle que :

u : N→ R
n→ un

Une suite numérique est notés (un)n∈N ou (un).

Dé�nition 2 :

Soit (un)n∈N une suite numérique. On dit que la suite (un)n∈N est :

· constante lorsque : ∀n ∈ N, un = u0.

· croissante lorsque : ∀n ∈ N, un ≤ un+1.

· décroissante lorsque : ∀n ∈ N, un ≥ un+1.

· monotone losqu'elle est croissante ou décroissante.

Dé�nition 3 :

Une suite (un) est dite majorée (resp.minorée) losque :

∃M ∈ R,∀n ∈ N, un ≤M (resp.∀n ∈ N, un ≥M).

Une suite minorée et majorée est dite bornée.

Propriété 1 :

Soit (un) une suite numérique.

(un) est bornée⇔ ∃M ∈ R,∀n ∈ N : |un| ≤M .

5



Dé�nition 4 :

Soit (un) une suite numérique.

· On dit que la suite (un) converge vers un réel α et on note lim
n→+∞

(un) = α,

si : ∀ε > 0,∃n0 ∈ N : n ≥ n0 =⇒| un − α| ≤ ε

· On dit qu'une suite numérique diverge losqu'elle n'est pas convergente.

Propriété 2 :

. Si une suite numérique converge, alors elle est bornée.

. Soit (un) une suite numérique.

lim
n→+∞

(un) = α⇐⇒ lim
n→+∞

| un − α| = 0

Propriété 3 :

Soient (un), (vn), (wn) trois suites numérique.

Si : ∗ ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : un ≤ wn ≤ vn.

∗ (un) et (vn) soient convergentes.

∗ lim
n→+∞

(un) = lim
n→+∞

(vn) = a.

Alors (wn) est convergente et lim
n→+∞

(wn) = a.

Propriété 4 :

. Si une suite numérique est croissante et majorée, alors elle est convergente.

. Si une suite numérique est décroissante et minorée, alors elle est convergente.

Dé�nition 5 :

. Soit E un sous-ensemble de R. Un réel M est la borne supérieure de E si
M est le plus petit des majorants de E. On note alors M = supE.

. Soit E un sous-ensemble de R. Un réel m est la borne inférieure de E si m
est le plus grand des minorants de E. On note alors m = inf E.
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1.2 Théorème de Bolzano-Weierstrass dans R.

1.2.1 Suites extraites-Valeurs d'adhérence d'une suite numérique.

Dé�nition 1 :

Soit (un)n∈N une suite de R. Une sous-suite ou suite extraire de (un)n∈N
est une suite de la forme (uk)k∈N avec vk = uΦ(n), Φ : N→ N, étant une applica-
tion strictement croissante.

Lemme :

Si φ : N→ N, est une application strictement croissante, alors φ(n) ≥ n, pour
tout n ∈ N.

Preuve :

On démontre par récurrence sur n que l'inégalité (Hn) : φ(n) ≥ n.
Par hypothèse, φ(0) ∈ N donc φ(0) ≥ 0, ce qui montre (H0). Soit n ∈ N quel-
conque. On suppose que pour cet entier n, l'inégalité (Hn) est véri�ée. Alors la
croissance stricte de φ montre que φ(n + 1) > φ(n) ≥ n, ce qui entraîne que
φ(n+ 1) ≥ (n+ 1), où on reconnaît (Hn+1).

Théorème :

Si une suite (un) converge vers l, toute suite extraite de (un) converge vers l.

Preuve :

On a : ∀ε > 0, ∃nε ∈ N, n ≥ nε ⇒ −ε+ l ≤ un ≤ l + ε.

Mais φ étant strictement croissante de N dans N elle véri�e pour tout n ∈ N,
φ(n) ≥ n.

Ainsi, on a : ∀ε > 0, ∃nε ∈ N, n ≥ nε ⇒ −ε+ l ≤ uφ(n) ≤ l + ε.

D'où la conclusion.

Dé�nition 2 :

Soit (un)n∈N une suite de R. On dit qu'un nombre l ∈ R est une valeur
d'adhérence de (un)n∈N s'il est la limite d'une suite extraite de (un)n∈N.
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Proposition 1 :

Le nombre l ∈ R est une valeur d'adhérence de la suite (un)n∈N si et seulement
si :

∀ε � 0, ∀N ∈ N, ∃n ≥ N : | un − l |≺ ε

Théorème(Bolzano-Weierstrass)

Toute suite bornée de R admet une valeur d'adhérence.

Proposition :

Si une suite (un)n∈N d'éléments de K n'a qu'une seule valeur d'adhérence
alors cette suite converge vers celle-ci.

Démonstration :

Soit (un)n∈N une suite n'ayaut qu'une seule valeur d'adhérence a.
Démonstration par l'absurde :
Supposons que (un)n∈N ne converge pas vers a.

i.e : ∃ε � 0 ∀N ∈ N ∃n ≥ N | (un)− a |� ε

Par conséquent il existe une in�nité de termes de cette suite.

A partir de ces termes on peut construire une suite extraite de (un) telle que :
∀n ∈ N | uρ(n) − a |� ε.

uρ(n) est bornée, elle est donc contenue dans un intervalle fermé borné et admet
une valeur d'adhérence b, d'après Théorème de Bolzano-Weierstrass.

b est nécessairement distinct de a car : ∀n ∈ N | un − a |� ε.

b étant une valeur d'adhérence d'une suite extraite de (un)n∈N, est aussi une
valeur d'adhérence de (un)n∈N ce qui est contraire à l'hypothèse.

Donc (un)n∈N converge vers a.

Exemple 1 :

La suite ((−1)n)n∈N a deux valeurs d'adhérence 1 et ( -1).
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Exemple 2 :

La suite (sin(n))n∈N admet l'intervalle [−1, 1] comme ensemble de valeurs
d'adhérence.

Lemme topologique :

Soient (E, T ) et (F, T ′) deux espaces topologiques. Soit f : E → F continue
surjective.
Si A est dense dans E, alors f(A) est dense dans F .

Lemme algébrique :

Soit G un sous groupe de (R,+), alors, soit G est dense dans R, soit il existe
a ∈ R tel que : G = aZ.

Corollaire 1 :

G = Z + 2πZ = {n+m2π, (n,m) ∈ Z2} est dense dans R.

Résultat :

L'application

sin : R→ [−1, 1]
x→ sinx

est surjective et continue.
De plus, G = N + 2πZ, est dense dans R et donc sin(G) est dense dans [−1, 1]
d'aprés le lemme, or

sin(G) = {sin(n+ 2mπ), (n,m) ∈ N× Z}
= {sin(n), n ∈ N} par périodicité

On en déduit alors que sin(n))n∈N admet l'intervalle [1,−1] comme ensemble de
valeurs d'adhérence

1.3 Limite supérieure et inférieure.

1.3.1 Propriétés des limites supérieures et inférieures.

En analyse réelle, les limites inférieures et supérieures sont des outils d'étude
des suites de nombres réels.
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Dé�nition :

Soit (un) une suite à valeurs dans R ou dans le compact R = R∪ {−∞,+∞},
(lim supun) est la plus grande valeur d'adhérence de la suite (un), et (lim inf un)
sa plus petite valeur d'adhérence.

Existence :

Si (un) une suite bornée de R, alors l'ensemble des valeurs d'adhérence de (un)
est non vide, d'après Théorème de Bolzano-Weierstrass.

Par extension lorsque la suite (un) n'est pas majorée, sa limite supérieure est
+∞, et dans le cas où elle est non minorée sa limite inférieure est (−∞).

D'onc la limite supérieure et inférieure existent, puisque l'ensemble des valeurs
d'adhérence est non vide.

Démonstration :

a) Mq : lim inf
n→+∞

un est une valeur d'adhérence :

i.e : ∀ε > 0,∀N0 ∈ N,∃k ≥ N0 tq : | uk − lim inf un| < ε.

Soit ε > 0 et N0 ∈ N, par dé�nition la lim inf un c'est la borne inférieure de
l'ensemble des valeur d'adhérence.

Soit N ∈ N tq ∀n ≥ N on ait :

| inf{uk/k ≥ n} − lim inf un| < ε

lim inf un − ε < inf{uk/k ≥ n} < lim inf un + ε

∀n ≥ N , par dé�nition de la borne inférieure, lim inf un − ε est un minorant
de {uk/k ≥ n} et lim inf un + ε n'est pas un minorant de {uk/k ≥ n}.

Soit N ′ ≥ max(N0, N) ∃k ≥ N ′ tel que :

lim inf un − ε < uk < lim inf un + ε.

Le résultat concerne la limite supérieure se déduit par l'égalité
lim inf
n→+∞

un = − lim sup
n→+∞

(−un).
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d'où : lim sup
n→+∞

(un) est une valeur d'adhérence de (un).

b) Soit l une valeur d'adhérence de (un)

Mq : lim inf
n→+∞

un ≤ l ≤ lim sup
n→+∞

un.

càd (lim sup
n→+∞

un et lim inf
n→+∞

un sont la plus grand et la plus petit respictivement

valeurs d'adhérence).

Soit ε > 0 et n ∈ N, comme l est une valeur d'adhérence de (un)
Il existe N ≥ n tel que |un − l| ≤ ε donc :

inf{uN/N ≥ n} ≤ uN ≤ l + ε et l − ε ≤ uN ≤ sup{uN/N ≥ n}
.

i.e : inf{uN/N ≥ n} − ε ≤ l ≤ sup{uN/N ≥ n}+ ε.

En passant à la limite : lim inf
n→+∞

un − ε ≤ l ≤ lim sup
n→+∞

un + ε.

cette inégalité étant vraie pour tout ε > 0.

on obtient : lim inf
n→+∞

un ≤ l ≤ lim sup
n→+∞

un.

Proposition :

Soit (un) une suite numérique .

∗On considère la suite (Sn)n dé�nie à partir de la suite (un)n par :

Sn = sup{uk/k ≥ n} ∀n ∈ N.

Nous avons : lim sup
n→+∞

un = lim supp≥n up = inf supp≥n up.

∗ On considére la suite (Sn)n dé�nie à partir de la suite (un)n par :

Sn = inf{uk/k ≥ n} ∀n ∈ N.

Nous avons : lim inf
n→+∞

un = lim infp≥n up = sup infp≥n up.

∗ De Plus, on a : lim inf
n→+∞

un ≤ lim sup
n→+∞

un.
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Preuve :

La suite (un)n étant bornée, les ensembles An = {up/p ≥ n} sont non vides
et bornés, ils admettent donc une borne supérieure et une borne inférieure et les
suites Sn et Sn sont bien dé�nies.
Par construction, on a pour tout n ∈ N, An+1 ⊂ An et donc supAn+1 ≤ supAn

et inf An ≤ inf An+1. Ainsi la suite (Sn)n est croissante et la suite (Sn)n est dé-
croissante. (Sn)n converge vers supn∈N Sn et (Sn)n converge vers infn∈N Sn .

Comme : inf{uk/k ≥ n} ≤ sup{uk/k ≥ n} ∀n ∈ N.

On a : supn∈N Sn = lim
n→+∞

Sn ≤ lim
n→+∞

Sn = infn∈N Sn

c'est à dire : lim inf
n→+∞

un ≤ lim sup
n→+∞

un.

Exemple 1 :

Soit un = (−1)n.
· lim sup

n→+∞
un = 1.

· lim inf
n→+∞

un = −1.

Exemple 2 :

Soit un = sin(n).
· lim sup

n→+∞
un = 1.

· lim inf
n→+∞

un = −1.

Exemple 3 :

Soit un =
sin(n)

n
.

· lim sup
n→+∞

un = 0.

· lim inf
n→+∞

un = 0.

Propriété :

Une suite (un) converge si et seulement si sa limite inférieure est égale à sa
limite supérieure.
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Démonstration :

⇐c Soit (un) suite telle que : lim inf
n→+∞

un = lim sup
n→+∞

un = l

Sn = sup{uk/k ≥ n} ≥ un ≥ Sn = inf{uk/k ≥ n}

passant à la limite : lim sup
n→+∞

un ≥ lim
n→+∞

un ≥ lim inf
n→+∞

un.

D'après théorème d'encadrement (un) converge vers l.

⇒c Supposons que la suite (un) converge vers l.

Soit ε > 0,∃N ∈ N,∀n ∈ N : n ≥ N =⇒ |un − l |≤ ε

∀n ∈ N, n ≥ N, ∀k ≥ n On a : l − ε ≤ uk ≤ l + ε

càd : {uk/k ≥ n} est minoré par l − ε et majoré par l + ε

et on déduit que :

l − ε ≤ Sn = lim inf
n→+∞

un ≤ Sn = lim sup
n→+∞

un ≤ l + ε.

donc : ∀ε > 0,∃N tq : |Sn − l| < ε.

=⇒ Sn converge.

De même pour Sn.

D'où : lim inf
n→+∞

un = lim sup
n→+∞

un = l.

Corollaire :

Soit l ∈ R. On suppose que pour tout ε > 0 :

lim inf un ≥ l − ε et lim supun ≤ l + ε.

Alors (un) converge vers l.
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Preuve :

Soit (un) suite numérique .

On a : lim inf un ≥ l − ε et lim supun ≤ l + ε.

=⇒ l − ε ≤ lim inf un ≤ lim supun ≤ l + ε.

D'où : lim inf
n→+∞

un = lim sup
n→+∞

un = l.

Exemple 1 :

On considère (xn) une suite numérique, bornée et croissante.

Où, xn = 1− 1

n

Et posons : yn = sup{1− 1

k
: k ≥ n} = 1

zn = inf{1− 1

k
: k ≥ n} = 1− 1

n

Donc, (yn) et (zn) deux suites convergent vers la même limite 1.

D'où, la suite (xn) converge vers 1.

Et, lim inf
n→+∞

xn = lim sup
n→+∞

xn = 1.

Exemple 2 :

On considère (xn) une suite numérique bornée.

Où, xn = (−1)n+1

Et posons : yn = sup{(−1)k+1 : k ≥ n} = 1

zn = inf{(−1)k+1 : k ≥ n} = −1

Donc, (yn) et (zn) deux suites convergent vers deux limite di�érentes.

D'où, la suite (xn) n'est pas convergente.
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1.3.2 Opération sur les limites supérieures et inférieures.

On peut caractériser les notions des limites supérieure et inférieure par les
propriétés suivantes :

Proposition :

Si (xn) et (yn) sont des suites numériques

1c lim sup(−xn) = − lim inf(xn).

2c Si ∀n ∈ N xn ≤ yn, alors :

· lim sup(xn) ≤ lim sup(yn).

· lim inf(xn) ≤ lim inf(yn).

3c lim sup(xn) + lim inf(yn) ≤ lim sup(xn + yn) ≤ lim sup(xn) + lim sup(yn).

4c lim inf(xn) + lim inf(yn) ≤ lim inf(xn + yn) ≤ lim sup(xn) + lim inf(yn).

5c Si xn ≥ 0 et yn ≥ 0 pour tout entier n, alors :

· lim sup(xn × yn) ≤ lim sup(xn)× lim sup(yn).

· lim inf(xn) lim sup(yn) ≤ lim sup(xn × yn).

6c Si xn ≥ 0 et yn ≥ 0 pour tout entier n et si lim(xn) = x alors :

lim sup(xn × yn) = x× lim sup(yn).

7c Si xn ≥ 0 et yn ≥ 0 pour tout entier n et si lim(xn) = x alors :

· lim sup(xn + yn) = x+ lim sup(yn).

· lim inf(xn + yn) = x+ lim inf(yn).

8c Si xn ≥ 0 Nous avons : lim sup 1
xn

=
1

lim inf xn
.
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Preuve :

1c lim inf
n→+∞

un = supn≥1 infk≥n uk

= supn≥1 inf{uk/k ≥ n}
= supn≥1(− sup{−uk/k ≥ n})
= − infn≥1 sup{−uk/k ≥ n}
= − infn≥1 supk≥n(−uk)
= − lim sup

n→+∞
(−un).

2c En e�et, Pour tout n, supk≥n xk ≤ supk≥n yk

Et par passage à la limite en faisant tendre n vers +∞.

On obtient alors, la première inégalité :

lim sup
n→+∞

(xn) ≤ lim sup
n→+∞

(yn).

De même façon pour la deuxième inégalité.

Pour tout n, on a : infk≥n xk ≤ infk≥n yk

Par passage à la limite en faisant tendren vers +∞, D'où, le résultat.

3c Nous avons ∀k ≥ n, xk + infn≥k yn ≤ xk + yk ≤ supn≥k xn + supn≥k yn.

D'où supn≥k xn + infn≥k yn ≤ supk≥n(xk + yk) ≤ supn≥k xn + supn≥k yn.

Et par passage à la limite, nous faisant tendre n vers +∞ et on obtient l'in-
égalité.

4c Cette démonstration se mène comme la démonstration précédente.

5c Nous avons ∀k ≥ n, xk × yk ≤ supn≥k xn × supn≥k yn.

Donc : supk≥n(xk × yk) ≤ supn≥k xn × supn≥k yn

Et par passage à la limite, nous faisant tendre n vers +∞ et on obtient l'in-
égalité.

D'autre part, pour tout k ≥ n :
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infn≥k xn × yk ≤ xk × yk ≤ supn≥k(xn × yn)

Entraine : infn≥k xn × supn≥k yn ≤ supn≥k(xn × yn).

Et par passage à la limite, nous faisant tendre n vers +∞ et on obtient
l'inégalité.

6c On a x = limxn = lim sup xn = lim inf xn
il su�t de remplacer dans les inégalités montrées en 5c
D'où on a l'inégalité.

7c D'aprés l'inégalité montrée en 3c
D'où on a l'inégalité.

8c Supp. D'abord que limxn > 0

D'aprés 5c avec yn =
1

xn
on obtient

lim inf xn × lim sup
1

xn
≤ 1

=⇒ lim sup
1

xn
≤ 1

lim inf xn
.

D'autre part ,

∀ε > 0,∀n ∈ N,∃k ≥ n
1

ε+ lim inf xn
≤ 1

xk
On déduit successivement :
∀ε > 0,∀n ∈ N

1

ε+ lim inf xk
≤ supk≥n

1

xk

∀ε > 0
1

ε+ lim inf xk
≤ lim sup

1

xn

D'où lim sup
1

xn
=

1

lim inf xn
.
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2 Formule d'Hadamard :

2.1Généralités sur les séries numériques.

Dé�nition 1 :

Soit (un)n une suite, on pose :
Sn = u0 + u1 + ...+ un =

∑n
k=0 uk.

La limite de Sn est appelée série de terme général un.
(Sn)n est appelée la suite des sommes partielles de la série.

Dé�nition 2 :

Une série de terme général (un)n est dite convergente si la suite des sommes
partielles (Sn)n est convergente.
Dans ce cas, la limite de la suite (Sn)n est appelée somme de la série et on note :

lim
n→+∞

Sn =
∑
n≥0

un.

Proposition :

Si (
∑

n≥0 un) converge, la suite (un)n≥0 converge vers 0.
La réciproque est fausse.

Preuve :

Posons l =
∑

n≥0 un = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

Sn−1.

Sn − Sn−1 = (u0 + u1 + ...+ un−1 + un)− (u0 + u1 + ...+ un−1) = un.

limun = lim(Sn − Sn−1) = lim
n→+∞

Sn − lim
n→+∞

Sn−1 = 0.

∗ La série harmonique (
∑ 1

n
) est divergente bien qu'on ait : lim

n→+∞

1

n
= 0.

Théoréme de comparaison :

Soit (
∑
un) et (

∑
vn) deux séries à terme positifs.

Si 0 ≤ un ≤ vn pour tout n ∈ N, alors :

• (
∑
vn) converge⇒ (

∑
un) converge

• (
∑
un) diverge ⇒ (

∑
vn) diverge.
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Preuve :

• un ≤ vn ⇒ Sn =
n∑
k=0

uk ≤
n∑
k=0

vk = Tn.

Puisque (Tn)n est une suite convergente donc majorée, alors (Sn)n est convergente
comme étant une suite croissante et majorée.

Théorème(Critère d'équivalence) :

Soit (
∑
un) et (

∑
vn) deux séries à termes strictement positifs.

On suppose que lim
n→+∞

un
vn

= l, l 6= 0 et, l �ni, alors les deux séries sont de

même nature.

Preuve :

En e�et : lim
n→+∞

un
vn

= l⇔ ∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n ∈ N : n ≥ N ⇒ |un
vn
− l| < ε.

Pour un ε tel que 0 < ε < l, on a alors l − ε < un
vn
< l + ε pour tout n ≥ N .

On a aussi (l − ε)vn < un < (l + ε)vn pour tout n ≥ N .

1) Si (
∑
vn) converge alors (

∑
(l + ε)vn) converge et par suite grâce au théo-

rème de comparaison, (
∑
un) converge.

2) Si (
∑
un) converge alors (

∑
(l − ε)vn) converge et donc (

∑
vn) converge.

Proposition

Pour tout a ∈ R (où a ∈ C) La série géometrique (
∑
an) converge si et

seulement si |a| < 1, et on a dans ce cas :
+∞∑
n=0

an =
1

1− a

2.2 Les séries entières.

2.2.1 Dé�nition.

Soit (an)n∈N une suite de nombres complexes.
Si z ∈ C, la série (

∑
anz

n) s'appelle une série entiére, les an sont les coe�cients
de (

∑
anz

n) et z est la variable de la série.

2.2.2 Rayon de convergence.

On dé�nit la convergence simple et la convergence absolue d'une série entiére
de la maniére suivante :
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Dé�nition :

∗ On dit que la série entière (
∑
anz

n) converge simplement sur un sous-
ensemble Z de C si pour tout z ∈ Z, la série de terme général (un = anz

n)
converge.

∗ On dit que la série entière (
∑
anz

n) converge absolument sur Z si pour tout
z ∈ Z, la série de terme général (un = |anzn|) converge.

Théorème et Dé�nition :

Soit
∑
anz

n une série entiére. Il existe R ∈ [0,+∞] tel que :
R = sup{r, r ∈ R+,

∑
|an|rn converge}.

R est appelé le rayon de convergence.

Preuve :

I = {r, r ∈ R+,
∑
|an|rn} est un intervalle de R+, contenant 0, soit il est borné

et admet alors une borne supérierieur, soit il n'est pas borné etR = +∞.

Dé�nition 1 :

Soit
∑
anz

n une série entiére complexe de rayon de convergence R.

L'ensemple D(0, R) = {z ∈ C; |z| < R} est appelé disque de convergence de
la série entiére.

Théorème :

Soit
∑
anz

n une série entière n, de rayon de convergence R.

1c si |z| < R alors (
∑
anz

n) converge absolument.

2c si |z| > R alors (
∑
anz

n) diverge grossièrement.

Démonstration :

1c D'après la dé�nition du rayon de convergence ,

|z0| < R⇒ |z0| ∈ I, I étant intervale (I = {r, r ∈ R+,
∑
|an|rn}).

2c Pour |z0| > R, supposons que la suite (anz
n
0 )n∈N soit bornée .
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Alors il existe A tel que : ∀n ∈ N : |an||zn0 | ≤ A

Mais pour z tel que : |z| < |z0|, |an||zn| = |an||zn0 || zz0 |
n ≤ A| z

z0
|n, qui est le

terme génèral d'une série géométrique convergente, ce qui prouve que R ≥ |z|
pour |z| < |z0| càd R ≥ |z0|, ce qui est absurde, la suite (anz

n
0 ) n'est pas bornée,

et la série (
∑
anz

n
0 ) diverge.

Lemme

Soit (an)n une suite de complexe et z0 un complexe non nul.
Si la suite numérique (un)n de terme génèral (vn = anz

n
0 ) est bornée, alors la série

entiére (
∑
anz

n) converge absolument sur le disque ouvertD(0, |z0|).

Démonstration :

Supposons que la suite (un)n de terme génèral un = anz
n
0 soit bornée .

i.e supposons que :

∃M ∈ R+,∀n ∈ N |anzn0 | ≤M

On a alors pour tout z ∈ C, et pour tout n ∈ N :

|anzn| = |anzn0 (
z

z0
)n| = |anzn0 ||

z

z0
|n ≤M | z

z0
|n

pour tout complexe z tq |z| < z0 (i.e pour z ∈ D(0, |z0|)
La série numérique de terme génèral vn = M | z

z0
|n est une série géométrique de

raison | z
z0
| < 1 d'où elle est convergente.

2.3Détermination du rayon de convergence.

Proposition 1 :

Soient
∑

n anx
n et

∑
bnx

n deux séries entiéres de rayon de convergence respectif
Ra et Rb.
Si |an| ∼ |bn| alors : Ra = Rb

Démonstration :

Puisque |an| ∼ |bn|, pour tout x ∈ R+ : |anxn| ∼ |bnxn|.
On en déduit que les séries numérique

∑
n |anxn| et

∑
|bnxn| sont de même nature,

et elles convergent (resp divergent) toutes les deux pour les mêmes valeurs de
x. Les entiéres (

∑
n anx

n) et (
∑
bnx

n) convergent absolument sur le disque de
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convergence.
On a donc : Ra = Rb.

Proposition 2(Critère de D'Alembert) :

Soit (
∑

n anx
n) une série entiére.

Si pour tout n ∈ N, |an+1

an
| existe et a pour limite l, alors R =

1

l
(avec les

conventions (
1

0
= +∞) et (

1

∞
= 0)).

Démonstration :

Soit x ∈ R+, alors |an+1x
n+1

anxn
| = |an+1

an
||x|

Donc : lim
n→+∞

|an+1x
n+1

anxn
| −→ l|x|.

Si |x| < 1

l
, alors

∑
n≥0 |anxn| converge.

Si |x| > 1

l
, alors

∑
n≥0 |anxn| diverge.

Donc : R =
1

l
.

Proposition 3 (Critère de Cauchy) :

Soit
∑∞

n=1 anx
n série entiere.

si lim
n→+∞

n
√
|an| = l, alors R =

1

l
avec les conventions (

1

0
= +∞ et

1

∞
= 0).

Démonstration :

Soit x ∈ R+, alors |anxn|
1
n = |an|

1
n |x| −→ l|x|.

(même raisonnement que pour la régle de D'Alembert).

2.3.1 Exemples.

∗ Le rayon de convergence de la série entiére (
∑

n≥1 sin(
1

n
)xn) est le même qui

celui de la série entière (
∑

n≥1

1

n
xn) car (sin(

1

n
) ∼ 1

n
).

∗ Soit
∑

n

1

n!
xn :
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lim
n→+∞

1

(n+ 1)!
1

n!

= lim
n→+∞

1

n+ 1
= 0.

Donc R = +∞.

∗ Soit
∑

n

xn

2n
:

lim
n→+∞

n

√
1

2n
=

1

2
.

Donc R = 2.

La série converge pour |x| < 2 et diverge pour |x| > 2.

2.4 Théroéme de Cauchy-Hadamard.

Jacques Salomon Hadamard (né le 8 décembre 1865 à Versailles, mort le 17
octobre 1963 à Paris) est un mathématicien français, connu pour ses travaux en
théorie des nombres. Il a aussi établi la notion de �problème bien posé� dans le
domaine des équations di�érentielles.
Il a laissé son nom aux matrices utilisées dans les algorithmes quantiques, le
traitement du signal, le compression de données...
La formule d'Hadamard est un résultat d'analyse complexe qui détermine le rayon
de convergence d'une série entière. Il a étè publié en 1821 par Cauchy mais est
resté relativement méconnu jusqu'a sa redécouverte par Hadamard qui le publia
une première fois en 1888 puis l'inclut en 1892 dans sa thèse.

Proposition :

Le rayon de convergence R d'une série entière à coe�cients réels (
∑

n anx
n) est

donné par :

1

R
= lim sup

n→+∞
|an|

1
n .

Si la suite |an|
1
n est non bornée alors R = 0.

Preuve :

supposons que R est strictement positif, considérons la suite (|an|rn).
1c 0 < r < R :
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Dans ce cas la suite (|an|rn) tend vers 0, puisque
∑
anr

n est absolument conver-
gente.

Donc il existe n0 tel que ∀n > n0 |an|rn ≤ 1.

Or : |an|rn ≤ 1⇒ n
√
anr ≤ 1 ⇒ n

√
an ≤

1

r

Mais si tous les n
√
an au delà de n0 sont inférieure à

1

r

Alors : lim sup n
√
an ≤

1

r
.

et comme ceci est vrai pour tout r < R on déduit : lim sup n
√
an ≤

1

R
.

2c r > R :

Dans ce cas la suite (|an|rn) n'est pas bornée, par dé�nition même de R.
Donc pour tout N , il existe n > N tel que :

|an|rn ≥ 1⇒ n
√
|an|r ≥ 1 ⇒ n

√
|an| ≥

1

r
.

Mais si une in�nité parmi les n
√
|an| sont supérieure à

1

r
, alors lim sup n

√
an ≥

1

r
.

Et comme ceci est vrai pour tout r > R on déduit que lim sup n
√
an ≥

1

R
.
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3 Limite supérieure et inférieure d'une fonction :

3.1 Généralités.

Commençons ces rappels sur les fonctions par quelques dé�nitions
de base.

Dé�nition :

Une fonction f admet le réél l pour limite en a ∈ R, si la fonction (f − l) tend
vers 0 en a. Le réél l est alors unique, et on l'appelle limite de la fonction f en a,
ce que nous notons l = lim−→a

f .

Remarque : :
. Une fonction f tend vers l en a ∈ R si elle est dé�nie au voisinage de a et
si l'on a :

∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ Df , |x− a| ≤ η ⇒ |f(x)− l| ≤ ε.

· On dit aussi que f tend (ou converge vers l) en a.

· La convergence de f vers l en a s'écrit :

· Dans le cas où a ∈ R :
∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ Df , |x− a| ≤ η ⇒ |f(x)− l| ≤ ε.

· Dans le cas où a = +∞ :
∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ Df , x ≥ A⇒ |f(x)− l| ≤ ε.

· Dans le cas où a = −∞ :
∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ Df , x ≤ A⇒ |f(x)− l| ≤ ε.

· La convergence de f vers l à gauche de a s'écrit :

∀ε > 0,∃η > 0, x ∈ ]x0 − η, x0]⇒ |f(x)− l| ≤ ε.

· La convergence de f vers l à droite de a s'écrit :

∀ε > 0,∃η > 0, x ∈ ]x0, x0 + η]⇒ |f(x)− l| ≤ ε.

3.2 Limite supérieure et inférieure d'une fonction.

Dé�nition :

Soit f : ]a, b[ −→ R , et x0 ∈ ]a, b[.

lim sup
x→x0

f(x) = limη→0 sup {f(x) : 0 <| x− x0 |< η}.

= infη>0 sup {f(x) : 0 <| x− x0 |< η}.
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et nous avons :

lim inf
x→x0

f(x) = limη→0 inf {f(x) : 0 <| x− x0 |< η}.
= supη>0 inf {f(x) : 0 <| x− x0 |< η}.

Alors, les lim sup
x→x0

f(x) et lim inf
x→x0

f(x) sont respectivement appelées la li-

mite supérieure et la limite inférieure de la fonction f .
On note : limx→x0 sup f(x) = lim f(x) et limx→x0 sup f(x) = lim f(x), si elles

existent.

Autre dé�nition :

Soit f : ]a, b[ −→ R , et c ∈ ]a, b[.

lim sup
x→c

f(x) = sup{ lim
n→+∞

f(xn), xn 6= c, xn −→ c et lim
n→+∞

f(xn) existe }.
et nous avons :

lim inf
x→c

f(x) = inf{ lim
n→+∞

f(xn), xn 6= c, xn −→ c et lim
n→+∞

f(xn) existe }.

Exemple 1 :

Considèrons la fonction dé�nie par : f(x) = sin(
1

x
).

Alors : lim inf
x→0

f(x) = −1 et lim sup
x→0

f(x) = 1.

Exemple 2 :

Considèrons la fonction dé�nie par : f(x) = x, pour x < 0 et f(x) = x + 1,
pour x > 0

Alors : lim inf
x→0

f(x) = 0 et lim sup
x→0

f(x) = 1.

Exemple 3 :

Considèrons la fonction dé�nie par : f(x) = −e−x, pour x < 0 et f(x) = ex,
pour x > 0

Alors : lim inf
x→0

f(x) = −1 et lim sup
x→0

f(x) = 1.
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Proposition :

lim sup
x→a

f(x) = A existe si et seulement si :

∗ ∀ε > 0,∃δ > 0, 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) < A+ ε.

lim inf
x→a

f(x) = A existe si et seulement si :

∗ ∀ε > 0,∃δ > 0, 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > A+ ε.

Proposition :

(lim
x→a

f(x)) existe si et seulement si : lim inf
x→a

f(x) = lim sup
x→a

f(x).

Preuve :

⇒c Si lim
x→a

f(x) = L, alors il est clair que lim inf
x→a

f(x) = lim sup
x→a

f(x) = L.

⇐c Supposons que lim supx→a f(x) = lim infx→a f(x) = α , pour δ > 0.

Ona : infδ>0 sup0<|x−a|<δ f(x) = supδ>0 inf0<|x−a|<δ f(x) = α.

Implique que ∀ε > 0 ∃δ1, δ2 > 0 tel que : f(x) < α + ε and f(x) > α− ε
Or, on de�nit δ = max{δ1, δ2}, on a : α− ε < f(x) < α + ε.

Alors : | f(x)− α |< ε, pour | x− α |< δ.

Donc limx→a f(x) = α.

3.3 Continuité d'une fonction.

3.3.1 Continuité en un point.

Si une fonction f dé�nie en a admet une limite �nie en a, celle-ci est ègale
à f(a).
On dit alors que f est continue en a.
c-à-d :

∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ Df , |x− a| ≤ η ⇒ |f(x)− f(a)| ≤ ε.

3.3.2 Continuité sur un intervalle.

On dit que f : I −→ R continue sur I, si f est continue en tout point de I.
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Proposition :

f est continue en c si et seulement si : lim inf
x→c

f(x) = lim sup
x→c

f(x) = f(c).

Preuve :

Si f est continue en c, pour toute suite xn −→ c , on a f(xn) −→ f(c).
d'où lim inf f(x) = lim sup f(x) = f(c) .

Montrons la réciproque :

Soit (xn) une suite dont la limite est c. Nous devons montrer que la suite
(f(xn)) converge ; sa limite sera nécessairement f(c) .
Raisonnons par l'absurde :
Si (f(xn)) ne converge pas vers f(c) il existe ε > 0 et une sous-suite (xnp) tels que
|f(xnp)−f(c)| ≥ ε. Puisque f est bornée, la suite (f(xnp)) contient une sous-suite
convergente dont la limite est f(c) par hypothèse. On obtient donc, en passant à
la limite dans l'inégalité précédente, |f(c)− f(c)| ≥ ε > 0 ce qui est absurde.

3.4 Semi-Continuité.

la semi-continuité est une forme faible de la continuité.
Intuitivement, une telle fonction f est dite semi-continue supérieurement en x0 si,
lorsque x est proche de x0, f(x) est soit proche de f(x0), soit inférieure à f(x0) .
une telle fonction f est dite semi-continue inférieure en x0 si, lorsque x est proche
de x0, f(x) est soit proche de f(x0), soit supérieure à f(x0) .

3.4.1 Semi-Continuité supérieure.

On dit que f est semi-continue supérieurement en x0 Si :

· pour tout ε > 0, il existe un voisinnage de U de x0 tel que :

∀x ∈ U, f(x) ≤ f(x0) + ε.

· Par dé�nition d'une limite supérieure :
La fonction f est semi-continue supérieure en x0⇐⇒ limx→x0 supx 6=x0 f(x) ≤
f(x0).
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3.4.2 Semi-Continuité inférieure.

Les notions de semi-continuité inférieure d'une fonction se dé�nissent de ma-
nière analogue, par symétrie car elles sont èquivalentes aux notions correspon-
dantes de semi-continuité supérieure de la fonction opposée. On dit que f est
semi-continue inférieure en x0 Si :

· pour tout ε > 0, il existe un voisinnage de U de x0 tel que :

∀x ∈ U, f(x) ≥ f(x0)− ε.

· Par dé�nition d'une limite inférieure :
La fonction f est semi-continue inférieurement enx0⇐⇒ limx→x0 infx 6=x0 f(x) ≥
f(x0).

Proposition :

Soit f : S −→ R et x0 ∈ S.

La fonction f est continue si, et seulement si, elle est semicontinue supérieure-
ment et inférieurement en ce point.

Preuve :

⇒c Si la fonction f est continue, alors lim supx→x0 f(x) = lim infx→x0 f(x) =
limx→a f(x) = f(x0) pour tout x0 ∈ S.
Par conséquent, f est à la fois semi-continue supérieurement et inférieurement.

⇐c Supposons que f est à la fois semi-continue supérieurement et inférieu-
rement.

lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0) ≤ lim inf
x→x0

f(x) pour x0 ∈ S.

Et comme lim inf
x→x0

f(x) ≤ lim sup
x→x0

f(x)

lim inf
x→a

f(x) = lim sup
x→a

f(x) = f(x0).

D'où, limx→a f(x) = f(x0).
donc f est continue.
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4 Limite supérieure et inférieure d'une suite d'ensembles :

4.1Dé�nitions.

On considère une ensemble non-vide E et une suite (Xn)n∈N de parties de
E. On dé�nit respectivement la limite inf et la limite sup de la suite (Xn)n∈N par :

lim inf Xn =
⋃
n∈N

(
⋂
p≥n

Xp)

lim supXn =
⋂
n∈N

(
⋃
p≥n

Xp)

Soit
x ∈ lim inf Xn ⇔ ∃n ∈ N , x ∈

⋂
p≥n

Xp

⇔ ∃n ∈ N , ∀p ≥ n , x ∈ Xp.

Ceci signi�e que l'on peut trouver un entier n tel que x est dans tous les
ensembles d'indice plus grand que n.
Évidement, cet entier n n'est pas unique : tous les entiers n′ ≥ n conviennent
également.

De même, x ∈ lim supXn ⇔ ∀n ∈ N , x ∈
⋃
p≥n

Xp

⇔ ∀n ∈ N , ∃p ≥ n , x ∈ Xp.

Ceci signi�e que x est dans des ensembles d'indices arbitrairement grands .

Application :

Mq :
⋂
n∈N

Xn ⊂ lim inf Xn ⊂ lim supXn ⊂
⋃
n∈N

Xn

Montrons successivement les trois inclusions.

1c. Soit x ∈
⋂
n∈N

Xn, on a alors ∀p ≥ n , x ∈ Xp. On veut montrer que

x ∈ lim inf Xn. D'après la première question, il su�t d'exhiber un entier n ∈ N
tel que ∀p ≥ n , x ∈ Xp. De façon immédiate, n = 0 convient.

2c. Soit x ∈ lim inf Xn . Il existe donc un entier n1 tel que ∀p ≥ n1 x ∈ Xp.
Montrons que x ∈ lim supXn Soit n ∈ N.
Posons p = max(n, n1). On a alors p ≥ n et puisque p ≥ n1 , on a également
x ∈ Xp.
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3c. Soit x ∈ lim supXn . Posons n = 0, d'après la caractérisation de lim supXn,
il existe p ≥ n = 0 tel que x ∈ Xp. Ainsi, par dé�nition de l'union d'une famille,
x ∈

⋃
n∈N

Xn.

Dé�nition (convergence d'ensemble) :
On dit qu'une suite d'ensemble (An)n≥0 Converge vers A,

Si lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An = A.

Corollaire :
Si {An} une suite d'ensemble décroissante (au sens de l'inclusion), alors :

lim inf An = lim supAn = limAn =
⋂
An.

De même, si {An} une suite d'ensemble croissante (au sens de l'inclusion), alors :

lim inf An = lim supAn = limAn =
⋃
An.

Preuve :
Soit A1 ⊇ A2 ⊇ ... suite d'ensemble décroissante.

Posons A =
∞⋂
n=1

An Nous allons Mq :

lim inf An = lim supAn = limAn =
⋂
An.

Tout D'abord par dé�nition de la limite sup pour suite d'ensemble

lim supAn =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak =
∞⋂
n=1

An = A.

On a lim inf An ⊂ lim supXn = A.
Donc nous avons seulement de Mq : A ⊆ lim inf An.
Mais Cela est immédiat de la dé�nition de A étant l'intersection de tous les An

Aprés avoir montré à la fois l'existance et de l'égalité de la limite sup et la limite
inf de An.
On conclure que limite de An existe et, il est égale A.
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4.2Opération sur les limites supérieures et de inférieures.

Proposition :

On considère deux suites (Xn)n∈N et (Yn)n∈N de parties de E.

ac lim inf(Xn ∩ Yn) = (lim inf Xn) ∩ (lim inf Yn).

bc ((lim inf Xn)∩(lim inf Yn)) ⊂ lim sup(Xn∩Yn) ⊂ ((lim supXn)∩(lim supYn)).

cc ((lim supXn) ∪ (lim supYn)) = lim sup(Xn ∪ Yn).

Preuve :

ac Montrons la double inclusion :

-⊂ : Soit x ∈ lim inf(Xn∩Yn). Par dé�nition de la limite inf, ∃n ∈ N | ∀p ≥ n,
x ∈ Xp ∩ Yp. Montrons que x ∈ lim inf Xn. Posons n0 = n. Alors soit p ≥ n0,
x ∈ Xp. Nous avons donc montré que x ∈ lim inf Xn. De la même façon, on
montre que x ∈ lim inf Yn.

-⊃ : Soit x ∈ lim inf Xn∩lim inf Yn. D'après la dé�nition de lim inf Xn , ∃n1 ∈ N
tel que ∀p ≥ n1, x ∈ Xp. De même, ∃n2 ∈ N tel que ∀p ≥ n2 , x ∈ Yp. Po-
sons n = max(n1, n2). Soit alors p ≥ n. Puisque p ≥ n ≥ n1 , x ∈ Xp et
puisque p ≥ n ≥ n2 , x ∈ Yp. Donc x ∈ Xp ∩ Yp. Nous avons bien montré que
x ∈ lim inf Xp ∩ Yp.

bc. Montrons que lim inf Xn∩lim inf Yn ⊂ lim sup(Xn∩Yn). Soit x ∈ lim inf Xn∩
lim inf Yn. Puisque x ∈ lim inf Xn, il existe n1 ∈ N tel que ∀p ≥ n1,x ∈ Xp.
De même, il existe n2 ∈ N tel que ∀p ≥ n2, x ∈ Yp. Montrons que x ∈
lim sup(Xn ∩ Yn). Soit n ∈ N. Posons p = max(n, n1, n2). On a p ≥ n et puisque
p ≥ n1 , x ∈ Xp et comme p ≥ n2,x ∈ Yp. Par conséquent, x ∈ Xp ∩ Yp.

- Montrons que lim sup(Xn∩Yn) ⊂ lim supXn∩lim supYn. Soit x ∈ lim sup(Xn∩
Yn). Montrons que x ∈ lim supXn. Soit n ∈ N. Comme x ∈ lim sup(Xn ∩ Yn), il
existe p ≥ n tel que x ∈ Xp ∩ Yp. On a donc x ∈ Xp. On montre de même que
x ∈ lim supYn.

cc
-⊂ : soit x ∈ lim supXn ∪ lim supYn.étudions les deux cas possibles :
(a) : x ∈ lim supXn. Montrons que x ∈ lim sup(Xn ∪ Yn). Soit n ∈ N. Puisque
x ∈ lim supXn , ∃p ≥ n tel que x ∈ Xp. à fortiori, x ∈ Xp ∪ Yp. Par conséquent,
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x ∈ lim sup(Xn ∪ Yn).
(b) : x ∈ lim supYn : de même.

-⊃ : Par l'absurde, supposonsx /∈ lim supXn∪lim supYn. Comme x /∈ lim supXn,
∃n1 ∈ N tel que ∀p ≥ n1, x /∈ Xp. De même, puisque x /∈ lim supYn, ∃n2 ∈ N
tel que ∀p ≥ n2 , x /∈ Xp. Posons alors n = max(n1, n2) ∈ N. Puisque x ∈
lim sup(Xn ∪ Yn), ∃p ≥ n tel que x ∈ Xp ∪ Yp. étudions alors les deux cas :

(a) x ∈ Xp. Puisque p ≥ n ≥ n2, x /∈ Xp : impossible.

(b) x ∈ Yp. Puisque p ≥ n ≥ n1, x /∈ Yp : impossible.
Les deux cas étant impossibles, on a abouti à une contradiction.

4.3Application .

Questions :
Q1 : Montrer que si (Xn)n ∈ N est une suite de parties de E croissante : ∀n ∈ N,
Xn ⊂ Xn+1, alors la suite (Xn)n∈N est convergente.

Q2 : Construire un exemple de suite d'ensemble non-convergente.

Q3 : Monter que si la suite (Xn)n∈N converge, alors la suite (Yn)n∈N dé�nie par
∀n ∈ N, (Yn = E \Xn) converge également.

Q4 : Montrer que si (Xn)n∈N et (Yn)n∈N sont deux suites convergentes, alors la
suite (Vn)n∈N dé�nie par ∀n ∈ N, (Vn = Xn ∩ Yn) est également convergente.

Q5 :Montrer que si (Xn)n∈N et (Yn)n∈N sont deux suites convergentes, alors la
suite (Wn)n∈N dé�nie par ∀n ∈ N, (Wn = Xn ∪ Yn) est également convergente.

Réponses :

Q1 : Soit n ∈ N. Puisque la suite (Xn) est croissante, Cp = ∩p≥nXp = Xn. Par
conséquent, lim inf Xn = ∪n∈NXn. Véri�ons que lim supXn = ∪n∈NXn.

− ⊂ : soit x ∈ lim supXn . On a ∀n ∈ N, ∃p ≥ n tel que x ∈ Xp. Prenons
n = 0, il existe donc p ∈ N tel que x ∈ Xp, c'est à dire x ∈ ∪n∈NXn.

− ⊃ : soit x ∈ ∪n∈NXn. Il existe n0 ∈ N tel que x ∈ Xn0. Puisque la suite (Xn)
est croissante, ∀p ≥ n0, on a x ∈ Xp. Montrons alors que x ∈ lim supXn. Soit
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n ∈ N. Posons p = max(n, n0). Puisque p ≥ n0, on a bien x ∈ Xp. La suite (Xn)
est convergente et sa limite est ∪n∈NXn. On aurait pu faire une autre démons-
tration en montrant d'abord que lim supXn ⊂ lim inf Xn : soit x ∈ lim supXn,
Posons n = 0, comme x ∈ lim supXn, ∃p ≥ 0 tel que x ∈ Xp. Par une récurrence
immédiate, puisque la suite (Xn) est croissante, on montre alors que ∀p ≥ p0,
x ∈ Xp. Posons alors n0 = p0. On a bien ∀p ≥ n0, x ∈ Xp ce qui montre que
x ∈ lim inf Xn. Ensuite, il su�t d'utiliser lim inf Xn ⊂ lim supXn. Par consé-
quent, lim inf Xn = lim supXn et la suite est convergente.

Q2 : Considérons la suite (Xn) de parties dé�nie par :
∀n ∈ N, Xn = {1} si n pair

Xn = {0, 1} si n impair.
On véri�e aisément que ∀n ∈ N, ∩p≥nXp = 1 et donc que lim inf Xn = 1. De
meme, on véri�e que ∀n ∈ N, ∪p≥n = {0, 1} et donc que lim supXn = {0, 1}. La
suite (Xn) n'est pas convergente.

Q3 : Notons L = lim inf Xn = lim supXn. Utilisons les propriétés du passage
au complémentaire d'une famille :

lim inf(E \ Xn) = ∪n∈N(∩p≥n(E \ Xp)) = ∪n∈NE \ (∪p≥nXp) = E \
(∪n∈N ∩p≥n Xp) = E \ L De meme, on montre que lim sup(E \ Xn) = E \
(liminfXn) = E \L. La suite (Xn) est donc convergente et sa limite est (E \L).

Q4 : Notons L = lim inf Xn = lim supXn et L0 = lim inf Yn = lim supYn. On
a lim inf(V n) = L∩L0. et on a , L∩L0 ⊂ lim supVn ⊂ L∩L0 ce qui montre que
lim supVn = L ∩ L0 = lim inf Vn. La suite (Vn) est bien convergente et sa limite
vaut L ∩ L0.

Q5 : Passons aux complémentaires. Il su�t de voir que ∀n ∈ N, Xn ∪ Yn =
E \ ((E \Xn) ∩ (E \ Yn))
Le résultat découle alors des questions 3 et 4.
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Les limites supérieures et inférieures sont des outils facile à utilisées pour résoudre
plusieurs problèmes.
Parmi eux on a vu le problème de convergence d'une suite numérique et aussi pour
l'ensemble des suites, ainsi le problème de continuité d'une fonction sans oublier
l'intérêt de ces limites dans le cas de détermination le rayon de convergence d'une
série entière à partir de la formule d'Hadamard.
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