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1 Introduction

Dans cet article on va traiter les notions de formes bilinéaires sy-
métriques, de formes quadratiques et de produit scalaire . Leurs dé-
finitions et propriétés générales vont étre développées, ainsi que les
liens qui existent entre elles.

Une remarque préliminaire peut étre faite : leurs noms comportent
tous le mot « forme ». Cela correspond a une propriété qui leur est
commune.Ce sont toutes des applications dont [’espace d’arrivée est
K , corps de base des espaces vectoriels qui interviendront.

Je wvais parler aussi sur l’espace préhilbertien pour définir [’espace
euclidienne et on va voir des propriétés importantes comme ['inéga-
lité de Cauchy-Schwartz et ['inégalité de Minkowski et la propriété
d’orthogonalité qui caractérise les espaces euclidiennes .
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2 Formes bilinéaires symétriques

On désigne par E un espace vectoriel réel non réduit a {0}.

Définition : soient E un K-espace vectoriel et ¢ : E x E — K.

1. On dit que @ est une forme bilinéaire si pour tout x € E | les applications partielles p(x, o)
et p(e,x) sont linéaires.

2. On dit que ¢ est symétrique si pour tous xz,y € E , p(z,y) = o(y, ).

Exemple : La multiplication des nombres réels,

RxR-—R
(z,y) — zy

est une forme bilinéaire symétrique sur R .
Exemple : FEzemple fondamental. Certains polynémes homogénes de degré deux, plus précisé-
ment les fonctions du type

K x K" — K

(@), (y:)) — (Z) Aijiyj

sont des formes bilinéaires.Si de plus \ij = Aj; pour tout (4, ) , alors la forme est symétrique.

2.1 Représentation d’une forme bilinéaire par une matrice

Définition : Soit p : E x F — K une forme bilinéaire, ou E et F sont de dimensions finies
avec pour bases respectives B = (e1,--- ,e,) et B = (ey,--- ,e,), Alors la matrice de ¢ dans les
bases B et B noté B, est :

plerer) o plene)
plere,) o pleney,)

Dans le cas ou E = F | cette matrice est symétrique si et seulement si la forme bilinéaire ¢ est
symétrique . Elle est antisymétrique si et seulement si ¢ est antisymétrique

2.2 Produit scalaire

Définition : On dit qu’une forme bilinéaire symétrique @ sur E est :
— positive si p(x,x) > 0 pour tout x dans E ;
— définie si pour x dans E 'égalité p(x,x) = 0 équivaut a x = 0.

Définition : On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie posi-
tive.



Définition : Un espace préhilbertien est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire. Un
espace préhilbertien de dimension finie est dit euclidien.

Dans le cas ou E est un espace euclidien, on peut aussi dire qu’un produit scalaire sur E est
la forme polaire d’une forme quadratique de signature (n,0) .
On notera, quand il n’y a pas d’ambiguité :

(@,y) — (zly)
un tel produit scalaire et pour y = x, on note :
[zl = v/(z|z).

L application x — ||z||> = (x|x) est tout simplement la forme quadratique associée d (-|-).
Les deux égalités qui suivent, expressions de la forme polaire d’une forme quadratique, sont utiles
en pratique.

Proposition : Pour tous x,y dans E on a :
1
(@ly) = 5l +yll* = =l = yl*)

1
= (e +yl* = lle = yl*).
Iz +ylI* + Iz = ylI* = 2(|z]|* + [ly]1*)-
La deuxiéme identité est l’égalité du parallélogramme. Elle est caractéristique des produits sca-

laires dans le sens ot une norme est déduite d’un produit scalaire si, et seulement si, elle vérifie
lidentité du produit scalaire .

Exercice : Montrer que Uapplication ¢ : (P,Q) — P(1)Q’(0) + P'(0)Q(1) définit une forme
bilinéaire sur E = R[z] . Est-ce un produit scalaire ¢

Solution : Awec la structure de corps commutatif de R et la linéarité des applications d’éva-
luation en un point d’un polynome et de dérivation, on déduit que ¢ est une forme bilinéaire
symétrique surE. Pour P € E la quantité o(P,P) = 2P(1)P'(0) n’est pas nécessairement posi-
tive (prendre par exemple P(x) =2 —x) , donc ¢ n'est pas un produit scalaire.

Exemple : L’espace vectoriel R"™ étant muni de sa base canonique (€;),,,, ,l’application :

M=

(z,y) — (| y) = > Tryk

k=1

définit un produit scalaire sur R™ . On dit que c’est le produit scalaire euclidien canonique de
R™.

Exercice: L’espace vectoriel R™ est toujours muni de sa base canonique (€;),<; <, -S0itw € R™.

A quelle condition sur w application :
n
@i (@,y) — > WeTkYk
k=1

définit-elle un produit scalaire sur I’espace vectoriel R™ ?



Solution : L’application ¢ définit une forme bilinéaire symétrique sur R™ pour tout w € R™.
Si @ est un produit scalaire, on a alors w; = p(ej,e;) > 0 pour tout j compris entre 1 et n.

n
Réciproquement si tous les w; sont strictement positifs, on a p(x,z)=y wix? > 0 pour tout
i=1

x €R" et p(z,x) =0 équivaut d w;x? =

1
ax=0.
En conclusion,p définit un produit scalaire sur R™ si, et seulement si, tous les w; sont strictement
positifs.

0 pour tout i , ce qui équivaut a x; = 0 pour tout i ,soit

Exercice : Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels a,b,c,d pour que l’ap-
plication :

(x,y) — (x]y) = az1y1 + br1ys + cxay1 + dzays

définisse un produit scalaire sur E = R2.

Solution : Cette application est bilinéaire pour tous réels a,b,c,d. Elle est symétrique si, et
seulement si,sa matrice A = (Z d) dans la base canonique de R? est symétrique, ce qui équivaut

ab=-c.
Pour b= c, ¢ est bilinéaire symétrique et pour tout x € R? | on a :

(x]x) = ax? + 2bx129 + d3.

Si on a un produit scalaire , alors a = (e1]le1) > 0, d = (ez|ea) > 0 et pour tout vecteur
x = e +tey, o t est un réel quelconque, on a {x|r) = a + 2bt + dt*> > 0, ce qui équivaut d
§=b>—ad<0.

Réciproquement si b = c,a > 0,d > 0 et b> — ad < 0 alors (-|-) est bilinéaire symétrique et pour
toutx € E , ona:

(z]2) = ax? + 2bxixy + dd

b d
=a (m% +2-z129 + x%)
a a

b \° ad—b? ,
=a T+ -2 + 5—T5 >0
a a

b
avec (x|x) = 0 si, et seulement si, v1 + —x2 =0 et xo =0, ce qui équivaut ¢ x = 0.
a

Donc(:|-) est un produit scalaire si, et seulement si, b = ¢, a > 0, d > 0 et b*> — ad < 0.

Exercice : Soient n un entier naturel non nul, xg,--- ,x, des réels deux a deux distincts et
w e R A quelle condition sur w application :

o1 (P,Q) — > wiP(a:)Q:)

1=0

définit-elle un produit scalaire sur l’espace vectoriel R, [x] ?



Solution : L’application ¢ définit une forme bilinéaire symétrique sur R, [z] pour tout w € R™.
Si @ est un produit scalaire, en désignant par (L;)o<i<n la base de Lagrange de R, [z] définie
par :

(L; est le polynome de degré n qui vaut 1 en x; et 0 en x pour k # i), on a alors w; =
©(Lj, L;) > 0 pour tout j compris entre 0 et n.

n
Réciproquement si tous les w; sont strictement positifs, on a o(P, P)=Y" w;P%*(z;) > 0 pour tout
i=1

r € R” et ¢ (P, P)=0 équivaut a w;P?*(x;) = 0 pour tout i, ce qui équivaut a P(x;) = 0 pour
tout © compris entre 0 et n soit a P = 0 (P est un polynome dans R, [z] qui a n + 1 racines
distinctes, c’est donc le polynome nul).

En conclusion, ¢ définit un produit scalaire sur R, [x] si, et seulement si, tous les w; sont stric-
tement positifs.

Exercice : n étant un entier naturel non nul, on note P, l’ensemble des polynomes trigono-
métriques de degré inférieur ou égal d mn, c’est-a-dire l’ensemble des fonctions de R dans R la
forme :

P:x+—— P(x)=ao+ kil(ak cos(kx) + by sin(kx)).

1. Montrer que P, est un espace vectoriel et préciser sa dimension.

2. Montrer que si P € P, s’annule en 2n+1 points deuzx d deuzx distincts dans [—m, [, alors
P =0 (utiliser les expressions complexes des fonctions cos et sin).

3. Montrer que si xg,- - ,Xo, sont des réels deuz d deuz distincts dans [—m,w[ , alors lapplica-
tion :

v: (PQ)— 22% P(x;)Q(z;)

1=0

définit un produit scalaire sur l’espace vectoriel Py, .

Solution : 1. I est clair que P, est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des applica-
tions de R dans R . En notant respectivement cy et sy, les fonctionsz — cos(kx) pour k > 0 et
x +—> sin(kx) pour k > 1, P, est engendré par la famille B, = {ck|0 <k <n}U{sk|l <k <n}
, c’est donc un espace vectoriel de dimension au plus égale a 2n+1.
Montrons que cette famille de fonctions est libre. Pour ce faire, on procéde par récurrence sur
n>1.
Pour n=1, si ag+ay cos(x)+by sin(z) = 0, en évaluant cette fonction en 0, g et m successivement,
on aboutit au systéeme linéaire :

apg+a; =0

ap + bl =0

ag—a; =0
qui équivaut @ ag = bg = by = 0. La famille {co,c1, 81} est donc libre.
Supposons le résultat acquis au rang n — 1> 1. Si P = ag + i (agcr + brsk) = 0, en dérivant

k=1
deux fois, on a :



v
Il
M=

k2(akck + bksk):O

b
Il

1
1l en résulte que :

. n—1
n? P+P =n2ag+ Y. (n? — k?)(agcy + bpsi) =0
k=1
et Uhypothése de récurrence nous dit que n?ag = 0, (n? — k?)ax = 0 et (n? — k?)by pour tout k
compris entre 1 et n — 1, ce qui équivaut a dire que ag = 0 et a = by, = 0 pour tout k compris
entre 1 et n — 1 puisque n® — k2 # 0 . Il reste alors ay,c, +bps, =0, ce qui implique a, =0, en
évaluant en © = 0 et b, = 0. La famille B,, est donc libre.
On verra un peu plus loin que cette famille est orthogonale, formée de fonctions non nulles, et
en conséquence libre .
2. Posant z = €** pour tout réel x , on o :

2k ZF 2k — ZF

P(x):ao+2(ak g T )
k=1

1 — P B |
:ao—|—§kzz:l(ak(z +27)—zbk(z —Z—k))

1 — _ o1
=ag+ 3 ;((ak — zbk)zk + (ar + zbk)z—k)

ou encore :
1
Z”P(I):aoz”+§ S ((ag — ibg) 2" TF 4 (ag, +ibg) 2" %) =Q(z)
k=1
Il en résulte que si P s’annule en 2n+1 points deux ¢ deux distincts, xg,- - ,Tan, dans [—m, 7|
, alors le polynome complexe Q € Cap[2] s’annule en 2n + 1 points distincts du cercle unité,
eiro ... e ce qui revient 4 dire que c’est le polynéme nul et P=0.

3. On vérifie facilement quep est une forme bilinéaire symélrique et positive. L’égalité o(P, P)
= 0 entraine que P € P, s’annule en 2n + 1 points deuz d deux distincts dans [—m, [ et en
conséquence P = 0.

Exercice : Montrer que, pour toute fonction o € C°([a, b],R%) , Uapplication :

o1 (f.9) — [ F(t)g(t)a(t)dt

définit un produit scalaire sur l’espace vectoriel E = C%([a,b],R) .

Solution : Awvec la structure de corps commutatif de R et la linéarité et positivité de l’intégrale,
on déduit que ¢ est une forme bilinéaire symétrique positive sur E. Sachant que l’intégrale sur
[a,b] d’une fonction continue et & valeurs positives est nulle si, et seulement si, cette fonction est
nulle, on déduit que @ est une forme définie. Donc ¢ est un produit scalaire sur E.

Exercice : Montrer que lapplication :

(f,9) — [T, f(t)g(t)dt

définit un produit scalaire sur l'espace vectoriel F des fonctions définies sur R da valeurs réelles,
continues et périodiques de période 2.



Solution : Ce sont les mémes arguments qu’d l’exercice précédent compte tenu qu’une fonction
de F est nulle si, et seulement si, elle est nulle sur [—m, 7] .

3 Formes quadratiques

Définition : Soient E un K-espace vectoriel et ¢ : E —— K. On dit que q est une forme
quadratique sur E s’il existe une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E telle que pour tout a € E,

q(a) = ¢(a,a)
On dit que q est la forme quadratique associée a ¢ et ¢ la forme polaire de q .
Exemple : La fonction :
R? — R
(z,y) — 2* + ¢
est la forme quadratique sur R? associée d la forme bilinéaire symétrique :

RZxR?> —R

I i)
— X1T2 + Y1Y2
Y1 Y2

Définition : Un espace pseudo-euclidien est espace vectoriel de dimension finie muni d’une
forme quadratique .

L’espace pseudo-euclidien défini par E et la forme quadratique q est noté (E , q), ou (E,p),
ou encore (E,p,q), si @ désigne la forme polaire de q.

Définition : Soit F un espace vectoriel réel de dimension n muni d’une forme quadratique q
de rang T . On note p le nombre de coefficients égaux a 1 apparaissant dans les réductions de q .
La signature de q est le couple d’entiers (p, r - p).On la note sign(q) :

sign(q) = (p,7 — q)

proposition : Soit F un espace vectoriel et p est une forme bilinéaire symétrique sur E et q
est la forme quadratique associée d v,0n a :

ran(p) = ran(q) = dimE

4 Inégalités de Cauchy-Schwartz et de Minkowski

Dans tout ce qui suit E désigne un espace préhilbertien .

Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz) : Pour tous z, y dans E on a :

[(zly)] < =yl

l’égalité étant réalisée si, et seulement si, x et y sont liés.



Démonstration. Six = 0, on a alors I’égalité pour tout y € E .
Six# 0 ety = Ax avech € R, on a encore l’égalité.
On suppose donc que x est non nul et y non lié a x. La fonction polynomiale P défini par :

P(t)=lly + tz|* = [|=]** +2(xly)t +]yl®

est alors a valeurs strictement positives, le coefficient de t> étant non nul, il en résulte que son
discriminant est strictement négatif, soit :

(@ly)?* = llz|*[lylI* <0,

ce qui équivaut a [(z|y)| < [[z|[lyll-
Sur R™ muni du produit scalaire canonique, l’inégalité de Cauchy-Schwarz prend la forme sui-
vante :

\él weykl® < (Zn: 96%) (éﬁl y%)

On peut déduire de cette inégalité quelques inégalités intéressantes sur les réels.

Exercice :
1. On se donne un entier n > 1 et des réels x1,- - ,x,. Montrer que :
n 2 n
Nag)] <n Y i
k=1 k=1

Dans quel cas a-t’on égalité ?
2. En déduire une condition nécessaire et suffisante, sur les réels a et b, pour que l’application

n
o:(z,y)—ad iy, +b > my; définissent un produit scalaire sur R , ot n > 2.
i=1 1<iZj<n

Solution :

1. L’négalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

(kzizl xkl)z : (I;i:l 12) (kzizl a:ﬁ) N né% i

l’égalité étant réalisée si, et seulement si, tous les xj sont égaux.

2. L’application ¢ est bilinéaire et symétrique. Pour x € R, on a :

n
q(z) = p(x,x) = aZx? +2b Z T
i=1 1<i<j<n

n n 2 n
:aZm?—i—b (Zm,) —Zw?
i=1 i=1 i=1

n n 2
= (a—b)Zx? +b (le>
i=1 i=1

10



Si o est un produit scalaire, on a alors a = qe1) > 0, a—b = qle; —ez) > 0 et
n

qg>e)=nla+(n—1)b) >0

=1
Réciproquement si a> 0, a—b >0 et a+ (n—1)b >0, on a alors pour x € R™\ {0} ayant
au moins deuxr composantes distinctes :

o) = (=) > a2 +b (Zw)
1 7::1 2 Zj 2
> (a—b)- (Z%) +b <Z$z>
=1 § i:21
= %(a + (n—1)b) (Z:&) >0

et q(x) > 0. Sixz € R™\ {0} a toutes ses composantes égales & A # 0, on a alors :

q(z) =q (AZ@) =n\(a+ (n—1)b) >0

=1

Donc ¢ est un produit scalaire.

Exercice :
1. Montrer que pour tous réels a, b et A\, on a :
(2\ — 1)a® — 2Xab = A(a — b)? — A\b? + (A — 1)a?
2. Soit q la forme quadratique définie sur E = R"™ par :

n n—1
q(x) = 3 (2k — )z — 2 37 kapwp
k=1 k=1

(a) Effectuer une réduction de q en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indé-
pendantes.

(b) Préciser le rang le noyau et la signature de q.

3. Onnote (z,y) = (T1, "+ ,Tn, Y1, ,Yn) un vecteur de H = R*" et Q la forme quadratique
définie sur H par :

n

Qz,y) = X (Yp — 2z1yn)

k=1
(a) Effectuer une réduction de @ en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indé-
pendantes.
(b) Préciser le rang le noyau et la signature de Q.
4. Pourn>1etx=(x1, - ,x,) dans R™ , on définit y = (y1,- - ,yn) par :

3
Ye = 7 Zj
kj:l J

11



(a) Montrer que :

T =14
Vk € {2, ,n},xk = kyk — (k — 1)yk71

(b) Montrer que :

(¢) En déduire :
puis montrer que :

(d) En déduire que si (zn),, est une suite de réels telle que la série S x? soit convergente
1 n
et si (Yn),,>, est la suite des moyennes de Césaro définie par y, = — > x;
2 n =1

+oo +

pour tout n > 1, alors la série Y y2 est convergente et Y. y2 < 4 x2.

1

3

n=1 n

Solution :
1. Ona :
(2X — 1)a® — 2Xab = A(a? — 2ab) + (A — 1)a?
=AM(a—0)* ")+ (A—1)a*
= Aa —b)? = \? + (A — 1)a?
2.

(a) En utilisant le résultat précédent, on a :

n—1
q(z) = (2n — )22 + Z((Qk — 1t — 2kzpapy)
k=1
n—1 n—1 n—1
=(@2n—Dad + > kwe —ze1)® = Y kapy + Y (k= Dag
k=1 k=1 k=1
n—1 n—2 n—1
=(2n—1)z2 + Z k(rp — vp1)? + Z kxp ., — Z kxp 4
k=1 k=1 k=1
n—1
=(2n—1)z2 + Z k(rg — 2pp1)? — (n— 1)22
k=1
n—1
= Z k(xy — p11)? + na?
k=1

soit :

12



a(x)=3" ki2(z)
k=1

ot les formes linéaires I, sont définies par :

k(@)=ar —zp1(1<k<n-1)
Io(x) = x,
1l est facile de vérifier que ces formes linéaires sont indépendantes.

(b) On en déduit que rg (q) = n, ker (¢) = {0} et sgn (q) = (n, 0) .

3.
(a) On a :

n n

2
E Yk — Tk) *E Tk
k=1

k=1
so1t
n 2n
:ZLi(%y)* Z Li(xay)
k=1 k=n+1

ot les formes linéaires Ly sont définies par :

Li(z,y) = yr —2x(L < k <n)
Li(z,y) =xp(k+1 <k <2n)

1l est facile de vérifier que ces formes linéaires sont indépendantes.
(b) On en déduit que rg (Q) = 2n, ker (Q) = {0} et sgn (Q) = (n, n) .

4.

k
(a) On a xy =y, et pourk >2 , de kyy = > x; , on déduit que :
j=1
rp = kyr — (b — Dyr—1.
(b) En posanty_1 =0, on a :

Z (yr — 2z1)y

k=1

= Z(yk —2(kyx — (k= )yr—1))y

el
Il
—_

[
NE

(1 =2k)yx +2(k — D)yx—1)yx

™
Il
=

13



(c)

(d)

=) (1 —2k)y; + QZ(k — Dyk—1Yx-

k=1 k=1
sott :
n n—1
Qa,y) = > (1=2k)y2 +2 > kyreyer1 = —4(y)
k=1 k=1

soit :

£l
Il
-
=~
Il
-

et :

Résulte de ce qui précéde.
On peut montrer que 'égalité est réalisée si, et seulement si, (xn)n>1 est la suite nulle .
Dans l'espace C°([a, b], R) des fonctions continues de [a, b] dans R muni du produit scalaire

b
(f,9) — [ f(t)g(t)dt , Uinégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

/bf(t)g(t)dt g/bfz(t)dt/ng(t)dt

De cette inégalité, on peut déduire des inégalités intéressantes.

Exercice : Soit f € C°([a,b],R) . Montrer que :

Dans quel cas a-t ‘on égalité ?

14



Solution : L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

b 2 b b b
/f(t)-ldt §/f2(t)dt/1dt:(b—a)/fQ(t)dt

l’égalité étant réalisée si, et seulement si, la fonction f est constante.

Exercice : Soit f € C°([a,b],R%) . Montrer que :

i;t jﬂwtzw—W

Dans quel cas a-t “on égalité ?

Solution : L’négalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

oo (o ) < froa f i

Iégalité étant réalisée si, et seulement si, il existe un réel X tel que /f = A ce qui équivaut

ﬁ;

a dire que f est constante.

Exercice : Soit f € C!([a,b],R) telle que f(a) = 0 . Montrer que :

b b
[ispa < CE 17 opa

Solution : Pour tout t € Ja,b[, on a :

t 2 t t b
([ ) < [1ae [1f@rar< @0 [17 0P
et en intégrant :

b b b _
/Lmst/uﬁww/a—@ﬁzw

Une conséquence importante de l’inégalité de Cauchy-Schwarz est l'inégalité triangulaire de Min-
kowsks.

t)|?dt

Théoréme(Inégalité de Minkowski) : Pour tous z, y dans E on a :
12+l < =l + [lyll;

Uégalité étant réalisée si, et seulement si, z = 0 ou x # 0 et y = Az avec A > 0 (on dit que z et
y sont positivement liés).
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Démonstration. Six = 0, on a alors I’égalité pour tout y € F.
Six# Oety =Axavec \€R, on a :

[z +yll = 11+ Alllzll < (U4 AD Nzl =[] + llyl,

Uégalité étant réalisée pour A > 0. Pour A < 0 , l’inégalité est stricte puisque dans ce cas
T+A<14+A=1-A\
On suppose que x est non nul et y non lié 4 . On a :

Iz +ylI* = [l]® + 2(zly) + [yl

et avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

lz+ gl < 21 + 20zl + lyll* = (] + lyl)?

ce qui équivaut a ||z + y|| < ||lz[| + ||y, -
L’inégalité de Minkowski ajoutée aux propriétés de positivité (||x|| > 0 pour tout x # 0) et d’ho-

mogénéité (|| Ax|| = |A|||x|| pour tout réel X et tout vecteur x) se traduit en disant que lapplication
x> ||z]| = v/{x|z) définit une norme sur E.
Par récurrence, on montre facilement que pour tous vecteurs xi,...,Tp, on a :

ey 4o @pll <zl 4 -+ [l

Sur R™ muni du produit scalaire canonique, ’inégalité de Minkowski prend la forme suivante :

n n n
Z($k+yk)2 < ZfﬁJr Zyi
k=1 k=1

k=1

Dans l’espace C°([a,b],R) des fonctions continues de [a, b] dans R muni du produit scalaire
(f,g) — fab f(®)g(t)dt Uinégalité de Minkowski s’écrit :

b b b
\/ / (f(t)+g(t))2dt§\/ / fZ(t)dtJr\/ / g2 (1)t

5 Orthogonalité

Définition : On dit que deux vecteurs x et y appartenant a E sont orthogonaux si {(x|y) = 0.

Théoréme(Pythagore) : Les vecteurs « et y sont orthogonauz dans E si, et seulement si

lz + 11 = ll]* + Ily]1*-

On montre facilement par récurrence sur p > 2, que st x1, ..., T, sont deux d deux orthogonauc,
on a alors :
P 2 p
2
> anf =D Nl
k=1 k=1

16



Définition :  On appelle famille orthogonale dans E toute famille (e;),.de vecteurs de E telle
que {(e;le;) = 0 pour tous i # j dans 1. Si de plus ||e;|| = 1 pour tout i € I, on dit alors que cette
famille est orthonormée ou orthonormale.

Définition : L’orthogonal d’une partie non vide X de E est l’ensemble :
Xt ={y € E|vVz € X, (z|y) = 0}

X+ est un sous espace vectoriel de E , en effet :

* 0€ X+ car : Vo € Xt ona (2,0)=0
x Ve,ye Xt etVaeR , ona :

Vz e X (z+aylz) = (z|2) + aly|z) = 0, ce qui veut dire z + ay € X+
Théoréme : Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

Démonstration. Si (e;)icr est une telle famille et si Y Aje; = 0 ot J est une partie finie de
jeJ
I on a alors pour tout k € J :

0= <ijejek> = Mellex]®
jeJ

avec |leg|| # 0 et nécessairement A\, = 0.

Exercice : Montrer que la famille {cos(nt),sin(mt)|(n,m) € N x N*} est orthogonale dans
lespace vectoriel F des fonctions continues et 2m-périodiques sur R muni du produit scalaire

(fr9) — (flg) = 7 f(t)g(t)dt défini sur

Solution : Pour n # m dans N, on a :

/: cos(nt) cos(mt)dt = % /:(cos((n + m)t) + cos((n —m)t))dt = 0,
pour n # m dans N*, on a :

/: sin(nt) sin(mt)dt = % /Z(COS((H —m)t) — cos((n + m)t))dt =0,
et pour (n,m) € Nx N* ona :

/7; cos(nt) sin(mt)dt = % /:(sin((n +m)t) —sin((n — m)t))dt = 0,

pour n = 0, on a :

17



et pour n >1 :
s 1 T
J7 . cos?(nt)dt = 5 J7 (cos(2nt) 4+ 1)dt = =,

ST _sin?(nt)dt = f (1 — cos(2nt))dt = 7.

De lexercice précédent, on déduit que la famille de fonctions :

est orthonormée dans F.
Pour tout n € N*, la famille :

est une base orthonormée de l’espace Py, des polynomes trigonométriques de degré inférieur ou
égal da n.

Exercice : Etant donnée une famille (x;)o<i<n de n + 1 réels deux & deux distincts, on munit
R, [x] du produit scalaire :

(P, Q) — (P|Q) = %P(wi)Q(xi)-
Montrer que la famille (L;)o<i<n des polynémes de Lagrange définie par :
r — T

Li(z) = x‘_xl’c(ogign)

k=0
ki

est une base orthonormée de R, [x] .

Solution : Pour i, j compris entre 1 et n, on a :

n

(LilLy) = Li(ww) Lj(ax) = Li(;) = i = {

k=0

1 sit=j
0 sii#j
La famille (L;)o<i<n est orthonormée, donc libre et comme elle est formée de n+1 polynomes,

c’est une base de R, [z] .

5.1 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théoréme (orthonormalisation de Gram-Schmidt) : Pour toute famille libre (z;)1<i<p
dans E, il existe une unique famille orthonormée (e;)1<i<p dans E telle que :

Vk e {1,2 } Vect{ei, - ,ex} = Vect{zy, - ,xx}
P aler) > 0.

18



Démonstration. On procéde par récurrence sur p > 1.

Pour p = 1, on a nécessairement e; = Mx1 avec A1 € R* et 1 = |le1||? = Ai||z1||?, donc
A2 = T3 ce qui donne deuz solutions pour Ai. La condition supplémentaire (ziler) > 0
(E21] .
entraine Ay > 0 et on obtient ainsi l'unique solution e; = Wazl.
T

Supposons p > 2 et construite la famille orthonormée (e;)1<i<p—1 vérifiant les conditions :

Vect = Vect
Vke{lﬂ»"mp—l},{ ect{ei, sek) ect{x1, , The b

<$k|€k> > 0.
Si (ell, 6/27 e ,6;71, ep) est une solution d notre probléme on a alors nécessairement e;c = e
et pour tout k compris entre 1 et p—1 (unicité pour le cas p—1). La condition Vect{e,--- ,e,} =
vect{z1, -+ ,zp} entraine :

p—1
ep = E Ajej + ApTp
=1

Avec les conditions d’orthogonalité :
Vje{l,---,p—1},(eple;) =0,
on déduit que : et :

A+ Aplzples) =0,(1<j<p—1)

et :

p—1

ep=Ap | Tp — Z(xp|€j>€j = ApUp-

j=1
Du fait que x, & Vect{er, -+ ,ep_1} = vect{z1, - ,xp—1} on déduit que y, # 0 et la condition
llepll =1 donne :

1
Mol =
" sl

La condition supplémentaire :

1 pd 1
0 < (xplep) = <)\ €p — E :Ajej |6p> D)
P j=1 D

entraineh, > 0. Ce qui donne en définitive une unique solution pour ep.
La construction d’une famille orthonormée (e;)1<i<p peut se faire en utilisant l'algorithme sui-
vant :
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1
Y1 =71,61 = 57—
||Z/1H
Y =Tk — . (Trlej)e;, en = s ”fk,( =2,---,p)

j=1

Le caleul de ||yx|| peut étre simplifié en écrivant que :

k—1
a2 = <yk|mk - Z<wkej>ej>

j=1
k-1
= (yxlox) = <$k - Z<$k|€j>€j|$k>
j=1
k—1
= llaxll® =D (wele;)?
j=1

(yr est orthogonal a e; pour 1 < j <k —1). Les (xgle;) étant déja calculés (pour obtenir yy ),il
suffit donc de calculer ||z||? . En fait le calcul de (yx|zy) est souvent plus rapide.

Corollaire : Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie ou infinie dénombrable de FE,
alors il existe une base orthonormée pour F.

Si E est un espace euclidien de dimension finie et B = (e;)1<i<n une base orthonormée de E,

n n

alors tout vecteur © € E s’écrit x = (x|exer = . xreg et on a pour tous vecteurs x, y dans
k=1 k=1

E, en notant X la matrice de x dans la base B :

n

n
(z]y) :Zx|€k (ylex) :Zxkyk: ‘XY

k=1
n

lz)® =D {elex)” Z%
k=1

Ces égalités sont des cas particuliers des égalités de Parseval valables de maniére plus générale
dans les espaces de Hilbert.

Théoréme : Si E est un espace euclidien de dimension n> 1, B = (e;)1<i<n €t B = (6;)1§ign
sont deuz bases orthonormées de E, alors la matrice de passage P de B a B’ est telle que P71 =
tP. En particulier, on a det(P) = +1.

’

’ . . Ve /
Démonstration. Les colonnes de la matrice P sont formées des vecteurs colonnes E,--- | E,
N / . ’
, ou E; est la matrice de e; dans la base B etona:

tEi
tPP: (E;, ’E;’L) = ((tE;E;))1<2]<n
tE’

n
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= (({esleN)1<igzn = (6:))1<in = In
ce équivaut & dire que P~1 =P,
On a alors :
1 = det(I,,) = det(* PP) = det(* P)det(P) = det*(P)
et det(P) = £1.

Définition : On appelle matrice orthogonale toute matrice réelle d’ordre n inversible telle que
Pl =tp,

La matrice de passage d’une base orthonormée B de E da une autre base orthonormée B’ est donc
une matrice orthogonale et réciproquement une telle matrice est la matrice de passage d’une base
orthonormée de E da une autre.

Exercice : Soient (E, (-|-)) un espace euclidien et u un automorphisme de E.

1. Montrer que lapplication :

@1 (z,y) — (u(@)|u(y))
définit un produit scalaire sur E.

2. Dans le cas ou E est de dimension finie, donner la matrice de ¢ dans une base orthonormée
de E en fonction de celle de u.

Solution :
1. De la linéarité de u, on déduit que @ est bilinéaire symétrique.
Pour z € E, on a p(x,z) = ||lu(z)]|> > 0 et p(z,z) = 0 équivaut d = € ker(u) , soit d x
= 0 puisque u est bijectif. Donc ¢ est un produit scalaire sur E.

2. Soit B = (e;)1<i<n une base orthonormée de E et A la matrice de u dans cette base. Pour
z, y dans E, on a :
p(r,y) = (u(@)lu(y)) = "(AX)(AY) = 'X(TAA)Y
et la matrice de ¢ dans B est tAA.

Exercice : Montrer que lapplication (P, Q) — (P|Q) = f02 (2—t)P(t)Q(t)dt définit un produit
scalaire sur Ra[z] . Donner une base orthonormée.

Solution : La fonction t — 2 —t étant & valeurs strictement positives sur 0, 2/ , il est facile
de vérifier que (-|-) est un produit scalaire.
En utilisant Ualgorithme de Gram-Schmidt, on définit la base orthonormée (P;)o<i<2 par :

1
=1, 2= [2(2—-t)dt =2,Py = —
Qo [Qoll* = o ( )2 b= "%
Q1=$—<$|P0>P0=33—§7
4 3

|Q1]]* = (Q1|Q1) = §7P1 = 5% 1,

Qg = 1'2 — <’I2|P0>P0 — <CE2‘P1>P1 = f£2 — g:c + %,
8 V6

|Q2]* = (Q2]Q2) = %,P2 = T(5x2 —8x +2)
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Une base orthonormée de Rs|x] est donc :

(\;é gw —1, ?(5:52 — 8z + 2))

Exercice : On note (-|-) le produit scalaire défini sur R[X] par :

L PHQ®)

(P,Q) — (PIQ) = . ﬁ

dt.

1. Montrer que :

1 2n
t 2n)! =«
V' N dt = —.
ne /0 ST 22n(nl)2 2

2. En utilisant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt , déduire de la base canonique

(1, X, X?) de Ry[X] , une base orthonormée de Ry [X] .

Solution :

1. Pour tout entier naturel n, on note :

1 t2n
T,= [
| ==

1
La fonction a intégrer est positive et équivalente au voisinage de 1 a la fonction ———
V21—t

, elle est donc intégrable sur [0,1] .
On a:

1
1 T
To = ———dt = arcsin(1l) = —
o= [ = m=3

et pour n >1, une intégration par parties donne :
' o1t ! 2n—2
T, = " dt = 2n—1/x"‘ V1—1t2dt
" 0 V1—1t? ( ) 0
1 t2(n71)
0o V1—1t2

On a donc la relation de récurrence :

=(2n—-1) (1—t3)der = (2n —1)(Th_1 — Tp).

m—1
Vn>1,T, = -~

Tnfl
et avec la valeurs initiale Ty, on déduit que :

2n—1 2n—3 31w
T,=—"——...2=—
2n 2(n—1) 422
_2n2n—12n-2 2n-3 3217
20 2(n) 2(n—1)2(n—1) 4222
@)t
- 22n(p)2 2°
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2. On pose Qp = 1 et on a

| |
2= 7dt:2/ —dt =
1Qoll [1\/1—t2 0 VI—i2
Donc :

1 1
Ph= —— -
TR TRARY

Puis Q1(X) = X — APy ot X est tel que (Py|Qo) = 0, ce qui donne :

A= =0

(Py|X) = / ﬁ

par parité. On a Q1 (X) = X et :

2
===

1 t2 1 t2
O e Y vt -
_1V1—1¢2 _1\/1—t2 2

1 2
Pi=—Q =/2X.
L= o @ \/;

Puis Q2(X) = X2 —APy—uPy ou \, pu sont tels que (Po|Q2) = (P1|Q2) = 0, ce qui donne :

o2 17 &
A= (P|X?) = dt = —= = *—

<P|X2>\F/ltgdto
pn= {1 =V VI Z =

1 1
VIl _xe_ Ly,

2 VT 2
1Q2l* = (Qa] X* — APo) = (Q2]X?)

N>=l

Donc :

et :

par parité. On a Q2(X) = X2 — APy = X? —

—dt — = —dt
/_1\/1—t2 2/_1\/1—t2

4! 10 =

T9i" 227 8

_ 1 _ 209y _
2= g JRex-n

Conclusion, une base orthonormée de Ry[X] est donnée par :

(Po, P1, ) = ( \/7X\/72X2—1)>
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Exercice : Pour tout entier n positif ou nul, on note ma,(r) = (2% — 1) et R,, = Wgz) :

On munit E = R[x] du produit scalaire défini par :

1
Y(P.Q) € B (PIQ) = [ Pla)Q()da.

-1
1. Montrer que R, est un polynome de degré n de la parité de n.
2. Calculer, pour n > 1, les coefficients de 2 et 2"~ dans R,,.

3. Montrer que, pour n > 1 , pour tout entier k compris entre 1 et n et tout P € R[z] , on
a:

/ =B Pt)dt = — / wEV @) P (t)dt.

4. Montrer que, pour n > 1 et tout polynome PE R,,_1[z] , on a (R,|P) = 0,

5. En déduire que la famille (R,)nen est orthogonale dans E.

1
6. Calculer ||Ry|| , pour tout entier n positif ou nul. Les polynomes P, = mRn sont les
n

polynomes de Legendre normalisés.

Solution :
1. Pourn =0 on a Ry =m9 = 1. Pour n > 1 le polynome :

n

Ton () =Y (=1)"FCE2?

k=0

est de degré 2n et sa dérivée d’ordre n :

Rn(l‘)z Z (_1)n—kck (2k)l ka—n

ok — )
2 Shgn (2k —n)!

est un polynome de degré n.
Le polynome oy, est pair donc sa dérivée d’ordre n, R, est de la parité de n.

(n) _ (2”)'

' ~ et le coefficient de z™ !
n!

2. Le coefficient dominant de R,, est S

que R, est de la parité de n.

est nul du fait

3. Une intégration par parties donne, pour tout entier k compris entre 1 et n et tout P€ R

[x] :

1 1
[mwpwd= [ 0P0] | - [ 0P @
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Et utilisant le fait que -1 et 1 sont racines d’ordre n du polynome wop, (z) = (x—1)"(z+1)"

, on a ﬂéiﬁl)(il) =0 de sorte que :

1 1
/ =B Pt)dt = — / EV @) P (t)dt.
21 1
4. En effectuant n intégrations par parties, on obtient :

1 1
/ () P(t)dt = (—1)" / Ton (£) P ()dt.

21
Pour P€ R, _1/X], ona P =0 et :
(Rn|P) = <W§Z)\P> - <ﬂ2n|p<”>> —0.
5. Chaque polynome Ry, étant de degré k, on déduit de la question précédente que (R, |R.,)

= 0 pour 0 < n < m et par symétrie (R,|Ry) = 0 pour n # m dans N. La famille
{Ryn|n € N} est donc orthogonal dans R/z] .

6. En utilisant 4. on a :

|Ra|? = / 7 (1) Ry (8)dt = (~1)" / Ton ()R (1)t

1

- (—1)",8,(l”)n!/7r2n(t)dt — 2n)\(~1)",.

-1

ol :

1 1
I, = /mn(t)dt = /(t2 — 1)"dt.
-1 -1

Pourn > 1, ona :

1 1
1, = /(t2 _ 1)n—1(t2 _ 1)dt _ /(t2 _ 1)n—1t tdt — I, 4

et une intégration par parties donne :

1

/(t2 — D)"Y tdt = {t;n(ﬁ - 1)”] —_/1 %(tQ —1)"dt

-1

1
=1,
2n
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soit la relation de récurrence :

1
In=——Ty—1Io_
2n !
wr = 2" Il en résult :
soit I,, = 1 n_1 . 1l en résulte que :
2n)(2(n —1))---2 221 (12
o Ly R =D) 2 )
@nt D@n—_1)--1 2n+ 1)!
et :
22n ()2 2
R = (21 27 277 ()2

Cnt+ )T 2+l

Soit || Rn|| = 27

2n +1

6 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension
finie
(E, (:])) est toujours un espace préhilbertien de dimension finie ou non.

Théoréme(projection orthogonale) :  Soit F un sous espace vectoriel de dimension finie de
E non réduit a {0} . Pour tout vecteur x € E, il existe un unique vecteur y dans F tel que :

|z =yl =d(z,F) = Zlglf?Hx— 2|

Ce vecteur est également l'unique vecteur appartenant a F tel que x - y € F-.
Son expression dans une base orthonormée (e;)1<i<n de F est donnée par :

(z]ex)ex
1

n
y:

k=
et on a :

n

lz = yl* =l = lyll? = llll* = D _(zlex)®. (1)

k=1

Démonstration. Soit (e;)1<i<n une base orthonormée de F (le théoréme de Gram-Schmidt
nous assure l’existence d’une telle base). Pour x dans E, on définit le vecteur y € F par :

(z]ex)er
1

y:
k

n

On a alors (x —yle;) = 0 pour tout j € {1,--- ,n} , c’est-a-dire que z - y € FX. Le théoréme de
Pythagore donne alors, pour tout z € F :

lz = 2* = ll(z —y) + (y = 2)II
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= llz = yll* + lly = 2II* > llz — y*.

et on a bien ||z —y|| = d(z,F) .
S’il existe un autre vecteur u € F tel que ||z —u|| =d (x, F ) =0, de :

0% = |lz — ull* = [lo =yl + lly — ull* = 6* + |y — ull*.

on déduit alors que ||y —u| = 0 ety = w.
On sait déja que le vecteur y € F est tel que x - y € F+. Supposons qu’il existe un autre vecteur
u € F tel que ¢ - v € F-, pour tout z € F, on a alors :
lz = 2l* = [I(z — w) + (u — 2)|I?
= o —ull® + [lu—2]* > |z — ul|*.

donc ||lx —u|| =d (z, F ) et u =y d’aprés ce qui précéde.
La derniére éqgalité se déduit de :

I2)1* = ll(z = y) + ylI* = = = yI* + lly]I*.

Si x est un vecteur de E, alors le vecteur y de F qui lui est associé dans le théoréme précédent
est la meilleure approximation de x dans F. En considérant la caractérisation géométrique x - y
€ Ft | on dit aussi que y est la projection orthogonale de x sur F .

On note y = pr (x) . On a donce :
(y=pr(z)) <= (yeFetx—yc Ft) < (yc Fet|z—y| =dx,F))

et dans une base orthonormée de F, une expression de pr est :

n

Va € E,pp(x) = Y (xlex)er.
k=1

On dit que Uapplication pp est la projection orthogonale de E sur F.
Remarque : Si F = {0} , on peut définir pp et c’est lapplication nulle. On suppose donc, a

priori, F non réduit ¢ {0} .
Dans le cas ou E est de dimension finie et F = E, pp est l'application identité.

Remarque : pr (1) = z équivaut a dire que x € F et pr (z) = 0 équivaut a dire que z € F*+.

1
Exemple : Si D = Ra est une droite vectorielle, une base orthonormée de D est (HHa) et
a

(z|a)
lall?
De linégalité (1) , on déduit que pour tout vecteur x € E, on a :

pour tout z € E, on a pp (z) =

n

lpr(@)]* = (zlex)® < |z,

k=1

Cette inégalité est l'inégalité de Bessel .
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Exercice :  On munit l’espace vectoriel R [r] du produit scalaire :

400

(P,Q) — (P|Q) = Pt)Q(t)e tdt

0

1. Justifier la convergence des intégrales (P|Q) pour tous P, Q dans R/[z] et le fait qu’on a
bien un produit scalaire.

2. Construire une base orthonormée de R3] .

3. Soit P =1+ x + 3. Déterminer Q € Ry [x] tel que |P — Q|| soit minimal.

Solution :

1. On vérifie par récurrence que :
—+oo
Vk € N,/ the~tdt = k!
0

et de ce résultat on déduit que Uapplication (-|-) est bien définie sur R[z] . On vérifie en-
suite facilement que c’est un produit scalaire.

2. En utilisant le procédé de Gram-Schmidt sur la base (1, 2,22, 23) de R3[z] , on a :

Qo=1Ql*=1,P = Qo =1
[Qoll 0
P=x— (z|P)Py=2—1,]|Q1|]>=1,P = HQlll =z -1,
1
QQ = LC2 — <.’E2|P0>_P(] — <£L'2|P1>P1 = {E2 — 4(E + 2,
1
1Qal? = 4, Py = o550 = 5 (2% — 4w +2),
[Qaf 2
Qg = CL’S — <.’E3|PQ>P0 — <£L’3|P1>P1 — <.’E3|P2>P2
=23 — 922 + 18z — 6,
2 _ _ Qs _ 1 3 2
|Qs]|* =36, P3s = —— = —(z° — 92* + 18z — 6).
1Qsl 6

3. Le polynéme Q est la projection orthogonale de P sur F = Ry[z] donnée par :

2

Q=Y (P|P)P;

k=0

Le calcul des (P|Py) peut étre évité en remarquant que dans la base orthonormée (Py, Py,
Py, Ps)de E=R3 [z], ona :

P = kio (P|Py) P, = Q + (P|Ps) Ps

le coefficient (P|Ps) s’obtenant en identifiant les coefficients de 1° dans cette égalité (P
est de degré 2 au plus), soit :
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(P|Ps) =6
On a donc :
Q=P-(P|P;) Py =92 -172+ 7
et :
d (P, Ryfz]) = ||P = Q|| = [(P|P3)| = 6.

1l est parfois commode d’exprimer (1) sous la forme :

n
Xr — E )\kek
k=1

ot (e;)1<i<n est un systéme orthonormé dans E et x € E.

2 n

= o —yl* = ll=]® = Y (alex)®.

k=1

inf
(A1, A0 )ER™

Exercice : Calculer inf f_ll(x2 —ax — b)%dz
(a,b)eR?

Solution : En munissant lespace E = C° ([-1, 1]) du produit scalaire :

1

(f.9) = / f(@)g(x)dz

-1
on a .

1

M= inf ?—azr—b)Pdr= inf |f-Q|?
(a})r)lelR?/(x “ ) v Qéﬁl[m]‘|f QH
-1

ou f (x) = 2%. Le théoréme de projection orthogonale donne :
M =|f = P|* = fII” - I1P|I

ot P est la projection orthogonale de f sur Ry [x] , soit P = (f, Po)Py + (f, P1)P1 ot (Po, P1) est
une base orthonormée de Ry [z] . Le procédé de Gram-Schmidt donne :

et on a :
21
Py =-—— P)y=0
<f7 0> 3 27<fa 1>
donc :
1
P(x)—g
et :
M:g—g: 8
5 9 45



Remarque :  Si (e;)1<i<n est une base (non nécessairement orthonormée) de F, alors la pro-

n
jection orthogonale d’un vecteur x de E sur F est le vecteur y = ) yje;, ot les composantes y;
j=1
, pour j compris entre 1 et n, sont solutions du systéme linéaire :
(2 —yles) =0 (1< i <n),

soit :

n
Z eilej)y; = (zles) (1 <i<n),
j=1

Ce systéme est appelé systéeme d’équations normales.
Pour Uexercice précédent, (1, x) est une base de Ry[z] et le systéme d’équations normales est :

(1yr + (Az)yz = (@?[1)

(@)yr + (zl2)y = (2?|2)

2

{23/13

2

—1y2 =0

3?42
1 9 8
— = - PQ:—,
3 et M=l - IPIP =

soit :

1
ce qui donne y; = 3 et yo = 0, soit P =

1

Exercice : Calculer inf [ 2%(In(x) — az — b)?dx.
(a,b)eR2 7y

Solution :  On munit l’espace vectoriel E = C([0,1]) du produit scalaire :

(f.9) — (f | 9) = / f(@)g(x)dz

et on note f la fonction définie sur [0,1] par :

_JxIn(x) six€]0,1],
f(x)_{o siw = 0.
Avec lim zIn(z) = 0, on déduit que f €E.
z—0
Avec ces notations il s’agit donc de calculer :
0> =d(f,F)?= inf |f—az®—bx|?

(a,b)eR?
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ou F = Vect {x, 2%} . On sait que si (P1, Py) est une base orthonormée de F, alors :
02 = ||f = (f1P) P — (f|P2) Po|?
= IF1? = (f1P)? = (f1P2)*.
Une telle base orthonormée s’obtient avec le procédé de Gram-Schmidt :

Py = /3,
Py = /3 (422 — 3a).

Puis avec : 1
n\ _ 1 5, _
R T
1 2
I = Ji o e)de = .
on obtient : .
3
<-f | P1> - —?,
NG
Py = ———
(f 1 P2) 5
et :
2oL 1
2433 432"
La projection orthogonale de f sur F étant donnée par :
5 19

On peut aussi déterminer cette projection orthogonale P = ax? + bx en utilisant le systéme
d’équations normales :

{U—PI@=Q

(f = P|a% =0,
so0it :
3a—|—4b:—é
37
)
4 b=—-
a+5 1
. 5 19 . p
ce qui donne a = 3 et b= 1 Le minimum cherché est alors :
2 31 1
2 _ 2_pI2=2 20 -
8= ISP =PI = o — s =

Sur Uespace vectoriel F des fonctions continues et 2m-périodiques muni du produit scalaire :

(F0)— 19 = [ f@ateyiz,
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la meilleure approximation, pour la norme déduite de ce produit scalaire, d’une fonction f € F
par un polynéme trigonométrique de degré inférieur ou égal a n est donnée par :

Sn(f)=<f| Vg?>;r+z<f;>¢%+;<f|ﬁ>ﬁ

1 — 1
f\COCOﬂL*Zf\CkaJr Z<f|5k>5k
=1 =

™

ot ¢ : © —> cos(kx) pour k>0 et si : x — sin(kx) pour k > 1 . Soit :

Su(fw) = “) 5™ ay () cosha) + 3 () sinha)
k=1

ot les ag(f) et bi(f) sont les coefficients de Fourier trigonométriques de f définis par :
ar(f) = = f(t) cos(kt)dt et by(f) = 1 f(t) sin(kt)dt
. o

L’opérateur S,, de projection orthogonale de F sur ’espace P, des polynémes trigonométriques
de degré inférieur ou égal a n est l’opérateur de Fourier.
La série :

+Z an(f) cos(nx) + by (f) sin(na))

est la série de Fourier de f.
L’inégalité de Bessel s’écrit :

(1 m> +é<f | ﬁ> +,:1 (11 ﬁ> < )2

s

DS @n i< [ P

k=1 -

ou encore :

1
Il en résulte que la série numérique a3(f) + 3 S (a2 (f) + b2 (f)) converge avec :

LA Z N+ < ! FA(t)dt

(théoréme de Bessel).
On peut monter qu’on a fait I’égalité (théoréme de Parseval).

De lVinégalité de Bessel, on déduit que lim a,(f) = lim b, (f) = 0 (théoréme de Riemann-

n——4oo n——4oo

Lebesgue).
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Exemple : Sif € F est la fonction 2n-périodique, paire valant z(mw - z) sur [0, 7] , on a by (f
) = 0 pour tout n > 1 puisque f est paire et :

2 [" 2
aolf) == [ tlr - =7
Vi 0 3
2 s
an(f) = f/ t(m — t) cos(nt)dt
™ Jo
9 0 stin=2p+1
=1+ =4 1
n2<+( ") —— sin=2p
p
pour n>1
L’identité de Parseval nous donne :
4 T+ ™ 4
T 1 2 9 9 T
- — =2 2r-t)P2dt=—
18 +;p4 7r/0 (m—1) 15
it
=P 90

Du théoréme de projection orthogonale, on déduit le résultat suivant valable en dimension finie.

Corollaire : Pour tout sous espace vectoriel F de dimension finie de E on a E = FGFL et
(FLL = F.

Démonstration. Pour tout x € F N F-, on a ||z||> = (z|z) = 0 et z = 0. Donc FN F+ =
{0} . Soit x € E et y € F sa projection orthogonale dans F. Onax -y € F- etz =y + (v - y)
€ F + FL. D’ou l’égalité E = FOF*.

Il en résulte que dim(F+) = dim(E) — dim(F) . On a donc dim ((F+)*) = dim(F) et avec

Vinclusion F C (FH)L | on déduit qu’on a 1’égalité.

Remarque : Pour F de dimension infinie, on a toujours F'0 F- = {0} mais pas nécessairement
E = FOF+ | ni méme (F+)* = F. On considére par exemple 'espace vectoriel E = C°([0,1],R)

1
muni du produit scalaire (f|g) = [ f(t)g(t)dt. Pour F = Rlz] , du théoréme de Weierstrass on
0

déduit que F- = {0} et pourtant on a E # FOF* et (FY)t = E# F.
Avec le théoreme qui suit, on donne les principales propriétés des projections orthogonales.

Théoréme (%) : Soit F un sous espace vectoriel de dimension finie de E.
1. Pour x € E, on a x € F si, et seulement si, pp(x)= 1.
2. pr o pr=pF .

3. La projection orthogonale pr de E sur F est une application linéaire surjective de E sur F.
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4. Le noyau de pp est F-.

5. Pour tous x, y dans F, on a :

(pr(z)|y) =(z/pr (y)) =(pr(z) | pFr (y))

(on dit que pp est auto-adjoint).
6. Pour E de dimension finie, on a pr + ppr = Id.
7. Pour E de dimension finie, on a pg o ppr = ppL © pp= 0.
Démonstration.

1. Six =pr(z), on a alors z € F. Réciproquement si x € F, avec x - x = 0 € F*-, on déduit
que pp () = .

2. Résulte de pp(z) = x pour tout © € F.

3. St (e;)1<i<n est une base orthonormée de F, on a alors
n
Vz€E, pr (z) =) (zley)ex
k=1

et pr est linéaire puisque chaque application x — (x|ey)ey est linéaire.
L’égalité pr (x) = x pour tout © € F nous dit en particulier que pr est surjective de E sur F.

4. Size€ker (pr ), onapr (v) =0etx=2x-pp () € F-. Réciproquement si x = x - 0
€ Ft, on a pr () = 0 puisque 0 € F.

5. Pour x, y dans E, on a pp (z) € F ety —pr(y) € F*, donc :

(pr(@)ly) = pr@)|ly — pr(y) + pr(y)) = (Pr(@)pr(Y))
Uexpression (pr(x)|pr(y)) étant symétrique en x,y. Il en résulte que (pr(z)|y) = (z|pr(y)).
En utilisant une base orthonormée (e;)1<i<n de F on peut aussi écrire que pp(x) =
n

f: (zler)er ; pr(y) = (ylew)er et :

k=1 k=1

n

o)ly) =D (zler)lew) = (zlpr(y)) = {pr(@)lpr(y).

k=1
6. Dans E = F ® F*, on a les deux écritures :
x= (¢ —pr(@)) +pr(z) = (z = ppe(2)) + pre(2)
avec (pr(x),x — pr(x)) et (x — ppi(z),ppo(x)) dans F x F*, ce qui entraine x - pp

(z) = ppi(z) du fait de Uunicité de Uécriture dans une somme directe. On a donc bien
pr(x) + ppi(z) = x pour tout z € E.

7. On en déduit que :

pr(z —pre(2)) = pr(pr(z)) = pr(z)
et pp(ppi(x)) = 0. L'égalité pp1 o pr = 0 se montre de maniére analogue.
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Exercice : On suppose que E est euclidien et on se donne une base orthonormée B de E.

1. Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale sur la droite D = Ra engendrée
par un vecteur non nul a.

2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur un hyperplan H de E dans B.

Solution :

(z]a) - -

5 a- En écrivant que a = Y ae;,
[l i=1

1. Par définition de pp, on a, pour tout x € E, pp(x) =

on a, pour tout j compris entre 1 et n :

n
ej|a
Po(€i) = o ; B

a;a;
et la matrice A de pp dans B est A = (( ! é)) , ce qui peut aussi s’écrire
all 1<i,j<n
1
A= ——CC, ou C est le vecteur colonne formé des composantes de a dans B.

[lal[?

2. On a H = {a}* = (Ra)* avec a # 0 et pour tout x € E, py(x) =z — (x|a>a' La matrice

[lall?

de pg dans B est donc :

B=I,—A=I,—  ctc= <<J—aag>>
[lall all 1<i,j<n

6.1 Caractérisation des projecteurs orthogonaux dans un espace eucli-
dien

On rappelle que, sur un espace vectoriel E, un projecteur est une application linéaire p de E
dans FE telle que pop =p.
1l est facile de vérifier que si p est un projecteur de E, alors ker (p) et Im (p) sont en somme
directe et pour tout x = y + z avec (y, z) € ker (p) x Im (p) , on ap (x) = y.
En effet, si x € ker (p) N Im (p), onax =p (y) et 0 =p(x) =pop(y) =ply) =z, donc ker
(p) NIm(p) = {0} et tout x € E s’écrit x = x - p (z) + p (z) avec © - p (z) € ker (p) et p (z) €
Im (p) , donc E = ker (p) + Im (p) . On a donc bien E = ker (p) ® Im (p) et pour tout © =y
+ 2 € Eavec (y, z) € ker (p) x Im (p) ,onap (x) =p(y) +p(z) =p (2) ==
On dit que p est le projecteur sur F = Im (p) parallélement d ker (p) . Réciproquement si E =
F @ G, Uapplication qui associe & © =y + z, ot (y, z) € F x G, le vecteur y est un projecteur
sur F parallélement a G.
Les projecteurs orthogonaux sont des cas particuliers de projecteurs. Ce sont en fait les projecteurs
de E caractérisés par la propriété 5. du théoréme (x) ou par ||p(x)| < ||z|| pour tout z € E.

Théoréme : Soit p un projecteur d’un espace euclidien E. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1. p est un projecteur orthogonal ;
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2. pour tous x, y dans E, on a : {p(z)|y) = (z|p(y)) ;
3. pour tout x € E, on a ||p(z)| < ||lz|

Démonstration. Si p = pp est un projecteur orthogonal, on sait déja qu’il est autoadjoint,
c’est-a-dire que 1. implique 2.

St p est un projecteur qui vérifie 2. on a, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout
S

[p(2)]1? = (p(x)|p(x)) = (x[p(p(x)))

|
= (zlp(z)) < [z [llp(=)]]

et ||lp(x)|| < ||x|| pour x # 0, U’égalité étant réalisée pour x=0.

Supposons que p soit un projecteur vérifiant 3. On a E = ker(p) ® Im (p) et si p est un projecteur
orthogonal sur F, on a nécessairement ker (p) = F* et Im(p) = F = (ker (p))* . Réciproquement
si Im (p) = (ker (p))* , on a alors pour tout z € E, p(x) € F =Im (p) et x - p (z) € ker (p) =
FL, ce qui signifie que p (1) est le projeté orthogonal de x sur F. Il s’agit donc de montrer que
Im (p) = (ker (p))* . Pour z € ker (p) et y € Im (p) , en notant z =y — Ax ol \ est un réel,

onap (z)=p(y) =yet:
lyll? = l[p()I1* < 12017 = yll* — 2X{=]y) + A*||=]?
soit :
AQz]? = 2(z[y)) > 0

ce qui entraine N||z||? — 2(z|y) > 0 pour A > 0 et M|z||* — 2(z|y) < 0 pour X < 0. Faisant tendre
A vers 0 par valeurs positives et négatives respectivement, on obtient (x|y) < 0 et (x|y) > 0, soit
(xz|ly) = 0 . Le projecteur p est donc un projecteur orthogonal.

6.2 Réduction des matrices symétriques réelles
Pour ce paragraphe, (E, (-|-)) désigne un espace euclidien de dimension n>1 et B = (e;)1<i<n

est une base orthonormée de E.

Définition : On dit qu’un endomorphisme u de E est symétrique si :
V(z,y) € E X E, (u(z)ly) = (xlu(y)).

Théoréme : Un endomorphisme u de E est symétrique si, et seulement si, sa matrice A dans
la base orthonormée B de E est symétrique.

Exemple : Un projecteur orthogonal est un endomorphisme symétrique et on a vu que réci-
proquement si un projecteur est symétrique, c’est alors un projecteur orthogonal .

Définition : Si u est un endomorphisme de E, on dit qu’un réel \ est valeur propre de u si
l’endomorphisme u - A\Id n’est pas inversible.

Dire que u - AId n’est pas inversible équivaut ¢ dire que son noyau ker (u - AId) n’est pas réduit d
{0} , ce qui équivaut a dire qu’il existe un vecteur a#0 tel que u (x)=Az. Il est encore équivalent
de dire que det (u - A\Id) # 0.
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Les valeurs propres de u sont donc les racines du polynome P, (\) = det (u - A\Id) . Ce
polynome est appelé polyndme caractéristique de u.
Comme P, est de degré n, l’endomorphisme u a au plus n valeurs propres réelles.
Pour toute valeur propre réelle X d’un endomorphisme u de E, le sous-espace vectoriel E\=Fker
(u - M\Id) est appelé l’espace propre associé a la valeur propre \.
En désignant par A la matrice de u dans une base de u, on a det (u - AId) = det (A - \I,,) .
Le polynome Py (\) = det (A - M\In) est appelé polynéme caractéristique de A et les racines de
ce polynome (réelles ou complexes) sont appelées les valeurs propres de A.

Par exemple, pour A = ((1) _01> ,onaPa (\) =X\ + 1 quin’a pas de racines réelles, mais

a deux racines complexes i et —i.

Théoréme : Si u est un endomorphisme symétrique de E, alors son polynéme caractéristique
a n racines réelles distinctes ou confondues.

Corollaire : Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle sont toutes réelles.

Théoréme : Soient u un endomorphisme symétrique de E, A\, u deuzx valeurs propres (réelles)
distinctes de u et Ey, E, les espaces propres associés. Pour tout x € Ex et y € E,, on as
(x|y) = 0. C’est-a-dire que les espaces propres associés & des valeurs propres distinctes de u sont
orthogonaux.

Théoréme : S7 u un endomorphisme symétrique de E, il existe alors une base orthonormée de
E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Corollaire : Si A est une matrice symétrique réelle d’ordre n, il existe alors une matrice in-
versible P telle que P~1="'P (une telle matrice est dite orthogonale) et P Y AP = 'PAP est une
matrice diagonale.

Ce corollaire s’exprime en disant que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans
une base orthonormée de R™.

Corollaire : Si q une forme quadratique sur E, il existe alors une base orthonormée de E dans
laquelle la matrice de q est diagonale.

On retrouve ainsi le théoreme de réduction de Gauss relatif auz formes quadratiques réelles.
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