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Introduction

La réduction d’une matrice A consiste a trouver une matrice B semblable
a A et ayant une forme simple, de préférence la plus simple que possible.

De maniéré général cette matrice B peut étre choisie triangulaire (on
parle alors de la triangulation de matrice A), voire méme diagonale (on parle
de diagonalisation).

Nous allons voir dans ce projet de fin d’étude, que quand B ne peut
pas étre choisie diagonale (c’est-a-dire quand A n’est pas diagonalisable),
qu’en on peut néanmoins la choisir Comme étant une matrice triangulaire
supérieure comportant quelques termes égales a 1 au-dessus de la diagonale
et 0 partout ailleurs (on parle de réduction de Jordan ou de Jordanisation).

Les outils d’enveloppes ici concernent divers aspects fondamentaux de
I’algé-bre linéaire : polynomes d’endomorphismes, dualité en dimension finie,
polyndme caractéristique, théoreme de Cayley-Hamilton, polyndme minimal,
rang d’'une matrice, matrices par blocs, décomposition de dunford. & ce titre,
mais aussi par ses multiples applications a I'analyse.



Chapitre 1

Quelques rappels

On rappelle ici les résultats essentiels qui vont étre utiles pour ’ob-
tention de la réduite de Jordan d’une matrice et la décomposition de dunford.
Les démonstrations données permettent de se familiariser avec les notions de
polyndéme d’endomorphisme et de crochet de dualité, polyndme caractéris-
tique, polyndme minimal, rang d’une matrice et une famille de matrices non
diagonalisables.

1.1 Le lemme de décomposition des noyaux :

1.1.1 Lemme :

Soient v € L(FE) un endomorphisme et Pi,..., Py des polyndomes de
K[X], deux-a-deux premiers entre-eux. On note P le polyndome produit

[] P, alors
k

ker P(u) = @ Pi(u).

1=1

Preuve :

On note @Q; le polynoéme P/P; = [] P;; les polynomes (Q;)1<i<k sont
JF#
premiers entre-eux dans leur ensemble. On peut donc écrire une relation de
Bézout : il existe Vi,..., Vi vérifiant

(1) ViQi+ ... + VEQp = 1.

Montrons tout d’abord que les sous-espaces F; = KerP;(u) sont en somme
directe : soit (z1,....,2x) € F1 X Fy..... X Fy, tel que 21 + ... + 2, = 0.
En appliquant ’endomorphisme Q;(u) a cette égalité, il vient Q;(u)(x;) = 0,
puisque pour j # 1, le facteur P; apparait dans le polynome @);. D’autre part,



la relation de Bézout (1) appliquée a 'endomorphisme u, et évaluée ensuite
en x;, ne fait plus intervenir que le terme d’indice i (les autres s’annulant car
P; divise chaque ); pour j # i) :

Vi(u) o Qi(u)(x;) = ;.

qui implique x; = 0. On note alors F = @ ker P;(u).

Il est clair que F est inclus dans KerP(u) car chaque P; divise P. Réci-

proquement, soit x € KerP(u) : d’aprés (1), on peut écrire

r=x1+ ...+ 1z, avec z; = Vi(u)o Q;(u)(x).
Il suffit alors de vérifier que z; € KerP;(u), ce qui résulte de l'identité
P = P,Q; (on utilise le fait que les polyndmes d’un méme endomorphisme
commutent).

Le résultat précédent s’avere tres utile pour “dévisser” un endomor-
phisme (si on peut se permettre cette expression, généralement réservée
aux groupes) : supposons que P est un polynome annulateur de u, alors
ker P(u) = E si bien qu’on obtient une décomposition de 'espace tout-entier
en sous-espaces stables par u. un cas d’utilisation fréquent consiste a choisir
P = xy, polynome caractéristique de u dans le cas ou ce dernier est scindé
sur k : on obtient la décomposition en sous-espaces caractéristiques (voir la
démonstration du 2 éme théoréme chapitre 2).

1.2 La dualité en dimension finie :

Un ingrédient essentiel de la démonstration de la réduction de Jordan
est la construction d’un supplémentaire stable par dualité. On rappelle donc
ici les notions fondamentales de dualité dans le cadre de la dimension finie.

On désigne par E* 'ensemble des formes linéaires sur E :

E* ={p: E — k,lineaire},

I’ensemble E* est un espace vectoriel de méme dimension que E. Pour x € E
et o € E*, on notera
(z,0) = o(z).

Cette notation, appelée “crochet de dualité” présente deux avantages : le pre-
mier est de coincider avec celle du produit scalaire si E dispose d’une structure
euclidienne. le second réside dans la facilite d’utilisation de I’endomorphisme
transposé : pour u € L(FE), on définit son endomorphisme transposé (ou
adjoint) u' (noté aussi u*) par

Vec E Vo€ E* (z,u'(p)) = (u(z),e).

8



Cette écriture est plus commode que 'écriture fonctionnelle équivalente :

u' (¢) (@) = p(u(z)).
Rappelons aussi la définition de 'orthogonal d’une partie A de E :

At ={p e E*Vxc A (z,¢) =0}.

De maniére duale, on définit 'orthogonal (ou polaire) I't d’une partie de E*.
Les ensembles A+ et Tt sont des sous-espaces vectoriels (respectivement de
E* et E). Si, de plus, A et I' possédent des structures vectorielles, on a
dim(At) = n — dim(A) et dim(T'+) =n — dim(T)
(At =Aet (I'Ht =T
Enfin, on énonce un résultat simple — mais essentiel — qui constitue le moteur
de la démonstration du 1 ére théoréme (chapitre 2) :

1.2.1 Lemme :

Soit u € L(E) et T’ un sous-espace de E*, stable par u'. Alors I'* est
stable par u.

Preuve :

Soit x € I'*; vérifions que u(x) est encore dans I'*t. Soit donc ¢ € T,
on évalue le crochet
(u(z), ) = (z,u' (p)) =0

car u' (@) € T par stabilité de I" & travers u ',



1.3 Polynéme caractéristique, théoréme de Cayley-Hamilton et
polynéme minimale :

1.3.1 Définition ( Polynéme Caractéristique) :

Soit A = (ai;)i<ij<n une matrice de M, (k).
On appelle polynéme caractéristique de A le polynéme :

ap —X  an R a1p
_ X .
Ya(X) =det(A— XI,)=| " @
ani an?2 Anp — X

O les valeurs propres de A sont les racines du polynome caractéristique
de x4(X) de A.

1.3.2 Théoréme ( Cayley Hamilton) :

Pour tout endomorphisme u d’un k-espace vectoriel E de dimension finie
et toute matrice A € M, (k) tels que leurs polynomes caractéristiques
soient scindés, on a :

Preuve :
Soit xu(X) = (=1)"(X — A\1)...(X — \,), on a:
Xu(u) = (=1)"(u — A\jidg) o .... o (u — M\yidg).

Soit (e;)i=1,.» une base de E telle que la matrice de u par rapport a cette
base soit triangulaire supérieure :

Al Qpp s Qg
0 A n
Mat(u (e)) = | .
0 0 A

Remarquons que u(e;) — A\;e; € [eq, ..., €;_1] pour tout ¢ = 2, ..., n. montrons
que (u — Ajidg) o ... o (u — Njidg) annule (e, ..., e;)par récurrence sur i.
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Pour 7 =1 c’est clair.

Supposons i > 1 et que (u— A\jidg)o....o (u— \;_1idg) annule (ey, ..., e;_1).
puisque les (u — Agidg) commutent deux a deux (u — Ajidg) o ... o (u —
Aitdg) annule (e, ..., ¢;_1). il annule donc aussi {e;} puisque (u—N\;idg)(e;) €
[61, ceey 62'_1].

On en déduit le théoréme car x,(u) annule une base de E.

1.3.3 Remarque :

Le théoréme de Cayley-Hamilton reste vrai méme si le polynome carac-
téristique de A (ou de u) n’est pas scindé.
En effet :

On démontre que k est un sous corps d’un corps algébriquement clos L
(comme pour R C C), donc x4(X) est scindé comme polynome de L[X],
d’on x4(A) = 0.

1.3.4 Polyn6me minimale :

soient E un k-espace vectoriel de dimension fini non nul et u un endo-
morphisme de E. le théoréme de Cayley-Hamilton montre que y,(u) = 0,
ol Xy est le polyndme caractéristique de u. soit I = {x € k[X]|x(u) = 0}. 1
est un idéal de k[X] qui est un anneau principal, donc I est engendré par un
polynome c-a-d 3lp, € k[X] unitaire tel que : I = p k[X].
Le polynoéme p, est appelé polyndme minimale de u et il vérifier pour tout
x € k[X] tel que :

X(u) = 0= pulx

En particulier on a : py|y.
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1.4 Le rang d’une matrice :

1.4.1 Définition :

On appelle rang d’une matrice M, noté rg(M), le rang du systeéme de
ses vecteurs colonnes.

1.4.2 Théoréme :

Soit M = (m; j)1<i<n1<j<p, s0it F un k espace vectoriel de dimension
n, (fi,..., fn) une base de F, alors rg(M) = rg(v1, ..., v,) ol

n
ve =Y mirfi; 1<k<p.
i=1

Preuve :

Notons (eq, ..., e,) la base canonique de k.
¢ k" — F
er — fr est un isomorphisme,
donc rg(vy, ..., vn) = rg(Pp(v1), ..., d(vy,)) = rg(ug, ..., uy)
On

n
up = Zmi,kei 1<k <p.
i—1
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1.5 Une famille de matrices non diagonalisables : les matrices
nilpotentes.

1.5.1 Théoréme :

Soit A € M,,(k) une matrice nilpotente mais non nulle. Alors

1. A est singuliére.

2. spr(A) = {0} avec spp(A) = {\ € k|xa(A\) = 0}’ensemble des va
leurs propres de A.

3. pa(X) = X" avec 2 <m < n.

4. A n’est pas diagonalisable.

5. Toute matrice semblable & A est nilpotente aussi.

Preuve :

Soit k > 2 tel que A¥ = 0. puisque det(A*) = det(A)*, on en déduit
que det(A) = 0. A est donc singuliere et 0 € spi(A). De plus, si A est valeur
propre de A, A\* est valeur propre de A* = 0. Donc A = 0. On en déduit que
spr(A) = 0. Le polynome minimal p, divise le polynéme X*, car ce dernier
s’annule en A. Donc py est de la forme X™ avec 2 < m < k (m # 1, sinon
A =py =0). Comme py est scindé mais pas & racines simples, A n’est pas
diagonalisable.

Enfin, si A" = PAP™! est une matrice semblable a A, alors (A')* = PA*P~1,

13



Chapitre 2

La réduction de jordan d’une matrice

Dans toute la suite, E désigne un espace vectoriel de dimension finie
n sur un corps k (le plus souvent R ou C).

2.1 Reéduction de jordan pour les matrices nilpotentes :

2.1.1 Théoréme :

Soit N € M,,(K) une matrice nilpotente. Alors N est semblable a la
matrice J , qui s’écrit par blocs
Ji 0 0
0o - :
J=1 . .

0 0 Js
0O 1 0 0
Avec J; = 0 0
T |
0 --- 0 0

Les matrices J; sont appelées “blocs de Jordan nilpotent”.

Preuve :

On procéde par récurrence sur n, taille de la matrice N. Pour n = 1, le
résultat est évident, puisqu’une matrice mono-dimensionnelle nilpotente est
nécessairement nulle.

Supposons le résultat acquis pour toute matrice nilpotente de taille stric-
tement inférieure a n. Soit alors N € M,, (k) nilpotente; on note u € L(E)
I’endomorphisme qui lui est associé via la base canonique de k".

Si ’endomorphisme u est nul, le résultat est évident, sinon notons k>1

14



'ordre de nilpotence de u, i.e. u*~1 #£ 0 et u* = 0. Soit alors x ¢ keru*~! et
F le sous-espace vectoriel de E défini par

F = Vect(x,u(x),u*(x), ....... Juf ().

Montrons que la dimension de F est exactement k (ce qui impliquera en par-
ticulier que k < n), cela revient a prouver que la famille x, u(x), u*(z),...,
uF~1(z) est libre : soient ap, ...., ax_1 € k tels que

k
(2) Y aqul(z) = 0.
1=0
Si les scalaires ; ne sont pas tous nuls, on définit ¢ = min{l; a; # 0}. En

F=1=1 3 Tégalité (2), on obtient au*~!(x) = 0, qui fournit la
k-1

appliquant
contradiction puisque x n’appartient pas au noyau de u
Le sous-espace F est clairement stable par u, et la matrice de I'endomor-
phisme u|r dans la base (u*~1(z), ..., u(z), z) est un bloc de Jordan de taille
k. Si k£ = n, la preuve est terminée : la décomposition recherchée ne compte
qu’un seul bloc. Sinon, on pourra conclure a 'aide de I’hypothése de récur-
rence sitot qu’on aura trouvé un supplémentaire a F, lui-aussi stable par u.

On peut réaliser une telle construction par dualité : soit ¢ € E* telle
que le crochet (u*~1(z), ¢), soit non-nul. On introduit I' comme suit

I'= Vect(p,u' (o), uTZ(go), ...... LU ().

. : : k—1
Le sous-espace I est de dimension k : soit cgo+ayu’ () +.....4+ap_u'"  (p) =
0. une combinaison linéaire nulle. Si les scalaires «; ne sont pas tous nuls, on

note, comme plus haut, i = min{l; a; # 0}. Alors, pour tout y € F,
k-1 k-1

0= 3 arfy,u () = X culul(y), o).

F=1=i(g), on obtient a;(u*"1(x), p) = 0, qui fournit la contradic-

Pour y = u
tion.

Ainsi, I'ensemble polaire G = 't = {y € E;Vy € T, (y,¢) = 0} est de
dimension n — k. de plus, comme I est stable par u', le sous-espace G est
stable par u. pour achever de prouver que G est supplémentaire de F, il suffit
de montrer que l'intersection F'N G est nulle : il s’agit de montrer que toute
combinaison linéaire oz + ayu(x) + .... + ap_1u*~(x) orthogonale & chaque
uTl(gp) a tous ses coefficients nuls.

La démonstration,utilisant rigoureusement la méme technique que celles concer-
nant les dimensions de F et I'.

Résumons-nous : on a trouvé deux sous-espaces F et G, tous-deux stables
par u, recouvrant E en somme directe, et tels que la restriction de u a F soit
semblable a un bloc de Jordan. Pour obtenir une écriture matricielle, fixons
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une base (egi1, ..., e,) de G; si Q désigne la matrice de passage entre la base
canonique de k™ et la base (u* (), ....,u(z), z, epy1, ...., €,) alors

Vo1 1)

ot Ji est un bloc de Jordan. On peut appliquer I’hypothése de récurrence a
N’, clairement nilpotente : il existe une matrice de passage P € GL,_1(k)
telle que N = PIJ/P/_I, oit J est composée de blocs de Jordan. L’identité
suivante permet de conclure :

2.1.2 Remarque :

On peut faire le lien entre la forme de Jordan d’un endomorphisme nil-
potent et le lemme des noyaux emboités. En effet, si u € L(F) est nilpotent,
alors

keru C keru®......... C keru" = E,

la suite de sous-espaces étant strictement croissante, puis constante. Il est
facile de relier la dimension du noyau keru' en fonction de la taille des blocs
de Jordan :
(3) dimKeru est égal au nombre de blocs de Jordan ;
dimKeru' = dimKeru! +d;, (i > 2)
ou d; est le nombre de blocs de Jordan de taille > 1.
Prenons un exemple : soient A et B les matrices

AN

I
oo oo
oo o
oo oo
o~ oo

Sy

I
oo oo
c oo
o oo
oo oo

Pour A, on a
dimkerA = 2, dimkerA®? = 4;

Alors que la matrice B vérifie
dimkerB = 2, dimker B®> = 3, dimkerB® = 4.

On peut en déduire, entre autres, que les matrices A et B ne sont pas sem-
blables. On énonce maintenant le résultat concernant la réduction de
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Jordan pour les endomorphismes non-nilpotents.

2.2 Reéduction de jordan pour des matrices quelconques :

2.2.1 Théoréme :

Soit A € M,,(k) une matrice dont le polynéome caractéristique x 4 est
scindé sur k. Alors A est semblable a la matrice
Ji 0
J = '
0 Iy
A1 0 0
0 - 0
Avec J; =
R |
0 -~ 0 N\
ou les \; sont les valeurs propres (non-nécessairement distinctes) de A. Les
matrices .J; sont appelées “blocs de Jordan”.

Preuve :

On écrit la factorisation de y 4 sur k :

p
XA:H(X—)\Z')C” avec (N £ Aj sioi#j).
i=1
D’aprés le lemme de décomposition des noyaux (les facteurs sont deux-a-
deux premiers entre-eux) et le lemme de Cayley-Hamilton, E apparait comme
somme directe des sous espaces caractéristiques :

p
E=@PF, F=ker(A—\IL,)™
1=1

Chaque Fj est stable par A ; on note A; la matrice A|F;. Alors A; — A\ I, est
nilpotente. D’aprés le théoréme précédent, il existe une matrice de passage
P, € GL(F;) telle que

Ai—Nlp, = PJ:P~' ot J; est composé de blocs de Jordan nilpotents.
On en déduit que A; est semblable & une matrice composée de blocs de Jordan
relatif & la valeur propre \;. Le résultat énoncé se déduit en juxtaposant les
blocs diagonaux correspondant a chaque sous-espace Fj.
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La réduite de Jordan constitue “la forme diagonalisée d’une matrice non-
diagonalisable”, ce qui signifie qu’a bien des points de vue, la forme de Jordan
est la plus simple qu’on puisse obtenir (elle coincide avec la forme diagonalisé
dans le cas diagonalisable).

Dans le cas k = C, 'hypothése concernant y 4 n’est pas contraignante,
si bien qu’on pourra toujours utiliser la réduite complexe d'une matrice. La
situation d’une matrice réelle est plus délicate : on peut bien sur plonger R
dans C et considérer la réduite complexe. Néanmoins on aura parfois besoin
d’une réduite réelle. La structure des polynomes irréductibles de R[.X | permet
d’obtenir un résultat dans ce sens.

18



2.3 Reéduction de jordan réelle :

2.3.1 Théoréme :

Soit A € M, (R) une matrice a coefficients réels. Alors A est sem-
blable a la matrice J , qui s’écrit par blocs

J
( 1 \ AN 1 0 0
J = Js K, . Avec J, = 0 (i) )
0 0 A
\ K, ) |

les matrices K s’écrivent par blocs 2 x 2 sous la forme

NI, 0 0

K = O "-. "-. 0 avecAl:( aj bl>
ST —b
0 -~ 0 A

Les réels ); sont les valeurs propres réelles ( non-nécessairement distinctes)
de A'; les nombres complexes a; £ib; (b # 0) les valeurs propres complexes
conjuguées ( non nécessairement distinctes).

Preuve :

Un moyen simple pour démontrer ce résultat consiste a remarquer que
les matrices A et J ont la méme réduite de Jordan complexe. On commence
par vérifier que les blocs de Jordan complexes correspondant a une valeur
propre (non-réelle) X et ceux correspondant & \ se correspondent deux-a-
deux. Cela découle de la caractérisation des tailles des blocs a l'aide des
dimensions des sous-espaces caractéristiques successifs, cf. ( 1 ére théoréme
). I suffit donc de montrer que le bloc K, de taille 2m;, a pour réduite de
Jordan complexe la matrice

=70
l - O ‘7l—
ot J; est un bloc de Jordan de taille m; associé a la valeur propre a; % ib;.
Or si on note (eq, fi1,....., €m,, fm,) la base canonique dans laquelle K est la
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matrice de I’endomorphisme w;, alors la matrice de u; dans la base

(61 + ifl, €9 + Z'fz, ......... s Emy + ifmla €1 — ifl, €y — ifz, ...... y€my — ifml)

n’est autre que 7.

Ainsi les matrices A et J ont la méme réduite de Jordan complexe ;
elles sont donc semblables sur C. Comme elles sont toutes-deux réelles, elles
sont aussi semblables sur R (voir lemme ci-dessous), d’ot le résultat annonceé.

On rappelle ici I'énoncé et la démonstration d’'un résultat classique
simple :
2.3.2 Lemme :

Deux matrices a coefficients réels semblables sur C sont aussi sem
blables sur R.

Preuve :

Soient A, B € M,(R) et P € GL,(C) telles que A = PBP~!. On note U
et V les parties réelle et imaginaire de P :

UVeM,R) et P=U-+1V.
En identifiant parties réelle et imaginaire, il vient
(%) AU =UB et AV =VB.

Pour t € R, on note @; la matrice & coefficients réels U + tV | et ¢(t) son
déterminant. La fonction ¢ est un polynome en la variable t, qui ne saurait
étre nul car ¢(i) = detP # 0. Ainsi, il existe une valeur réelle ¢y telle que
la matrice ) soit inversible. Par combinaison linéaire des relations (*), on
vérifie que AQ; = Q¢B, ce qui montre que A et B sont semblables sur R.

2.4 Calcul de la matrice de jordan d’une matrice donnée :

Une question naturelle est maintenant : Etant donnée une matrice
A explicite, comment calculer une matrice de Jordan J a laquelle elle est
semblable ?
Pour répondre a ce question il faut suivre les étapes suivantes :
1. calculer le polynéme caractéristique.

2. test si le polynéme caractéristique est scinder .

3. Pour chaque valeur propre A, on calcule alors la suite des sous-espaces

ker(A — A\I,)" ou i est I'ordre de multiplicité de A.
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2.4.1 Exemple 1 :

Trouver la forme réduite de jordan de la matrice :
1 2 14

A:

3
5
9 € M4(R)
0

7
7
2

oS O O

1
0
0
Ona:xa(X)=det(A—-XI)=(1-X)*2-X)>2

D’apres le lemme de décomposition des noyaux on a :

E = ker(f — Idg)* @ ker(f — 21dg)*.

(ot E = R?, f'endomorphisme de R* canoniquement associé a A, et (eq, ..., e4)
la base canonique de R?).
pour ker(f — Idg) on résout :

2+ 32+ 14t =0

52+ Tt =0
z+T7t=0
t=20

Sy=z2=1t=0
Donc e; = (1,0,0,0) engendre ker(f — Idg).

0 0 13 49
00 5 42
2
On trouve (A — 1) 00 1 14
00 0 1

[\)

(x,y,2,t) € ker(f — Idg)
Idp)?.

{es} engendre un supplémentaire de ker(f — Idg) dans ker(f — Idg)>.
Dot la base de ker(f — Idg)? disposée comme suit :

& 2z =1t = 0donc (eg, e2) est une base de ker(f—

€2
/]\
(f — IdE)(eg) = 261.
Soit f1 induite par f sur ker(f — Idg)?, on a :

Mat(f1, (2e1,e2)) = (é 1 )
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On trouve que ker(f—21dg) est de dimension 1 engendré par u; = (13,5,1,0)
Pour ker(f — 2Idg)? on résout :

r—4y+T7z+21t =0
y—9z+28t=0

x =132 — 133t
y =DHz — 28t

D'ott {u;} et ug = (=133, —28,0,1) constituent une base de ker(f —2Idg)>.
{us} engendre un supplémentaire de ker(f — 2Idg) dans ker(f — 2Idg)?.
d’ott la base de ker(f — 2Idg)? disposée comme suit :

Uz

1

(f - QIdE)(Ug) = 7U1.

par rapport a cette base la matrice de fy induite par f sur ker(f — 2Idg)?
est :

Mat(fa, (Tur, us)) = < 3 ; )

Finalement :
Mat(f, (2617 €2, 7u17 'U,Q)) -

C’est la réduit de jordan de A.
Pour la matrice de passage de la base canonique de R* & la base B =
(2617 €9, 7U1, u?)

2.4.2 Exemple 2 :
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Soit A la matrice de My(R) suivante :

-2 -1 1 2
1 -4 1 2
0 0 -5 4
0O 0 -1 -1

1)-Déterminons le polyndome caractéristique de A.
xa(X) =det(A— X1) = 3+ X))~

2)-Déterminons une réduite de Jordan de A. On pose M = A + 31.

1 -1 1 2
1 -1 1 2
M=10 0 24
0 0 —1 2

On arg(M) =2 car Cy = C} et Cy = 2C5 + 4C4.
Donc d’apres le théoréme du rang, on a

dim Ker(M)=2

-4 8

o —4 8

oS O O O
o O O O

0 0
0 0
On a clairement Cy = C3. Donc rg(M?) = 1, d’oit par le théoréme du rang,
on a

dimker(M?) =3

M?=0
Donc on a clairement
dimker(M?) = 4=multiplicité de -3 dans y 4.

Donc, on en déduit que la réduite de Jordan de A comporte deux blocs
associés a la valeur propre 3 (car dimker(M) = 2, et on sait que le plus
grand des blocs est de taille 3 car M3 = 0.

On sait donc que, dans une base de Jordan, la matrice réduite de Jordan sera
de la forme :

-3 0 0 O
0 -3 1 0
J 0 -3 1



Précisons la base de Jordan et la matrice de passage.
On choisit donc un vecteur vz € ker(M?) \ ker(M?) :

0
|0
ST 1
0
Puis
1 -1 1 2 0 1
1 -1 1 2 0 1
vp=Mug=M=1 " 5 4 T =
0 0 —1 2 0 1
Enfin :
1 -1 1 2 1 _4
1 -1 1 2 1 _4
n=Mu=1, 79, 54 27| o
0 0 —1 2 1 0

Ainsi (u, vy, v9,v3) est une base de Jordan dans laquelle la réduite de Jordan
est exactement J. La matrice de passage correspondante est alors

-4 —4 1 0
0 —4 1 0
2 0 =21

1 0 —-10
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Chapitre 3

Décomposition de dunford pour les
madtrices

3.1 Théoréme de décomposition de dunford :

3.1.1 Théoréme :

Soit A € M, (k) une matrice dont le polynome minimal est scindé.
Alors; il existe un couple de matrices (B, N) tel que

1. A= B+ N.
2. B est diagonalisable et N est nilpotente.
3. B et N commutent.

De plus, B et N sont données par
B = )\1P1 R >\pPp7 N = (A — )\1])P1 T (A — )\pI)Pp;

ol pour Ap,...,\, sont les valeurs propres de A et Pi,..., P, sont les matrices

des projections sur les sous-espaces caractéristiques F) ..., [, .

Preuve :

Soit u l’endomorphisme associé & A dans la base canonique de k".
Soient my,...,m, les multiplicités algébriques des valeurs propres Aj,...,\, res-
pectivement. On sait d’aprés le lemme de décomposition des noyaux que
p

k™ = @ F),. On sait que chacun des sous-espaces caractéristiques F),. est
i=1

stable par u et que pour tout i < p, F\. = ker(A—X\1)™ (lemme de décom-

position des noyaux) et dimF), = m;.
Soit v et n les deux endomorphismes définis par leurs restrictions v; et n;a
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F\,1=1,..,p, comme suit
Ve e Fy, vi(z) =Nz, ni(x) = (u; — Nid)(x).
oll u; est la restriction de u a F), . Considérons une base {f;1,..., fim,} de
F),. La famille (fix)i1<i<pi<k<m,; €st une base de k" = é F),.
i=1

Dans cette base, la matrice de v est clairement diagonale. On conclut que
v est diagonalisable. Par ailleurs, la restriction n; de n a F), 7 = 1,...,p,
est nilpotente car elle vérifie n;™ = 0 (F), = ker(A — X\;I)™). Donc n est
nilpotent (n™ = 0 ot m = max(my, ..., m,)). De plus, étant donné que pour
tout i < p, n; et v; commutent au sein de F), (car ce sont tous les deux des
polyndmes en u;), on en déduit que v et n commutent. Les matrices B et N
peuvent étre choisies comme les matrices de v et n respectivement dans la
base canonique de k™. L'unicité est admise.

Une application directe de cette décomposition est le calcul des puis-
sances de la matrice A quelconque.
En effet : pour tout £ > 0 puisque B et N commutent, on a :

k
k
AF = (B+ N)F = BN
B =3 ()
Le calcul des puissances de la matrice diagonalisable B et de la matrice

nilpotente N est facile.

3.1.2 Exemple 1 : Matrice ayant une seule valeur propre.

3 0 8
On considére la matrice A = 3 —1 6 d’ordre 3 & coefficients
-2 0 =5

réels.
1)Calculer le polynome caractéristique de A.
2)Déterminer la décomposition de Dunford de A.

3.1.3 Solution :

1) Le polynome caractéristique P4(X) de A est le déterminant de la ma-
trice ou est la matrice unité d’ordre 3.
3—X 0 8
det(A—XI3)=| 3 —-1—-X 6 :(—1—X)‘
—2 0 —5—-X

On trouve Pq(X) = (=1 — X)3 .
2) Le polynome caractéristique de A est un polyndome annulateur 7 de A, par

3—-X 8
-2 —-5-X
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conséquent on a (A — I3)3,
La matrice N = A + I3 est donc une matrice nilpotente et A s’écrit :

A=—I3+ N.

Comme toute matrice d’ordre n de la forme al,, oi a € R et [, est la
matrice unité, commute avec toute matrice d’ordre n, les matrices —1I3 et N
commutent, donc A = —I35 + N est la décomposition de Dunford de A :

3 0 8 -1 0 0 4 0 8
A= 3 —1 6 = 0 -1 0 + 3 0 6
-2 0 =5 0 0 -1 -2 0 -4

3.1.4 Exemple 2 :Matrice triangulaire supérieure

111
Soilent K=RouK=C,meK,A,= 01 1 | et f,l'endomor-
00 m
phisme de E = K? dont la matrice dans la base canonique de E est A,,.
100 011
On consideére les deux matrices B, = | 0 1 0 JetC=| 0 0 1 |;
00 m 000

a) Vérifier que la matrice C est nilpotente.
b) Déterminer I'ensemble F des scalaires m pour lesquels B, + C' est la
décomposition de Dunford de A,,.

3.1.5 Solution :

a) Le polynéme caractéristique Po(X) de la matrice C est —X?, donc
d’aprés le théoréme de Cayley Hamilton, on a C® = 0.
On peut aussi calculer les premiéres puissances de C et 'on trouve

C? = et C%=0.

000
000
Donc C est nilpotente. b) Il est clair que A, = B, + C'.

Pour que cette écriture représente la décomposition de Dunford de A,,, il
faut de plus (et il suffit) que les matrices B,, et C commutent. Or on a :

1 00 011 011
B,C={0120 001 )]=100T1];
00 m 000 000



011 1

CB,=1001 0

000 0

Donc B,, + C' est la décomposition de

Donc F' = {1}.
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Chapitre 4

Applications

4.1 Quelque propriétés algébriques :

Les propriétés suivantes se montrent grace au théoreme de Jordan et
sont difficiles sans celui-ci :
1. Toute matrice de M,,(C) est semblable & sa transposée. Le résultat est

Vrai sur R car deux matrices réelles semblables sur C sont sembles sur
R.

2. Toute matrice de M,,(C) est semblable & une matrice symétrique. Dans
R, les matrices semblables a des matrices symétriques sont les matrices
Diagonalisables.

4.2 Suites récurrentes linéaires i coeflicients constants :

On considére ici une suite complexe (u,,) définie par une récurrence linéaire

d’ordre k & coefficients constants :
()Y VR >0 Upip = Qp—1Upik—1 + oo + agiy,,
ug, ..., Up—1 donnés

Notre but est de donner une forme explicite pour I'expression de un en fonc-
tion de n. Pour cela, on se raméne tout d’abord a une récurrence d’ordre 1 :
en posant U, = (U, Upi1, ..., Unsk—1) € CF pour n € N, le probléme (*)
devient

() Upi=AU,, Uy  donng,
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ot la matrice A est la matrice compagnon du polynome

O --- 0 —Qj_1
X" — ak_le_l ..... — Qo A= !
. 0 —ay
0 1 —Q

Le probleme (**) se résout en U,, = A"U), si bien que la difficulté se concentre
dans le calcul des puissances de la matrice A. On va voir que la réduite
de Jordan permet ce calcul : puisqu’on considére le cas complexe, A s’écrit
PJ P! ot la matrice J n’est composée que de blocs de Jordan du type
J = A, + N avec

0O 1 0 0
N — 0 -0
S |
0 --- 0 0

La formule du binome de Newton fournit, puisque N est nilpotente d’ordre

p:
Pl
J" = NN
> ()
1=0
Or, élever la matrice N a la puissance i revient a décaler la sur-diagonale de
1 rangs. On obtient donc

N (e
0 ' ' :
Jr =
SO

Le nombre p est fixé (c’est la taille d’un bloc de Jordan), quant a la dépen-
dance en n, elle peut étre formulée ainsi : les coefficients de la matrice J sont
du type P(n)A\", ou P est un polynome de k[X] de degré inférieur ou égal
p— 1.

Pour conclure I'étude de la suite (u,), il suffit de travailler par blocs et
d’appliquer la changement de base associé a la matrice P ; le résultat démon-
tré est le suivant :
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4.2.1 Proposition :

Le terme général de la suite (u,) est de la forme

Uy = )\nP/\ (n) s
(A)

ol le polynéme Py est de degré inférieur ou égal p — 1, si p est la taille du
plus grand bloc de Jordan associé a la valeur propre .

4.2.2 Exemple 1 :
Donner ’ensemble des solutions des équations
(a) Uy = Up—1 + 2Up_2

[’équation caractéristique est A2 — X\ — 2 = 0, dont les racines sont 2 et -1.
Donc les solutions sont de la forme

up, = a2 +b(—1)".

4.2.3 Exemple 2 :
Déterminer les suites réelles vérifiant 1’équation de récurrence :
Unp+2 = 3un—|—1 - 2un
L’équation caractéristique associée a cette équation de récurrence est
N —3)2+2=0,

dont les racines sont 1 et —2. Les solutions de I’équation de récurrence sont
donc les suites réelles telles que :

VneR, wu,=a+bx2" avec a,beR.

4.3 Equations différentielles linéaires a coefficients constants :

La structure des solutions d’une équation différentielle linéaire a coeffi-
cients constants est trés semblable a celle des suites étudiées au paragraphe
précédent. En effet, considérons I'équation d’ordre 1 (a laquelle peut étre
réduite une équation scalaire d’ordre k)

(% * x) u(t) = Au(t), u(0) = up.
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La résolution est explicite : u(t) = e"ug et on est, cette fois-ci, ramené au cal-
cul de 'exponentielle d'une matrice. On utilise ici encore la réduite de Jordan
(complexe) de A ; le point essentiel étant le calcul explicite de 'exponentielle
d’un bloc de Jordan : avec les notations du paragraphe précédent,

t2 tp—l

L =
ot — tr| 0 i
T =
0 -~ 0 1

On peut en déduire le résultat de stabilité suivant :

4.3.1 Théoréme :

(1) Les solutions du probléme différentiel (***) sont bornées si et seule-
ment si les valeurs propres (complexes) de A sont de partie réelle négative
ou nulle et celles de partie réelle nulle sont non défectives (On dit qu’un va-
leur propre est non-défective si elle n’est associée qu’a des blocs de Jordan
de taille 1, ce qui revient & dire que la matrice restreinte au sous-espace
caractéristique correspondant est diagonalisable).

>l<>|<>l<>

(ii) Les solutions du probléme différentiel ( tendent vers 0 quand

t tend vers 400 si et seulement si les valeurs propres (complexes) de A

sont de partie réelle strictement négative.

On peut citer encore d’autres applications de la réduction de Jordan
dans le cadre de I’étude des équations différentielles ordinaires, notamment
le tracé des trajectoires pour les systémes différentiels linéaires d’ordre 2 a
coefficients constants (la réduite de Jordan réelle est alors nécessaire).

4.3.2 Exemple 1 :

-1 1 0
Soit B = 0 -1 1 € M3(R)
0 0 -1
1) Ecrire la décomposition de Dunford de B.
2) Pour t € R, calculer e'5.
3) Donner les solutions des systémes différentiels Y = BY.
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4.3.3 Solution :

1) Décomposition de Dunford de B
On a:

B=|10 -1 1 |= 0 -1 0 |+
0 0 -1 0 0 -1

o O O

1
0
0

S = O

et il est clair que les deux matrices commutent car 'une est égale & —1. Or, il
existe un unique couple de matrices D et N, D diagonalisable et N nilpotente,

telles que B=D + N et DN = ND. Or si

-1 0 0 010
D=| 0 =1 0 et N=[001 |,
0 0 -1 000
On a
010 010 001
N2=|1001 001 ]l=]1000
000 000 000

et N3 = 0. La décomposition B = D + N est donc bien la décomposition
de Dunford de la matrice B.
2) Pour t € R, calculons e'®. On a N* = 0 donc pour tout t € R, (tN)? =0
et ’exponentielle est égale a
£2

N =T 4+tN + (§)N2,

par ailleurs ND = DN, donc pour tout £ € R, les matrices tN et tD com-
mutent également, (tN)(tD) = (tD)(tN), on a donc

t2
etB — etD—i—tN — etDeﬁN — e—tfetN — e_tI<[+tN—|— (E)NQ)

42
5
t
1

3) Solutions des systémes différentiels Y = BY'.
La solution générale du systéme Y = BY s’écrit

Y (t) = exp(tB)v
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oit v = (a, b, c) est un vecteur de R3. La solution Y : R — R? s’écrit donc

x(t) 1t L a a+ bt + ct
Yt)=| yit) | =e'[ 01 ¢ b | =e! b+ ct
z(t) 00 1 c c

4.3.4 Exemple 2 :

11

Prenons A = ( 01

>. Cette matrice (bloc de Jordan) n’est pas dia-

gonalisable :
la valeur propre A\ = 1 est double et associée au vecteur propre vy =

1
e = ( 0 ) engendrant ’espace propre

ker(A — Ay) = ker(A — 1) = Vect{uv }.

Une premiére solution est donnée par :

gol(t):et(vl):et<(1)>:(%t).

Puis (A — I3)? = 0, d’olt un vecteur vy = ker((A — I5)?) = R? tel que
vg & ker(A — Iy) est donné par exemple par vy = ( (1) )
D’otl une deuxiéme solution (indépendante de ¢7) est donnée par :

gogzet(IJr(A—I)t)vg:et(é i) (?):(ﬁ)

D’ot toute solution de I’équation différentielle est donnée par :

t t
c1e” + cote
o) = i) + capalt) = (1 1),
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