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Introduction

Les suites et les séries numeériques sant dgpects d’'un méme objet ce qui signifie
gu'’ils ont la méme nature : il s’agit de fonctiaesN dansK (K=R ouC).
Ce n’est que I'objet de leur étude qui les diff@enétudier la suite ({) c’est étudier la
limite de U, en Heo,
Etudier une série}] Un) c’est étudier la convergence de la supe¥¥_  Un, et la limite de
la suite (§) associe a (k) est appelée somme de la série.

La loi d’addition sur les scalaires vérifiertaines propriétés telles que I'associativite: et
la commutativité qui permettent de définir natueelent les sommes de familles finies
auxquelles les propriétés de I'addition considémame opération binaire s’étendent
aisément.

Les difficultés surviennent lorsque I'on esage d’étendre la sommation a des famill2s
infinies discretes dont I'archétype est la suittexée paN, si I'on veut en effet que cette
sommation soit d’'un usage commode on doit lui corsdes propriétés de la sommation
finie : associativité, commutativité par exempleeuelle conservation est possible aux piix
d’'une certaine limitation des familles étudiées.

Pour ce faire on étudie dans un premiepteles familles positives qui possédent to ites
les vertus souhaitables : c’est la théorie deslisrsommables qui fait I'objet essentiel du
présent document dont le but est étudier la nat@aérie sommable qui généralise celle Je
série absolument convergente et permet d’avoifagkement des résultats sur ces
dernieres.



I-Séries numeériques :
1-Généralités:

Géfinition , \
Soit (U) nen Une suite numerique (c'est-a-dire a valeurs &osC). Pour tout re N posons :
SUotUs+....... +U=Xr=o Uk
» On définit ainsi une nouvelle suitejSen a partir de la suite (Ynen.

« On appelle série la suite {8,) ren d’éléments dank?, U, est nommé terme général de la

Ssérie.
* S,estla somme partielle de rang n.
\\ * (S) nen est appelée la suite des sommes partielles dgita s /

2-Etude d’'une série numérique :

/Définition: (convergence, divergence d’'une série) \
» Lasérie(},s0 Un) est dite convergente si la suite)($n des sommes partielles a une limite

lorsque m» o ; dans ce cas la limite S ﬁT S, est appelée somme de la sépig., Un).
n—-+oo
On écrira: S 2%, Uk.
» Lasérie(},o Un) est dite divergente si la suite,|§n n'a pas de limite.

» Deux séries sont de méme nature si elles sontsttéegadeux convergentes ou bien toutes les
deux divergentes.

\_ /

Remarque :
» La limite de la suite ($.en est appelée somme de la série et on ndtm: Sn = X 55, Un.

n—++ oo

» Toute série est soit convergente soit divergente.

« Etudier la nature d’'une série numérique c’est &usi convergence, étudier la convergence c’esit
étudier la nature de convergence.

* L’expression « la série diverge » signifie seuletrigre la suite ($ est divergente et non que la stiite

(Sy) tends vers l'infini. On dit schématiquement gasdmme n’existe pas.

Exemples :
1. Séries géométriques :

Une série géométrique est une série dont le teémérgl est de la forme.a.d, a= 0
Pour ce type de série le calcul de la somme plartst donné par la formule suivante :




S=UgtUs+... +U;=a+a.q + a%...+ a.d
=a (1+ q¥*qg.+ )
1_gh*t
—ai_T Sl OF 1

a(n+y g=1
On remarque ainsi queliT S, existe si et seulement si |q| < 1.

il

Dans ce cas la série géométrique converge, et 8ii%, a.q™ = -
2. Séries harmoniques
, ;. ;2 1 .
C’est la série dont le terme général est de la éothr —ou neN avec n= 0.
Montrons que cette série n'est pas convergente. ¢&a montrons qu’elle n'est pas de Cauchy.

En effet posons : nS%+ LR —|—§
. R o T T T O TR SN ST L. I WO JF- S W T T
AIors.SZn-Sh:(1+12+ +n1+n+1+ +2n) (1+2+ —|-n)
=+ -I----—I-;
OrvpeN ,1=p =n,onan+kp+ n < 2n et par suite:

ntl nt+2
1

1
1+ 2n - — = —

n+l In
-~ 1
n+2 T Im

2+ 2n —

1 1
28 2n - — = —
=T =H

Par conséquenbs— S, = n (%) =%
La suite (§) nen N'est pas de Cauchy et elle est donc divergente.
De plus ($) nen €st strictement croissante ce qui permet de clzéquieEI;i: +on.

3. Soit la série de terme généralzu,;m avec & 1 on peut écrire aprés décomposition en éléments
nin

1
ntl

Dol §= (1) + (3= +-* 5=+ (-

Commex;_,

. 1
simples que : k= —+

1yog. L
+1 n+l

_—~ = lim S, =1, notre série est convergente et sa somme vaut 1
nintl) mn-+oo

n

Remarqgue (cas complexe)
Si le terme général Lest complexe K &, + ib,
La somme partielle estyS¥7 _, Uk
= Xi=plak + ibk)
B ak+ iXP_ bk
Alors on a le résultat suivantX (/=) converge <=>X an) et (& bn) convergent toutes les deux avec :
E:fﬁ Un= E:fﬁ an + i E:fﬁ bn




3-Séries a termes positifs :

Définition:
Une série X, Un) est ditea termes positifs si : 42 0, VneN.

e Critére de Cauchy :

-

Soit (. Un) une sériéd termes positifs ; telle qunelz_i)rJrnOo VUn=vt
(i) Sit<1, alors § Un) converge.
(i) Si¢e>1, alors ¥ Un) diverge.
(i)  Sir=1, alors on ne peut rien conclure.

-

Exemples :
1- On étudie la convergence des séries de termesagsnér
— (D — (L7 \n2

Un= (n +1) et V= (n +1)

T

=1

. (i .
lim “Un= lim
n—++oo n—++oo n¥l

Le critere de Cauchy ne permet pas de concluresqudre 1—i>T U,=e™1, et par conséquent son terme
T ==

général ne tendant pas vers 0, donc la $gfien) est divergente.

lim 5Vn= lim U,=e ! etcomme:"! < 1, la série(X Vn) est convergente d’apreés le critére de

n—+oo m—+oc

Cauchy.

2- Soit a>0, considérons la série dont le terme géeréta U= (a +i)”.

(T Un) est une série a termes positifslizh YTn= lim (a +3) = a.
n—++oe n—te n

v Sia<l, la sérig¢ Umn) converge.
v Sia>1, la séri¢Xx. Un) diverge.

e Critéere de D’Alembert :

Soit (7, Un) une sériéitermes positifs telle que tim ot =

n-+oo Un
(i) Sir<1, alors §, Un) converge.
(i)  Sie>1, alors ¥ Un) diverge.
(i)  Sie=1, alors on ne peut rien conclure.

L.

\

Remarque :

. . Un+1
si lim
n—=+oo n

R . s . U+l ;. .
= 1", alors & partir d’'un certain rangj— =1, et la série diverge.
n

Exemples :



1- Soit la sérid termes positifsX, Un) définie par U= ni

Un+1 n! 1

=0

lim = lim - = lim
n—+oc Un n—toe (n+1) pofeentl

Par conséquent la sé(rIEenl,j converge d’apreés le critéere de D’Alembert.

2- Soit la séried termes positifs, I/n) définie par U= ’;— >0 Wne N*.

Untl _ (n+)™ m _ (nd )" _ (1 +3)"
Un (mt1) @t omm n’ ’
. Un+l _ 4. nlnl1+ =)
litn = lim e n

n—++m Un n—tem

= lime"n ze >1.

n—=4oc Un n—+4 oo

Or:In(1 4&)~i quand m +codonc lim ==

La série (Z ’;— )est donc divergente.

e Critéere de Raab :

f Un+1

Soit (X Un) une séri@ termes positifs ; telle quenl;irllmn (1- o
(i) Sit>1, alors ¥ Un) converge.
(i) Sir<1, alors } Un) diverge.
(ii) Si ¢ =1, alors on ne peut rien conclure.

) =L

o

Théoreme :

Soit f : [1,00[— R", une application continue, décroissante et positiveoit (1) la suite définie par :
Un=f(n).

La série } Un) et l'intégrale généralisé(d:wf(x)dx) sont de méme nature.

/\

alors de méme pour la sérig é).

2- Soit la fonction f : [1pe[— R™ définie par f(x) =— 1+1]’ f est continue, décroissante et positive.

[L F(x)dx = log €) — log €), et commelim [ f (x) dx = log 2< 4oo, alors la sérieX 1)

nintl)
est donc Convergente.

e Séries de Riemann :

Définition:
Soit &R ; on appelle série de Riemann toute série domiriad général est de la formei)r%, n> 1.

OUTTOTOCTUTTO TS D0 TTS O TS T TTOU T T OO ToT T TS g ST THT O py Te=x
!



v Sia=0,alors lim Un # 0etla serleX]—) diverge.

t—+4oo

v" Si a>0, alors la fonction f(x)ﬁ est positive et décroissante sur [Ip+. D’apres le théoreme
précédent la série de Riemalzn—lﬁj converge si et seulement si I’intégra@lfgﬂ i dx) existe.

+ Sia=1: fJ“Ild fﬂcldx 400
+oo 1

—dx— lim f —dx

X—=+too

« Siarl:[

la_
.5:'—>-|-~:H: l-a (x 1)

. +oo 1 . ' < .
On voit donc que{_l“i — dx) existe si et seulement si 1- a< 0, c'est-a-di*d.
x
Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant :

Théoréme:
Une série de Riemanif—a) converge pour a>1, et diverge poucd.

Proposition:
Soit (3,50 Un) une série réella termes positifs. Supposons qu'il existe a>1 te chm nU,=0.

n—-+oo
Alors la série (3,50 Un) converge.

On a lim nU,= 0, donca partir d’un certain rang, nous avonss O, < & sachant que la série de

n—+too

Riemann(EnElE) est convergente, nous déduisons la convergentzsérie .., Un) d'aprés le
théoréme de comparaison de séries termes positifs.

Exemple (série de Bertrand) :
Considérons la séritermes positifs de terme généralzl;?l!m (a, b)E R? n= 2.

Montrons que la séng., Eﬂm) converge si et seulement si : (a>1) ou (a=>>&).b
v Casl:a>1

: : 1 . (nn)®_ . (lan)7®
lim n'Up= lim n'———= =1 =
n—H-acnun n—>+cu:n n®lnn)? n1—1>r—Pm n®t n—l}T‘x n%
(Inn)~®
~=—— = 0 C'est-a-dire hT n'U, =0 avec t>1 d’aprés la proposition
n—=+ oo — f— oo

!'.I:

précédente la séii(.,
v Cas2:a<l
Alors nous avons lim nU, = lim

n—4oo n—+4o 'lﬂ?ﬁ}h

}h) converge.

= E l

n-—ﬂ.

Or 1-a>0 donclim —— 5 = +o Clest-a-dire lim nUp = +eo

fL—+ oo '._|.I!'.I?‘2 fL—+ oo




doncvA = 0,3NeN,vn = N|nUn| > 4, soit U> £ la série (%
1]
en déduit que la sériE ¥n) est divergente.
v’ Cas 3 ca=1

—b
Un— }h, b= 0 alors Y= L -b=0orvn=3o0ona:Inn=lne =1donc (In nJ)’E 1

!

(puisque -l= IZI) d’ou U= —

série (E ) diverge aussi.

nEN 2 de Riemann est divergente, cn

1 1 , . . 1 . 7 .
= la série de RlemannE{;) est divergente, on en déduit que: la

b>0 : nous aIIons utiliser le théoreme de compara@sune série avec une intégrale, considérons la

fonction f(x):xr[:x}b définie de [2, 4oz [— R", f est positive de plus elle est décroissante et
continue.
[ dx= fll"jf—; (poser t = In x)

2 xlnzx)? n

InX dr _ ¥ odr
Donc Hl—lkTa: “ra :r'll:l:r::lEI _.%’LTM "rl"‘ t? Y—P+m: "rl 2k
Or l'intégrale de Rlemarjp = existe si et seulement si b>1 par conseqjént > dx existe
Si et seulement si b>1.
On déduit d’apres le théoreme de comparaison ds@arie avec une intégrale que la s¢fie——= e n}hj

converge si et seulement si b>1, et on peut éndat¢béoreme suivant :

Proposition (série de Bertrand)
Soit (a, b)e R?. La série de Bertran@,,»» len)b) converge si et seulement si : (a>1) ou (a=1 e}).b>..

» Critére d’équivalence :

Théoréme :

Soient [ Un) et (X Vn) deux sérieditermes strictement positifs. Sim ;’—n =ravec # 0 etr # co.
n—+oo

Alors les deux séries sont de méme nature.

=T VIl

Comme E Vn) est convergente (série géométrique de raison 1/a+ﬂr‘; & Un) I'est aussi.

4-Séries a termes quelconques :
Le paragraphe précédent était consacré a I'étusled@tees a termes positifs. Nous allons nous issése
maintenant aux sérigstermes quelconques.

4.1-Séries absolument convergentes :

( Y L e \
Définition:
Une série X, Un) est dite absolument convergente si la s€¥l¢Uf |) est convergente.
. ™
Théoréme:

Toute série absolument convergente est converdantegiproque est fausse.
En d’autres termes }(|Un |) converge =>X Un) converge

- J




Preuve :

On va prouver queX{ Un) est de Cauchy.

Soits > 0 et p, g Ntels que p=q, [U-Uql = B- ., Uk| < X0_ ., [UK|
Comme la sérieX{ |Ur |) converge, donc elle est de Cauchy.

Il existe alors NeN tel que¥ p, g eN(p =gz N)ona: |Xi__.,|Ukl|=Z{_ s, |Uk|<¢

Donc pour p= g= N |Up-Ugl = Zi_ ., |UK|< ¢,
Et par suite () nen est de Cauchy donc convergente et aindig) converge aussi.

Remarque :
Ce théoreme montre que la convergence absoluérenteaconvergence, l'intérét fondamental de ce

théoréme est que I'on peut appliquer les propriééssséries a termes positifs a la sExi(U= |) qui est a
termes positifs.

Exemples :
1- Considérons la sérig Slnﬂ] vneN* U= Si::” étudions la séri@ termes positifEX. | Si:zn b
On a ¥ neN* [sin nE 1 donc Bi::” = ni , Or la serig(X :—1] (de Riemann) est convergente donc a

série(Z | ——1) converge donc la séri&k —) est absolument convergente.

(="

1 ;.
2- Up= ona:¥neN Uy == donc la séri€X |Un |) converge absolument donc converge.

?‘!:

— n . . . - n
3- Up= Tﬂ , |L41|:§ la série de Riemaiits %) n’est pas convergente donc la seﬁﬁe‘%j n'est pas

absolument convergente.

» Seéries semi-convergentes :

Définition:
Une série ¥ Un) atermes réels ou (complexes) est dite semi-conuézge elle convergente sans étr
absolument convergente.

Exemple :
Pour O<& 1, la série(X

m
E ) est semi-convergente.

n

4.2-Séries alternées :

Définition:

On appelle série alternée toute sé¥id/q) vérifient la relation Y.U,.1< O.

Le terme général {4d'une telle série peut &tre noté,=U-1)"V, ou U=(-1)""*V, avec \, > 0.
Dans le cas général, une série alternée sera sountée §(-1)"|Uy|).




Exemple :
La série(X

1" - .
) est une série alternée.

T

i1 1 (—1)"
S=-1+1-1 4l 422
2 3 4 n

/Théoréme (Critere de Leibniz) \
Soit () Un) une série alternée, si:
(i) La suite (|W|)n est décroissante.

(i) lim Un=0.
n—-+oo

Alors la sérig€); Un) est convergente.

- /

Exemple :
= n N . , - n
Soit la série alternégx - nf' ) ol ae R, afixé. U= ‘nf' et |U]|=$ on adonc : k= (-1)"|Uy|

oy
— ) diverge.

v Siaz 0, alors: lim Un= lim - an + 0, et la sérig(2;

V-
n—=+too n—too N (]

v Sia>lona|Un| % , la série & %) de Riemann est donc convergente (car a>1).
(-1}

nﬂ.

n
) est absolument convergente donc convergente.

1" , .1
—— ) n'est pas absolument convergente (car la sﬁlnep;o dans ce cas ne

D'ou la série &

v SiO< & 1la série(Z

n
converge pas), cependant on a la suitg)(fs$t décroissante ({U:i) d’apres le théoreme précéde:nt
l}.‘L

a

) converge.

=
T

la série(Z

lI-Séries commutativement convergentes :
Voila quelques problemes de convergence qui suneignors de la sommation des termes d’'une série.

Exemple :
Soit la série alternég; =, (—1)"** log (1 +§)
Il s’agit d’une série alternée et le terme log (il)Jdécroit vers zéro ce qui assure la convergenda siérie
donnée.
Ona: X;& (-1)"log (1 +%) =Xr® (—1)™og (”TH)
=221 (—1)""[log (n+1) - log n]
=[log 2 —log 1] - [log 3 — log 2] + [log4log 3] —[log 5 - log4] +...
= 2[log 2 —log 3+ log 4...]
= 2% = (—1)"log n
La série obtenue est grossierement divergente yeliggterme général ne tend vers pas vers zéro.

Définition:
La série(}+%, Un) est dite commutativement convergente si et seulesigour tout bijection
¢ :N - N (permutation des indices) la sé¢}}>, Up(n)) est convergente.




Théoreme:

Soit (; Un) une série absolument convergente, alors poue tmjéctionp : N - N ona:
() . Uegp(n)) est absolument convergente.

(if) Z:{SO Un= Zz:}o Up(n).

Preuve :
On suppose quéex(Un |) converge. Posons : Skz,., |Unl.
La démonstration se fera en deux étapes :
Etapel :
Montrons que %, |[Vn| = S.
Nous avons X7 _, |[Vk| =25, |U @(k)| = S.
La suite &7 -, |[Vk|) est croissante et majoree, elle est donc conugrge
Posons X, .4 |Vn| =S
Nous avons alors : £ S.
D’autre part Z7_, [Vk| =XF_, [Ve (k)| £ S'.
D’ou nous déduisons que :=5S'.
Nous avons donc S = S'.
Etape2:
Posons W = sup (Y, 0), Uy = inf (U, 0)
Vi =sup (M, 0), Vi =inf (V,, 0)
Les suitesXr_, |Uk|) et E7_, |V T k|) sont croissantes et majorées par S. Elles sontt clinvergentes.
Sachantque : SEUn" -XZUn"
SEVn -TVn (1)
Nous déduisons que les quartes séfe8®’), (T Un"), (EVn'), (T Vn ) sont convergentes.
Les égalités Tpo, Vk™ < DyaoUn’ ; Tiog Uk* < X,.0 V0t
Nous permettent de déduire QUEX,,.,Vn™ =X ., Un".
Les égalités du (1) nous permettent alors de dedyuie :
ZpsgVn =X o Un™.
Et de conclure finalement que :
XooVn =X, va' + X, oV

Euzo Un® + Lo Un”

EnaoUn.
Remarque :
Le théoréme précédent cesse d’étre vrai si la €81libr) est seulement convergente.
Exemple :

L. I:_l}:'l+‘_
La sérieX; %, —— est convergente.
o (—1TF 1,1 1 1 1
::1 =1--+=-— = t_z __E+__
n Z 3 4 5 g 7 8 8§
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=(=—)+(F—=-= +(E—=—2)+...+ — — +
( 2 4) (EI £ Ee) (5 10 12) ("k +1 (2e+1) 2.2k+2})
1 1 1
On pose \= — —
P ¥ Zn+l  Z(Zn+1) Z2(In+ D)
1 1 1
= (1 - —) -
In+1l 2 2(2n+2)
1,1 1




o 1 1 101 _1 e 1T
nsoVn=[1-)+C— )+ =k h——

N.Boulagouaz séries sommables

En réorganisant autrement la somme d’une sérieecgaute on obtient une sérié convergente maisgas d
méme somme, cela est du au fait que I'addition elinfinité de termes n’est pas nécessairement
commutative.

Corollaire:
Si la sérig(}. %, Un) est absolument convergente alors elle est comiveiaent convergente.

Preuve .

Le fait qu'elle soit convergente découle de la metjon £ 22 Un|< E212 |Un|

(X:Z, Un) est absolument convergente <=> sgip Z.,; |Un | <co (ce sup vaut exactemeii=, |[Un|).
Comme cette quantité supn Z..; |Un | est évidement la méme pour,jlét pour Ug(n) la convergence
de (T, Up(n)) est ainsi assurée.



[1I-Séries sommables :

1-Probleme :
Etant donne une famille finie de réels)(l8! on sait facilement definir la somnig.; Ui de cette famille
conformément a notre intuition en ajoutant&sun par un dans n'importe quel ordre.
Qu’en est-il des familles infinies ?
Les séries nous montrent les problemes lies ndersent a la convergence mais a I'ordre de sommation
(cas des séries semi-convergentes).

% Réarrangement d’'une série:

Une opération tres important sur les séries comvdes est le réarrangement des termes, c’est #tger
qui associe (X%, Un) et a toute bijectior deN, la série(X;%, Ue(n)).

Voyons un exemple montrant que la série réarrangse pas forcement convergente, et que si elle
converge sa somme peut différer de celle de la gdtiale.

I"— n - ) -
On peut réarranger les termes de la s@i&, Un) avec U = Tﬂ de facon a obtenir une série qui

converge vers n'importe quelle limite fixé a I'azan
Distinguons dans I'ensemble des termgdéJsous-ensemble P des termes positifs et le sosemmble N

des termes négatifs et rangeons ces deux sous-giesgrar ordre décroissant des modules.

1 1 1 1 _ 1 1
P_{E’Z’ﬁ"“’zn"“} et N—{.l, S | 21.:—1"“}
Donnons nous par exemple 0 et construisons une série réarra@;%‘“ Ugp(n)) dont la somme est la

construction qui suit utilise fondamentalementdie ue les serleEn;r1 eth}1 -.—; Sont toutes deux

divergentes et ont pour sommeet.
En effet on prend d’abord le plus petit nombrel@ termes positifs de fagon a ce que leur sommpasgé
strictement | soit :

Su=XT1 1271 >t
Puis on prend le plus petit nombrede termes négatifs de facon a ce que la somme geeemiers termes

de la série réarrangée soit inferieure stricterr‘aent

o=

= — <
Sz = 11 12 i1 ZJQ 12;2 1 ¢
Puis on ajoute le plus petlt nombrfdle termes positifs de facon a redépassett :
1
= — + ymd — >
Shz = ;1 12 1 E;z 121,2 1 j3=nil+l; g l

Et comme les sérieE

On construit ainsi par recurrence une serie rega)ere\EJr o Ve () avec des sommes partielleg S
supérieures asi j impair, inferieur asi j pair, avec | p— r| — 0 si j— o.Comme toute somme partiellg <

est comprise entre,;Ret S+ pour j convenable, on a S+ | sik— oo |

Une étude théorique supplémentaire est donc némepsar savoir qu’elles sont les familles de noasbr
dont on peut définir la « somme » indépendammetibdire des indices de sommation. Définissons
d’abord une famille sommable comme étant une fandél nombres « dont on a oublie I'ordre des temne s
Définissons d’abord une famille dénombrable de n@slcomme étant une famille de nombres « dont cn a
oublie I'ordre des termes ».

2-Familles sommables :
La théorie des familles sommables a pour but deeionn sens a certains somrgs Ui ou I'ensemble
d’indices Idénombrableeut étre infini.



On ne considére dans cette partie que des farfliligg=I de réels positifs.
On dira qu’une famille U = (el positive lorsque c’est une famille de réels pasitifi nuls.
On notera P(l) 'ensemble de parties finies de I.

/Définition (famille dénombrable de nhombres) \
Une famille dénombrable de nombres réels (ou coxegleest définie par un ensemble dénombrablg |
pas nécessairement ordonné et par une applicatdd; de | dank.

On dit que Yest le terme général de la famille. Les sommesgtied de cette famille sont les

sommes partielles; S Y. _, U (k) lorsquep décrit toutes les bijections dkidentifie a |.

o /

+ Séries doubleE X Uk, 1 ou (k,I) décrit I'ensemble dénombrathé.

A} %4

/Définition(famille sommable): \

Soit | dénombrable que I'on identifie arbitrairerh@iN. La famille {U; , i e [}de nombre est dite
sommable si pour toute permutatiprdeN (donc de |) la suite des sommes partielles

S =Yt _, Up(k) converge vers une limite et si de plus cette &migst indépendante de

On écrit: ¢t =X ;¢ Uj.

- /

Exemple :
{—I‘_:} ,n = 1,2 ..} n'est pas sommable d'apres I'exemple précédent.

On peut en fait caractériser les familles sommables

2.1-Criteres de sommabilité :

Théoreme :
Pour une famille dénombrable {U € I} de nombres réels (ou complexes) on a:
{Y, ] eI} est sommable <=> supinic1Xjer |Uj| < .

Ce critéere de sommabilité est extrémement empldgés disposons d’un autre critere de sommabilité cu
permet simultanément de calculer la somme d’'undlapositive sommable.

Définition:
On appelle suite exhaustive de | toute suite canigs(}) de sous ensembles finis de | dont la réunio
vaut I.




Proposition:*
Soit (I,) une suite exhaustive dans | formée d’ensemhiées dit () e/ une famille positive, alors :

Zieln Ui - Ziel Ui
n— 4oo

Par conséquent la famille est sommable si et sarlesi la suite(X, ., Ut) neN admet une limite réelle et
cette limite est alors la somme de la famille.

2.2-Propriétés élémentaires de la sommation des féles positives :

ﬁoposition**: \

Soit (U) iel et (V) iel des familles positives.
1- SiU<SV alors Y Ui < e Vi par conséquent si (Mel est sommable alors (el est
sommable.
2- Siy,ue R alors Y (YUi + uVi) =y Yig Ui + uXiq Vi
3- Sil estlaréunion disjointe de la famill@)(leK ou K est fini alors :

> >vi=> vi

keK ielk iel

4- SiJCI alors Zie] Ui +Ziel\] Ui :Ziel Ui
En particulier ¥, Ui < ¥ Ui

. /

Preuve :

Ce sont de simple vérification, a titre d’exemplentnons I'assertion 3.

Considérons une suite,fJe n de parties finies exhaustive dans | pour chaqdansK la suite (4 1 1) nen
est exhaustive dang |

D’aprés la propriété d’associativité des sommesggicompte tenu du fait qugekst la réunion disjointe de
la famille (& N 1) ken ' Ziex Ul + Eipnn Ui = Ty o UL

Puisque K est un ensemble fini le membre de gatsius versZ, . ;.. Ui tandis que le membre de
droite tend vers, , Ui.

Remarque :
« L’assertion 1 permet de montrer la sommabilité d'tamille positive grace a la majoration de

son terme général par celui d’'une famille sommableue.
» L’assertion 3 peut étre considére comme un théodemsmmmation par paquets ou encore
d’associativité.

2.3-Théoremes sur la sommation des familles pasis :

Théoreme 1 :
Soit (U) iel une famille positive ep une bijection de J sur | alors Y., Ui =Xie; U 9 () j€/
En particulier la famille (i) e/ est sommable si et seulement si la far(ilig; U ¢ (j)) j/ I'est.




Considérons une suite,fJe n de parties finies exhaustive dans J aics(jn)) jeN est une suite de partie's
finies exhaustive dans I.

D’apres la propriété de réindexation des somméssfin; .,y Ut =X U @ ()

Il suffit ensuite de faire tendre n vers>+

Le théoréme 1 exprime que la facon dont on indexefamille positive n’influence ni la sommabilitéla
somme de cette famille.

On peut interpréter le résultat différemment, puéscgindexer une famille revient si I'on veut arpater les
termes de cette famille (en réalités les indideshéoreme 1 est souvent cité conumethéoreme de
convergence commutativeles familles sommables.

Théoréme 2(associativité généralisée)
Soit (U) iel une famille positive si | est la réunion disjoinke la famille ({)xeK alors :
ZkeK Zielk Ui = Ziel Ui

Preuve:

Considérons une suite (Ken de parties finies exhaustive ddfsl’'aprés I'assertion 3 de la proposition
précédente on peut écrireX, xn Licne Ui = Xiopn Ul

Lorsque } désigne la réunion de la famillg)(kex observons que la suite (}en est exhaustive dans I.

Le membre de gauche tends veis,.; X Ui lorsque n tend verse, quand au membre de droite il tend
vers, ;Ui d'apres I'assertion 5 de la proposition précédente

Le théoréme 2 permet de découper de maniere amifensemble | des indices et de commencer par
sommer sur chaque sous-ensemplpdis d’étudier la sommabilité (et la somme) d&lhaille constitue pa-
les sommes sur chaque paquet.

Il est souvent cité commen théoréeme de sommation par paquet’intérét est que les paquets peuvent 3tre
infinis, on peut spécifier la sommabilité si la fleninitiale est sommable alors chaque paquesestmable

et la famille des sommes des paquets est sommiadbdesemme égale a la somme de la famille initiale.



3-Relation entre familles et séries :

/Théoréme: \

(Un) ne n étant une suite (famille indexée irles deux propositions suivantes sont équivalentes
1- La série), .y Un converge commutativement.

2- La famille (U, ne n €St SOMmMable.

L —

/Lemme: \

Si la sérig(}.} %, Un) est commutativement convergente. Alors elle \@ticritére de Cauchy au
sens de la sommabilité c'est-a-dire :
Ve > 0,3 k fini, tel que V L fini disjoint de K : D Ui|<e.

\4

\_ /

Démonstration :

on procede par I'absurde, si la série ne vérifelparitere de Cauchy au sens de sommabilités alor
pourrait construire pour un certairt= 0 une suite L, L,,...., Lg,.... de sous ensembles finis d’'indices dais
N tels que k soit disjoint de kLU LU ... L1 avecvk, |2 .. Ui]> &

soit Lo=N\ U=, Lk = {i1, ip,...}(fini ou infini) & la partition de N suivante N=L U {i1} U L1 U {i2} U ...

(en intercalant les indices pris dangusqu'a épuisement éventuel.), on peut associé maye un ordre st r
les indices de chaque Line certaine bijectio de N dans N (en numérotant les indices dans Eordr
d’apparition dans la partition) qui ne vérifie pasritere de Cauchy au sens des séries (aussjleition
veut on trouve une quantité de Cauc@yl, Ui| qui le contredit et qui n’est donc pas converggent

Etape2 :

Le lemme précédent est « la cheville ouvriere saigonnement.

Ecrivons que(Zi=, Un) est convergente¥s = 0,3 ngeN tel que v n>ny | Zn_ Uk-S|<e/2

Le critere de Cauchy au sens de la sommabilitdiedrar la famille {U} (d’aprés le lemme cité), nous
donne :

ve = 0,3 K fini tel que ¥ L fini disjoint de K |Z,.. . Un| <g/2.

On peut choisir ypour que K= {0,.., ni} et poser N = max (1 np), soit | = {0,.., n} tout ensemble fini
d’indices J contenant | peut s’écrire J& L avec L disjoint de K.
llenrésulte :X,_,Un-S|= [X,.,Un-S|+k,. . Un| <cainsi E
Ce qui assure que la famille {Jest sommable.

Un- S| <t.

ne J

3.1-Etude de la sommabilité d'une famille :
Pour déterminer si une famille est sommable ibestde disposer de criteres pratiques et d’exemples
suffisamment nombreux.

a-Familles indexées par une demi-droite de N :
Dans la suite de ce paragraphe I'ensemble dessm@imtes n ou k plutdt que i) est une demi-droite
[no, o[ de N, les familles indexées par un telle demitdreeront plutbt appelées suites et notéex&lo
Parfois I'entier gsera omis ou non précisé cela signifiera que k& €t définie a partir d’'un certain rang
Pour étudier la sommabilité d’'une famille positivest naturel d’utiliser comme famille exhaustlae
famille (In)= ([ no,n]). nous savons quel,;,, Uk = X%_ . Uk) tend vers(Xy. .o Uk).



La famille est donc sommable si et seulement silite 7 _, , Uk) admet une limite réelle lorsque n tenc
vers 4co.

b-Familles de référence :
* Suites géomeétrique :

Si r est un réel positif ou nul on considéredesgéométrique ).
v' Sirz= 1 le terme général ne tend vers pas vers 0 dormeridlé est sommable.
1_rr1+'_

1-r

v Sir< 1on peut calculgg?_ r* = quantité qui tend verlsi—r lorsque n tend versos

Ona XI_,|r™|=Xr_,r* carr=0 et puisque la sérig€l-,7* ) est convergente donc la série
(Zr-p I7%]) est absolument convergente et par conséquenamlbief () est sommable si et seulement s
re[0,1].

e Suites ﬁ) :

Pour & 0 la famille (ﬁ) n=1n’est pas sommable puisque son terme général des&ga pas vers 0.

Pour a>0 puisque I’application%% décroit, on sait que cette application est intiélgraur [1, +oo[si et
seulement si a>1, en résumé la farrmj@]nzl est sommable si et seulement si a>1.

e Suites m) :

La famille m) est sommable si et seulement si (a, b)>(1,1).

Exemples :
Les familles f—) (%), sont sommables.

ik
Les familles i—), (i.:),( ﬁ) ne sont pas sommables

c-Critéres pratiques :
Estimation directe du terme général :

Pour monter que U est une famille sommable il sd#imontrer que & o(V;), V étant une famille dont
on sait déja qu’elle est sommable (familles deregfées en général).

Si I'on soupgonne que posef, V% peut permettre de conclure, on teste le quotielt V,=n® U.

4 Si ce quotient tend vers 0 pour a >1, alors U @sinsable.
4 Si la valeur absolue de ce quotient tend vers inmiéel non nulle ou @

pour & 1, alors la famille U n’est pas sommable.

Exemples :

- i A A 1
] La famille (mf’l‘;’:]:) est sommable car son terme général est(u1=1—e—nl, nn]::)

- La famille (6" ) est sommable car son terme général est uf).o(e

Critéres logarithmiques :




Vnt+l

Soit U et V deux suites strictement positives.l®eomparaison des quotleﬁ’%— et
une comparaison entre les termes généraux eux-mémes

on peut déduire

Proposition:
Soit U et V deux familles strictement positivesdglqu’a partir d’'un certain rang"—+1 < nd

Alors U, = o(Vy).

Vn

euve .

n+l
On peut écrire I'inégalité sous la forme —

e kia

T+l n

Ainsi la suiteZ® décroit donc elle est bornée ce qui entrainedelta.
Donnons quelques conséquences utiles de cettegitiopo

ﬂrogosition: \

Soit (U,) une suite strictement positive.
Un+1

1- Si——tend verse [0,1], la famille U est sommable.
2- SIW tend vers e ]1,+oo[ , la famille U n’est pas sommable.
3- sil-1.24, (1) avec a> 1, la famille U est sommable.
Un n n
4- sil 1.2 4, (1) avec a<1 , la famille U n'est pas sommable.
Un n n
Preuve :
Montrons a titre d’exemples les assertions (1Bgt (

(1) Soitr }, 1[et Vh=r"on a —=r= U:i pour n assez grand il suffi d’appliquer la progiosi

précédente.
(3) soit be ]1, a[ et \4 =ih ona: X2 =(1 +5)'b = 1-E + oe)

Vm+l Un+l _ e—b

Donc == -Z==22+0 C) S22 pwsque— >0, vat1 U;“ >0 pour n assez grand comme la
! ! !

famille V est sommable la proposmon precedenteaﬁm gue la famille U I'est aussi.

Exemples :
* Soit uq: i puisqueM =5 tend vers 0, U est une famille sommable.
R _ L2(In+1iha _a 1
Soit U= ( j pwsque— (41?:4-1}) —*0 (R:)

La famille U est sommable pour a>2 et ne I'estpas a<2, le cas a=2 reste douteux
An+1l
On peut conclure garce a une extension de cetpogiton, si-— =

1-i + V, et si V est sommabl 2

U n’est pas sommable.

Exemples :

1- Soit la série alternéég; £

nEl



Est-ce que la famille {1}% ; ne N} est sommable ?

I Ve
Ona:xi= |

n

2- Soit la famille Y, =

1. . ,
| = :2‘1;, divergente donc la famille n’est pas sommable.
Ein n

—=;» NeZ montrer que (&) est une famille sommable.

On a suiZ la partitionZ = N* U (-N), la sérieX;Z, |Un| est absolument convergente ainsi gije_.. |Un|
Donc (U,) est sommable su.



IV-Application des familles sommables aux séries dibles :

Définition:
On appelle série double une famille indexées\gar (Unr) (mun) € N

Exemples :

1
Emal,nal,:m+n}u

1
mzlmzl a2y n2)a

1-Somme d’une série double :
On place les W, dans un tableau a double entrée, m numérotahgtess et n les colonnes.

(o W .. W .oy
Uo U1 ... Uh
l%o Unt ... Lhn

K . . . j

On peut ranger leskd en une suite (Y, en , par exemple on peut considérer les valeurs susesssi
K=0,1,2,... de la somme (m+n) et pour chacune raleged,, correspondants dans I'ordre des m croiss ints
on obtient : \§ = Ugo, Vi =Uo1, V2=Uig, V3=Up2,Vs=Ui1,Vs=Usp, ...
Tout autre rangement s’obtient en modifiant I'ordes termes de la suiteg\aucun ordre n’est privilegie.
Pour définir la somme de la famille £§) on exigera donc que la sérE;é}, V'p) soit absolument
convergente c'est-a-dire que I'ensemble des sordimesiombre fini quelconque de i) soit majoré dans
R.
Dans ce cas on dira que la famille,gJest sommable et sa somme S sera par définitisonteme d’'une
série quelconquiX, ., Vr) formée avec les kh On écrira: S & ., -0 Umn.
On peut aussi calculer S en répartissant lgsed un nombre fini ou en une infinité de séries,ep@mple :
+ + N +coo +oo 5+ +

S ;.:zng mcfﬂ:k U']'"?lﬂ) - m=0a:ﬂ=0 Umn) _Zn:jﬂ mc:i_'ll Umn)

Exemples:
< ;- . 1 . , .
1- On considere la série double suivantey; ¥— m, n= 2 représentée dans le tableau suivant :

1 1 1
i i
= =" e
1 1 1
m* m* m




Chaque ligne ou colonne définit une série de Rienuamt le terme général egjlt; .

Et puisqu'on an>1, alors la série converge
On a: o Umn == Y= Unn=1
2- ConS|derons la famille (,L,,h) ; (n, m) N?définie par le tableau infini suivant :

1 2 2
1 -2 3 1
2 2 AR Nous avons === ; n, "= 0.
¢ 23
On montre que la famille est sommable et a I'aid@e sommation par lignes et par diagonales ontrac
aussi que : = =4
Utilisons une sommation par lignes :
1 e 1 1

Pour n fixé on aX =z pUnm=— ;DH—;douz nogm = 4.

La famille (U,y,) est sommable et a pour somme 4.
Sommons maintenant par diagonales :

oo _;+1
e o Unm=XIE 5 dot ¥

ndm= n+m= 2_

Unm =4 =3i=1

nanz0 1=0 4l

Conclusion:

» La notion ddamille sommablevise a étendre les calculs de sommes au cas afobre infini de
termes. Contrairement a la notion de série, oruppase pas que les termes sont donnés sous farme
d'une suite ordonnée. Il s'agit donc de pouvoné&mir la somme de fagon globale, sans préciser
I'ordre dans lequel on procede. De ce fait, la sahilité est une propriété plus exigeante que la
convergence d’une série, et a des propriétés suepldires.

* Siune famille () ,en est sommable, alors toutes les séries permutéeeigent vers la méme
somme, et la série est alors commutativement cgenés.

» La sommabilité possede des propriétés de linédd&omme de deux familles sommables est
encore une famille sommable, et les sommes s'ajpute produit d'une famille sommable par un
réell est une famille sommable, et la somme est mudephar.

* La notion de sommabilité donne notamment un catilieepour I'étude des séries doubles.
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