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Introduction

Une équation différentielle d’ordre n est une équation qui met en jeu une
relation entre une fonction et sa dérivée, et dont la solution est une fonction
n fois dérivable.

De fagon plus précise. La forme la plus générale d’une équation différentielle
ordinaire (en abrégé E.D.O.) est :

f<$7 y7y/7y”7 ""7y(n)) = 0

ot1 y est une fonction inconnue de la variable x a valeur dansIR" et ¢/, /", ...., y™
désignent les dérivées successives dey.

Applications des équations différentielles :

L’usage des équations différentielles pour décrire le comportement des systemes
évoluant dans le temps est d’un usage universel dans toutes les sciences qui
utilisent la modélisation mathématique. Cet outil commun a plusieurs dis-
ciplines ou sous disciplines suggere bien souvent d’intéressantes analogies
entre des domaines a priori sans relations. On commence par donner quelques
exemples d’équations différentielles issues de différentes disciplines.
Mécanique :

La relation fondamentale de la mécanique, écrite a une dimension d’espace
pour une particule ponctuelle, fournit une source intarissable d’équations
différentielles. Dans un systéme d’unités adaptées, elle s’écrit

2 = f(t,x, 7))

ou x désigne la position de la particule, 2’ sa dérivée par rapport au temps
(la vitesse), et ou freprésente les forces appliquées sur la particule. Cette
équation, du second ordre en x, est généralement complétée par des conditions
initiales qui spécifient la position et la vitesse a un instant origine : x(0) =
xgo, '(0) = vp.

Dynamique des populations :

De nombreuses modélisations de dynamique des populations (especes ani-
males, diffusion des virus, substances radioactives ou chimiques) ont été pro-
posées. Parmi les plus simples, on peut citer celle attribuée a Malthus (1798)
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qui traduit la conservation du nombre d’individus N d’une espece sous 1’effet
des naissances b et des déces d :

N' =bN —dN

N(0) = Ny

Dans ce mémoire nous allons adopter les démarches suivantes :
Dans le premier chapitre nous allons étudier les équations différentielles
linéaires, on commencera par une définition de solutions de ces équations,en
donnant quelques propriétés de ces solutions, avec une définition du probleme
de Cauchy associe a I’équation différentielle et on va définir le systeme différentielle
puis on va démontrer le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les équations
différentielles linéaires.
Dans la deuxieme section nous allons étudier les équations différentielles
linéaires du premier ordre a coefficients constants, finalement dans la troisieme
section on va terminer avec les équations différentielles linéaires scalaires.
Le deuxieme chapitre a été consacré a 1’étude des équations différentielles
non linéaires, la premiere partie des équations du premier ordre commence
par une définition de la solution d’une équation non linéaire et le probleme
de Cauchy associé et le théoreme de Cauchy-Lipschitz et aussi une étude
qualitative des solutions. Dans la deuxieme partie on va traiter les équations
a variables séparables avec des exemples, finalement dans la troisiéme partie
nous allons étudier les équations autonomes du premier ordre .



Chapitre 1

Equations différentielles
linéaires

1.1 Equations différentielles linéaires du pre-
mier ordre

Définition 1.1.1 [1]

Sia une application continue de Uintervalle I de IR vers £(FE) et b une ap-
plication continue de I vers E, on appelle solution de I’équation différentielle
linéaire du premier ordre :

' =axr+b (E)
toute application dérivable ¢ de I vers E vérifiant
Vtel; ¢'(t) = a.p(t)+b
On notera 2'(t) = a(t).x(t) 4+ b(t) I'équation (E) .

Les applications a € C(I, £(E))et b € C(I, F)s’appellent respectivement le
coefficient et le second membre de (E).

avec :
E : est un espace vectoriel normé complet sur IK de dimension n, avec (IK =
RoulK = C)

£L(E) : lespace des applications linéaires continue de E vers E.
C(I,E) : l'espace des applications continues de [ vers F.

On dit que I'équation (E) est a coefficient constant sia est une applica-
tion constante et qu’elle est homogene ou sans second membre sib = 0.
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On appelle équation homogene associée a (E), I’équation :
¥ =ax (ER)

L’équation (E) s’appelle alors I’équation compléte.

Proposition 1.1.2 [1] Toute solution de (E) est de classe C*. Elle est de
classe C**! lorsque a et b sont de classe C*.

Démonstration :
La relation ¢/(t) = a.¢(t) + b montre que ¢’ est continue et ¢ de classe C.
Le deuxieme point s’obtient par une récurrence immédiate.

Définition 1.1.3 [1]
On dit qu'une solution ¢ de (E) vérifie la condition de Cauchy (ou la condition
initiale) (to,z0) € I x E sion a :

P(to) = xo.

Remarque
On appelle probleme de Cauchy en (ty,x¢) 'étude des solutions de (E)
vérifiant la condition initiale (¢, zo).

Corollaire 1.1.4 [1]

L’ensemble Sy(I)des solutions sur I de I'équation homogene (Eh) est un
sous-espace vectoriel de C*(I, E).

Démonstration :

Montrons que Sp(/) est un sous espace vectoriel on a :

0 € So(I)alors So(I) # D

Soient x,y € Sp(I) en effet :

(z+y) =2"+y

=ar + ay
=a(x +y)
donc (z +y) € So(I)
soit A € Retx € Sy(I) :
Az) =\
= \.ax



alors : \.x € Sy(I)
donc Sp(I) est un sous espace vectoriel.

Corollaire 1.1.5 [1] :
Soient (v, an) € K?et (by,by) € CO(I, E)*tels que b = ay.by + ao.by Si ¢y
et g9 sont respectivement des solutions des équations :

¥ =ax+betr =ax+b

alors la fonction ay.¢; + ag.¢ est une solution de (E).

Systeme différentiel linéaire du premier ordre :

Définition 1.1.6 [1]

On appelle systeme différentiel linéaire du premier ordre toute équation
différentielle linéaire du premier ordre sur un espace numérique K" (avec
K=RoulK=C)

Un tel systeme est de la forme :

zi(t) = ara(t).x(t) + ... + a1, (t). 20 (t) + bi(t)
(1) = o (t)-2r(t) 4 oo + o (£).n (1) + ba(0)
() = ana(B)a1(6) + oo+ o (£).n (L) + b(2)

ou les a; ;, appelées coefficients, et les b;, appelées seconds membres, sont des
applications continues d’un intervalle I de IR versIK.

En considéré A = (a;;) ; jycpyn? €6 B = (bi)ief1,n) sont des applications conti-
nues de I vers respectivement M, (IK) et IK", on peut évidemment écrire ce
systeme sous la forme d’une équation différentielle matricielle :

X' =AX+B

En fait, un systeme différentiel linéaire du premier ordre n’est que I'expres-
sion analytique d'une équation différentielle linéaire du premier ordre dans
une base de E. On utilisera pratiquement cette remarque lorsque 1’on étudie
une équation différentielle linéaire en recherchant une base dans laquelle
I’équation s’écrit sous la forme du systeme le plus simple.
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Exemple
Supposons que E soit un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et
considérons ’équation différentielle :

() =vAz(t)+2tw (E)

ouv un vecteur non nul de F donné parv = p.e; + q.es +r.ezet {ey, ea, e3} est
une base de E et Aest la produit vectoriel.

L’expression analytique de (E’) dans une base orthonormée quelconque de
E est de la forme :

) (t) 0 —r ¢ x1(t) 2pt
xh(t) | = r 0 -—p xo(t) |+ | 2¢t
xh(t) -p q O x3(t) 2rt

Dans ce qui suit, nous choisirons une base adaptée géométriquement a (E)
et fournissant le systéme le plus simple possible.
' = a(t)xr + b(t) et vérifiant la condition initiale x(ty) = zo.

Proposition 1.1.7 [1]
Une application ¢ € C(I, E) est une solution de (E) vérifiant le probleme de
Cauchy (to; o) si et seulementsi elle satisfait 1’équation intégrale :

Vte L;p(t) = xg + tb(s)ds + ta(s)gzﬁ(s)ds

to to

Démonstration :
Sip € CYI,E) ¢ = a.p + b et ¢(ty) = 9, on obtient par intégration :

o(t) =30+ [ (als).p(s) + b(s))ds.

La réciproque est immédiate .

Théoréme 1.1.8 [3]
Sia € C°(I, £(E))etb € C°(I, E), alors pour tout couple (tg, o) € I x E,
I’équation différentielle

(E) () = a(t)x(t) + b(t)
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posséde une seule solutiony € C'(I, E) vérifiant la condition initiale
y(to) = vo.

Démonstration :

On montre que I'équation intégrale posseéde une unique solutiony € C*(I, E). Pour
prouver I’existence, nous utilisons un procédé itérative, on construit une suite

de fonctions continues sur I , qui va converger uniformément sur tout seg-
ment inclus dans I vers une fonction solution de I’équation intégrale. Pour
cela, définissons la fonction 2y : I — E par

Vt € Ia ZO(t) = Yo

Cette fonction est évidemment continue sur I.Pourn € IN,si on suppose
connue la fonction z, € C°(I, F), définissons z,41 : [ — E par

VEE Lz (t) = o + [ (a(w)za(u) + b(w)du

(intégrale d’une fonction continue sur un segment). La fonction z,,; est alors
évidemment continue (est méme de classe C') sur L.on a ainsi défini, par
récurrence une suite de fonction (z,),en continue sur 1.

Montrons que cette suite converge simplement sur I, avec convergence uni-
forme sur tout segment inclus dans I.Pour cela, considérons la série télescopique
associé de terme général

wn(t) = zn41(t) = zn(t)

et montrons que cette série converge normalement sur tout segment inclus
dans I. Si K est un segment inclus dans I, considérons Ky le plus petit seg-
ment inclus dans I, contenant a la fois K et ty. Comme ¢t — a(t) est conti-
nue, cette fonction est bornée sur Ky, et

IM >0 Vue K a(w)]| <M

Pourt € I d’apres la relation de récurrence définissant la suite (2, )nen , On a
W11 (t) = Znya(t) — 2nga(t)

t

—fMM%ﬂm—%mmm—/mw%ww

to

La fonction wy étant continue sur I, on peut également trouver
un réel N > Otel que
Yu € Ko, |Jwo(u)|] < N
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On a alors ,
vt € Ko, [[wi(t)]] < Itf |a(u)wo(u)||dul

t
< | [ lla(w)llwo(w)l|du] < NIt~ to
to

puisque le segment d’intégration est inclus dans Ky avec
Vu € Ko, |la(u)wo(w)]| < la(w)l[[lwo(u)]] < M.N

On en déduit que
t

vt € Ko, [Jwa(®)l] < | ] la(u)llllw: (w)]du]
0

t
M2|t —to
< |/M2N|u—t0|du| = N‘2|0’
to ’
car Vt € I ||a(t)|| < M puisque a(t) € £(E)etVt € I ||w(t)|| < N puisque uest
continue.
et, par récurrence sur n, on obtient

(ML)
n!

<N

M"™t —t
Vte Ko [lwa(t)]] <N 'n' ol

ou L est la longueur du segment K. Cette inégalité prouve la convergence
normale sur Ky de la série de fonctions de terme générale w,(t),donc la
convergence uniforme de la suite de fonctions z,,, puisque

n—1
VEeT z,(t) =yo+ > wi(t)
k=1

La fonctiony définie sur I par

y(t) = lm z,(t)

n—>-+oo

est donc continue sur /.(limite d’une suite de fonctions continues avec conver-
gence uniforme local). De plus si K C [ est un segment, on a :

Vue K la(u)zy(u) = a(w)y(w)]] < [la(u)]||[zn(u) = y(u)]]

< sup [la(u)l] x [[zn = Yllocsc
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Montrons que la suit (az, + b),ew converge uniformément sur R vers la fonc-
tionay + b. Siy € K en passant a la limite dans 1’égalité

Vn €N znpi(t) = o + / [a(w) 20 (1) + b(u)]du

on obtient .
y() = o+ [ la(wy(u) + b(w)]du

Qui montre quey vérifie I’équation intégrale. L’unicité se montre par une
technique analogue : si yet zdeux solutions de I’équation intégrale alors la
fonction d = y — z vérifie

Viel §(t) = / a(u)d(u)du

to

Avec la méme méthode que précédemment, si on note

No = sup [[6(u)]

ueKy
(qui existe puisque d est continue sur K ) on montre par récurrence que

(M|t —to|)"
n!

vYneIN Vte Ky ||6(t)]] < Ny
ce qui donned(t) = 0 pour tout t, et doncy = z.

Continuons I’étude de I’équation :
o' =ar+b (E)

On note Sy(I) I'espace vectoriel des solutions de I’équation homogene :
¥ =azx (Eh)

associée a (E).

Définition 1.1.10 [1]

On appelle systeme fondamental de solutions de (Eh) toute base : (1, ....., ¢n)
de S() (I) .
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Proposition 1.1.11 [1]
Soit ¢y € I.Une famille (¢1, @2, ....... ,©n) € So(I)™ est un systeme fondamen-
tal des solutions de (Eh) si et seulement si, la famille :

(p1(to), pa(to), emem. s n(to))

est une base de E

Démonstration :

Soit I'application définie &, : So(I) — EparVty € I ,0;,(p) = ¢(to)
Jy, est linéaire :

soient p, 1) € So(I)et A € IK on a :

D + M) = @(to) + Mp(to) = dty(0) + Ay (V)

Soit ¢ € Sp(I)tel que ®(p) = 0. Alors pour tout ¢y, ¢(tg) = 0. Donc g est
une solution de probleme de Cauchy

¥ = Az
{[L’(to) =0

Or x = 0 est une solution du méme probleme de Cauchy donc p = 0. D’apres
le théoreme d’existence et d’unicité donc o, est injective et surjective.

d’ou 0y, est un isomorphisme d’espaces vectoriels .

(P15 ., on) est une base de Sy(I) si et seulement si :

(5150 (901>7 """ g 5t0 (‘Pn))

est une base de E.

Définition 1.1.12 [1] ;

Soit B une base de E.

On appelle wronskien dans B de la famille (1, @9, ....... ,on) € So(I)™ entle
déterminant :

W (t) = detg(pi(t), pa(t), ....... ,on(1))
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Proposition 1.1.13 [1]
On a équivalence entre les trois assertions suivantes :
(1) (o1, P2, ceeeee , n) est un systeme fondamental de solutions.

()3t el:W(t)£0
(iii)Vt € I, W (t) # 0.

Démonstration

(01, P2, ..., on) base de So(I) < (@1(t), pa(t), ..., n(t)) est une base de F

A det(@l(t)v 902(t)7 cey (pn<t)) 7A 0
W(t) #0

Solution de I’équation homogeéne vérifiant une condition de Cauchy

Si (o1, P2y cennee ,Pn) est un systéme fondamental de solutions de (Eh), on
détermine I'unique solution : ¢ = E a;p; ot (g, ...... o) € K™

de (Eh) vérifiant la condition initiale (to, xg) , en résolvant le systéme en(q;) :

a11(to) + anpa(to) + ... + ann(to) = zo.

Espace de solution complet
Continuons 'étude de I'équation :

¥ =ar+0b (E)
On note Sy(I) I'espace vectoriel des solutions de I’équation homogene :
¥ =ax (Eh)

et S(I) I'espace des solutions de (E).

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz montre que I’ensemble S(I) n’est pas vide
puisqu’il contient les solutions de (E) vérifiant la condition initiale (¢y, zo) €
I x K.

Si on connait un systéme fondamental (@1, @2, .......... , on) de solution de (Eh)
la résolution de (E) se ramene donc a la détermination d’une solution, dite
solution particuliere, de (E).

Il peut arriver, quitte a utiliser le principe de superposition, que I'on trouve
une solution évidente de (E). Sinon, on utilisera la méthode de variation des
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constants.
Dans tous les cas, si ¢, est une solution particuliere de (E), toute solution de
(E) s’écrit de fagon unique sous la forme :

Y=vY,+¢ avec e SyI)

Ou : =1, + iami Qe ,ap) € K"
i=1

On obtient alors 'unique solution vérifiant la condition initiale (o, z¢)en
déterminant l'unique solution ¢ € Sy(/)ou le n-uplet(w;) correspondant,
telle que :

p(to) = mo — Py(to)

Meéthode de la variation des constantes

Cet oxymore célebre désigne une méthode due a Lagrange permettant de
déterminer par intégration les solutions de (E) a partir d’un systeme fonda-
mental de solutions de (Eh).

Soit (p1, P2y eeveene , on) un systeme fondamental de solutions de (Eh).
Commencons par un lemme

Lemme 1.1.14 [1]
Quelle que soit 'application ¢ € C1(I, E), il existe une et une seule famille
(N) € CHI,E)™ telle que :

o= N
=1

Démonstration :

Vt € I on peut écrire le vecteur p(t) dans la base (1 (), pa(t), .cev... ,on(t))
de E. Cela fournit une unique famille d’applications (\;) définies de I vers K tell
que :

Vel o) = 3 M(Dei)
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De plus siB = (eq,....... ,€en)est une base de E les applications (\;)sont
données par la formule de Cramer :

Vt e I; Ai(t) =

‘ieme

(ou ¢ a lai place pour tout i ).
On sait que les applications ¢; sont de classeC?' .

Sip de classe C!, les formules ci-dessus montrent que les \; sont de classe
C' pour tout i .

Théoréme 1.1.15 [1]

Si le second membre de I’équation (E) s’écrit sous la forme b = Y «;p;, alors
i=1

n
une application ¥ = > p;p; ,est solution de (E) siet seulement si on a :
i=1

wi(t) = ay(t) , pour tout i et tout t.

Démonstration :
On obtient en dérivant

O =i+ i
=1 =1
W= ap + Y e
=1 =1
V' =ad i+ Wi
=1 =1

V' = ap + Z e
i=1

Par unicité de cordonnées, 1'application ¢ est une solution de ’équation (E)
si,et seulement si p; = «; pour tout i.
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1.2 Equations différentielles linéaires du pre-
mier ordre a coefficients constants

Considérons I’équation a coefficient constant :
' =ux+b (E)
onu € £(FE)et be C(I,FE) ainsi que ’équation homogene(Eh)
¥ =ux (Eh)

Remarque : le coefficient u est un constant, mais le second membre b est
une application continue quelconque de I vers E.

Espace des solutions de I’équation homogene

Définition 1.2.1 [1]
On appelle exponentielle de u € £(F) et 'on note exp(u) ou e*,la somme
de la série absolument convergente :

+o0o u™

exp(u) = 2

oo
La série ) “; absolument convergente sur les parties bornées de £(E).
n=0 "
L’application exp est continue et possede pour tout n le développement li-
mité :
2 u™

u
exp(u):IdE+u+§+ ......... —i—nf#—o(u")

Propriétés de ’exponentielle
Soit u € £(F)

proposition 1.2.2 [1]
L’application t — exp(tu) est 'unique solution de 1’équation différentielle :

¥ =uox (R)

Sur £(FE) vérifiant la condition initiale (0, Idg) .
Démonstration :
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L’équation (R) est 1’équation différentielle linéaire du premier ordre ho-
mogene associée a ’endomorphisme L, : v — uovde £(E).

(E) admet une unique solution avecp(0) = Idgest la somme sur R de la
série normalement convergente sur les segments Y, ¢, ou la suite (¢,) €
CH(IR, E) pour tout n de N est définie par g = Idget :

¢
Vie R, @ni(t) = /Lu.gpn(s)ds
0

pour tout n.
On montre immédiatement par récurrence que 'on a :

n

pour tout n, il vient alors :

+00 4n

VieR, p(t) = Eu" = exp(t.u) .

n=0

Proposition 1.2.3 [1]
L’application ¢ — exp(tu)et de classe C* de R — £(E) et sa dérivé
donnée par :

Vi€ R ; (exp(tu)) = voexp(tu) = exp(tu) ou .

Démonstration :
L’application t — exp(tu) et de classe C° et vérifie

Vie R ; (exp(tu)) = (z_o:z (t;')”),

eVteR; (exp(tn) = (Y

n=0

17



s VteR; (exp(tu)) =uoerp(t.u)

comme solution de I’équation x” = u o x. On obtient la deuxieéme relation en
remarquant que u et exp(t.u) commutent pour tout t.

Proposition 1.2.4 [1]
On a exp(0) = Idg et :

V(t,s) € R*; exp((t + s)u) = exp(tu) o exp(su)
L’endomorphisme exp(tu) est inversible quel que soit t et :
exp(tu)™! = exp(—tu).

Démonstration :
Soit s € IR. Les applications ¢t — exp((t + s)u)ett — exp(t.u)oexp(s.u)
sont des solutions de I’équation différentielle :

' = uox

car : (exp((t + s)u)) = woexp((t + s)u)et
(exp(tu) o exp(su)) = (exp(tu)) oexp(su) = woexp(tu)oexrp(su)
vérifiant la condition de Cauchy (0, exp(su)). On a donc :

Vit € R, exp((t + s)u) = exp(t.u).exp(s.u).
On a alors :
vVt € R, exp(tu)oexp(—tu) = exp(—tu)oexp(tu) = exp(0) = Idg.

Cela montre que exp(tu) est inversible, d’inverse exp(-tu) pour tout t.

Théoréme 1.2.5 [1]
Soit (tg,z9) € R x E .L’unique solution ¢ de (Eh) vérifiant ¢(ty) = x¢est
donnée par :

Vte R, o(t) =exp((t —to)u).xo

Démonstration L’application ¢ :t — exp((t — to)u).zo tel que ¢(ty) =
xo . Elle de classe O™ et vérifie :

Vie R , ¢ (t) =uoexp((t — to)u).zo = u.pp(t)
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C’est donc I'unique solution de (Eh) vérifie la condition de Cauchy (to, zo).

Systeme fondamentale de solution et wronskien :
Soit B = (eq, eg, ........ ,€n) base de E.
Toute famille des solutions de (Eh) est de la forme :

(exp(tu).z1, exp(tu).za, ........ sexp(tu).xy,)

Espace des solutions de I’équation complete

La méthode de variation des constantes prend dans le cas qui nous intéresse
la forme particuliére suivante.
Toute application ¢ € C*(I, E) peut s’écrire sous la forme :

b(t) = eap(tu) A(t)
ol A : t — exp(—tu).1)(t) est de classe C! de I vers E.On a alors :
P (t) = (woexp(tu)).\t) + exp(tu) N (t)
Ainsi ¢ est une solution de (E) si et seulement si 'application A vérifie :

N(t) = exp(—tu).b(t) .

Proposition 1.2.6 [1]
Soit (tg, o) € I x E.La solution ¢ € C'(I, E), de (E) vérifie la condition de
Cauchy (to, o) est donnée par :

Vte I, ¥(t) = exp((t —to)u).xo + /ea:p((t — s)u)b(s)ds .

Démonstration :
Avec les notations précédentes on a  \(tg) = exp(—tou).1(to) , et par intégration :

A(t) = exp(—tou).xo + /exp(—su)b(s)ds :
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la linéarité de 'intégrale donne :

t
W(t) = exp(tu) o exp(—tou).zo + exp(tu)( /exp (s)ds)
to

W(t) = exp((t — to)u).zo + /exp((t — s)u)b(s)ds .

Remarque On a aussi :
W(t) = exp((t — to)u)(xo + /exp((to — s)u)b(s)ds) .

Méthodes pratiques de résolution

Ce qui précede montre que la résolution de ’équation homogene (Eh) se
ramene au calcul de 'exponentielle de u et, par suite, a la réduction de cet
endomorphisme.

Cas ot u est diagonalisable :Lorsque u est diagonalisable, on se place évidemment
dans une base de diagonalisation.

Proposition 1.2.7 [1]
Soit B = (€1, ........ ,€en) une base de E telle que :

Matg(u) = diag(aq, ......, o, )

L’équation (E) s’écrit dans la base B sous la forme d’un systeme d’équations
scalaires :
Vi, @ = a;.x; + b

Les solutions de (F) sont données par :
t
Vt € R, z;(t) = N.e™' + 6ai’t/6_0""s.bi(s)d5
to

Pour tout i € {1,....,n}.
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1.3 Equations différentielles linéaires scalaires

Définition 1.3.1 [1]

Si (ar)kep,n n+1 applications continues d’un intervalle I de IR vers IK et
b une application continue de I vers IK,on appelle solution de l’équation
différentielle linéaire scalaire d’ordre n :

apx™ + +ag.x =0 (E)
toute application n fois dérivable de I vers IK vérifiant :

VtER, an(t).™ () + ... + ao(t)p(t) = b(t) .

On notera a,(t).z™(t) + ........... + ao(t).x(t) = b(t) I'équation (E) si I'on
veut préciser le nom de la variable libre.

Les applications ap € C(I,IK)etb, € C(I,IK)s’appelle respectivement les
coefficients et le second membre de (E).

On dit que I'équation (E) est a coefficients constants si les a; sont constantes
et qu’elle est homogene ou sans second membre si b = 0.

On appelle équation homogene associée a (E), I'équation :
()2 () + oo +ap(t).z(t) =0 (Eh)

L’équation (E) s’appelle alors I’équation compléte.
On fera attention a ce qu’'une solution de (E) est comme dans le cas des
équations du premier ordre, définie sur I tout entier.

Proposition 1.3.2 [1]
Toute solution de 1'équation (E) est de classe C™. Elle est de classe C"Psi
les applications (ax)et b sont de classe CP.

Démonstration
Soit ¢ une solution de (E). La relation :

montre que ¢ de classe C™ et de classe C"Psi les applications (ay) et b sont
de classe CP.
Condition de Cauchy
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Définition 1.3.3 [1]
On dit qu'une solution ¢ de (E) vérifie la condition de Cauchy, ou la condition
initiale, (tg, g, ...vv... ,Tpo1) €I x IK"sion a:

Vi € [0,n — 1], o®(ty) = x4

Théoréme (Cauchy-Lipschitz)
Dans cette sous-section, ajetb désignent des applications continues dun
intervalle I de IR et :

an. ™ 4+ .. + ag.x = (E)

I’équation différentielle associée.

On appelle : espace des phases de (E), 'espace F = IK".

applications des phases, les applications A : t — A(t) de I vers M, (IK) définie
par :

0 1 O 0

0 0 T 0

VEETR, A(f) = | 0 0
0 0 . 01
an71 ------------------ ) aio

et B :t+—— B(t)deI vers IK" définie par :

Vtel, B(t)=

b(t) '
an(t)

équation des phases, I’équation différentielle linéaire du premier ordre :

X' =AX +B (P)

ou

x(t)
Viel, X(t)=

:Ij(n_l)(t)

La proposition suivante montre que I’équation (E) est équivalente a son
équation des phases (P).
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Proposition 1.3.4 [1]
Soit (tg, Zoy veereee- ,Tn_1) € I x E™Une application ® est une solution du
systéme des phase (P) vérifiant la condition de Cauchy :

siet seulement si, elle est de la forme :

Dt — (p(t), @ (t), e LoD (1)

ol g est une solution de I’équation (E) vérifiant la condition de Cauchy (o, xo, ......

La proposition précédente ramene ainsi I’étude des équations différentielles
scalaires d’ordre n a celle des équations différentielles vectorielles du premier
ordre.

Théoréme (Cauchy-Lipschitz) 1.3.5 [1]

Pour tout (¢g, zg, ......... , Tn—1) il existe une et une seule solution de (E) vérifiant
la condition initial (¢g, zg, .........  Tn1).
Démonstration
Le théoreme de Cauchy-Lipschitz montre qu’il existe une solution ® au systeme
(P) vérifiant la condition initiale (to, (z,, ........ ,Tn—1)) .L’application ® est de
la forme :

Dt (o), & (1), . LoD (1))
ou g est une solution de (E) vérifiant (o, g, ........  Tp_1)-

Siget i sont deux solutions de (E) vérifiant la méme condition initiale, les
applications ® et U associées vérifient (P) et la méme condition initiale.

Onadonc ®=V et p=1 .

Corollaire 1.3.6 [1]
Soit J un sous-intervalle non réduit & un point de I. Toute solution de (E)
définie sur J est la restriction d’une unique solution définie sur I.

Espace des solutions de I’équation homogéne
On continue I'étude de I'équation différentielle :



ou a, ne s’annule pas sur I.
On note Sy(1I), rappelons-le, I'espace vectoriel des solutions de ’équation ho-
mogene :

™ +ag.x =0 (Eh)

Proposition 1.3.7 [1]
Soit to € I. L’application :

St So(I) — K

¢ (to)
¥ (to)
Y=
P (to)

est un isomorphisme linéaire.
Corollaire 1.3.8 [1]
L’espace So(I) est de dimension n.
Systeme fondamental de solutions
Définition 1.3.9 [1]
On appelle systeme fondamental des solutions de (Eh) toute base :(¢1, ........ , On)
de So([) .
Proposition 1.3.10 [1]
Soit tg € I, Une n-uplet (@1, ......... ,©n) € So(I)" est un systeme fondamental
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de solution si et seulement si, la famille :

¢1(to) ¢n(to)
PV (ko) Pl (to)
est une base de IK".
Définition 1.3.11 [1]
On appelle wronskien en t d’une famille (1, ....... ,on) € So(I)™ | le déterminant
e1(t) . pal(t)
W) . .
o (1) el

Proposition 1.3.12 [1]

On a équivalence entre :

(1) (@1, eeenee ,©n) € So(S)™est un systeme fondamental des solution.
(i) Jtg € I, W(t) #0.

(i) vt e I, W(t) #0.

Démonstration :

la démonstration est la méme que la proposition 1.1.13.
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Chapitre 2

Equations différentielles non
linéaires

2.1 Equations du premier ordre

Soit f: U c IR* — IR continue.
on étudie I’équation différentielle

y =[xy (B

Définition 2.1.1 [2]

On appelle solution de (E) tout couple (/,y) formé d’un intervalle d’intérieur
non vide I et d'une fonction y : I — IR dérivable vérifiant :

)V el (x,y(x)) €U.

2)vr e, y'(x) = f(z,y(x)).

Remarque :
Une solution de (E) sur I est nécessairement une fonction de classe C'.

Proposition 2.1.2 [2]
Si(I,y) est une solution de (E) alors pour tout intervalle d’intérieur non vide
J C I,(J,y)s) est aussi solution de (E).

Exemple :
une solution de (F) définie sur IR est une solution maximale .
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Définition 2.1.3 [2]
On appelle courbe intégrale de (E) toute courbe de IR* d'une solution maxi-
male de (E).

Définition 2.1.4 [2]
Le probleme de Cauchy consiste a déterminer les solutions de 1’équation
y' = f(x,y) satisfaisant la condition initiale : y(x¢) = yo .

Exemple :
Siy' = a(z)y + b(z) est une équation linéaire définie sur I alors pour tout
o € I etyy € IR le probleme de Cauchy

{ Yy =a(r)y+b(z)
y(ro) =yo

avec a et b sont des fonctions continues.
admet une unique solution sur I.

Proposition 2.1.5 [1]
Soit y : I — IR une fonction continue. On a équivalence entre :
(i) y est une solution sur I du probléeme de Cauchy :

{ y/ = f(ZL‘, y)
y(zo) = wo
(i) y vérifie :

Vo € Iy(x) =yo+ [ f(t,y(t))dt.

Z

Démonstration :
(i) = (it) supposons (i)
Puisque la fonction y de classe C!,
y(x) =yo+ /y’(t)dt

o

donc



(i1) = (0
y(ao) = yo + [ F(ty(t)dt = yo

et puisque

xr—>/f(t,y(t))dt

Zo

est dérivable,y est dérivable ¢/(z) = f(z,y(x)).

Nous supposons d’abord : (GL) La fonction (¢,y) — f(t,y) est continue
sur [0, 7] x R"™ et il existe une constante L > 0 telle que :

|f(t7y1) - f(t7y2)| < L|y1 - y2|
pour toust € [0, Tety;,y; € R™.

Théoréme 2.1.6 [2] : (théoréme de Cauchy-(globalement) Lipschitz)
Sous I'hypothese (GL), il existe une unique solution de I'EDO :

{ y = f(x,y) sur[0,T]
y(ro) =yo € R"

qui est définie pour tout t sur [0; T].

Preuve :
On utilise le processus itératif habituel en introduisant la suite de fonctions
(yr)k>1 définie par y;(t) = yo pour tout t € [0,7T]et :

Yrt1(t) = yo + /f(s,yk(s))ds pourtoutt € [0,T]
0

Mais I'idée ici est de faire une estimation ponctuelle dans 'espace C'([0; T, IR"])
qui est généralement utilisée pour 'argument de point fixe.
On commence par écrire

1s(0) = 92() = [ (F(s,1(5)) = S (5 31(5)))ds

En utilisant 'inégalité triangulaire et (GL) on a :
¢
15(6) = 12(0)] < [ Llya(s)) = v1(s)lds < Ltllyz = wallee
0
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Puis :

t
0a(0) = s(t) = [ (F(s,5(5)) = £ (5. 2(5)))ds
0
En utilisant encore une fois l'inégalité triangulaire et (GL) :
t
920) = 150 < [ Llys(s)) = vals)lds
0

Mais on emploie, cette fois, I'estimation plus précise de |y4(t) — ys(t)| :

(L.t)?
2

920) = 150 < [ Lsllve = walloeds = 52 [lyalt) = (0l

En répétant le méme argument, on prouve aisément, par récurrence, que :

(Lt)*
(k—1)!

Vn>1on: |yea(t) —ue()] <M

ouM = [y — y1[oc -
Il en résulte immeédiatement que la série des fonctions > p>1(Yr1 — yi) est
normalement convergente sur [0,T] et donc que :

K-1

Yk = > (Yer1 — Uk) + 1
=1

converge uniformément vers une fonction (continue) sur [0, 7] (car une démonstration
par récurrence montre que tout les y, sont continus).

En utilisant (GL), on montre facilement que f(s, yx(s)) converge uniformément

vers f(s,y(s)) et en passant a la limite dans la relation de récurrence qui

définit les gy, on obtient :

t

y(t) = g0+ [ f(s.(s))ds

0

Le second membre étant dérivable puisque s — f(s,y(s)) est continue sur
[0,T], y est dérivable et on retrouve 1’équation en dérivant.
Pour I'unicité, on procede par 'absurde : si y, 2z sont deux solutions, on a :

y(t) = 2(0) = [(f(s.9(5)) = S (5, 2(5)))ds
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et grace a (GL) :
y(®) = 20 < [ Lly(s) = =(s)lds.

¢
On pose x(t) = [ L|y(s) — z(s)|ds, on ax est dérivable et que :
0

X'(t) < Lx(t)

de plus x(0) =0.

On écrit I'intégrale ci-dessus sous la forme x'(t) — Lx(t) < 0 et on multiplie
par exp(—L.t) faisant ainsi apparaitre la dérivée de exp(—L.t)x(t) que donc
négative. Il en résulte que exp(—L.t)x(t) < x(0) = 0. mais yx est une fonction
positive donc yety’ = |y — z| son identiquement nulles ce qui entraine que
y = z et donc on a 'unicité .

Etude qualitative 2.1.7
Exemple :
Considérons le probleme de Cauchy

{ y/ — 1+y2.$2
y(0) =0

f(z,y) — 1+ 2%.y? est définie et de classe C' sur I'ouvert U = IR?.
Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ce probleme de Cauchy admet une
solution maximale unique définie sur un intervalle ouvert I contenant 0 :1 =
Ja,b] aveca <0 <b, a,be R .
Monotonie :
y est dérivable et

Veel,y(x)>1>0

La fonction y est strictement croissante sur I.

Parité :

Considérons z : x € J — —y(—x) avec =] — b; —al.

2(0) = —y(0) = 0, z est dérivable et 2/(z) = ¢/(—z) = 1 + (—2)?y(—x)? =
1+ 222%(z).

Ainsi z est une solution du probleme de Cauchy définissant la solution maxi-
male y et donc z est une restriction de y. On en déduit J C [ et

Ve e Jy(z) = z(x)
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Or J C I donne | — b, —a[Cla,b[d’ou l'on tirea = b.
Par suite I = J =| —a,a|et

Ve e I, y(—x) = —y(z)

finalement y est une fonction impaire.
Montrons que I est borné :
Par I'absurde si a = +ooalors pour = > 1, ¢/(z) > 1+ y(z)? et donc :

y'(z)
T y(ap =

/y(t)dt > /1dt
/ 1+ y(t)? /

arctan(y(x)) — arctan(y(1)) >z — 1

En intégrant :

Puis

ce qui est absurde.
car quand x — +ooon a x — 1 — 400 et puisque :

arctan(z) — arctan(1) < — — arctan(1)

bo |

On conclut a < +oo Etude de la limite de y en a”
Puisquey est croissante, la limite! de yena™ existe dans IR |J{+o0} .
Par I’absurde suppose quel € IR.

On peut alors introduirey :] — a,a] — IR définie pary(z) = y(x) siz <
aetg(a) =1
g est solution de I’équation différentielle sur | — a, al.

Par construction g est continue en aet quandz — a™,
7(z) =1+ 7*(2)2? — 1+ 1%.a*> € R.

Par suit g est dérivable enaety'(a) = 1+ %.a*> = 1 + a>.5%(a).

Ainsi g est solution sur| — a, a] du probleme de Cauchy initiale ce qui contre-
dit la maximalité dey.

Absurde.

On en déduit limy = +o0.

Remarque En observant

i Iy oy
- Y SV T A
a O/dt O/1+t2.y2(t)dt_0/1+a2.y2(t)dt

donc a > \/g
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2.2 Equations différentielles & variables séparée

Soient a, b, c,d des fonctions réelles données. On étudie I’équation
a(z)b(y) +c(z)d(y)y' =0 ()

Définition 2.2.1 [2]
Une solution de (E) est un couple (I,y) formé d’un intervalle non singulier
I et d’une fonction y : I — IR dérivable vérifiant

vz € I, a(x).b(y(z)) + c(x)d(y(z))y'(x) = 0

On peut encore parler de solution maximale.

Protocole de résolution :
Analyse : Soit (1, y) une solution de (E).

On a:
a()b(y) = —c(x)d(y)y’
alors :
), al)
o)’ elw)
Soit

p(y(x)).y = q(x)

avecp = % etq = —% fonction continue :

En introduisant Pet(@ primitive de pet ¢, on obtient :

P(y) = Q(z) + C*

ce qui fournit des équations cartésiennes vérifiées par les courbes intégrales.
Si de plus, on peut inverser P, on obtient

y=P(Qz) +C")

Un Premiere Exemple 2.2.1

Exemple : Résolvons
(E) : ™y +1=0

Soit (1, y) une solution de (E)alors :

Vo e I,y (z)e?™ = —e®
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Il existe donc C' € IR tel que
VeeR, '@ =4+ C
Or e*® > 0donc
VeeR, e*+C>0ety(x) =In(e”+C)

Résumé :
Si(1,y) est solution de (E) alors :

A eR,VeeR, e+ C>0ety(x)=In(e™™ +C)

Remarque Contrairement aux équations linéaires, il y a ici corrélation entre
I'intervalle de résolution et les constantes descriptives possibles. On peut
alors :

- pour une constante donnée, rechercher la solution maximale correspon-
dante ;

- pour un intervalle donné, rechercher les constantes possibles.

Un deuxieme exemple 2.2.2
Exemple :Résolvons I'équation

(B) : ¢ =2zy(y—1)

Pour séparer les variables, on souhaite pouvoir diviser pary(y — 1) ce qui
force a étudier séparément les fonctions s’annulant et celles prenant la valeur
1.

f(z,y) — 2xy(y — 1) est définie de classe C*sur Iouvert U = IR? donc le
Théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique.

Puisque les fonctions x — 0 et z — 1 sont des solutions sur IR de I’équation
(E). toute solution s’annulant ou prenant la valeur est restriction de la fonc-
tion constante correspondante.

Soit (I, y) une solution de (E).

Ve e l, y(x) =0 (respVe € I, y(z) = 1)

Siy ne prend ni la valeur 0, ni la valeur 1 alors

Ve el,




Puisque
/ dt Inft|+Injt — 1]+ C*
tt—1)

On obtient 'existence de C' € IR tel que

-1
Vo eI, 1n(|&|) =1*+C
y()
Puis
|y<l’) — 1| _ emQJrC
y(x)
Puisque la fonctionz —— @)=L oot définie et continue sur un intervalle et

y(z)
puisque cette fonction ne s’annule pas, elle est de signe constante sur I, Ainsi

il existe € = 41tel que

Vo el, ylr) =1 = .e" 0
y(x)

On pose A = €. € IR*, on obtient

—1 )
yz) -1 _\ .

e
y(x)
puis
1 2
——=1-Xe"
y(z)

puisque ﬁ £0 onal—A\e” #0et

1

y(x) = 1 . )\‘€$2

Résumons :
Si y est solution de (E) prenant la valeur 0 ou 1 alors y est constante.
Si y est solution de (E) sur un intervalle I ne prenant pas les valeurs 0 et 1

alors
1

1— e
Inversement, les fonctions proposées sont bien solutions.
Recherchons les solutions maximales.

Pour cela, déterminons pour A # 0, les plus grands intervalles I vérifiant la
condition

INeR"  Voel, 1—Ae® #0ety(z) =

Veel, 1— e #0i.e N # e
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Cas A <0ou A > 1, I’équation\ = e ne possede pas de solutions.
La fonction z — — iezg est alors solution maximale sur IR.
CasA=1:

On a :

donc ,
Veel e #1&1C|]—o00,0loul C|0,+00]

Cas A €]0,1[ : On a
e A& r#EV—In)

Posonszy = v/—In \.
On a

Veel,1—Xe ™ £0& [ C|—oo,—zz[oul C|— zy, 22 oulzy, +00].

2.3 Equations autonomes

La variable fonctionnelle sera notée t plutét que x car en pratique elle
s’apparente souvent a un parametre temporel.

Equation autonome d’ordrel
Soit f : J — R. On étude I’équation autonome d’ordre 1 :

(E) o = f(y)

Il s’agit d’une équation résolue en y’ mais aussi d’une équation a variables
séparables.
Exemple :3/ = y + y? est une équation autonome d’ordre 1.

Proposition 2.3.1 [2]
Si (I,y)est solution de (E) alors pour tout a € IR, la fonction 7,y : t —
y(t — a) est solution de (E) sur l'intervalle a + I.

Démonstration :
Par décomposition 7,y est définie et dérivable sura + I avec

(ray)'(t) = y/'(t — a) = f(y(t —a)) = f(7ay(t)).
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Théoréme 2.3.2 [2]

Soit J un intervalle delRet f : J — IR.

Si J est un ouvert et si f est de classe C'* alors pour tout yy € J, il existe une
unique solution maximale au probléeme de Cauchy

{ Yy =fy)
?J(O) = Yo

De plus, celle-ci est définie sur un intervalle ouvert contenant 0 et toute autre
solution de ce probleme de Cauchy est restriction de cette solution maximale.

Corollaire 2.3.3 [2]
Les solutions de 1’équationy’ = f(y) sont alors constantes ou injectives.

Démonstration :

Soit (I, y) une solution de I’équationy’ = f(y) non injective.

Il existe a < b € Rtel quey(a) = y(b).

Par le théoreme de Rolle, il existe ty €]a, b[, tel quey/(to) = Oet alors f(y(ty)) =
0. Posons yg = y(to) de sort que vérifie f(yo) = 0.

Puisque la fonctiont — yg est solution sur IR de I'équationy’ = f(y),c’est
une solution maximale ety en est la restriction. Ainsiyest une fonction
constante.

Exemple Résolvons I'équation

(E): ¥ =1+y°
Soit (1, y) une solution de (E).

y'(t)

Vtel, —2 =
1+ y2(t)

Il existe un C' € IR tel que
Vt € I, arctan(y(t)) =t + C

Orarctan(y(t)) €] — 5, 5[donc

Vel t+C €| — [ety(t) = tan(t + O)

Sk

)

bo |
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Résumons :

Siyest solution de (E) sur un intervalle I alors
T
2
Inversement, les fonctions proposées sont bien solutions.

Ainsi les solutions maximales de (E) sont les fonctionst — tan(t+C') définie

sur] -5 —C, 5 = C|.

CeRWETt+Ce]— g lety(t) = tan(t + O)
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Conclusion

Dans ce rapport nous avons vu dans le premier chapitre les équations
différentielles linéaires et les méthodes de résolution selon le type de I’équation :
Les équations différentielles linéaires du premier ordre.

Les équations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants.
Les équations différentielles linéaires scalaires.

Dans le deuxieme chapitre nous intéressons aux équations différentielles non
linéaires :

Les équations différentielles du premier ordre.

Les équations différentielles non linéaires a variables séparables :

Une étude qualitative.

Les équations différentielles autonome du premier ordre.

Alors ce rapport est un résumé de I’étude des équations différentielles linéaires
et non linéaires.
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