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Introduction générale

Avant cinq ans environ, nous avons pratiquement atteint le centenaire de la décou-
verte de la supraconductivité. Bien des chercheurs dans le domaine, de par le monde, vont
se poser, une fois encore, la question essentielle quant a ’origine de ce phénoméne étrange.
Car, en fait, aprés plusieurs décennies de recherche a la fois laborieuse et passionnée pour
comprendre les mécanismes qui fondent ce phénomeéne, la question reste entiére. Bien plus
encore, elle a soulevé, dans la foulée de I'activité fiévreuse qui s’en est suivie, une somme
d’autres questionnements et continue de poser un défi majeur a la physique de la matiére
condensée.

Les matériaux conventionnels utilisés dans les différents domaines de 1’électrotech-
nique ont atteint leurs limites d’utilisation a cause des limitations de leurs performances,
limitations dues aux échauffements dans les matériaux résistifs, et aux champs de satura-
tion dans les matériaux magnétiques. A tous ses inconvénients les matériaux supraconduc-
teurs paraissent a premiére vue pouvoir remédier, grace a leurs remarquables propriétés
(résistivité nulle,lévitation magnétique, densité de courants élevée,. .. ).

L’apparition des supraconducteurs a haute température critique a relancé l'intérét
pour les supraconducteurs, et a encouragé les recherches sur les applications de ce type
de matériaux, notamment pour le transport de I’énergie électrique et la production de
champs intenses. Un autre domaine d’application est la lévitation magnétique et les ex-
ploits qu’elle permet.

La résolution numérique des équations de Ginzburg-Landau nécessite une large connais-
sance sur le phénomeéne de la supraconductivité. Pour ce faire on va étudier dans se mé-
moire l'origine de ces équation, commencant par une couverture générale sur les propriétés
fondamentales des supraconducteurs et arrivant aux équations qui modélisent se phéno-
meéne au niveau macroscopique.

L objectif principal de ce mémoire est de donner un aper¢u général sur les supracon-
ducteurs, en essayant de répondre auxr questions suivantes :

Qu’est ce qu’un supraconducteur ?

Quelle est I'origine physique de la supraconductivité ?

Quelles sont les types des supraconducteurs ?

Quelles sont les applications et les intéréts d’un supraconducteur ?

Quelle est la relation avec les équations de Maxwell de I’électromagnétisme ?

Quelles sont les principales théories qui ont tenté d’expliquer ce phénomeéne ?
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Le mémoire est structuré comme suit :

e Le premier chapitre est consacré a I’étude des principales propriétés concernant
le phénoméne, au niveau macroscopique, microscopique, thermique et le compor-
tement magnétique. Ainsi que les principales industrielles.

e Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation des équations de Maxwell,
ainsi que 1’étude de la théorie phénoménologique des Fréres London.

e Le troisiéme chapitre a été consacré a la présentation de 'objectif de la mé-
moire, soit la modélisation des supraconducteurs a partir des équations phénomé-
nologique de Ginzburg-Landau.

Enfin, nous tirons une conclusion générale résumant notre travail et nous proposons

quelques suggestions futures.



Annexe

Superfluide

La superfluidité est un état de la matiére dans lequel celle-ci se comporte comme un fluide
dépourvu de toute viscosité, par exemple I’hélium liquide, azote liquide...

Principes thermodynamique

Premier principe

La variation de I’énergie interne U d’un systéme est égale a ’énergie qu’il a recue sous
forme de travail W ou de chaleur @ :

dU = oW +6Q (1)
deuxiéme principe
L’entropie S est croissante
ds = 0Q (2)
T
En remplagant 2 dans 1 il vient
dU = oW +TdS (3)

Considérant la variation du travail en présence d’'un champ magnétique B
oW = BdM
Ou M est la magnétisation. Donc la variation d’énergie interne s’écrit

dU =TdS + BdM (4)
Troisiéme principe
A la limite du zéro absolu, un corps pur dans un état cristallin parfait a une entropie
nulle.
T=0K,Vp, =S5=0

Opérateurs différentiels

f:RP—R

11
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Le gradient :
oy (O Of Of\!
grad f =V [ = <%’8_y’%>
La divergence Le Laplacien :

02f  O*f N o0 f
ox?  0y*> 022

Af=V’f=V.Vf=

Si f = (fs, fy, f-) est un champ de vecteur
La divergence :

. Of.  Of, | Of.
dwf:v'fzaz—f—@_y—'—@z
Le rotationnel :
ik (g
rotf =VAf=|2 2 2= za_fé_%
Lo fy £l \L-4:

Le laplacien d’un vecteur :

Af = (Af, Afy, AL

div(rot f) =0
rot(grad f) =0
rot(rot f) = grad(div f) — div(grad f) = grad(div f) — A f

Théoréme 0.0.1 (Gauss). [ A.dS = [divAdV L’intégrale de A.dS sur une surface S
fermée est égale a l'intégrale de divA dV sur le volume V' englobé par S.

Théoréme 0.0.2 (Stokes). [A.dl = [rotA.dS L’intégrale de A.dl sur une ligne
fermée est égale a l'intégrale de rotA.dS sur toute surface s’appuyant sur [.



Chapitre 1

Introduction a la supraconductivité

Ce chapitre est consacré a la présentation des matériaux supraconducteurs et de
leurs applications. Aprés un rappel de I'histoire de la supraconductivité, nous citons les
propriétés fondamentales des matériaux supraconducteurs. Nous présentons aussi la défi-
nition des supraconducteurs de type I et de type II. A la fin de ce chapitre, nous citons
un récapitulatif des principales applications des supraconducteurs.

1.1 Deéfinition de la supraconductivité

La supraconductivité est la propriété que possédent certains matériaux a ne s’opposer
au passage du courant, c’est-a-dire & avoir une résistance nulle, & condition que leur
température soit inférieure a une certaine valeur appelée température critique (7). Ces
matériaux s’opposent également aux champs magnétiques externes. Ce phénoméne a lieu
a des températures trés basses. Les courants électriques peuvent donc circuler a travers
un métal sans aucune dissipation d’énergie.|1]

1.2 Historique

La supraconductivité fut découverte en 1911 par le physicien néerlandais Heike Ka-
merlingh Onnes, qui remarqua qu’a une température inférieure a 4,2 K (-268,8 °C), le
mercure ne présentait plus aucune résistance électrique. a connu plusieurs périodes cor-
respondant aux divers axes de recherche. On peut dégager deux étapes cruciales : avant
et apres 1986.

Avant 1986

Tout commenca en 1911 par une découverte fortuite. Gilles HOLST, un étudiant du
laboratoire du physicien hollandais Kamerlingh ONNES, travaillant sur I’étude de la résis-
tivité du mercure a la température de liquéfaction de I’hélium, découvrit qu’elle s’annulait
en dessous de 4,15 K. Ce méme laboratoire accumulait les succés : trois années aupara-
vant, premiére liquéfaction de I’hélium, atteignant alors la plus basse des températures
connues : 4,2 K, c¢’est-a-dire -269°C.

13



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA SUPRACONDUCTIVITE

Une liste des éléments simples supraconducteurs trés vite établie : On s’apercut que
tous les éléments n’étaient pas supraconducteurs, et que I’Or, I’Argent et le Cuivre,
considérés comme les meilleurs métaux, ne présentaient aucune trace de supraconduc-
tiviteé.

En 1933, Meissner et Oschenfeld découvrirent la propriété d’un barreau de métal pur
a étre imperméable a tout champ magnétique, que 'on appelle depuis l'effet Meissner
(que l'on expliquera apreés).

Une autre question qu’on se posait a cette époque était de savoir d’oul provenait ce
phénomeéne, qu’aucune théorie ne savait expliquer. Entre 1935 et 1952, plusieurs théories
assez puissantes ont été proposées par LONDON, GINZBURG et LANDAU, mais elles
étaient incomplétes.

En 1957, une partie de la réponse fut donnée par la théorie BCS (expliqué dans le
chapitre 2), mise au point par BARDEEN, COOPER et SCHRIEFFER, expliquant une
théorie pouvant décrire le phénoméne au niveau microscopique, alors que la découverte
de celui-ci datait déja de 45 ans.

L’année 1986

Ce fut une année charniére dans I’histoire des supraconducteurs, car c’est a ce moment-
la que la théorie BCS fut remise en cause, avec la découverte d’un supraconducteur a 34K
, alors que celle-ci prédisait de ne pas dépasser 30K . Neuf mois plus tard, on le découvrit
a 92K. Cette année fut un tournant car de nouveaux composés ont été découverts : des
oxydes métalliques céramiques contenant des lanthanides. Par conséquent, de nouvelles
générations de composés apparurent tels que Y — Ba—Cu—O ' et Ti — Sr —Ca—Cu— Ox.
Ils permettent de dépasser la température de Pazote liquide (77K, soit —196C') cottant
dix fois moins cher que ’hélium liquide et refroidissant vingt fois mieux.

Apreés 1986

Cette découverte déclencha une course aux supraconducteurs & « haute température
critique ».
En 1988, on parvint a fabriquer des supraconducteurs a plus de 100K.
En 1995, le record de température critique reproductible fut atteint avec des composés au
mercure a une température de 164K mais nécessitant de hautes pressions. On ne désespére
pas d’obtenir un jour des supraconducteurs a la température ambiante.

1. Les oxydes mixtes de baryum de cuivre et d’yttrium, sont des composés chimiques cristallins de
formule Y BasCusO~.
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1.3 Propriétés élémentaires des matériaux supracon-
ducteurs

Les propriétés fondamentales des matériaux supraconducteurs sont donc essentiellement
au nombre de deux :

e une résistivité nulle,

e expulsion des lignes d’induction (Effet Meisner)

1.3.1 Résistivité électrique

Relation entre conductivité et résistivité électrique
La conductivité électrique G d’une substance est une mesure de sa capacité a laisser cir-
culer un courant électrique. (1'unité est siemens S)

La résistance électrique p d’un élément de circuit est une mesure de 'opposition qu’il
offre au passage d’un courant électrique. Dans un solide, la résistance est causée par les
collisions que subissent les électrons du courant avec les atomes du matériau. (I'unité est
’Ohm )

Il existe une relation entre la résistance et la conductance d’un élément de circuit. En ef-
fet, la résistance est 'inverse mathématique de la conductance, et inversement. La méme
relation existe entre 1'unité de résistance (ohm, 2) et I'unité de conductance (siemens,

9)-[2]

(1.1)

T

La loi de Mathiessen

Au voisinage du "zéro absolu", la conductivité électrique des métaux est limitée par
les impuretés et par les défauts statiques du réseau cristallin. Expérimentalement, la
résistivité totale p peut s’écrire (loi de Mathiessen) :

p(T) = pr + pi(T)

ol p, est la résistivité résiduelle indépendante de la température due aux défauts et impu-
retés, et ol p; est la résistivité idéale due aux collisions électrons-phonons. Les processus
résistifs liés d'une part aux défauts et d’autre part aux phonons sont donc décorrélés. Seule
la résistivité idéale, par opposition a la résistivité résiduelle, est une propriété intrinséque
aux métaux, indépendante de la perfection cristalline du solide [3] [4].

Résistivité nulle

La résistivité électrique des matériaux, méme au zéro degré absolu, semble donc non
nulle, et fixée par la diffusion des électrons sur les impuretés et les défauts dans le métal (loi
de Mathiessen). Cependant, certains métaux présentent une résistivité nulle en dessous
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d’une température T, appelée la température critique de transition supraconductrice. Ce
changement de phase fut observé pour la premiére fois par Kammerlingh Onnes en 1911
avec du mercure (Figure 1.1).

0150

0,075 : ‘

0,051 !

0,025;

[ 10-* ol .
ogf |
OOOL "s.i | _'

400 410 420 430 440

FIGURE 1.1 — Résistance électrique du Mercure en fonction de la température (kelvin)

Comment expliquer 'absence de résistivité électrique 7 Les défauts ne disparaissent évi-
demment pas a T, et la supraconductivité observé dans des alliages particuliérement
impurs. par exemple des alliages plomb-indium dont la résistivité résiduelle dans ’état
normal est élevé. Le fait que des courants persistent sur des longueur macroscopique in-
dique que le flux d’électrons n’est pas perturbé sur de telles longueurs. Il y a pratiquement
autant d’obstacles que d’électrons, et pourtant ceux-ci passent imperturbablement sans
les remarquer.

1.3.2 La structure microscopique

Paires de Cooper

Dans les métaux dits en paire, les électrons se déplacent deux a deux, c’est ce que 'on
appelle les paires de Cooper. Elles obéissent au principe de 'interaction phonon-électron.
Lorsqu’un électron traverse un réseau d’ions positifs, ceux-ci attirent d’abord le premier
électron. Une fois passé, cet électron va modifier la position de ce réseau, mais trés lége-
rement étant donné la grande inertie des ions, et de telle facon que, localement, le métal
va étre chargé positivement durant un certain temps, ce qui va permettre d’attirer un
autre électron, qui va alors se trouver proche du premier électron, malgré la répulsion
coulombienne entre ces deux particules de charge négative, étant alors trop faible pour
les éloigner. On observe donc un phénoméne de couplage des électrons, car le premier
électron émet un phonon, qui va étre absorbé par le second, et ainsi de suite... figure 1.2

[5]



1.3. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES MATERIAUX SUPRACONDUCTEURS17

Déformation du
réseau d’électrons

© O O O o o o ® @) e O ® @

o e—Jp ¢électron P <o ‘%‘—P
° [9) ° .Paire de Cooper

© @ 0 o o @ o © o o

Ions positifs

FIGURE 1.2 — attraction entre les électrons (paires de Cooper)

Lorsque la température est élevée, les ions du matériau sont alors en mouvement,
s’agitent, et I’équilibre est alors rompu et les paires de Cooper disparaissent

A I’échelle microscopique, la physique quantique nous apprend que dans un métal,
les électrons se comportent comme des ondes périodiques étalées sur plusieurs atomes
indépendantes les unes des autres. Dés qu’'un défaut se présente, ou que I'un des atomes
du réseau cristallin vibre, ces ondes sont perturbées. A trés basse température, quand
un métal devient supraconducteur, ses électrons s’associent par paire de Cooper. Toutes
les paires d’électrons se superposent alors les unes aux autres pour former une seule
onde quantique qui occupe tout le matériau. Cette onde tout a fait particuliére devient
insensible aux défauts du matériau : ils sont trop petits pour freiner I’ensemble de I'onde.
La résistance électrique a disparu.

Fonction d’onde macroscopique

La fonction d’onde de cet état quantique macroscopique doit étre multiélectronique et
est donc expressivement complexe. Il n’est pas utile a priori de chercher & décrire les
probabilités de présence des différents électrons et I’on peut réduire cette fonction d’onde
macroscopique a une fonction d’onde 1 (x) permettant de représenter la variation spatiale
de la densité de probabilité de présence des porteurs supraconducteurs, |¢(x)[?. Ce faisant
on conserve la caractéristique importante d’une fonction d’onde qui est de comporter un
facteur de phase,[6] avec

U(x) = ¢(x)ewp(if(x)) (1.2)
¢(x) = [¢()] (1.3)

En régle générale, nous nous intéressons a des situations ou la densité volumique de por-
teurs supraconducteurs ¢(z)? est uniforme spatialement au cceur d’un supraconducteur.

1.3.3 L’effet Meifiner-Ochsenfeld

La « deuxiéme signature » des matériaux supraconducteurs est leur aptitude a expulser
un champ magnétique extérieur appliqué H (de faible amplitude), quand ils sont refroidis
en dessous de leur T, . De la méme fagon, si I’on refroidit un supraconducteur, puis que
I'on applique un faible champ magnétique, les lignes de flux ne pénétrent pas dans le
matériau. Le champ magnétique B a I'intérieur du matériau est donc nul. Cette caracté-
ristique appelée « effet Meissner » n’est pas une propriété d’un conducteur parfait qui est
seulement caractérisé par sa résistance nulle [3] (Fig : 1.4).
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Echantillon refroidi en champ nul

Meétal normal (T=T.) sous champ

magnétique uniforme Puis refroidi en dessous de T, (H)

FIGURE 1.3 — expulsion du champ magnétique dans le supraconducteur (effet Meissner)

B
aimant T
permanent
sC T)TC
Il PR \ '

Supraconducteur

sC

FIGURE 1.4 — lévitation d’un aimant au dessus d’un supraconducteur

Relation B(H)

L’induction magnétique B a l'intérieur d’un matériau en fonction du champ externe H,
et de 'aimantation M est donné par I'expression : [3] [5]

B = po(H + M)
avec M = yH
d’oul
poH(14+x) =0 et x=-1
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ou x est la susceptibilité magnétique, H est le champ magnétique et B est I'induction
magnétique. Le matériau supraconducteur présente donc un diamagnétisme parfait.

Le signe et la magnitude de x séparent les matériaux en différentes classes :

e Diamagnétique :y < 0 et petite, indépendante du champ extérieur; le matériau
est expulsé du champ magnétique extérieur.
(supraconducteur : diamagnétique parfait, M = —H, y = —1, B = 0)

e Paramagnétique : x > 0 et petite (107> — 107?), indépendante du champ exté-
rieur ; le matériau est légérement attiré vers le champ magnétique extérieur

e Ferromagnétique : y > 0 et grande (1072—10°), dépendante du champ extérieur ;
le matériau est trés fortement attiré vers le champ magnétique extérieur.

1.3.4 Comportement électrique

L’apparition du diamagnétisme parfait vient de la propriété du matériau a développer des
supercourants. Ces courants sont des courants d’électrons qui ne perdent pas d’énergie,
afin d’étre maintenus éternellement sans obéir a I'effet Joule responsable de pertes d’éner-
gie par génération de chaleur. Les courants créent l'intense champ magnétique nécessaire
pour alimenter I'effet Meissner. Ces mémes courants permettent de transmettre de I’éner-
gie sans perte, ce qui présente 'effet le plus spectaculaire de ce type de matériau. Comme
la quantité d’électrons supraconducteurs est finie, la quantité de courant qui peut soute-
nir le matériau est limitée. C’est pourquoi il existe un courant critique a partir duquel le
matériau cesse d’étre supraconducteur et commence a dissiper de I’énergie. [6] [3]

1.3.5 Surface critique

L’état supraconducteur non dissipatif est conditionné par trois grandeurs, appelées
grandeurs critiques, au-dela desquelles le matériau passe dans un état fortement dissipatif.
Il s’agit de la densité de courant critique J., de la température critique 7, et du champ ma-
gnétique citrique H,. Ces trois grandeurs sont fonction les unes des autres et forment ainsi
une surface critique (domaine supraconducteur) au-dela de laquelle le matériau retrouve
I’état normal comme l'illustre la figure 1.5
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AT (K)

Te (0,0)

Supraconducteur

l;[A.m'I}

(0,0)
Je (0,0)

Je (A.m™)

FIGURE 1.5 — Surface critique délimitant la région o existe la supraconductivité

Nous avons déja défini la température critique qui caractérise la transition de phase d’un
état normal a un état supraconducteur, en dessous de laquelle le matériau perd toute
résistance a I’écoulement de courant électrique continu. De méme, nous pouvons dire que
le champ critique thermodynamique H.(T") est le champ pour lequel la supraconductivité
est détruite méme si la température est en dessous de sa température critique 7, , pour
peu que ce champ soit important. Ce comportement est lié & la pénétration du champ
dans ce supraconducteur (Effet Meissner).

Ce champ critique va dépendre de la température et s’annule a 7T, . En cela, il suit
approximativement une loi en :

HL(T) = H,(0) [1 - (%)2 (1.4)

La variation de H.(7T') en fonction de la température est donnée sur la figure 1.6

Enfin, la densité de courant critique J. est la limite supérieure au dela de laquelle
le matériau oppose une résistance non nulle au passage du courant. Autrement dit, un
matériau supraconducteur ne peut pas supporter des densités de courant trés élevées.
Cette limitation en courant va conditionner 1'utilisation des matériaux supraconducteurs
en tant que conducteurs de courant.

1.4 Types des supraconducteurs

A partir de deux des trois paramétres critiques essentiels a la supraconductivité : la
densité de courant critique J. et le champ critique H,, on peut fixer une limite au-dela
de laquelle le matériau perd des performances supraconductrices. Cependant tous les
supraconducteurs n’ont pas le méme comportement en présence d’'un champ magnétique,
la supraconductivité disparait selon deux scénarios déférents. Ces scénarios conduisent a
un classement des matériaux en supraconducteurs de type [ et de type /1.
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1.4.1 Supraconducteur de type I

Les supraconducteurs type I ne possédent qu’un seul champ critique H,, figure 1.6.
Le champ magnétique pénétre sur une épaisseur appelée Longueur de pénétration de
London dans laquelle se développent des supercourants. Le comportement de ce type de
supraconducteurs est simple car il n’existe que deux états. L’état normal correspond a
une valeur élevée de la résistance du matériau et I’état supraconducteur correspond a un
diamagnétisme presque parfait. Les supraconducteurs de type I sont essentiellement des
corps purs, comme le plomb (Pb), le mercure (Hg), 'indium (In) et I'étain (Sn).[1]

nj

état normal

état
Meissner

FIGURE 1.6 — Supraconducteur de premiére espéce

1.4.2 Supraconducteur de type II

En 1962, un deuxiéme type de supraconducteurs a été découvert. Ces matériaux de
deuxiéme espéce possédent deux champs magnétiques critiques (H.; et Hy) dépendants
de la température. Ainsi, ils peuvent se trouver dans trois états : I’état normal, ’état
supraconducteur et ’état mixte. Sous H.;, le matériau est complétement a I’état supra-
conducteur. Lorsqu’il franchit ce champ magnétique critique, il se retrouve a ’état mixte,
c’est-a-dire que le flux magnétique commence a pénétrer dans 1’objet a travers de minces
faisceaux appelés vortex. Le centre de chacun des vortex est caractérisé par une conduc-
tivité normale, et le flux les traversant est gardé constant par des boucles de courant
persistant se formant sur leur circonférence. La densité des vortex augmente en propor-
tion du champ appliqué. Si ce champ dépasse H.,, le matériau atteint I’état normal, de
la méme fagon que s’il avait outrepassé la température critique sans étre soumis a un
quelconque champ magnétique extérieur.[1] [2]
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o

état normal
Hc2

état mixte
Hc]
état
Meissner

FIGURE 1.7 — Supraconducteur de deuxiéme espéce

1.4.3 Longueurs caractéristique des supraconducteurs :

Longueur de pénétration

La profondeur de pénétration A, dite longueur de London, définit la longueur sur laquelle
I'induction magnétique peut varier dans un matériau supraconducteur. Sa valeur algé-
brique est comprise entre quelques dizaines et quelques centaines de nanométres (voir la
section 2.2.1).

Longueur de cohérence

La longueur de cohérence £ représente la dimension spatiale d’une paire de Cooper (su-
praconductrice), c¢’est-a-dire la longueur minimale sur laquelle la supraconductivité peut
varier jusqu’a disparaitre. Les paires de Cooper ont des dimensions réduites dans les su-
praconducteurs a haute température critique SHTC, ou £ est comparable aux grandeurs
caractéristiques du réseau cristallin (quelques nanométres)(voir la section 3.2.

1.4.4 Classification des supraconducteurs

Le rapport entre les deux longueurs caractéristiques A et & est égale a :

= % (1.5)

La quantité x est appelée paramétre de Ginzburg-Landau. Elle joue un role fonda-
mental dans le calcul de I'énergie de surface. On peut montrer en effet que cette énergie
est positive si kK < \/Li , et est négative si Kk > iz C’est, ce critére qui permet de faire une
distinction précise entre les supraconducteurs de types I et II.

e Sik< \/Li’ le supraconducteur est de type I

e Sik> \/Lﬁ, le supraconducteur est de type II
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1.4.5 Détails sur le type II

Les Vortex dans I’état mixte

La pénétration du flux se fait par des zones "normales" cylindriques, paralléles au
champ magnétique appliqué; ces zones ont un axe ou "coeur" a I’état normal. Ces cceurs
sont arrangés régulierement dans une configuration triangulaire.

F1GURE 1.8 — Disposition de cceurs "normaux" dans le supraconducteur

Les ceeurs sont encerclés par des courants supraconducteurs qui écrantent le champ dans
la partie qui reste du supraconducteur. Ces courants forment ainsi des "tourbillons" ou
"vortex".

Au fur et & mesure que 'on éléve le champ extérieur, les vortex se rapprochent. Il existe
une valeur de champ pour lequel les zones normales se touchent. A ce moment, le flux ma-
gnétique pénétre complétement le matériau => fin de I’état supraconducteur ! [7] [5]

26 '
| | I : coeur du filament
| I de vorticité
B.
\—A : les courants
d’écrantage
zone , : zone .-+ : intensité du champ
supraconductrice - - supraconductrice magnétique dans

le matériel

B : zone dans
un état normal

EEETUU induction nulle

FI1GURE 1.9 — Représentation d’un filament de vorticité mettant en évidence la longueur
de pénétration A, la longueur de cohérence £ et les courants d’écrantage.
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Supraconducteurs

- Diamagnétique parfait -Diamagnétique imparfait

- Repoussent tout champ - Apparition des tourbillons
magnétique extérieur (vortex d'Abrikosov)

- apport d'énergie élevé - énergie diminue

- Possedent un seul champ - Possédent deux champs
critique critiques

- Pénétration des lignes du
champ a travers les vortex

1.5 Applications des supraconducteurs

La supraconductivité a des applications industrielles dans plusieurs domaines, tels
que le domaine médical, lévitation magnétique, le stockage d’énergie électrique...

1.5.1 Le domaine médicale

L’Imagerie par Résonance Magnétique, dite IRM, a révolutionné la médecine moderne en
permettant de « voir » dans le corps humain, sans aucun effet néfaste contrairement a la
plupart des autres méthodes comme le scanner a rayons X. L’IRM consiste a se servir des
petits aimants que possédent les noyaux des atomes du corps humain pour visualiser ce qui
les entoure (le cerveau, les muscles...). Pour cela, il faut d’abord aligner ces aimants grace
a un champ magnétique dans lequel on place le patient. Plus grand est le champ, meilleure
sera I'image. Pour produire ces champs, il faut faire passer un fort courant électrique dans
une bobine de plusieurs milliers de tours de fil . Si on utilise des fils de métal, du cuivre
par exemple, ils vont tellement s’échauffer qu’ils finiront par fondre. Voila pourquoi dans
toutes les IRM, la bobine est fabriquée avec du fil supraconducteur plongé dans un liquide
trés froid comme I’hélium.
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FIGURE 1.10 — scanner médical

1.5.2 Les électro-aimants

La réalisation d’électro-aimants supraconducteurs constitue certainement l'applica-
tion la plus courante de la supraconductivité. On les retrouve dans beaucoup de domaines.
Un électroaimant est un organe électrotechnique produisant un champ électromagnétique
lorsqu’il est alimenté en électricité. Il est constitué d’un bobinage et souvent d’une piéce
en matériau ferromagnétique doux appelé circuit magnétique. Quand le bobinage est par-
couru par un courant, il créé un champ magnétique canalisé par le circuit magnétique. La
forme donnée au circuit magnétique permet, soit de concentrer I'effet du champ magné-
tique, soit de le canaliser.

[’électroaimant joue le role d’'un aimant, mais il est commandé par la présence ou

non du courant. Il est utilisé soit pour produire une force électromagnétique soit pour
produire un champ magnétique controlé en une région de ’espace.
L’électro-aimant fait souvent partie d’'un ensemble électrique (moteur électrique, géné-
rateur, radio, télévision, magnétophone, magnétoscope, disque dur, machines diverses).
Dans les moteurs et les générateurs, il est utilisé pour créer un champ électromagnétique
que 'on peut controler.

Générateur

Cceur en — = Bobine
fer doux

Champ magné tigue

FIGURE 1.11 — Schéma d’un électroaimant
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1.5.3 Le domaine de transport

Le train le plus rapide au monde est japonais, il ne touche pas les rails et il utilise des
supraconducteurs! En effet ce train lévite a plusieurs centimétres au-dessus de ses rails
grace a une technologie utilisant de puissants champs magnétiques, créés par des bobines
supraconductrices placées et refroidies a bord du train.

Les wagons y roulent réguliérement a 500 km/h avec des passagers, et le record de vitesse
de 581 km/h obtenu en 2003 dépasse celui du TGV.

—

;agnétique w

électroaimant

stator (
de guidage

électroaimant
de lévitation

fszz

FIGURE 1.12 — Train a lévitation magnétique

rail de guidage

1.5.4 Transport du courant électrique

L’électricité est devenue une source d’énergie incontournable dans notre vie moderne. Les
cables électriques actuels ne peuvent cependant transporter que des courants limités sous
peine de trop chauffer et de fondre. Un réseau de cables supraconducteurs permettrait de
résoudre ce probléme car on peut y faire circuler 10000 fois plus de courant électrique :
des cables plus petits pour plus de courant.

flux d’'azote

[Iq:lde\’

ame métallique
creuse

conducteur  gopducteur

HTS (phase) HTS (neutre)

G F‘,"l'i:‘xfﬂ' gai“e

FIGURE 1.13 — schéma de cables supraconducteurs

1.5.5 Conservation de 1’énergie

Il est actuellement impossible de stocker de I’électricité pour une longue durée, car celle-ci
doit étre consommeée trés rapidement pour ne pas disparaitre, c’est-a-dire dans la seconde
qui suit sa production. Il pourrait étre avantageux de conserver cette électricité afin de
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I'utiliser postérieurement, par exemple lors d’excés de productions qui sont irrémédiable-
ment perdus.

Le systéme de conservation, trés simple, consiste en un anneau supraconducteur refroidi
par de I’hélium liquide, et dans lequel on injecte le courant. On ferme ensuite le circuit
et le courant se retrouve ainsi en circulation indéfiniment du fait qu’il n’y a aucune perte
sous forme de chaleur. Revenez un an aprés la manipulation et vous constaterez que I'in-
tensité du courant n’a pas bougé. Il faudra au pire revenir plus tot et réguliérement afin
de maintenir le niveau d’hélium liquide nécessaire au bon refroidissement du circuit.

1.6 Conclusion

Les matériaux supraconducteur sont caractérisés par des grandeurs magnétique et ther-
miques critique, chacun de ces derniers, ont des propriétés remarquable qui rendent leur
utilisation envisageable dans diverse domaine d’application industriel, et surtout en élec-
trotechnique.

Dans la deuxiéeme partie on va étudier le comportement théorique associé au phéno-
mene de la supraconductivité qui a été atteinte a différents niveaux. Apres un rappel des
équations de Mazwell nous attaquons des résultats importants décrits par des équations
phénoménologiques : les équations de London et les équations de Ginzburg-Landau.
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Chapitre 2

Théorie de F. et H. London

Tous les phénoménes électromagnétiques que 'on veut généralement étudier au sein
des dispositifs électrotechniques sont régis par les équations de Maxwell et les équations
caractéristiques du milieu a étudier |7] [8].

2.1 Rappel des équations de Maxwell

2.1.1 Equations de Maxwell dans le vide

Les équations de Maxwell relient les champs électrique e et magnétique b aux sources de
champs, la densité de charge p et la densité de courant j.
€o est la perméabilité du vide [9] [10]

dive =2 (2.1)
€o
rote = _8_6:51) (2.2)
divb =0 (2.3)
, Oe
rotb = Mo(] + an) (24)

ou [y = 60% , c est la vitesse de la lumiére.

Considérant un morceau de matiére "macroscopique", c’est & dire comportant un grand
nombre d’atome. Les champ e et b, solutions des équations de Maxwell, sont des fonctions
de la position qui varient beaucoup a I’échelle "microscopique" c¢’est a dire sur des distance
interparticulaire.

Si 'on cherche a connaitre I’état électrique et magnétique du morceau de matiére consi-
déré, on a rarement besoin de connaitre la répartition détaillée de e et b a I’échelle interpar-
ticulaire. On sera pas conséquent amené a utiliser des valeurs moyennes de ces grandeurs,

29
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la moyenne étant d"finie sur un élément de volume AV englobant un nombre d’atome suf-
fisamment grand pour que la moyenne ait un sens. On définit ainsi un "champ" électrique
macroscopique" E et une "induction magnétique macroscopique" H, tels que :

1
E=— d 2.5
A7 [ eldr (2.5
B / b(r)d (2.6)

= — r)dr .
AV Jav
On peut monter que les équations de Maxwell 2.1 & 2.4 se conservent en moyenne,
c’est a dir qu’en posant

1
0= —— d 2.7
p= 5 el (2.7

- 1
= — i(r)d 2.8
i=ap [ i 2.9

On obtient 7
divE =2 (2.9)
€0
0B

tE=—— 2.10
ro 5 ( )
rot B = po(j + EOE) (2.11)
divB =0 (2.12)

Ce systéme d’équation macroscopiques est valable dans tous les milieux.

2.1.2 Polarisation électrique et induction électrique

Il existe des milieux ou sous I'influence d’un champ électrique appliqué extérieure-
ment, il peut apparaitre une densité moyenne p de charges "de polarisation". Ces milieux
sont appelés diélectriques [10].

Dans ces milieux, on considére la densité moyenne de charges totale p comme la somme
de la densité de charge de polarisation d'une part et de la densité de charges apportées
de I'extérieur d’autre part, et 'on pose :

P = Pp + Pext (213)
L’équation 2.9 étant linéaire, les deux équations 2.9 et 2.13 sont équivalentes a :
—divP = p, (2.14)

div (e)E + P) = pext (2.15)

ou P défini par 2.14 est appelé "polarisation électrique" du milieu considéré.
Le vecteur ¢gE + P est appelé induction électrique, et ’équation 2.15 s’écrit :

div D = pegy (2.16)

Pest NOtE dorénavant p
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2.1.3 Densité d’aimantation et induction magnétique

L’équation de conservation de la charge électrique s’écrit :

= op dp  Op
divj=——=———- "% 2.17
I T T Tt ot (2.17)
D’aprés 2.11 on déduit :
B OE dp oP
di t— —€g—) = —— + div — 2.18
iv (ro o €0 at) T + div T ( )
L’équation de conservation s’écrit pour les charges extérieures de densité p
dp
divjy = —— 2.19
jvj = (219)

ou j est la densité de courant des charges apportées de l'extérieur au petit volume de
matiére envisagé. On a donc

OE oP

H
Et par intégration, puisque div (rot) =0
B OE oP
t— —€g— =7+ — t M 2.21
ro " €0, ‘7+8t +ro (2.21)

Le vecteur M est appelé "densité d’aimantation" (c’est la magnétisation défini dans le
premier chapitre) du milieu considéré.
La comparaison des équations 2.11 et 2.21 montre que

- 0P
J=Jj+ 5 +rotM (2.22)
ot
Examinons de prés de cette relation. Elle signifie que la densité de courant microscopique
moyenne est somme :

e du terme 7, qui est la densité du courant électrique usuel, c’est a dire du courant
produit par les charges apportées "de I'extérieur" au petit morceau de de matiére
considéré.

opr

e du terme -, ou "densité de courant de déplacements", qui n’est non nul qu’au

moment des changement temporels de la polarisation électrique.

e du terme rot M, ou "densité des courants ampériens" ; les calculs que nous avons
fait montrent qu’aucune densité volumique de charge n’est associée aux courants
ampériens.

[’équation 2.21 s’écrit alors :

B 0 oD
(——M)=7+—(eccE+P)=7+ — 2.23
TO(,UO )=+ g@E+P) =]+ (2.23)
On pose % — M = H le champ magnétique
L’équation 2.23 s’écrit alors
oD
rotH = j + — (2.24)

ot
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2.1.4 Equations de Maxwell dans les milieux et lois de compor-
tement

Dans la matiére les équations de Maxwell (S.I) s’écrivent

divD =p (2.25)
0B
tE = —— 2.26
ro 5 ( )
0D

tH=7j 4+ — 2.2
ro j+ 5 (2.27)
divB =0 (2.28)

Lorsqu’on utilise ces équations, on considére les milieux comme continue et régis par

des lois de comportement macroscopiques. Ces lois sont traduites par des relations entre
les grandeurs macroscopiques (H,B, D, E, p, j).
Ainsi les milieux électriques sont caractérisés par des lois D (E), les milieux magnétiques
par des lois H (B), les milieux conducteurs par des lois j (E), etc... Alors que les équa-
tions de Maxwell sont valables dans tous les milieux, les équations décrivant les lois de
comportement ne sont valables que dans le milieu considéré [10] [9].

On peut ajouter a ces équations électromagnétique une autre équation phénoméno-

logique appelé équation de London.

2.2 Modéle de Fritz et Heinz London

La premiére théorie pour d’écrire I’état supraconducteur a été proposée par les fréres
London en 1935 et a été congue pour expliquer le comportement électromagnétique des
supraconducteurs. De nature phénoménologique, elle consistait a utiliser le systéme de
Maxwell pour décrire 'effet Meissner a travers la frontiére d’un supraconducteur. [10] [7]

8]

2.2.1 Equation de London

On note le supercourant ! par J; .L’équation de Maxwell & 'intérieur du supraconducteur
Q) C R3 est de la forme

4
rotB = —WJS = oJs (2.29)
c
L’énergie libre du systéme est de la forme
F =F;+ Eip, + Ennag (2.30)

ou F est ’énergie des électrons dans I’état condensé au repos. E.;, est I’énergie cinétique
associée aux courants permanents :

nsev(r) = Jy(r), pour tout 1 € (2.31)

1. Le terme "supercourant" est utilisé parce que le courant est produit sans la présence d’un différence
de potentiel(électricité)
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ou e est la charge de I'électron, n, est le nombre d’électrons supraconducteurs par unité
de volume et v est la vitesse des porteurs de charge. Si nous supposons que v(r) varie trés
lentement (presque une constante), nous avons

Ein = /mnS 2dr = —)\2 / |rot B|*dr (2.32)

ou m est la masse effective des électrons. \; est appelée profondeur de pénétration

est définie par
m

AL = (2.33)

/’LOns€2

Vérifions rapidement qu’elle a bien une unité de longueur. On a : m en M, pgen M.L.C2,

gen C et nen L3
M

M.L.C—2C?L~3

ML) = =L’

Fpnag est 'énergie magnétique :
E,. —B2dr 2.34
I / 2410 (2.84
Donc I'énergie libre s’écrit

1
F=F+— (B2 + A} |rotB|?)dr (2.35)
240

Si I'on suppose que F§ est une constante, L’énergie totale est minimale pour le profil réel
B*(r) du champ magnétique. La variation JF au premier ordre est donc nulle si le profil
B(r) s’écarte du profil réel d’une quantité infinitésimale dB(r) :

SF(B) = / [2B 6B + 2\ rotB §(rotB)] dr

2#0

En utilisant drotB = rotéB et rotBrotdB = rotrot BB obtenu en intégrant
par partie dans I’hypothése ou 6B s’annule au limites du domaine d’intégration, on ob-

tient : )
JF(B) = —/ [B + A rot rot B] 6B dr = 0
Ho

On en déduit la seconde équation des fréres London :
B+ MrotrotB =0 (2.36)
comme on a
rot(rotB) = grad(divB) — div(gradB) = grad(divB) — AB

Et comme B est le champ magnétique il doit satisfaire 1’équation (équation de Max-
well)
divB =0 (2.37)

Donc on peut écrire I’équation sous la forme :

1
AB — Y —B=0 (2.38)
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2.2.2 Résolution

On choisit un systéme d’axe tel que pour x > 0 on se trouve dans supraconducteur et que
pour z < 0 nous nous trouvions dans le vide. On applique un champ magnétique extérieur
selon I'axe Oz qui ne varie spatialement que selon Oz, I’équation de London s’écrit & une
dimension

’B  B(x)

dz2 M2

(2.39)

Avec conditions aux limites : & £ = 0 = B(0) = B, et & x — 00 = B(oo) = 0 (effet
Meissner)

Cette équation admet pour solution
B(z) = Boe */**

La solution nous dit que B décroit exponentiellement & I'intérieur du supraconducteur
sur I’échelle de longueur Ay, figure 2.1. Ceci est la raison pour laquelle \j est appelée
la profondeur de pénétration. On constate que ’équation de London red bien compte de
I’expulsion du champ magnétique par le supraconducteur.

B(x)
By
Normal Supraconducteur
—>
AL

X

FIGURE 2.1 — Profil du champ magnétique dans un supraconducteur

[’équation de Maxwell 2.29 dans ce cas s’écrit :

Jo=rotB= _VxB=" A A = 0.2 B0 (2.40)
* A4r 47 47 %”” %J B{ZZ) A7 Ow ’ '
Le courant J; est suivant la direction y
Joy = Bo 5 (2.41)
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>

R S

FIGURE 2.2 — Distribution d’induction magnétique B(z) (suivant I'axe z), et la densité
de supercourant (suivant I'axe y)

Y
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Chapitre 3

Théorie phénoménologique de
Ginzburg-Landau

Introduction

Dans ce chapitre on va étudie la partie principale de notre travail, en commencant par
un rappel des propriétés thermodynamique et thermique des supraconducteurs telles que
I’énergie libre et I’équation de la chaleur diffusion, puis nous dérivons les équations de
Ginzburg-Landau caractérisant I’état supraconducteur par un paramétre d’ordre.

La théorie de GINZBURG-LANDAU est une description phénoménologique de I’état su-
praconducteur, elle est directement issue de la théorie générale des transitions de phase de
LANDAU, cette théorie a été proposée par GINZBURG et LANDAU pour la description
des principaux faits expérimentaux relatif au phénomeéne de supraconductivité [11], [12],

[1]. Pour mieux comprendre cette théorie on va commencer par rappeler la théorie des
transitions de phase de LANDAU [11] [2].

3.1 Thermodynamique des supraconducteurs

Dans l'optique d’une formulation théorique de la supraconductivité, un premier pro-
bléeme qui se pose est celui de la validité d’'une description thermodynamique pour ce
phénomeéne. Comme on va le voir, la question n’est pas triviale. En effet, si I’on suppose
simplement qu’un supraconducteur est un conducteur parfait, on peut déduire des lois
de I'électromagnétisme que toute modification de champ extérieur sera écrantée par des
courants induits. Cette simple hypothése n’est pas suffisante, car alors un seul point du
diagramme de phases (H,T)! peut correspondre a plusieurs états différents du systéme.
Pour illustrer ceci, reprenons le diagramme donné en figure 1.6, et modifions le systéme
d’un "état" A & un "état" D (figure 3.1)

1. On néglige dans toute cette discussion les dépendances de la troisiéme variable thermodynamique
naturelle qu’est la pression.

37
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H
A
H, état normal
C
état
supra
A
0
T

FIGURE 3.1 — Deux chemins menant d’un état normal en champ nul (A) & un état supra-
conducteur en champ non nul (D). Sans 'effet Meissner, ces deux chemins conduiraient a
deux états différents en D.

Si la transition "état normal - état supraconducteur" a lieu en champ nul, on se re-
trouve bien str au point B avec un champ nul a l'intérieur de I’échantillon. Ensuite, méme
si un champ extérieur est appliqué (en allant par exemple au point D), 'écrantage assuré
par l'absence de résistivité maintiendra le champ interne nul. Par contre, si un champ
extérieur est appliqué avant la transition, il pénétre entiéerement 1’échantillon, et n’est par
la suite plus écranté. Ainsi, le chemin qui méne de A & D en passant par C termine avec
un état en D dans lequel le champ interne est égal au champ appliqué.

Par conséquent, on s’apercoit que 'effet Meissner, soit I’expulsion totale du champ ma-
gnétique au moment de la transition (au point 2 de la figure 4), ne découle pas de la
résistivité nulle. Son existence assure la validité d’'une théorie thermodynamique de la
supraconductivité

En présence d’un champ magnétique I’énergie libre d’'un matériau s’abaisse s’il est
paramagnétique ou augmente s’il est diamagnétique , 'expulsion d’'un champ magnétique
par un supraconducteur correspond a un accroissement, de son énergie libre.
Pour d’écrire la transition "normale-supraconducteur” nous allons employer surtout :

L’énergie libre G(T', H)
L’énergie interne U(.S, H)
ou S est 'entropie.

3.1.1 L’énergie libre

Dans le traitement de I’état supraconducteur il est pratique d’utiliser I’énergie libre
parce que I’état de supraconductivité est toujours I’état de la plus faible énergie libre a
une température particuliére. et les énergie libres des états normale et supraconducteur
sont égale a la température de transition.

Nous allons utiliser 1’énergie libre de Helmholtz

F(T,V,M)=F(T, M)
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Il existe un autre sorte d’énergie libre (Gibbs)
g(T,p,H) = G(T' H)

ou les variables p et V' sont omis car les effets de (pression, volume) sont négligeable pour

les SC.

M (T,H) = M est la magnétisation (elle est produite par H)

Nous serons consacrés par un champ magnétique appliqué constant au lieu d'une magné-
tisation constante, donc il est pratique de travailler avec I’enthalpie H au lieu de ’énergie
interne U

H=U—-HM (3.1)

avec la différentielle :
dH =TdS — M.dH (3.2)

La seconde loi de la thermodynamique nous permet de remplacer T'dS par C'dT pour un
processus réversible (ou C' est la chaleur spécifique CdT = T'dS) Alors

dH = CdT — M.dH (3.3)
finalement I'expression de I’énergie libre de Gibbs est
G=H-TdS=U-TS-H.M (3.4)

implique
dg = dUU —TdS — SdT' — HdM — M.dH (3.5)

En tenant compte de ’équation 4 il vient :

dGg =TdS +H.dM —TdS — SdT' — SdT' — HdM — MdH

soit donc
dG = —-SdT — M.dH (3.6)

En supposant des conditions isothermes (d7" = 0)
dG = — MdH (3.7)

et examinant sa dépendant en champ magnétique dans les états supraconducteur et nor-
mal.

En traitant le cas du supraconducteur de type I, qui a la magnétisation est donnée par
M = —iH, 'équation 3.6 devient

1
dg, = —HdH (3.8)
Ho

En intégrant ’équation de H = 0 a un champ H on obtient :

G.(T,H) = G,(T,0) + LH2 (3.9)
2410
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. -, 5, . L. H?2 . , ,
avec ,bien sur, la densité d’énergie magnétique 2y €St indépendante de la température
T. Quand le champ magnétique appliqué H est égal a le champ critique H.(7") pour une

température particuliére 7" < T, I’énergie libre devient

1
0
En rappelant qu’a la transition, par définition, les énergie libres des deux phases sont
égale, ie G, = G,, nous avons donc

Go(T) = Go(T, 0) + z%coHc(T)Q (3.11)

ol ﬁHC(T)2 est la densité d’énergie magnétique associé avec le champ critique, et d’apreés
I'état normale, G, (T, H) = G,(T') c-a-d G,,(T') ne dépend pas du champ H (c¢’est approche
que propose la référence [2])

Nous soustrayons 1’équation 3.9 de I’équation 3.11, on obtient
1

gs(TJ H) - gn(T) - Q_,UO

(H.(T)* — H?) (3.12)

ot H < H,(T)

Dans I’absence d’un champ appliqué 1’équation 3.12 devient

1
G.(T,0) = G,(T) — —H.(T)* (3.13)
2410
Donc 'énergie libre de Gibbs dans I'état supraconducteur dépend de la valeur du champ
critique a cette température

Nous pouvons également écrire les résultats ci-dessus en termes de la famille de
I’énergie libre de Helmholtz, utilisant

F(T,M)=U-TS (3.14)
GTrH)=U-TS-HM (3.15)

implique
F=G+HM (3.16)

et substituant H= M =0

Nous pouvons voir que la différence dans les énergies libres de Helmholtz F(T', M)
est la méme pour les potentiels de Gibbs, et par conséquent

Fu(T,0) — Fo(T,0) = —iHC(T)Q (3.17)

= H,(T)? est I’énergie de condensation.

La quantité 5o

On va utiliser ces énergies dans la section suivante pour définir la densité d’énergie
libre de Ginzburg-Landau, en ajoutant une énergie lié variation de la fonction d’onde des
Electrons supraconducteurs
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3.2 Modéle macroscopique de Ginzburg-Landau

La théorie de Ginzburg-Landau de la supraconductivité repose sur une approche géné-
rale de la théorie de transition de phase de seconde ordre qui Landau avait développé en
1930.Landau avait remarqué typiquement que les transitions de phase de second ordre,
tels que la température de Curie dans un matériau ferromagnétique, impliquent un certain
changement dans la symétrie du systéme. Par exemple un aimant au-dessus de la tem-
pérature de Curie, Tz, a aucun moment magnétique. Mais au-dessous de T un moment
magnétique spontané se développe. Dans la théorie de Landau, ces transitions de phase
sont caractérisés par un paramétre d’ordre qui a zéro a I’état désordonné au-dessus
de T, mais devient non nul au-dessous de Ty. Par exemple dans le cas d’'un aimant
I'aimantation M (x) est un paramétre d’ordre approprié.

Pour la supraconductivité Ginzburg et Landau (GL) postulé 'existence d’un pa-
ramétre d’ordre notée 1. Ceci caractérise ’état supraconducteur, de la méme maniére
que 'aimantation fait dans un corps ferromagnétique. Dans 1’état métallique normale au-
dessus de la température critique 7, du supraconducteur, il est égal a zéro. Alors que dans
I’état supraconducteur au-dessous de T, il est non nul.

] 0 st T > 1T,
VST £0 SiT<T,

L’idée géniale de Ginzburg et Landau a été de décrire la transition supraconductrice a
I’aide d’une pseudo-fonction d’onde complexe comme paramétre d’ordre :

Y(@) = [(w)]e” (3.18)

Ils ont choisi la densité de superélectrons comme définition du carré de la norme du
parameétre d’ordre

ns =] ¢ | (3.19)

Avant d’écrire les équation de Ginzburg-Landau, rappelant d’abord un petit peu sur la
théorie de base de Landau sur la transition supraconducteur.

3.2.1 La théorie de Landau des transitions de phase

L’idée de base de Landau est de considérer la transition de phase comme un changement
d’ordre du systéme (passage ordonné <— désordonné). Comme exemple, considérons un
systéme magnétique a trois dimensions constitué d’un réseau de dipoles magnétiques. Si
I'interaction entre ces dipoles est ferromagnétique, ces derniers tendent alors a s’aligner.
En particulier, a la température absolue 7" = 0K, ils pointent tous dans la méme direction.
Quand la température augmente, ’agitation thermique engendre une perte d’orientation
de certains dipoles. Thermodynamiquement, & une température finie 7', le systéme tend
a minimiser I’énergie libre de Helmholtz [3] [5]

F=U-TS

Pour T > 0, certains spins s’orientent, différemment de telle sorte qu’ils augmentent a la
fois U et S, mais minimisent F'. On peut définir pour ce systéme un parameétre d’ordre 1)

, égal a la fraction,
ny —n-

=" (3.20)

n++n_
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oll respectivement n et n_ sont les nombres de spins? "up" et "down". A T' = 0, choi-
sissons n_ nul (arbitraire), et donc ¢» = 1. Quand T" augmente, 1 décroit et devient nul &
une certaine température critique 7,.. Au dela, dans la phase paramagnétique, n, = n_ et
1 = 0. Cette dépendance en température est assez générale dans des systémes accompa-
gnant un changement de phase. Le paramétre d’ordre dans le cas de la supraconductivité
sera associé a la densité de paires de Cooper. Le tableau 3.2.1 illustre cette suggestion par
d’autres exemples.

Phénomeéne Parameétre d’ordre Exemple T,
Ferromagnétisme moments magnétiques fer 1044 K
Liquide-gaz volume molaire eau (22.1 MPa) 647.05 k
Superfluidité densité de superfluide Hélium 21K
supraconductivité densité de paires de Cooper plomb 719 K

TABLE 3.1 — Exemples de transitions du second ordre, caractérisées par leur parameétre
d’ordre et leur température de transition

Landau peut construire une expression de la densité d’énergie libre de I’état supraconduc-
teur fy a partir de celle de I’état normal f, et autre densité d’énergie liée au paramétre
d’ordre f), au voisinage de T et on écrit :

En outre, puisque v tend vers zéro a la température critique, 7., nous pouvons étendre
I'énergie libre lice au parameétre d’ordre en puissances de |¢].

fior = arl] + azly? + .+ ap [y (3.22)

La théorie de Landau étudie les transitions proche de la température critique 7. c’est-
a-dire quand v est petit. ’état stable est celui qui minimise 1’énergie libre permettent
d’écrire la densité d’énergie libre sous la forme :

fo = fut Al + o+t + 2D (3.23)
puisque v est petit autour de 7. Cette description ne peut évidemment pas généraliser
tous les phénoménes de transition, mais cela fonctionne dans le cas de la supraconducti-
vité.

La deuxiéme hypothése importante de Landau est de supposer que tous les coefficients
peuvent étre développés en puissance de T'—T,. considérant une simplification de I’énergie
libre 3.23 comme suit :
premiérement, la condition d’équilibre

of
o
2. Le spin de I’électron est une sorte de minuscule aimant qui peut s’orienter soit vers le haut, soit

vers le bas (états “up” et “down”). Dans un matériau aimanté, le déplacement d’un électron va dépendre
fortement de 'orientation du spin de I’électron par rapport & aimantation du matériau

0 (3.24)
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impose que dans la phase normale, le paramétre A soit nul pour atteindre un minimum
quand ¢ = 0, & T > T.. Comme on suppose que les coefficients ne dépendent que de la
température relative 7" — T,, X\ doit étre nul pour tout 7.

Deuxiémement, comme dans la plupart des systémes présentant des propriétés telles que
la supraconductivité, la superfluidité ou le ferromagnétisme, le terme impair +® n’inter-
vient pas. A titre d’exemple, dans le ferromagnétisme, la valeur de I’énergie libre doit évi-
demment étre indépendante de 1'orientation initiale "up" (¢ = +1 dans 3.20) ou "down"
(¢ = —1) des moments magnétiques. Par conséquent, conserver ce terme cubique violerait
cette assertion.

On peut donc maintenant simplifier significativement 3.23

fo = fut o + 2yt (5.29

Solutions uniforme

La solution de ces équations dans des cas limites simples importants va nous permettre
de mettre en évidence des aspects qualitatifs fondamentaux.

L’énergie libre 3.25 est donc minimale pour

: . —a
soit (x) =0 soit |[Y]* = 5 (= Y2 =ny)

La premiére solution représente 1’état normal puisque alors f, = f,, La seconde solution

n’est physiquement acceptable que si % est négatif. Elle représente 1’état supraconducteur

de densité d’énergie libre :

062

Pour définir les dépendances en température de « et 3, on veut que ¥(z) = 0 soit la
seule solution lorsque T > T, et que ¥ (z) # 0 puisse exister pour T < T,. Ces propriétés
peuvent étre atteintes si la dépendance de % est négative pour T' < T, et positive pour
T > T,.. De plus, B doit rester positif a toutes les températures, sinon f décroitrait
indéfiniment quand v augmente. Dés lors, les dépendances en puissance de T'— T, les plus

simples sont,

Oé(T) = Oéo(T — Tc)
3.27
L Sm 5 5 (3:27)
Avec ces définitions de « et 3, la solution est,
0 pour T' > T,
= 1 3.28
i (%(TC - T)) * pour T < T, (3.28)

Pour terminer, analysons le comportement du minimum de f, f,,;,, obtenu en substituant
3.28 dans 'expression de 1'énergie 3.26,

In pour T' > T,
fmin = 102 2 (329)
fn—iﬁ(Tc—T) pour T < T,
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3.2.2 Densité d’énergie libre de Ginzburg-Landau (GL)

Energie libre de Helmholtz et de Gibbs

L’analyse qui conduit a I’équation GL peut se faire soit en termes d’énergie libre de
Helmholtz ou en termes d’énergie libre de Gibbs. [4]

(a) Energie libre de Helmholtz elle est approprié pour les situations dans lesquelles
B =< H >; moyenne macroscopique est maintenue constante au lieu de H, parce
que, si B est constant, il n’y a pas fem ? induite et aucun apport d’énergie & partir
du générateur de courant.

(b) Energie libre de Gibbs.

Soit la transformation de Legendre

1
g=f——BH
o

B est I'induction magnétique (champ magnétique microscopique)

Cas de champ nul

Soit ¢ une fonction de la position. L’équation 3.25 peut alors étre considérée comme
I’expression de la densité d’énergie libre évaluée au point z, et dont I'intégration sur tout
I'espace représente 1’énergie libre totale. Cette dépendance engendre également un terme
"d’énergie cinétique" proportionnel & sa variation spatiale |V|?. La densité d’énergie
libre de Helmholtz peut dés lors s’écrire [7]

£u@) = Fo + oD@ + SR+ 5 TP (3.30)

Ou h = 6,62607004 x 1073*m?2kg/s est la constante de Plank.

La conséquence majeure du terme de gradient dans I'énergie libre est de préserver
1 contre toute variation rapide dans l’espace. Dans le cas contraire, sa contribution en
énergie libre serait trop importante et détruirait la phase supraconductrice. Sur le plan

dimensionnel, en normalisant ¢ par ¢, = ,/m, sa valeur a l’équilibre,(c-a-d posons

u(z) = %) alors (3.30 devient,

) = o+ o] (P + Gl +€OATU@P) (@31

ou
h2

B 2m*|«

'S (3.32)

représente une longueur de cohérence, c’est-a-dire une longueur caractéristique de

variation du paramétre d’ordre u(z) = %

3. Force électromotrice
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Cas de présence du champ magnétique

En présence d’un champ magnétique B(z) décrit par un potentiel vecteur A(z)
B(x) = rotA(x) (3.33)

De fagon a préserver U'invariance de jauge du groupe U(1) de I'électromagnétisme, 1'ex-
pression du gradient dans 3.30 devient celle de la dérivée covariante usuelle,

h? 2 1 2
(=i —ea ‘ 3.34
2m* V@D} 2m*)( ihV =e )¢ ( )
avec m* = 2m et e* = 2e représentant respectivement la masse et la charge d’une paire

de Cooper.
De plus, en ajoutant 1’énergie de I'induction magnétique, on obtient la densité d’énergie
libre de Helmholtz en présence d’'un champ magnétique :

2 |rot A|?
_l_—

2 f 4 1 .
Ju(@) = fu+ oD@ + S[p@)]' + 5| (kY - 2¢4)y) b 339)
L’énergie libre de Gibbs :
2 f a4, 1 : 2 |rot A]* 1
95(2) = fota(T)|0(2)| +§|¢(x)\ +2—m*‘(—th—26A)w +2—M0—%B.H (3.36)
i) quand x = —oo (la phase normale)
H.
—0) = n
Fmo0) = fut 5.
H! H; H?
—00) = n = In + ¢ _ ¢ — n — < 337
9=00) =g = fut &= = fum (3.37)
ii) quand x = 400 (la phase supraconductrice)
2 2
_ _ 2 é 4 _ Qe H,
[’équation 3.36 devient, en ajoutant et soustrayant % et en utilisant 3.37
01(2) = Fura@ @) P+ Lo + | ity —2emys| 4 B - Lo 1D
’ " 2 2m* 200 fo 2p0 2po
Alors
2 f 4 1 . 2 1 )
0:(2) = gu + oD o(@) [ + 5[0 @)|' + 5 |(-ihY — 2eA)s| + B - HP (339
2 2m 20
Avec B =rotA

L’énergie libre s’obtient en intégrant la densité volumique d’énergie libre sur le volume du
supraconducteur 2 :
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f(¢,A):/Qfs(x)dQ=fn+/Q< () |+BW’ ‘Jr_‘(_mV—zeA)w] M) 0

2410
(3.39)
En réexpriment de facon plus développée 4 'équation 3.39 on obtient
_ _ h2 h B?
F(ih,A) = Fot / g Aww—ﬁAwm—A?wa dQ
Q
(3.40)

Il est aussi possible d’étudier I’énergie libre de Gibbs, qui prend en compte le champ
magnétique appliqué H de facon plus explicite.

Gy, A) = Qn+/Q <a\w(x)|2 - §|w(x)\4 - %‘ ( — ihV — 2eA>¢]2 - %uo\rot A — H|2) o
(3.41)
Fpn= [ fodQ
|1

%zf%m
9]

Les densité d’énergies libre de la phase normale.

Ou

et

3.2.3 Normalisation d’énergie libre de Helmholtz

En introduisant les variables adimensionnelles suivantes :

b=t — ¥ A=A B=-—5B _ V — \V
2 (<I>0/27r)\ (CIJO/QW)\?)

o]

La différence d’énergie libre de Helmholtz AF = F, — F,, devient

1 1 h? 2ed 2
B2 2/ P ool o | (=i = St A) e
240 27?)\2 / + [allvol —lul+ 2]u\ * 2m*| | A\? (-1 21th Ju
ou ¢y = 22’Th voir section précédente.
En utilisant 'expression de la longueur de cohérence £2 = 5 mh2 o] ©t la longueur de péné-

tration de G-L  \2 = 2™

4e?puolal

2
A;:_Eﬂli/{__@1_4¢+K_4v—Ay$}amwwwa/(—mP+§mﬂﬂ2
Q Q

2m*\? 4e2 o) | A2
2
et on a k = 2 implique u’onaﬁ—L o
- £ phq q 552 — 2410 2T\2

La différence d’énergie libre de Ginzburg-Landau dans les variables adimensionnelles se
simplifie donc

4. siz=a+ib, z=a—ibet |2]? = 22 = a® + b?
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2 1
AF = |B'|f / {Bz—l— ‘(iV—FA)u‘Q—l—/@Q(— ]u|2+§|u|4)}dQ (3.42)
Aprés certaines réduction ’énergie de G-L qui caractérise I’état d’'un matériau SC par
deux quantité :

e une fonction d’onde u : 2 —— C
e Un potentiel vecteur du champ magnétique A : Q — R3?

s’écrit donc comme suit
1
Fe(u, A) = 2/5’2+ Vu — idul” + — (1 — [uf?)*d0 (3.43)

avec € est un parameétre qui dépend des propriétés du supraconducteur et de la tempéra-
ture ambiante. [e est "grand" pour des SC de type I et "petit" pour des SC de type II |
Avec la normalisation utilisé on a |u| < 1, et lorsque |u| ~ 1 le matériau est dans un état
SC alors que lorsque |u| ~ 0 le matériau est dans un état normal.

Les deux états (ou phases) pouvant coexister. Ainsi les vortex correspondent a des petits
régions ou |u| ~ 0.

3.2.4 les équation de Ginzburg-Landau

Considérant maintenant la fonctionnelle d’énergie 3.41, on doit dérivé les équation de
mouvement. Plus précisément, en calculant la variation de F par rapport a (complexe
conjugué de ) et A, nous allons obtenir deux équations dites de Ginzburg-Landau. pour
atteindre un équilibre thermodynamique, le systéme doit minimiser son énergie libre par
rapport a ces deux fonctions.

Variation par rapport a

En minimisant 3.41 par rapport & ¢ on obtient la premiére équation de Ginzburg-
Landau voir Appendice

(- th—ZeA) v+ (a+ B =0 sizeQ (3.44)
(—ihV —e*A)pn =0 si x € 02 '

Variation par rapport a A

La deuxiéme équation de Ginzburg-Landau se dérive en minimisant 3.40 par
rapport au potentiel vecteur A :

{ LY XV x A = J, = — 2 ((2)Ve(e) — (@) V() — L 5(2)PA(z) sizeQ
rot A=0 si v € 0f)
(3.45)

3.2.5 Les équations de Ginzburg-Landau normalisée

En introduisant les variables adimensionnelles suivantes :
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Y Y A

Voo <|a|>§7 B (&)
? 2mw€
Pour raison de simplifier les équations d’apreés il est naturel d’identifier ®, au rapport

21h/e* = h/2e, avec (h = 27h) c¢’est le quantum de flux magnétique °.

En utilisant les opérateurs différentiels

V — &V (3.46)

V2 — V2 (3.47)

Et nous utilisons le paramétre de Ginzburg-Landau k, qui est défini comme étant le
rapport de la profondeur de pénétration par la longueur de cohérence,

_ M
¢

En utilisant cette notation, les équations de Ginzburg-Landau 3.66 et 3.45, respectivement,
exprimées dans la jauge de London-Landau (parfois appelée jauge de Coulomb)

K (3.48)

VA=0 (3.49)
prend les formes normalisées
w(l = [uf?) = (iV — A)*u =0 (3.50)
avec la condition frontiére
n.(—iV—A)u‘m:O (3.51)

On peut aussi normalisé le courant J par

Do

J=—F—7] 3.52
2mAZE o ( )
Ce qui nous donne
j =KV x (VxA) (3.53)
La deuxiéme équation de GL normalisée :
J = %Z(u*Vu —uVu*) — Alul? (3.54)

3.2.6 La quantification du flux

En présence du champ magnétique, un résultat intéressant résulte de 3.45. Si on écrit ()
comme produit d’une fonction réelle |¢)(z)| et par un facteur de phase exp(if), comme
dans 3.18. Le gradient de 1 aura la forme

Vip = ipV o + eV ()], (3.55)

5. Son interprétation physique sera discutée plus en détail dans la section suivante sur la quantification
du flux
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et le courant total de 3.45 sera donnée par

* *2 2 2
Zf* [|*Vo — %W)FA _ 2l (hve - 2@A) (3.56)

|
m*

Js =
Prenant intégrale curviligne autour d’un contour fermé donne

2
7{ J.dl = % {hj{ Vo.dl — 26]{ A.dl} (3.57)
C m c c

pour garantir au paramétre d’ordre d’étre univalué aprés un transport sur le contour

C

]f Vo.dl = 27k (3.58)
C

ou k est un entier, I’équation 3.57 peut s’écrire comme suit :

m* h 2wkh
_ .dl Adl = — 0.dl = =kd )
4e?|1|? %CJ +7{C 26?§Cv 2e 0 (3.59)

ou Le quantum de flux ®, a la valeur

h  27h
By = — = 0 907 x 107 B Weber (3.60)

e* 2e
Il convient d’exprimer l'intégrale curviligne de A dans ’équation 3.59 en fonction du
flux magnétique ® a travers le contour fermé. Appliquant le théoréme de Stokes on

trouve,
j{A.dl = /B.dS = (3.61)

m*
de?[y[?
Cette expression est valable pour tous les supraconducteurs, et peut étre appliquée aux
états intermédiaire et mixe décrits ci-dessous. L’équation 3.62 exprime la condition selon

laquelle la somme du flux ® et I'intégral curviligne impliquant la densité du courant J est
quantifiée.

L’équation 3.59 devient
j{ Jdl 4+ & = kP (3.62)
c

3.2.7 comparaison avec I’équation de London

On peut déduire ’équation de London de la deuxiéme équation de Ginzburg-Landau, en
effet
rappelant la deuxiéme équation de Ginzburg-Landau 3.45

T, = =S @) V() — 6@ V) - ) PAR)

m

On suppose que 1) = 1), (réel)
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%212 *2 12
VxJ = Vog,p- g
m m
ou
V x B = ppJs, B=VxA, VB =0
Donc on a
1 6*2 2
VX (—=VxB)=—-—=>
Ho m
ou )
2 po€” 12
Vx(VxB)=V(V.B)-VB=-—"——">B
m
Donc nous avons I’équation de London
1
V’B = B
AL
avec la longueur de pénétration Ay est défini comme avant :
m*
A\ =
g N/Oe*Qns

ol % = n, est la densité de superélectrons.

3.3 Lien avec I’étude de Béthuel-Brézis-Hélien

Dans un travail pionnier, Béthuel-Brézis-Hélien (BBH) ont considéré un modéle simplifier,
sans champ magnétique, ils ont étudier I’énergie suivante

B(u) = %/ﬂ Vul* + i@ — [uf?)?ds (3.63)

On sait que la cause de I'apparition des vortex dans un SC de type II est la présence
du champ magnétique. Cependant, ils ont observé que I'on pouvait mimer l'effet du
champ magnétique en imposant une donnée au bord de type Dirichlet (par exemples
g: 00 — S

En effet les points critiques de ’énergie FE, présentent des vortex qui ont les propriétés
suivantes :

L’énergie est concentrée autour des vortex et est simplifiée la circulation du courants
autour des vortex est elle aussi quantifiée.

De plus les vortex se repoussent et sont également repoussés par le bord.

Ces propriétés correspondent aux observation physique. Cependant BBH observent
qu’'imposer une donnée au bord u = ¢ sur 02 ne correspond pas & une réalité physique
car seul la quantité |u|? représente une quantité physique.

3.3.1 Minimisation de fonctionnelle : passage de I’énergie a
I’équation
Le but de cette section est de montrer que si u est un minimiseur de 3.63, alors u véri-

fie
— Auz) = ~u(z)(1 - Ju(z)?) (3.64)

€
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Il va s’agir de savoir dériver la fonctionnelle E au voisinage d’un point de minimum.
Ceci nécessite des idées identiques & ce qui se passe pour les fonctions réelles de variable
réelle. 11 s’agit juste d’adapter les notions. On rappelle la définition de la différentiabilité
que léon va appliquer a une fonctionnelle d’énergie F.

Définition 3.3.1. Soit X un ouvert d’un espace vectoriel normé et E : X — R. On dit que
E est différentiable en u si et seulement si il existe une application linéaire L, L : X — R

telle que
E h) — E(u) — L.h
im Eth) — B() =0 (3.65)
In]|—0 Al

On notera E'(u) := L la dérivée ou différentielle de E en u

Théoréme 3.3.2. Soit X un ouvert d’un espace vectoriel normé et £ : X — R. Si F

est différentiable en u et si E admet un minimum en u, c¢’est-a-dire Vo € X FE(u) < E(v)
alors E'(u) =0

Démonstration. Soit v € X fixé et ¢ une fonction de variable réelle définie au voisinage
de 0 par ¢(t) = E(u + tv). La condition de minimum en u implique que ¢'(0) = 0, soit
E'(u).v = 0. Donc E'(u) = 0 puisque v est arbitraire. l

Nous intéressant & la minimisation de la fonctionnelle £ pour des conditions aux bords
données, plus précisément soit

Hg1 = {u €eHY(Q,C);u=g sur 89}
avec g : 02 — C donc nous intéressons au calcul de

Min E(u)

uEHg1

Cas de dimension 1
considérant la fonctionnelle E en 1D de 'espace, et soit 2 =0, 1]

soit
E(u) = %/0 |u'(s)}2d8 + i/o (1- |u(s)|2)2ds (3.66)

La fonctionnelle E (equation 3.66) est bien différentiable car H' s’injecte de fagon
continue dans L™ et donc dans L*. Ceci donne une maniére de calculer la différentielle.
On peut également la calculer par le développement limité de E(u + tv) qui, dans ce cas,
est particulierement simple :

€

E(u+tv) = E(u) + t/o u'(s).0'(s)ds — 1t/o (1 — |u(s)|?)u(s).v(s)ds + O(t?) (3.67)

ol u.v représente le produit scalaire de u par v, u.v = uv* avec v* est le complexe conjugué.

Alors
1

B (u)w = /0 o (5) 0/ (5)ds — = /O (1= Ju(s)[2)us).v(s)ds

€
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Si u est solution de E'(u) = 0 alors par une intégration par partie du premier terme
conduit a :

0=F(u)v= —/0 u”(s).v(s)ds + [u'(s).v(s)}(l) — 1/O (1 —|u(s)[*)u(s).v(s)ds

€

—
1

0= E'(u)w=— /0 [u (s) + %(1 - \u(s)ﬁ)u(s)} w(s)ds + [u/(s).0(s)]}

La difficulté se trouve sur le bord, puisque on a une condition de Dirichlet non homogéne,
comme g est non forcément nulle, on cherche un minimum dans H,(]0, 1[) et non plus dans
H;(]0,1]). Cependant pour se ramener & I'espace Hj(]0,1[) (en particulier pour obtenir
que le probléme est bien posé). on va utiliser une technique dite de "relévement". On pose
u=uy+uouu, € Hy(]0,1]) et & € Hy
alors toutes les fonctions test doivent vérifier ces conditions (ie v € H}) et dans I'intégra-
tion par parties, il ne reste pas de terme au bord. Le probléme donc se raméne a,

u € H ()

0= E'(u).w = = fy [@"(s) + u(s) + L(1 = [ils) + uy(s)*) (@ls) + g (s)) | -v(s)ds

Vv € H}

Ce qui est équivalent & la formulation
u € Hl(Q)
0=FE'(u)v=— fo [ 11— |u(s)|2)u(s)] w(s)ds pour Vv € Hj

si u est un minimiseur, c’est-a-dire si E’(u) = 0, alors en fait u” est définie au sens faible ©
et

'+ 11— |uf)u=0 dans ]0,1]
P o a2

Notons que E’(u) peut étre aussi vue comme g—b:.
u

Cas de dimension supérieur

Soit © un ouvert de R*, X = H*(Q,C) et

E(u) = 1/ [|Vu\ + ! (1= JuP) } (3.68)

Un calcul similaire au cas 1D donne

1
E'(u)wv = / Vu.VodQ — = (1= |uf*)u.vdS
Q €

et u = g sur 02
La propriété d’'intégration par parties implique que

—Au(z) = tu(z)(1 — |u(z)]?) Vze
(7) { u(z) = g(x) Vo € 00

6. H'(Q) = {ue L*(Q), tgIp € L*(Q) avec Vv € CL(Q) [, u( x)d"x = — [, ¢(x)v(x)d"x} On
définit alors la différentielle au sens faible de u notée Vu par Vu = (;5
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Remarque 1: (Principe du maximum) On appelle principe du maximum continu le
fait que sous certaines conditions, le minimum de la fonction u solution de I'EDP est at-
teint sur les bords. Cette propriété mathématique correspond a I'intuition physique qu’on
peut avoir du phénomeéne : si on chauffe un barreau tout en maintenant ses deux extrémités
a une température fixe, la température aux points intérieurs du barreau sera supérieure a
celle des extrémités. Il est donc souhaitable que la solution approchée satisfasse la méme
propriété.

3.3.2 Une propriété concernant la solution de I’équation de
Ginzburg-Landau

Proposition 3.3.3. Toute solution de (P;) vérifies
lul <1 surQ (3.69)

Preuve 'inégalité 3.69 est une conséquence du principe de maximum, en effet
Soit u : 2 — C une solution du probléme (P;)

posant v = |ul?> — 1
ona —Av=—Auti=—ulu—uAu—2Vu.Vu

(P) = —Av = %\u!Q(l — |u|2) —2|Vul* = —Z%Iu\% — 2|Vul?

2
—Av + Zulfv = =2|Vu* <0
€
Donc la fonction v satisfaite

—Av+a(z)v <0 surQ
v=20 sur 0f)

avec a(z) = 2|u|? Par le principe du maximum nous avons

v <max(v) =0
Be)

= |u| <1

3.3.3 Conclusion

Dans se premier chapitre on a exposé la théorie phénoménologique la plus compléte
et la plus importante qu’elle & tenté d’expliquée le phénoméne de supraconductivité. Ainsi
que ’é¢tude fondamentale de Béthuel-Brézis-Hélien qui ont tenté d’ajoutés a 1’énergie
libre de Ginzburg-Landau une énergie libre sans champ magnétique.

Il faut toute fois noté que malgré toutes les tentatives pour l'interprétation du phé-
nomeéne de supraconductivité il subsiste toujours des points d’ombres, surtout avec 1’ave-
nement des supraconducteurs a hautes températures critiques (SHTC), qui ont remis en
question la théorie microscopique de Bardeen-Cooper et Schrieffer (BCS), relangons ainsi
le débat sur les origine microscopiques de la supraconductivité.
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Conclusion générale

Le travail présenté est une étude de synthése sur la supraconductivité comme
phénoméne physique, comme type de matériaux, et aussi et surtout comme un nouvel
horizon qui s’ouvrent devant nous, nous permettant d’améliorer les performances des
dispositifs et machines déja existant, et de créer des domaines d’application et d’études
propres aux supraconducteurs.

Les développements théoriques présentés au troisiéme chapitre visent en particulier
la théorie phénoménologique de GINZBURGE-LANDAU. Ces développements ont
démontré la complexité des concepts théorique mis en jeu pour l'interprétation de ce
phénomeéne, et la lourdeur de I'appareil mathématique mis en jeu pour les manipulées.
Donc si nous voulant travaillés sur cet aspect de la supraconductivité en doit tenir compte
de ces deux défit. Une suite naturelle de ces développements peut porté sur les nouveaux
développements théoriques pour expliquer le comportement des supraconducteurs a
haute température critique par exemple.

Le présent manuscrit se veut étre le début d’un travail portant sur les supraconduc-
teurs. Et visant a batir une large base de données et de connaissances nous permettant
de travailler sur le coté théorique.
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Appendice

en calculant la variation de F par rapport a ¢ (complexe conjugué de 1) et A, nous
allons obtenir deux équations dites de Ginzburg-Landau.pour atteindre un équilibre
thermodynamique, le systéme doit minimiser son énergie libre par rapport a ces deux
fonctions.

Variation par rapport a E

Les deux premiers termes de équation 3.39 ne dépendent pas de 1) donc leurs variation
par rapport a ¢ soit nulle. Pour les deux suivant on a :

s{alvt@l + St} = avto) + lotalPote) (3.70)

Le troisiéme terme est plus délicat a minimiser, pour le calcul on oublie la position .

) {2; | (—=ihV — 2eA) W} {2; [(—ihV — " A)] [(ihV — 2e A))] }

= % [(—ihV — 2e A)Y] [(ihV — 2eA)6¢]

L (CihV = 2eA)] inV6D(z) — Q;A (—ihY — 2eA)] 53

2m* m

En se rappelant que V.(\v) = AV.v 4+ v.V\ et aprés avoir posé A = 61
et v = (1hV — 2eA)y, on a

5 {2:” | (—ihV — 2eA) W} - ﬂv [60(—ihV — 2eA)p] — %v [(—ihV — 2eA)) 69
A
;; [(—ihV — 2e A)] 60
ho_ _
= an*v [60(—ihV — 2iA)y] + i [(—ihV — 2eA)*y] 6

En intégrant d’abord le deuxiéme terme par partie, et en utilisant [ VodV = [vdS pour
le premier terme on obtient :

1 ho
/96{2m (— mV—QeA)wy?}dQ /g#[éw(—ihV—QeA)w] dS+
" / [~V — 2e4)] 670

On fait ’hypothése qu’aucun courant ne sort de la surface S. Cela signifie que la compo-
sante normale de I'impulsion doit étre nulle.

n.(—ihV —2eA) =0 = (—ihV —2eA).dS =0

Il ne reste donc que le deuxiéme terme et §F devient :

5F = /Q [aw L Bl + %( iRV — 2614)274 500
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On utilisant maintenant 'argumentation habituelle de calcul variationnel en imposant que
0F = 0 pour un choix arbitraire de d¢). On aura la premiére équation de Ginzburg-
Landau

(@) + B @) + 5~

< —ihV — 26A(:C)> P(x) =0 (3.71)

On aurait une équation analogue en 1 par variation par rapport a 1.

variation par rapport au potentiel A

Faisant d’abord une transformation de deuxiéme terme :
1 1 1
) {—/Bz(m)dﬁ} =94 {—/ (V X A(m))2d§2} = — / V x A(z).V x 6 A(z)dS
2p0 Jo 2p0 Jo Ho Jo

En introduisant les relations mathématiques suivantes :
V(uxv)=v.Vxu—uVxuv

Et on pose u = §A et v =V x A on obtient :

1 2 _ 1 T T L x x
5{270/93 (x)dQ}_ . QV[(VXA( )) x 6A( )}dQ+MO [V (V% A() A2}
1

1
- V[(V x A(w)) x 5A()] a2 + M—O/Qv X o H (). 5 A()d

1 1
= ) [(V x A(z)) x 5A(:E)}d5 + o QMOJ($)~5A(x)dQ

Le terme de surface est nul puisque nous fixons le champ a la surface (déterminé par le
champ extérieur ), c-a-d A = 0 a la surface. On a

5{2—;0 /Q BQ(x)dQ} _ /Q J(2).0A(2)d2

Donc la variation de F par rapport a A donne :

h — — 4¢?
7= [ [— L (B@) V() - TV()) + @A) + (@) | 6A()d0
La deuxiéme équation de Ginzburg-Landau s’écrit donc :
ieh — — 4e? 9
J(@)=— (@b(x)vw(ff) - w<x>w<x>) - —[¢@) A) (3.72)
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