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Méthodes des volumes de finis pour 1’équation de convection-diffusion

INTRODUCTION

1-

Différents phénoménes sont responsables du transport de la matiére. La matiére peut
étre transportée par le mouvement du fluide (transport convectif), par diffusion de zones
concentrées vers des zones de concentrations plus faibles (transport diffusif) ou par
d’autres phénomeénes. La convection est toujours associée & un mouvement macroscopique
des particules fluides. C’est trés différent de la diffusion qui elle, est un mouvement
microscopique & 1’échelle des atomes et des molécules. D’otl une intensité de transfert
beaucoup plus importante pour la convection que pour la diffusion. Tous les matins, la
seule solubilisation du morceau de sucre dans votre tasse de café met en ouvre différents
mécanismes de transfert de matiére qui font que la dissolution du morceau de sucre est plus
ou moins rapide. On peut attendre que le café soit sucré par le simple fait de la diffusion
qui dans ce cas est isotropique. Les particules du sucre vont dans toutes les directions
avec la méme intensité. Il n y a pas de raison pour qu'une direction soit privilégiée par
rapport a une autre (sauf prés des parois solides). Mais si on entre en action avec une
petite cuillére, le café sera sucré beaucoup plus rapidement et le transport des particules
va suivre la direction de I’écoulement. D’ou la particularité des schémas de convection. Ils

sont étroitement liés a la direction de 1’ écoulement.|3]
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En analyse numérique, la méthode des volumes finis est utilisée pour résoudre
numériquement des équations aux dérivées partielles, comme la méthode des différences
finies et celle des éléments finis. Contrairement a la méthode des différences finies qui met
en jeu des approximations des dérivées, les méthodes des volumes finis et des éléments
finis exploitent des approximations d’intégrales. Toutefois, la méthode des volumes finis se
baser directement sur la forme dite forte de ’équation a résoudre, alors que la méthode
des éléments finis se fonder sur une formulation variationnelle de ’équation (on parle aussi
de formulation faible). [13]

Principe :

L’équation aux dérivées partielles est résolue de maniere approchée a 1’aide d’ un maillage
constitué de volumes finis qui sont des petits volumes disjoints (en 3D, des surfaces en 2D,
des segments en 1D) dont la réunion constitue le domaine d’étude. Les volumes finis peuvent
étre construits autour de points d’un maillage initial, mais ce n’est pas une nécessité.

Les méthodes de volumes finis ont été initialement mises au point pour des lois de
conservations hyperboliques, mais des développements récents permettent a présent de
les utiliser pour des équations elliptiques et paraboliques.

Ces équations aux dérivées partielles contiennent des termes de divergence. FEn utilisant le
théoréeme de green , les intégrales de volume d’un terme de divergence sont transformées
en intégrales de surface et ces termes de flux sont ensuite évalués aux interfaces entre les
volumes finis. On utilise une fonction de flux numérique pour élaborer une approximation
des flux aux interfaces. Puisque le flux entrant dans un volume donné est égal au flux sortant
du volume adjacent, ces méthodes sont conservatives, donc adaptées a la résolution de lois

de conservation. |13]

3-

Chapitre 1 : Dans ce chapitre nous allons étudier 1’équation de diffusion et de

convection-diffusion dans le cas unidimensionnel avec des conditions au bord de type de Di-



richlet en utilisant la méthode des volumes finis .Ensuite nous allons établir la convergence
et 'estimation de l’erreur associée a ce probléme elliptique et en terminera par présenter

des simulations numériques .

Chapitre 2 : L’approximation du terme de convection dans les problémes elliptiques
par la méthode des différences finies centrées conduit & des schémas de second ordre qui
sont stables seulement pour un pas de maillage suffisamment petit,le décentrement a été
utilisé pour éviter les conditions de stabilité. Mais ces approximations sont seulement de
premier ordre en ajoutant le terme numérique de diffusion substantielle au probléme
physique. Divers modifications des schémas en avant ont été proposées visant un second
ordre de precision et une stabilité inconditionnelle (voir Smarskii[5]).

Notre objectif dans ce chapitre est de construire des méthodes aux différences finies centrées
sur des mailles carrés satisfaisant le principe de maximum discret et ayant une approxi-
mation de second ordre. Premiérement on va commencer par I’étude d’un probléme aux
limites de convection-diffusion,deuxiémement on va exploiter ce probléme pour construire
sa discrétisation par la méthode des volumes finis en utilisant les trois schémas d’approxi-
mation des flux suivants :

1— Schéma aux différences centrées (CDS)

2— Schéma aux différences avant (UDS)

3— Schéma aux différences avant modifie(MUDS)

Et on va terminer ce chapitre par ’étude de I'estimation d’erreur associée a la norme dis-
créte dans H'(92).

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a I’équation de convection-
diffusion dans le cas instationnaire lié, au probléme de stockage de C'Oy dans le cas mono-
dimentionnel et nous allons traitér sa discrétisation par la méthode des volumes finis. A la
fin de ce chapitre on va tester et comparer dans un milieu homogeéne la solution numérique

avec la solution analytique en variant le pas d’espace et de temps.
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Chapitre

Etude de 1" équation de convection-difusion en

1d

1.1 Probléme elliptique :équation de diffusion en 1D

Dans ce chapitre on s’intéresser a I’étude de ’équation de diffusion et de convection-
diffusion dans le cas unidimensionnel avec des conditions au bord de type Dirichlet . En
suite on étudiera la convergence et l'estimation de l'erreur associé a ce probléme. En
terminera par la simulation numérique de cette equation dans laquelle on va tester et
comparer la solution analytique et la solution numérique trouvée dans un exemple clair

par la méthode des volumes finis.

1.1.1 La méthode des volumes finis pour le probléme de Dirichlet :
Formulation d’un schéma V.F.

Le principe de méthode des volumes finis sera présenté. Ici le probléme de Dirichlet
est un opérateur différentiel du second ordre et des termes dépendants des conditions aux

limites de Dirichlet homogénes. On considére le probléme unidimensionnel suivant avec

Master : MACS FSTF



condition de Dirichlet homogeéne :

u(0) =u(1)=0

Ot f € C([0.1],R) il existe une solution unique u € C2([0, 1], R).L’équation —u" (z) = f(z)
peut étre écrite sous forme conservative divF = f avec F' = —u/'.
Pour trouver I'approximation de la solution de cette équation, on définit un maillage
admissiblenoté par 7 de (0,1) qui consiste en N volumes de contrdle, noté par (K;)N,

et N points. de (0, 1), notés par (x;)~, qui satisfont les hypothéses suivantes

Définition 1.1 Soit (K;);L,,N € N tel que K; =|z;_1/2, 2;11/2] la famille (z;)Y, tel que :
O:$0:$1/2<$1<.’E3/2< ..... <SL’N+1/2:.’EN+1:1

On pose : h; = mes(K;) = xiy1/2 — Ti—1/2, = 1,...., N et donc
N _
Siiohi =1etonnote hy =x; — xi_1/2 , b = xip1j2 — Tihiv12 = Tig1 — i = b + hiy

et h = max¥  h;

Les inconnus discrets sont notés par u; , ¢ = 1, ..., N qui sont des approximations de
u(x;) c’est-a~dire u(z;) ~ u; qui est la moyenne de u sur K;. On intégre la premiére équation
du probléme (1.1) sur chaque intervalle k; :

f Ky x)dr = fk x)dx,Vi=1,..,N

= —u (.IZ+1/2) + ' (z;_ 1/2) fk x)dx¥Ni=1,...,N

L’ approximation de —u (le /2) est établie & partir d” un procédé de différences finies
(schéma centré).On pose :

Uip1 — Us

-Fi-‘r1/2 = - h'+1/2

L’ approximation est consistante dans le sens ou si u € C%([0.1], R), alors
12 = —u (Tiy12) + O(h) (1.2)

ot |O(h)] < Ch,C € R, dépend seulement de w.3n € k; =|x;_1/2, xi11/2] tel que, d’apres

le théoréme de la moyenne on trouve :



Jo, f@)de = f(n) [, dv=hif(n) =~ hifion fi=y [ fle)de,i=1,..,N

Finalement, le schéma aux volumes finis du probleme(l.l) s’écrit

E+1/2_ i—1/2 = th Z:177N
E+1/2:_M7 221,,N—1 (13)

hit1/2

__ug __ _ _un
Fipp = Faja? Fniip2 = ey

avec ug = uy+1 = 0 Le schéma numérique (1.3) peut s’écrire sous forme matricielle AU = b
ot U = (uy,...,un)t,b = (by,...,bn)T A et b sont définies par :
(AU); = %(—u”rui 4 U=y =1, ., Net b=+ fk r)dr,i=1,..,N

hiy1/2 hi_1/2

1.1.2 Théoréme de convergence et ’estimation de ’erreur pour le

probléme de Dirichlet :
L’estimation de ’erreur des volumes finis dans le cas simple :

Théoréme 1.1.1 Soient f € C([0.1],R) et u € C?*([0.1],R) la solution unique de probleme
(1.1). Soit T = (k;)¥, le maillage admissible au sens de la définition 1.1

Alors, il existe un unique vecteur U = (uy...ur)T) € R™ solution de (1.3) et Jc > 0 tel

que .

N reivi—e;
S ()2 < e
et

‘€i| < C]'L,VZ = 1, ,N

avec ey =eny1 = 0,6, =u(z;) —u;, Vi=1,..,N

Preuve : On montre qu’il existe un unique vecteur U = (uy, ....,uy)? € R™ solution de

(1.3) On multiplie la premiére équation de (1.3) par u; et on fait la somme suri =1,...., N

N U u " N
z+1 P — Mi—1 - Wi— 1
- E U + g u; = E u;h; f;
=1

z+1/2 hi— 1/2
N = (Uz+1 +Z Uz+1 ZUhf
- Uiyl = 7 7
i1 hz+1/2 hz+1/2 +

10



2

Lysetip, B S hg o= =0

— hz+1/2 hN+1/2 Py

h1/2
Donc si f; =0 Vi =1,..., N , alors la solution unique de la premiére équation de (1.3) est
obtenue lorsque u; = 0 , ceci donne 'existence et 1'unicité de la solution de (1.3)
Maintenant on montre la deuxiéme inégalité : Soit F; q /2= —u' (T4 /2) pour
i =1,..., N.On intégre I'équation —u"(z) = f(z) sur k;, on obtient
FiH/Q — Fi,l/g = h; f;,d’aprés (1.3) on a :
Fi+1/2 - Fz’-l/z = hifi, avec Gi+1/2 = Fi—l—l/Q - Fz’+1/2

Donc

Giy12 = Gic1p = Fi+1/2 = Fiy1p2 — Fi—1/2 + Fi_1)2

= (Fi+1/2 - Fi—1/2> - (Fi+1/2 - Fi—1/2) - hzfz - hzfz = 07VZ - ]-7 a3 N

On utilise la consistance des flux de (1.2), 3¢ > 0 dépendant de u tel que :
Flip= Fis1o+ Rij1p2 et |Riv1o| < Ch
D’ou :

U($i+1) - U(xz) Uiyl — Uy

Git12 = — h * h — Rit1jp, Vi=0,.s N
i+1/2 i+1/2
_ C(ulmip) —wipn) = (u(z) —w) Riiip0, Vi=0,...N
hit1y2 /
O TS R Vi=0,.. N
hit12

Comme on a Gi+1/2 — G¢,1/2 == SR STl Ri+1/2 + Rz;l/g = O,VZ =1,..., N

hiy1y2 hi_1/2

On multiplie cette derniére équation par e; et on fait la somme sur i =1,...., N :

N
B Z (eit1 — i) o 1 Z — ei — Z Rip1j06i — ZR‘ 1/2€

i—1 z+1/2 7, 1/2

11



N N1 N-1
(€ir1 — €;) €it1 — €
Z i+l 6 +§ :(( 2;{1 _’) E Rit1)26i— E Rit12€it1, (€0 = ent1=0)
i=1 Z+1/2 i=0 i+1/2 =0 =0

N Z (€ip1 — ZRerl/? eiv1 —€;) < th leic1 —e| ()

7,+1/2

D’apres I’ 1negahte de Cauchy—Schwarz on a :

N N N
(€it1 — €:) 1/2 (€iv1 — €:) 1/2
leip1—e] < ( hivi2)" car » hipip =1
; ; hit1/2 Z ; hiy1/2 ;
(*)devient :
N (e N (e, ' N (e .
Z i+1 — S Chz i+1 — z 1/2 Z +1 = z 1/2 < Ch
i—0 z+1/2 i—0 hz+1/2 i—0 z+1/2
N (e
- Z i+1 = < 02h2
i—0 z+l/2

= § :ej—e] I—E:ey+1_ea< E :|ey+1_ey|
7=0

N N
lei| < Z leit1 — €] < Z it = &) 1/2 <Ch 0O
T i—0 z+1/2

1.1.3 Equation de convection-diffusion en 1D :

Formulation de I’équation de convection-diffusion par la methode des volumes

finis :

Dans cette section on s’intéresse a ’étude de I’équation linéaire de convection-diffusion
unidimensionnel avec des coefficients discontinus .On rencontre ce genre d’équations en
mécanique des fluides,otu ’on étudie les phénomeénes de convection-diffusion d’un fluide, on

utilise souvent le modéle suivant :

12



(= ) (z) + av/(z) + bu(x) = f(z), x € [0,1] (1.7)

u(0) =c,u(l) =d
ou A € L*(0,1),\ est une fonction choisie continue par intervalle dans |0, 1] . Pour toutes
ses raisons, lorsque 'on discrétise un probléme, on s’arrange pour que les discontinuités de
A coincident avec les interfaces du maillage : Ce sont des points (en 1D) :
Tip1jpi=1,...,N—1
Soit A € L*®(0,1) tel qu’ils existent A\ € R* avec A < A < X pp et soit a,b,c,d € R avec
b>0et f e L*0,1).0n cherche une approximation de la solution u pour ce probléme

(1.7)

Remarque 1.1.1 Le probléme (1.7)a une solution unique u dans l’espace de Sobolev

H'((0,1)) cette solution est continue en [0, 1] mais n’est pas en général de classe C*.

Maillage et schémas : Soit 7 = (K;)¥, un maillage admissible dans le sens de la

définition 1.1 On intégre I’équation (1.7) sur chaque volume de controle K; , il vient :

(=) (Tig1/2) + (M) (T5-1/2) + au(Tit1/2) — au(Ti—1/2) + le bu(z)dr = sz- f(x)dx

ot (u;)YY, sont les inconnus discrets.

Pour approximer le terme convective on utilise le schéma aux différences avant : Dans le
cas ou a > 0 l'approximation de au(w,, %) est donné par awu; , qui est le cas considéré
dans la suite car ce choix garantit la stabilité de shéma, alors que 'approximation par la
méthode de différence centrée c’est a dire I'approximation de au(z1/2) par §(u; + wiy1)
donne un shéma stable si ah < 2\ pour un maillage uniforme de taille h et de coefficient
du diffusion constant .

De méme si a < 0, 'approximation de au(z; 1 /2) est donnée par au;q.

L’approximation de terme bu(x)s’ecrit :

I, bu(@)dz = bu(n) [, dv ~buhin € K;Vi=1,..,N

soit A = 5 [, AM@)dz

puisque A, € C(k;),3C\ € Ry tel que : [\ — A(z)| < Cyh, Va € k; de fait que le schema

est conservative,la discrétisation du flux en x;,/, devrait avoir la méme valeur sur k; et

13



ki1, & cet effet,on introduit 'inconnu auxiliaire u;, /g(l’approximation de u en ;4 /2) )

Passons maintenant a I'approximation de H;1/o par—Au/(x;y1/2), puisque sur k; et ki1,

A est continue, I'approximation de —Au' peut étre considérée de chaque coté de x;11/2 en

utilisant le principe de différences finies :

Hit1/0 =

Hiy1) =

i U
—)\MsurK

Uit1—Ui41/2
—Aip1 = sur Kiyg,

h+

i Vi=0,..,N—1

avec U2 = c et uyjpip =d

Les deux approximations ci-dessus de A\u'(z;41/2) sont égales (a cause de la conservativité

du flux)

Donc :

D’ou :

ou

avec Hyp =

Exemple 1.1.1 Si h; =h, Vi=1,...,

hif=h; =

—2‘—11(1“ —c) et

. Uiy1/2 — Uy Uip1 — Ui1/2
Vi=1,..,.N—1, - \\——— = -\ 1———= (%
hi R
u’L+1 hl;,—l + uZ h+
= U172 = N
hoy b
7,+1
>\ ul+1h— + ulh+ )
Hij1)p=— +[ o —u Vi=1,..,N —1
hit amigp A
i+1
Aidit1 .
= H,; = — Uip1 —u;) Vi=1,...,N—1
e hiAis1 + hvl_Jrl)‘i( o )
= Hii1)2 = _Ti+1/2<ui+1 —u;) Vi=1,..,N—1
i .
Ti+1/2 = H Vi=1,.,N—1

h?_)\i+1 + hi_Jrl)‘i,

HN+1/2 = —%(d— UN)

N, et x; le centre de volume de contréle K;,donc

% et Hiyq/o devient :

14



Aiit1 Uig1 — U

A+ Nk

Hiti/0 = —

Le schéma numeérique pour I'approximation du probléme (1.7) s’écrit :

Fit1y2 — Fizyj2 +bhju; = hify Vi=1,....N, (1.8)

avec
1 )
fi= —/ flz)de, Yi=1,..,N
hi Jk,
et
E+1/2 = —Ti+1/2(ui+1 — ’U/Z) + au;, Vi = 1, ,N (19)
A1 AN .
Fijp = —h—_(ul —c)+acet Fyyiyo = _h_+(d_ uy)+auy Vi=1,..,N (1.10)
1 N

Estimations de ’erreur :

Théoréme 1.1.2 Soient a,b > 0 et c,d € R\ € L=(0,1) tel que A < X\ < X pp avec
MAER: et fe LY0,1).Soient u l'unique solution du probleme (1.7) et 7 = (K;)Y, un
maillage admissible au sens de définition 1.1 tel que A € CY(K;) et f € C(K;),

Vi=1,..,N,y=max|u ||peop),i=1,.., N et § = maz||| (), i = 1, ..., N.Alors :
1. WU = (uy,...,uy)t € RY solution de (1.8) et (1.10)
2. 3C dépendant de A\, \,y et § tel que :

N
ZT¢+1/2(62'+1 - ei)2 < Ch?

i=1
et

|6i| S Ch,l = ]_, ,N

avec eg = eny1 =0 et e; = u(z;) —u;,Vi=1,...,N.

15



Preuve du théoréme 1.1.2 :
La preuve de ce théoréme se décompose en trois étapes :
Etape 1 : 17 existence et I’ unicité de la solution de (1.8) et (1.10) D’abord on multiplie
I’ équation (1.8) par u; et on fait la somme pour i = 1,..., N tel que : sic =d = f; =0

alors la solution unique est nulle. En effet :

N N N
Z wiFiy12 — Z w10 + Z bihiu? =0
=1 i—1 =1

N

N N N N
= Z —Ti+1/2 (Uz‘+1 — uz)uz + Z au? -+ Z Ti—1/2 (Uz — ui_l)ui — Z au;U;—1 + Z bzhzuf =0
=1 =1 =1

i=1 =1

N N N
= ZTi+1/2(Ui+1 — Ui)Q -+ Zaul(ul — ui,l) + Z blhluf =0 car c=d=0
=1

=0 i=1

D’ apres I’ hypothése de ce théoréme, on a a,b > 0, il suffit de montrer que
Zi]\il au;(u; — u;—1) > 0 pour déduire que la seule solution du systéme homogéne est la

solution triviale u; = 0 . En effet :

N N

1
; aw;(u; — u;_1) = 3 ; al(u; — ui—1)? + (u? —u? )]
Aii .
(%) = wi = Uiy12 — +—j—1(ui+1 —Uiy1p2), Vi=1,..,N—1
hihiyq
Ai i .
= Uj—1 = Uj—1/2 — nE hi (u; — Uze1/2)7 Vi=2,.,N
i—17Y
)\z>\1 1
U? - U§_1 = (Ui+1/2)2 - (Ui71/2)2 + (#)Q(Ui—i—l - U¢+1/2)2
i Y41

AiNi—1
hiyhy

)\i)\i+1
h’:_ hi_+1

>\i>\i71

B hi hi

)2 (u; — wi1/2)* — 2(

)(Ui-i-l - Ui+1/2)ui+1/2 +2 (Uz - ui71/2)ui71/2
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N
Z u - u Zuz—i-l/Q Zuz—i—l/Q

=1
i )‘H—l s z H—l 2
+ Z B (Uiy1 — Uz’+1/2 Z Who, ?(uigr — Uiy1/2)
=0
2N A
iNi1 i+1
—2 Z<h+hj )(UH—I uz+1/2>uz+1/2 +2 Z h+h_ )(Uz'+1 - ui+1/2)ui+1/2 =0
i=1 7 Y41 i Y+l
Car uy = uyy1/2 = unyr =0
N 1
= Zaui(ui — i) = 3 Za(ui_l —u;)? >0 car a>0
i=1 i=1
D’ ou:
N N N
ZTi+1/2(ui+1 - Ui)2 + Z bihiu? = - Z au;(u; — ui—1) <0
i=0 i=1 i=1
N N
= Z Ti+1/2(ui+1 — Ui)2 + Z b,hzuf =0
i=0 =1

Alors il existe une unique solution U = (uy, ..., uy)" de (1.8)et(1.10)

Etape 2 : Consistance des flux

On rappelle que :h = max[h;,i =1,..., N]

Soit ﬁi+1/2 = =/ (%i41/2) et Hz+1/2 —Tip1/2(u(@iq1/2) — u(x;)) Vi =0,..., N
avec 71 = AL ot TNt

A
hy e

On démontre alors qu’il existe une constante C'; € R% dépendante de A, A,y et d tel que :

Hiy )= Hiivjo+ Tiv12 |Tip1je] <Cih Vi=0,..,N

Et on introduit :

w(@iv1 +1) — u(@it1y2)

W(Zit1y2) — u(z;) 4
nt ; et HH-I/Z —Ait1

H?k’_ = _)\z —
7 hi+1

i+1/2 (1.11)
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Puisque A € C(k;) et u € C*(k;),3C(y, ) € R tel que :

HZ-;—I/2 — H’L+1/2+R’L+1/27 Ofl |RZ+1/2| S Ch, Z = 1, ..... ’N
. — —+ 5t .
HZ+—"1_/2 — HZ+1/2+R1+1/2,OU|R1+1/2| S Oh, (3 :O7 ..... 74]\7_ ]_ (]..].2)
ET 3 *,— ES N *, -+ .
= Hi+1/2 - Hi+1/2 - Ri+1/2 - Hi—i—t/Q — R’H—l/Z? VZ = 1, ,N — 1 (113)
u(ivry2) —u() - u(z+1) —u(@ivi2) -+ ,
==\ e — Ry =—Ain I 2 Rify)g, Yi=1,.,N—-1
7 i+
?Li— u(zip) + pru() R — Ry
= U(xprl/g) ot )\il Mot N , Vi = 1, e N -1 (114)
ho + 5 h,.T + ot
On remplace I'expression u(z;11/2) dans H; [ /o qui définie par (1.11) :
Al (241) + 2u(z;) -
x,— iy UL T A Ai Rz+1/2 R
Hiy = h_.*[ Y —u(@i)] = —Tipape(w(wigr) — u(:)) — B A
' i+1 Ry ‘ hitq hf
= —Tip12(u(@ipr) — ul(x;)) — h—+Si+1/2 Vi=1,..,N —1 avec Si112 = +11/+21 + +1/2
i e
On utilise Iégalité (1.14), il vient :
Ai

H;ﬁm = Hi+1/2 + Ri_+1/2 = :+1/2 - h—+5i+1/2, Vi=1,..,N
Ai :
hjS¢+1/2, Vi=1,..,.N

X1 hfhi,
= |Hgs = sl < il + G257

= Hi\ ) = Higyo +Ei_+1/2 +

IR, — R

i+1/2 z+1/2|

Xk -
| +1/2 z+1/2‘ < ’Rz+1/2| -+ /\ﬁLRZ—H/? Rz+1/2| \V/’L = 1 N—l

A
Xma:v[hi,i =1,...,N]

= 3C telque |H}\yjp — Hitao| < |Tigapo| < Cih Vi=1,.,N -1

= |H}\y )y — His1jol < |Tivrj2| < Ch+ 2Ch.
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On définit le flux exact :

F¢+1/2 = Hip1po +au(xiy12) Vi=1,...,N

et on définit aussi;

fr1y2 = —Tipaje(u(@ig) — u()) + au(z;) Vi=1,...,N -1

avec
A1 AN
T2 = —E(u(fﬂl) —co)Facet Fypy,= —ﬁ(d — u(zy)) + au(ry)
Comme
Hijipp+ Tiwapp = Hipyyp Vi=0,..,N
On a
12 = Hivy o +au(x;) = Hitvjo+ Ty +au(z;) Vi=1,..,N—1
= Fl\yjp=Hipp+au(zigryn) + Tipapp Vi=0,.., N
car au(xy) = au(x%) =u(0)=c et au(:vNJr%) =au(ryy) =u(l) =d
Donc :
Flip = Fi+1/2 + Tiv1/2
avec

|T;+1/2‘ S Clh Vi = O, ceey N (115)

Donc 'approximation numérique du flux est consistante.
Etape 3 :L’estimation de Uerreur

On commence par intégrer 1’équation (1.7)sur chaque volume de controle K; :

/Ki<_)\U/>/(x)dx+/Ki au/(x)dx—i—/Ki bu(x)de = /Kif@dx

= =M (Tig1/2) + M (2i21/2) + au' (g1 /2) — au/ (251 /2) + Dhyu(x;) = Ry f;
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ou S; € R tel qu’il existe un constante Cy dépend seulement de u tel que

|S;] < Coh, Vi=1,...,N, donc (1.16)devient :

7

F‘*+1/2 —Tiy12 — Fi*_1/2 + Tio1j2 + bhi(u(z;) +5;) = hifi Yi=1,..,N
= F;_l/Q - F;'*_l/g + bhl(’LL(iL'l) + SZ) = T’i—i-1/2 - 1—;‘_1/2 + hlfz Vi = 1, vy N (117)

On soustrait (1.8) a (1.17) on trouve :

ivi2 — Fivipg — Foy o + Fioap + bhi(u(@s) —wi + 8i) = Tijajp — Ticap, Vi=1,.., N
= —Tis2(w(zin) — uli)) + aw(zs) + T pp (Ui — wi) — au; + Ty o () — w(zia))
—au(wi—1) — Tim1y2 (U — 1) + aui—q + bhi(u(x;) —u; +5;) = Tijajo — Timapp Vi=1,...,N
= —Tip1/2(€ip1—€i) FTic1y2(€i—eim1)Fale;—e;i—1)+bhie; = —bh;Si+Ti 1 0—Ti—1/2, Vi=1,..,N (1.18)

On multiplie cette équation par e; et on fait la somme pour i =1,..., N

D’abord, on montre que
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N N | N
Z(ei €; 1)6 52 — €i—1 ez 22(&' _eifl)ei
i=1 i=1 i=1
—l-N N +1§:<_)
=5 | Xime — Xineeia) Ty 2 €i — €i-1)é;
N
:1 ZN+162 ZN s i| _{_12(6._6. )6-
21 =2 i—1 i=1 C1ti—1 2 7 i—1)Cq
i=1
1r 1 &
9 21111 61271 - Zf\; €i€i—1+ 6?\;} + B Z(ei —€i_1)€;
i=1
N N
1 1, 1
=== eiilei—ei)+ ek +5 ) (e —ein)e
2 i=1 2 2 i=1
N
1 1
=5 (i —e€im1)* + §(€?wr1 ex)
i=1
N+1
1
=3 (62 eifl)Q
2 i=1
Donc (1.18)devient :
N N-1 g N N
2 2
— i i1 — €i)€; i i1 — €i)€; = i — € bh;e;
;TH/?(@ 11— e)e + ;T+1/2(e+1 ei)eiv1 + 5 ;(6 ei1) +; €

N N N—-1
= — Z bh;S;e; + Z Tit1/2€i — Z Tiy1/2€i41
i=1 i=1 =0

N N+1
a
:>T%e§+ZTi+1/2(€z‘+1—€i)2+22 i~ i) +th€
i=1 =1

N
= - Z bh;S;e; + Z Tz‘+1/2(€z‘+1 —é€;)
i=1 i=1
Puisque |S;] < Csh et a,b > 0 donc :
N

N N
Y (et =€)’ Tivip <Y bhilei|Coh + ) Cohleisr —ei|  (¥)

i=1 =1 i=1

On remarque que :
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N N-1
el <D lej—ejal =Y lejin—e
j=1 J=0

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

N N
1
les] < (Z Tit1/2(€ip1 — ei)2)1/2(z —)'?
=1

i1 Ti+1/2

(*)devient :

N N
A% < Z Cobh;hAB + ABC h = CobhAB + CLhAB car Z hy =1

i=1 i=1

avec
N N
A= (Z Tiv1/2(€it1 — €i>2)1/2 et B=( _)1/2
i=1 i—1 Tit+1/2
Puisque

Aidit1 A2 A2 1

T; = — — >

T2 T b ek = Ay th) <A = Ti+1/2
N — +\ N -

et > i (b + ) =202 hivrp =1

Ceci donne :

VA
52>

ot Cy est une constante dépendant de A\, et 4.
N

:>A2 S ZTi+1/2(€i+1—€i>2 SCh2 VZIO,,N

i=1

et |e;] < AB < é.C’gh < Ch,Vi=0,...,N ce qui achéve la démonstration

1.2 Résultats numériques

Dans cette partie , nous allons présenter quelques résultats numériques sur 1’équation

elliptique de convection-diffusion. Dans un premier lieu, on va comparer la solution
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numérique avec la solution exacte, dans un deuxiéme lieu, nous allons faire une analyse de
I’erreur entre la solution exacte et la solution approchée.
La solution analytique

la solution analytique de 1’équation de convection-diffusion :

(= ) (z) + av/(z) 4+ bu(x) = f(z), x € [0,1]
u(0) =c,u(l)=d

s’écrit sous la forme suivant :

U(x) =exp(z) +z(z — 1)a

Avec ¢ = 1, d = exp(1l) et f(x) a étée trouver en substituant U(z) dans 1’équation de

convection-diffusion et on obtient :

f(z) = x(2a — b) + bx* — (2\ + a) + exp(x)(—=A + a + b)

1.2.1 Estimation de 'ordre de convergence

On définit Uerreur en norme L, e, = ||U — Uy || €t la norme L?, e;, = ||U — Uy |2, avec
h est le pas de discrétisation d’espace et U et Uj, sont respectivement la solution exacte et
la solution approchée obtenue par le schéma des volumes finis. Soit p I'ordre de convergence

de schéma, alors il existe une constante k tel que : e, =~ kh?. Pour estimer numériquement

I'ordre de convergence, il suffit de considérer I'erreur avec un pas d’espace égale a %, on a
alors :
h? e
en M k— = h ,
2 op op
donc
w
“5)
On obtient
h
log(——) =~ plog(2)
“%)
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soit encore .
h
log (%)
(5

log(2)

Aprés cette étude de l'ordre,nous présentons une étude numérique pour comparer

p =

Ierreur d’approximation numérique avec la solution analytique .Pour cela ,on prend a = 1,

b=1et A =0.001. On considére différentes maillages h = 1—10, h = %, h = ﬁ, et h = %

pour calculer 'erreur en fonction de la discrétisation espace.

28

Exact
26 Numerique

24¢
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Uix)

18}

16}
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FIGURE 1.1 — Comparaison entre la solution analytique et la solution numérique en h=0.1
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Exact
26+ Numerique

24¢

22r

Uix)

18}

16}

14}

12}

FIGURE 1.2 — Comparaison entre la solution analytique et la solution numérique en

h=0.0125

D’aprés les figures ci-dessus, on constate que lorsqu’on raffine le maillage, la solution
numérique converge vers la solution exacte autrement dit 1'erreur devient plus petite, ce

qui est apparait dans le tableau suivant :

o] 1/10 1/20 1/40 1/80
en(L™) | 0.1127 0.0569 0.0292 0.0148
en(L?) | 0.2275 0.1613 0.1142 0.0808

ordre(p) 0.985 0.9662 0.98

TABLE 1.1 — L’erreur en fonction de pas d’espace h
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Méthodes des volumes de finis pour 1’équation de convection-diffusion

Chapitre

Etude des schémas des volumes finis en 2D

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons des approximations pour une équation de convection-
diffusion, par la méthode des volumes finies centrées sur un maillage cartésien uniforme.
On commencera par introduire le probléme aux limites de convection-diffusion, ensuite on
va exploiter ce probléme pour construire les trois schémas de discrétisations suivants :
-Schéma aux différences centrées (CDS)

-Schéma aux différences avant (UDS)

-Schéma aux différences avant modifié (MUDS)

Finallement on va terminé notre étude par l’estimation de l’erreur associée a la norme
discrete H'qui est d’ordre O(h™™1), % < m < 3, pour toutes solutions

u € H™(Q).Ces résultats peuvent étre considérés comme une extension naturelle des

résultats de Ewing Lazrov et vassileski [4].

2.1.1 Probléme aux limites

Nous utilisons les notations standard de I’espace de Sobolev [10] :

Wg’”‘:{ueLP(Q):D“ueLP(Q),]a|gm}, m>01<p<oo

Master : MACS FSTF



et W = H™(€2).La norme dans H™({2) est notée par ||.||,, et définie par :
2 b

m
lullme = (Y lulf)'?, Julio = (Y I1Dull50)"?
1=0

=1

w000 = max sup | D%u|
la|<m e

ot].|Jo.o est la norme standard de L?*(£2).Nous utilisons également des espaces de Sobolev
avec index réel m > 0 [10]. Nous considérons le probléme suivant de convection-diffusion

avec des conditions au bord de Dirichlet :

div(—a(z)Vu(z) + b(x)u(x)) = f(x) dans Q 2.1)
u(zx) =0 sur I’

o) C ITR? est un domaine borné de fronticre I' = 9O, f(x) et b(x) = (b;(z), ba(x)) sont
des fonctions données dans €2. Nous introduisons la forme bilinéaire sous la forme suivante :
a(u,v) = / a(x) Y2 Su(x)Sv(x)dr + / (b(z)Vu(z))v(z)dz + / u(z)v(z)(V.b(z))dr

Q Q Q
Et la forme linéaire
)= [ o)z
Q

Dans ce qui suit 0; désigne la dérivée partielle au point x; . Le probléme variationnel
associé a I’équation (2.1) peut étre également formulé de la maniére faible suivante : trouver
u € Hi(Q) tel que a(u,v) = f(v) pour tous v € H} (). A fin d’appliquer le théoréme de
Lax-Milgram la seule hypothése non triviale a vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire

a(.,.) . On développe cette intégrale :

[ ) Vateputoits = - [ 9.0t =~ [ 90w [

on obtient :

Par suite :



Les coefficients a(x) et b(z) satisfont les conditions suivants :

i) a(r) > a >0, a(x) e WL(Q)

ii)(V.b(z)) > Bo >0, [bi(x)| < Bi, bi € Wi ()

d’aprés (2.2),il s’ensuit qu'il existe une constante ¢ > 0 tel que a(u,u) > C || u |[iq
c’est a dire a(u,v) est une forme bilinéaire coercive dans Hg(€2) et d’aprés le lemme de
Lax-Milgram le probléme (2.1) posséde une solution unique dans Hg(€2). Pour analyser
la stabilité on choisit a(z) € Wir*(Q), @ > 0. La condition (ii) devient faible lorsque
By = 0 alors la forme bilinéaire a(u,v) est coercive dans H'(2) et par conséquent
les approximations aux différences finies auront la méme propriété pour A suffisamment

petit.Cependant Sy > 0 est nécessaire pour prouver le principe du maximum discret.

(0,1

ES1

(1,0

FIGURE 2.1 — Maillage "cell center”

2.1.2 Les grilles et les fonctions de grilles :

Nous supposons que €2 est un rectangle avec des cotés paralléles a 'axe x1 et xs.
Nous considérons le cas des maillages "cell-centered" en raison de leurs bonnes propriétés
de conservation de masse, ils sont trés populaires dans le transfert de chaleur,etc. Nous
couvrons le plan IR? par des cellules carrée avec des cotes de longueur h.les points de
grilles sont des centres des volumes de contréle (voir figure 2.1). On suppose que le bord de

dirichlet T" contient des points de grilles comme le montre (la figure 2.1) les points situés au
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centre des mailles sont notés par x = (21, 22) = (14, 22;) = (ih,jh) o i,j7 =0,1,2,...N
sont des indices entiers. Nous introduisons la notation suivante pour les diverses grilles

dans Q :

w=wN, v=w\w

+

w; :wu’h‘i

ou

vE =z €v:cos(w,n) =+1, i=1,2

ici n désigne vecteur 1'unité normale & 'extérieur del’ .Les fonctions définies pour = € w
sont appelées les fonctions de grille, on utilise toujours la double notation pour la valeur

des fonctions y au point
T = (T14, T2,5), Y(2) = yY(1,4, T25) = Vi
et dans les points (21,12, T2,j) = (14172, T25) €t (L1, T2 jan/2) = (T1,4, T2 je1/2),01 &
Yij+1/2 = y(ﬂﬁl,i, xZ,jih/2)7 Yix1/2,5 = (xl,iih/27$2,j)

Pour une fonctions donnée y(z), © € w nous utilisons les produits scalaires discrets et les

normes suivantes :

v:0) = Y Wy@) |1y low= 4,9)"

rew

(vl = > Ky(@)o(@), [|y]ls = (Y% s=1,2
zewd

nous introduisons les opérateurs aux différences finies suivants pour les fonctions de grille
y(x)

i)Opérateur différence arriere A1y; ; = vir1,; — vi; et Vopérateur différence arriére divisé
Yorij = DaYi/h

ii)Opérateur différence avant Ayy; ; = v;; — vi—1,; et lopérateur différence avant divisé
Yriig = Diyij/h

iii)Opérateur différence centrée divisée de second ordre :

B Alyi,j - A_lyi,j
y:7311‘1 - h2
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de méme ,pour les différences qui sont définies en x5. Nous avons égalements presenté les

normes discrets H' et H? :
|?Jﬁw = ||lyz | |% + ||y£21|§
Iy 17 w= 19wt | 9 1160
et
|y’§w = |y9‘clx1 |2 + 2|ya‘c1:ig|2 + |ya‘:2x2|2
Iy 15.0= 195wt | v 1.

nous aurons également besoin de la norme négative suivante :

193 sup S v, )l
D0 T

Toutes les fonctions de grilles y(x) peuvent étre considrées comme un élément d’un espace
vectoriel de dimension égale a n ,ol1 n est le nombre de point de la grille en w .Dans ce cas

on note y(x) par y € IR",0u y est un vecteur colonne de dimension n de transposé y*

2.2 Schémas de discrétisation :

On intégre (2.1) sur chaque volumes de controle e

/e div](—a(x)Va(z)) + b(z)u(z))de = / e

puis en utilisant la formule de green et en divisant par h? on obtient :

1

7 ), [ aVun + ub.n)dy = — /f (2.3)

Ot n est le vecteur normal unité orienté vers l'extérieur de Oe.
de est la réunion des interfaces de volumes de contréle c’est a dire de = s{ Usg Us; Usy .

Le coté gauche de 'inégalité (2.3) peut étre écrit sous la forme suivante :

1 1
73 —| / Vdy+ ) Wdy] = ﬁ[ / . Vdy+ / . Wdry+ / Vdy+ / Wdry+ / . Vdy+ / N Wdry+ / Vdy+ / W]
1 1 2 2 (24>
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Ou V et W sont notés par :

W = —a(y)Vu(y).n et V = b(v).nu(v)

b

81 o 8 l*

(T1,i,02,5)

FIGURE 2.2 — Cellule e(x)

Dans le but de construire le schéma aux differences finies on doit diviser 1’ approximation

de I’équation d ’ équilibre (3.4) en deux parties :
A®y 4 A0y, (2.5)

ot A® :la partie résultante du rapprochement des dérivées secondes et A1) provient du
rapprochement des dérivés premieres
y : est une approximation de la solution exacte u. Les expressions ANy et A®)y s’écrivent

sous la forme suivante :
2),, — .yt _ . + . V), — .t . + .
APy = wi,; j—wiijtwy j—waig, ¥ € WAV Y =0 i — v+ 05, U2, T € w (2.6)

N ot +
ou wy ,wr, v, , U,

[ = 1,2 sont respectivement les approximations des intégrales

/ Vd’y,/ V,/ Vd’y,/ Vdy, et/ Wd’y,/ Wd’y,/ Wdfy,/ Wy
s;r S1 s;r S92 51+ S1 s;’ S2

31



Dans but de compléter le schéma aux différences finies ;nous devons exprimer les flux nu-
mériques w;", wy, v;", v, 1 = 1,2 par les valeurs approximatives y(z) des solutions u(z) au
niveau des points de maillage .

Nous considérons les approximations suivantes :

1— Schéma aux différence centrées (Central difference scheme,CDS)

2— Schéma aux différences avant ( Upwind difference scheme ,UDS)

3— Schéma aux différences avant modifié(Modified upwind difference scheme,MUDS)

2.2.1 Schéma aux différences centrées :

" a cause de I’analogie de A est une approximation aux

Ce schéma est dit " centrée
différences centrées de la premiére dérivée.
Premiérement ,nous réecrivons les flux :—a(z)Vu(z) = (Wi (z), Wa(x)) sous la forme

Ju Wi(x)
— =" Q,1=1,2
oz, a(z)’ vefh i=1,

Aprés ,nous intégrons I’équation pour [ = 1 le long de I'intervalle d’extrémité s(xq,_1, z2 ;)

et (21,4, 22;),0n obtient :

Ui = Ui-1,j = —

T1i Wl(saxQ,j)d ~ W T1,i dS
Y as = —Wii-1/2, a

T1,i—1 G(S, IQ,]') T1,i—1 (S7$27j)

nous pouvons maintenant écrire les relations approximatives suivantes :

i/ Wi (z)ds ~ M ~ 1 1/x1’i ds )L [wij — wi1]
h2 S1 T1,i—1 a(

h? _E<E S,.CL'Q’]') h

L WWei - 11 [ ds ) fuy — e
—2/ Wg(:l?)ds =~ 2’—’2]1/2 ~ __(_/ )—1[ »J »J 1]
h S92 h h h T2 -1 a/(mLi’S) h

Les relations approximatives nous permettent de définir les relations suivantes :

+

w (2) =w), ;= — l}’l’j Yrigs L= 1,2, wy(x) = wy;; = —%y@ﬂ-’j, [=1,2 (2.7)

Ou

1 [* ds 1 [*29 ds
ki;.=(= — = )V k. =k, ko= (= — )k =k,
1’ 5J (h /I'lyil a(s’ x27j)> 17Z,j 17 +1).]7 27 i (h /3;2,]‘1 a(l'lﬂ’ 8)) Y 2727_] 27 7.]+1
(2.8)
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Les intégrales f + x)ds f Vi(x)ds peuvent étre approchées comme suit (I = 1)

1 b1i+1/2j Ui i+ Wir1.5
V d ~ i > 2, i+1,5
2 | () N [ 5 ]
1 bii—1/2,5 Wi—1j + Wij
Vi(z)ds ~ = N Bkl bJ
7 | Vi@) AR [l )
Et donc nous pouvons définir les approximations par
b1,it1/2,
U;r,i,j<$> = Bffi’j(yiﬂ,j + y@j) Bfr” = TJ’
bii—1/2,
Ul,@j(ﬂi') = Bl,i,j(yi,j + yi,lyj), Bl,i,j = T/J’ (2 9)
. + 4 _ by '
'U2,i,j<x) = BZ,i,j(yiyj + yi,j+1>7 BQ,i,j = T’
baij—1/2
U2,i7j<$) = Bg,,;j(yi,j + yi,j_l), BQ»M = Qj—h/’

Substituant 1'équation (2.7) et (2.9) dans (2.5) on obtient la discrétisation du Schéma
aux difféerences centrées. Ce schéma est stable si le nombre de peclet local satisfait
I'inégalité[10],|2]suivant :

u(., ) |h
i) (210)

Evidement,cela est vrai lorsque A est suffisamment petit .Dans la suite de ce chapitre, nous

ne tenons pas compte du schéma de CDS,en raison de sa stabilité conditionnelle .

2.2.2  Schéma aux différences avant (UDS)

Le schéma aux différences avant (UDS) est I'une des méthodes qui permettent de
trouver une approximation finie stable pour les problémes aux limites de convection-
diffusion ,il utilise une approximation décentrée qui permet d’approcher les derivées
premiéres .Dans ce cas A est définie comme dans CDS et les termes v; etv;” dans AM)

sont approchés de la maniére suivante :

Ufzg(x) = (Bf:i,j - |Bi~:i,j|)yi+17j + ( 1ij T |Bl,z,]|)yz‘,j
v1ij(x) = (Brij — |Brajl)yij + (Burij + | By

Pour étudier les propriétés du schéma aux différences avant (UDS) nous avons besoin

(2.11)

)yi—lj

des résultats auxiliaires suivants :
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Proposition 2.2.1 Si b(z) € (WLr*(Q))?, a >0 et Vb(x) > By pour certains
Bo > 0,alors il existe hy tel que pour tout h € (0, hgy) linégalité suivante s’écrit sous la
forme :
(Bf;; — Buij) + (By;; — Baij) > co
o :cog =Py —Oh*), 0 <a<2.

Preuve :

Counsidérons la fonction linéaire suivante :

bl,i+1/27j - bl,i—l/?,j _ abl,i,j
h 8x1 ’

I(b) =

Cette fonction est bornée pour by € (W1F*(Q)), 0 < o < 2 et nulle pour tous les polynémes

de second degré. Par application du lemme de Bramble-Hilbert|10] on obtient :

|l(b1)| < C(halbl|1-|-04,<><>,e-
1 ’ingélité est valable aussi pour by ensuite par utilisation de I'inégalité triangulaire et de
I'hypothése Vb(z) > fp on arrive a l'inégalité souhaitée.

Remarque 2.2.1 La proposition ci-dessus signifie que si la divergence du vecteur b est

supérieure a By > 0,donc sa discrétisation est définie par :

bl,i+1/2,j - bl,ifl/Q,j bl,i,j+1/2 - bl,i,jfl/Q

h h

qui est également positif pour h suffisamment petit.
Nous avons d’abord prouver que le schéma considéré est monotone .

Proposition 2.2.2 Le Schéma auzx différences avant (UDS) satisfait le principe du

maximum discrét et la matrice correspondante A est une M-matrice

Preuve :
Soit ;4 j41 le coefficient associé a y; 1y j11, k,1 = —1,0,1,donc pour prouver la proposition

ci dessus il suffit de vérifier les conditions suivantes|10] :

1. Qi 5 > 0
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2. -1, Qiy1,5, @i j—1€ta; j4150nt négatives.

3. @iy — Y opieq Gitkj+1 > 0 c-a-d la diagonale de A est strictement positive.

Nous avons :

L. ai,jZZzQ:l[(l”+kl”)+3z” Biij+ B | + Bl >0
2.
Ky ;
1Biij|+ Biij > 0= (lh’]+|Bm +Bi;) <0
kG
l,z,j |Bllj|<0: h + lz] |Bll7j|<0
3.

2

Qij — Z Qi k41 = 2 Z 1,i,j Bl,i,j) > 2¢o > 0.

k£l

Maintenant nous allons nous focaliser sur la positivité de l'operateur A;, et la matrice A.
Dans la section 1,nous avons montré que la forme bilinéaire correspondante au probléme
continu (2.1) est Hj — elliptique. Dans la proposition suivante nous établissons que

I’analogue discret de la forme bilinéaire garde cette propriété.

Proposition 2.2.3 Si b(z) € (WL(Q))? a > 0 et Vb(z) > By alors la matrice A de
UDS est une matrice réelle positive et il existe une constante C de telle sorte que linégalité

sutvante est verifiée :

(Any,y) = Cllyl[}., pourtout, y € D° ={y,y, =0.}

a(z)
1b(x)|

Preuve :

Soit z(x) et y(z) des fonctions de grilles de D° donc

(Ah% ZZ}LQ Yuyij — % Yz, Zm +Zzh2 Ulzg Vi ZZ] _ [‘i‘ZJz

zew (=1 rzew [=1
(2.12)
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Nous transformons les sommes dans la formule (2.12) en utilisant la sommation par partie

on obtient :

2
2
I = E E Bk 7w

=1 z€w

En utilisant (2.11) nous réecrivons J; de la maniére suivante :

ZhQ 11] ‘BI'L]DyH-l,j + ( 1,4,5 + |Blzgl)yi,j - (Bl,i,j - |Bl,17]|>y7«:]

rew
—(Buij + | Buijl)vi-1]i
(2.13)
= Z hQ[Bffi,jZ/iH,j — B jYi-14]% + Z h*[BY i — Buijlyigzi
Tew rew
=Y RIBY 1Ay — | Bui[Auyiglzg
Trew

nous transformons maintenant le premier terme dans la derniére égalité
2(p 2B

E b7 1z]y1+17] Biijyio1lzij = E :h lzij‘lJ By yij) ZZJ+§ :h By j(Yig—Yi-14)%ij-
rew rew rew
En utilisant la sommation par parties pour le premier terme ci-dessus,on obtient :

Z 2[p Z

h 113?/7,—&-1] Bl 4315 ZZ] h Blz] Zz]Alyz] yZ]AlzZ])
rew rew

finalement ;nous obtenons :

Ahya ZZhQBl 1, Zz]Alylj yZ]Alz’L_] +Zzh2 14,j Bl z,]]yz,JZz,]

=1 z€w =1 z€w

2
+ 3> B (ki + [ Buigl)ysis7ma

=1 z€w

Posons z = y dans la formule ci-dessus et par I'utilisation de la proposition2.3.1 on arrive

a démontrer 'inégalité.

2.2.3 Schéma aux différences avant modifié(MUDS)

Nous avons déja montré que UDS est seulement de premier ordre O(h)de précision.
Dans le but d’obtenir une matrice & diagonale dominante et d’atteindre l'ordre de O(h?)

en précision,nous modifions le schéma UDS de la maniére suivante|12]( voir aussi|2])
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/ biudy = (By;;h* — | By h?|)usj + (Buih® 4 |Buijh?|)ui1; + O(h)

S1

=1, +O(h)

/ biudy = By, ;h*(uij + ui—1 ;) + O(h?)

51

= I, + O(h?)

0 _
/ (-aaTU + blu)dv = _kl,i,jAlui,j + .[2 + O(h2)
s1 1

= _(kl,i,j — ‘Bl,i,thDA_lui,j + [1 + O(h2)

F1,i ——
= — > A Ui 5
L+ |Brigh?| kg
— (k14 — | Brih?| — i YA ; + I + O(h?)
1,2,5 1,4,9 klﬂ‘,j + |Bljz‘7jh2| 14,4 1
ki S B2i NS __
= L Aqu;j+ Lt A+ I + O(R?)

14 |Brijh?| ki,
klij N 2
L+ [Byih?| [k, 0! (")

ki + |Bii;h?|

Dans cette derniére étape nous avons pris en considération que Bih? = O(h) .Ces formules
montrent que si nous voulons obtenir un schéma aux différences finies de second ordre nous

devons choisir w; ,wy,v] et v; de maniére & satisfaire les conditions suivantes :

B

wfi,j + Ufr,i,j == f’:’] Yapij T (Bim' - |Bii,j|>yi+1:j + (Bf:i,j + |Bii,j|)yi,j
iy

W45+ Vi4j = —Ty@,i,j + (Bl,i,j - |Bl,i,j’)yi,j + (Bl,i,j + \Bl,i,j’)yzel,j

On remarque ici que nous avons divisé le schéma en deux parties seulement pour faciliter

I’étude de I'analyse de 'erreur .Ensuite nous définissons le shéma aux différences avant
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modifi¢ (MUDS)comme suit : A% est identique a celui de CDS et les expressions w; et w;"

dans A® sont définies par :

1 ~
w?,_i,j = _E(kl-t_i,j + |Bl—;,jh2|)yzl,z‘,j, [=1,2

1 - (2.14)
Wy = _E(k'l,i,j + |Bl,i’th|)yg—cl,i,j7 [=1,2
Ou
7 ]{71 i g ~ ~
k i = )] , k,"l‘l e k: ; .
YT T By 2|k, T 015
baij = - ;};r” = kit

14 | By jh?|/ ko’

Proposition 2.2.4 MUDS satisfait le principe du mazximum discret et la matrice

correspondante A est une M — matrice

Proposition 2.2.5 Si b(z) € (WL*(Q))? a > 0 et Vb(x) > By alors la matrice A
de MUDS' est une matrice réelle positive et il existe une constante C de telle sorte que
[inégalité suivant est verifiée :

(Any,y) = Cllyll3 ., pourtout, y € D = {y,y, = 0.}

a(z)
|b@)|’

La constante C' ne dépend que du rapport

En resumé ,I’approximation suivante permet de formuler le probléme discret (2.1) sous la

forme suivante : Trouver y(x),qui satisfait ’équation de différence finies :

wi(z) — wy(x v (z) —u(x)) = ¢, dans w
;( (@) — wi( ))+;( () —u(z)) = ¢ 2.16)

y(x) =0, sur vy

ol w; ety; sont définie par (2.7),(2.14),(2.9) et(2.11) respectivement et ¢ = 75 [ f(z)dx.

Ces schémas peuvent s’écrire sous la forme d’un systéme d’équations algébriques linéaires
Ay=¢ (2.17)

38



2.3  Etude de la stabilité et ’analyse d’erreur

La stabilité du probléme (2.17) a une conséquence simple sur la positivité de la matrice

A. Pour le savoir ,on doit prouver le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Pour tous les schémas aux différences finies considérés mous avons

l’estimation a priori suivante :

[y < Cll ¢ -1

Ou y est la solution discéte et ¢ le coté droit du systéme (2.17) ( la constante C' ne dépend

pas de y et ¢)

Preuve :

La preuve est basées sur la coercivité de I'operateur A et sur la définition de la norme

[R[Rep

1y 10< (Awy,y) =C(6,y) <C | 6 ||—10ll ¥ |

1w

Remarque 2.3.1 Puisque || ¢ ||—1.0<|| ¢ llo,w €t || ¥ llo0<I| ¥ |1, nOUS pouvons également

obtenir Uestimation suitvante :

1y llow= C'[| ¢ llo.w

2.3.1 Estimation d’erreur dans H! associé & la norme discréte

L’analyse d’erreur présentée ici est faite dans le cadre général des méthodes dévollopées

dans [1] et[8].On considére seulement les cas ou a(z) = 1.Soit
2(z) =y(@) —u(z), rcw
I'erreur de la méthode de différences finies .Remplagant y = z + « dans(2.17) on obtient

Az=¢— Au=1. (2.18)
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Par utilisation de (2.4) et (2.17), on transforme 1) sous la forme suivante :

2
Sl e ] = [1f, - gmy — ]}

=1

22:%{[% fST bludy—hul*] N [% fsl blUdV—hUz}} =+ =1

Dans laquelle 'erreur de troncature locale v a été divisée en deux termes :

b= S @) @), b= Sl ()~ )]
=1 =1 (2.19)

1
= — ——dy—~h = — biudy — h
Ui h/sl axl’Y wy, h/ uary (¥

S1

ou Yy désigne l'approximation d’erreur des dérivées premiéres et 1), est I'approximation
d’erreur des dérivées secondes . Les composantes de l'erreur de troncature locale n; et
u sont définies sur w;,", [ = 1,2 En utilisant la sommation par parties et I'inégalité de

Cauchy-Schwarz,on obtient :

(¥s.2) sz[ 1) (o T

=1 z€w =1 z€w

< (S5 ot 2<x>)1 (lezm 2:2)" < (Tl -+ Tl

De méme :
(V1 2) < ([l + [z ]l2)[2]10-

En résumant ces résultats et par exploitation des propositions (2.2.3) et (2.2.5) nous

obtenons les résultats principales suivants :

Lemme 2.3.2 L'erreur z(x) = (y(z) — u(z)), x € w de tous les schémas de différences

finies considérés satisfait [’estimation a priori suivante :

zlhw < €Yl + 1) (2.20)
=1

Ou les composantes ny,py, | = 1,2de Uerreur de troncature locale sont définies par (2.19)
avec le flux approzimatif w; wi,v et v, | =1,2est déterminé par (2.7), (2.11), et(2.14)
des schémas UDS et MUDS ,respectivement (La constante C ne dépend pas de h ou z )
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Dans l'objectif d’utiliser 'estimation (2.20) du lemme (2.3.2) on doit majorer les normes
associées a des composantes d’erreur de troncature locale n,u;, | = 1,2 définie par

(2.19).Ces estimations sont données dans le lemme donné ci-dessous :

Lemme 2.3.3 On suppose que la solution du probléeme (2.1) est H™-requliére ,3/2 < m et
les composantes de ’erreur de troncature locale my,py, 1= 1,2 définissent par (2.21) avec
des flux approzimatifs w; wyvft et v, 1= 1,2 définie par (2.7), (2.11), (2.14) et (2.16)

Alors ’estimation suivante est vérifiée :

Im| < Ch™?|ulpme, 3/2<m<3 (2.21)
CR™ b |1 00,0 |t m,e pour MUDS
] < (2.22)
Cllbi]o.so0lt|1.e + ™ H|bi||1.00.0|tme]  pour UDS

Oul<m<2e=e_1;Uej, pour l=1ete=e¢;;_1Ue;,;, pour | =2
Maintenant,on arrive au résultat principal de ce paragraphe

Théoréme 2.3.1 Sila solution u(x) du probléme (2.1) est H™-requliére,avec 3/2 < m < 3
Alors :
i) Le schéma MUDS défini par (2.14) et (2.9) et d’ordre de convergence O(h™ ') dans la

norme discréte associée o H'(Q)
ly = ulliw < CH™ 1+ B (bl + 1D2ll1.00.0)) [ullm.g

ii) Le schéma UDS défini par (2.7)et (2.11) est au plus de premier ordre de convergence

dans Uespace H () associé a la norme discréte et

|y = ull10 < Ch(|b1lo,c0.0 + [b2]o.cc.0)ul10 + CR™ (14 A(||b1]]1,00,0 + | b2

1,00,Q>)||u||m,§2'

avec

1, 3/2<m<2

3—m, 2<m<3
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Preuve :
Dans le lemme 2.3.3 nous avons prouvé l'estimation des composantes n; ,u;, 1=1,2 de

l'erreur de troncature locale.Donc

1/2 1/2
11 = (Secus W) < O (S lue) - < OF il

De la méme maniére ,pour ||u]|

Tl < Ch™|ullm 101|000

Lorsque le shéma MUDS est utilisé,et

[l < GO [Jullmallbr] 1000 + Alb1]1 00 0lul10)

par ailleurs,ce qui termine la preuve.
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Méthodes des volumes de finis pour 1’équation de convection-diffusion

Chapitre

Simulation numérique de I'équation de

transport

3.1 Introduction

La simulation numérique est un ensemble des calcules réalisées via un ordinateur,
et pouvant générer plusieurs phénomeéne complexe dont on voudrait étudier I’évolution
pour surmonter ces difficultés, on doit reposer sur un modéle mathématique comportant
des équations aux dérivées partielles. On va s’intéresser dans ce chapitre & la résolution
numérique de I'équation aux dérivées partielles liées au probléme de stockage de CO2.
L’hydrodynamique des écoulements est décrite par un systéme d’équations composé de
la loi de Darcy et de ’équation de conservation de la masse. Le changement climatique
apparait comme 'un des principaux dangers qui menacent notre environnement. Le CO2
est cité comme 'un des facteurs de risque majeurs, puisque son augmentation serait
responsable de la tendance au réchauffement climatique, et pourrait avoir des conséquences
dramatique si aucune mesure n’est prise. Le transport, le captage et le stockage de CO2
constituent un défi important pour lutter contre I’accumulation de CO2 dans ’atmosphére.
Une autre solution est réduire la consommation d’énergie fossile, ou de mettre en oeuvre
de combustibles ou de carburants émettant moins de CO2 par unité d’énergie produite.

La technique du stockage du dioxyde de carbone pourrait limiter les émissions de CO2
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dans I'atmosphére. Le principe est de capturé le CO2 par un dispositive et le compressé
puis l'injecté dans des réservoirs ayant pour propriétés de ne plus le laisser échapper.
Parmi ces réservoirs possibles on peut utiliser d’anciennes mines de sel, des nappes
aquiféres salines, d’anciennes réservoirs de pétrole ou de gaz naturel, et tout autres
sorte de réservoirs géologiques étanches et profond. Lors de l'injection de CO2, différents
phénoménes interviennent :

- Le transport : convection, diffusion, dispersion.

- Les réactions chimiques : dissolution de CO2 dans 1’eau, réactions entre l'eau et les
roches. On se restreint dans ce chapitre au phénomeéne de transport plus particuliérement
I’équation de convection-diffusion. A cette équation de transport, on peut adjoindre
différents termes décrivant les mécanismes chimiques.La résolution de 1’équation du
transport nécessite de connaitre la vitesse de 1’écoulement,ensuite nous allons traiter la
discrétisation de cette equation mono-dimensionnelle par la méthode des volumes finis.
La suite du chapitre se concentre sur la simulation numérique dans un milieu homogéne
,dans lequel nous allons tester et comparer le schéma de discrétisation avec la solution

analytique en variant le coefficient de diffusion et le pas de discrétisation spatial et temporel.

3.2 Le Modéle Mathématique

Dans cette section , nous décrivons quelques notions fondamentales liées a la description
d’un milieu poreux et au transport de solutés réactifs a travers ce milieu. L’objectif est
de rappeler l'origine des équations que nous allons traiter dans la suite de ce travail. Ces
équations sont dérivées principalement par applications de la loi physique du transfert de

masse.

3.2.1 Propriété des milieux poreux

Un milieu poreux est un solide contenant les espaces vides (pores), reliés ou non,
dispersés dans lui d'une fagon réguliére ou aléatoire. Ces soi-disant pores peuvent contenir

une série de fluides tels que I'air, I’eau, le pétrole etc. Si les pores représentent une certaine
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partie du volume en bloc, on peut former un réseau complexe qui peut porter des fluides.

La porosité :

Le sol et le sous-sol ne peuvent contenir de l'eau que s’ils possédent une porosité
significative. La porosité totale d’un sol ou d’une roche est le rapport du volume des
vides et des interstices V,, de cette roche par rapport au volume total de I’échantillon Vj

Vo

¢ZVO7

ot V,, : Volume des pores et V4 : Volume total.

La porosité ¢ varie entre 0 (solide plein) et 1 (volume complétement vide).

La permeéabilité :

La perméabilité d’un milieu poreux, notée k, caractérise I’aptitude de se laisser traverser
par un fluide sous I'effet d’un gradient pression. Cette constante caractéristique d’un milieu
poreux, dépend de la forme des grains, de la porosité et de la connectivité des pores
[13]. Donc, indépendante des caractéristiques du fluide. Elle représente le volume de fluide
traversant en une unité de temps, sous ’effet d’une unité de gradient de pression une unité

de section orthogonale a la direction d’écoulement.

La conductivité hydraulique :

La conductivité hydraulique (K) est un coefficient dépendant des propriétés du milieu
poreux et de celles du fluide concerné, qui exprime l'aisance qu’a ce fluide a se déplacer a
travers la tortuosité des vides ou encore 'aptitude du milieu poreux a laisser circuler ce

fluide a travers lui.

3.2.2 Caratéristiques physiques d’ un milieu poreux

Le milieu poreux présente deux couples de caratéristiques physiques :
-isotropie ou anisotropie

-homogénéité ou hétérogénéité
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Un milieu est dit isotrope lorsque ses caractéristiques physiques (granulométrie en parti-
culier) sont constantes dans les trois directions de 'espace. Dans le cas contraire, il est
anisotrope.

Un milieu est homogéne lorsqu’il présente, en tous points dans le sens de I’écoulement, des
caractéristiques physiques constantes. Dans le cas contraire, le milieu est hétérogene.

Un milieu poreux homogéne peut étre isotrope ou anisotrope. Un milieu poreux hétérogene

est toujours anisotrope Figure 3.1.

=

hetéerogene homogéne

FIGURE 3.1 — figure d’isotropie (a) et anisotropie (b, c, d). Homogénéité

(b, c) et hétérogénéité (d)

3.2.3 Ecoulement dans un milieu poreux

Le processus d’écoulement est gouverné par les relations issues de la loi de Darcy et de

I’équation de conservation de la masse.

a) Loi de Darcy :

La loi expérimentale de Darcy ou loi de Darcy a été établie par Henry Darcy (1856)(7].
Elle est notamment utile pour calculer les écoulements souterrains de 1’eau ou liquide,
verticalement a travers le sol vers la nappe par exemple, ou a travers un milieu poreux

(comme, par exemple, dans un barrage en terre).
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Pour un fluide incompressible la loi de Darcy s’écrit :

u = _hpg (£ +2) = —kVh. (3.1)
oo pyg

u : Le vecteur vitesse de Darcy.

k : La perméabilité intrinséque du milieu.
— p : La masse volumique du fluide.

g : La constante de gravité.

— z : La cote verticale.

P : La pression.

— h= % + 2z : La charge hydraulique.

k : Le tenseur de perméabilité.

— p : La viscosité.

b) L’équation de conservation de la masse :

L’équation de conservation de la masse exprime le principe de la conservation de la

masse d’un fluide en mouvement, dans un volume élémentaire, elle s’écrit sous la forme :

5% + div(u) = f. (3.2)

- S : Le coefficient d’emmagasinement.
- f : Le terme source pour l'espéce par unité de volume, qui modélise le cas échéant,

I’émission par une source ponctuelle.

3.2.4 Equation de convection-diffusion

L’équation du transport avec convection-diffusion est donné par :

¢6@_€ + div(—=DVC) + div(CT) = f. (3.3)
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- C': La concentration de soluté,[M L™

- 4 : La vitesse de filtration de I’écoulement c.a.d la vitesse de Darcy,[LT ]

- ¢ : La porosité.

- f : Le terme source,[MT].

- D : Le tenseur de dispersion-diffusion représentant la contribution de la dispersion ciné-
matique et de la diffusion moléculaire.

On résout d’abord l’équation de Darcy et la conservation de la masse indépendamment
du transport pour obtenir la vitesse. En suite, cette vitesse est utilisée pour simuler le

transfert du polluant.

3.3 Discrétisation par la méthode des volumes finis

3.3.1 Etude de schéma numérique de ’équation convection-

diffusion en 1D

Nous allons considérer I’équation de convection-diffusion
monodimensionelle sur un intervalle borné 2 =]0; L[. Cette équation peut s’ écrire de la

maniére suivante :

dec 0 dc
E+%(—Da—x+uc)_f O<ax<L,0<t<T (3.4)

Conditions initiales et aux bords

A cette équation, on associe une condition initiale C'(z,0) = Cy(x) et des condi-
tions aux bords. Dans la suite, on choisit d’imposer en z = 0 une condition de Dirichlet

C(t,0) = Cy(t), et en x = L C(t, L) = Cy(t).

On suppose que la porosité ¢; et la diffusion D; sont constantes sur la maille i. On
choisit d’évaluer D, /> en faisant une moyenne harmonique de D; et D;;; et On choisit

d’évaluer le flux convectif de la maniére & ce qu’il soit décentré en amont. La moyenne
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harmonique est l'inverse de la moyenne des inverses.

Notations indicielles

On note C; la valeur discréte de C(x) au point (z;) soit C; = C(x;).

De méme pour la dérivée de C(x) au noeud (x;) on note :

oC oC

(%)x:xl = (%)z

Cit1—C;
hi+§
Cn+1_cn
At :

On approche % par le quotient différentiel
On approche 86% par le quotient différentiel
On note h; = Tipl =T 1
fi= hl f;i% f(x)dx

At désigne 216 pas du temps

Divij2 = 515, avec Dy =Dy et Dyyijp = Dy et hipiys =

hi+hii1
2

3.3.2 Discrétisation en espace

On traite la discrétisation en espace et en temps séparament on utilise le schéma
implicite en temps pour les différents termes de l'opérateur du transport. Pour la
discrétisation en espace, et pour toutes les expériences numériques, on utilise une méthode
des volumes finis centrées sur les mailles. Les mailles sont notées par les indices t = 1,.., N
et les extrémités des mailles par les indices i +1/2, ¢ = 0, .., N. L’intervalle [0, L] est divisé
en N intervalles [x;_1/2,%;41/2] de longueur h;, i = 1,.., N avec &1/2 = 0, on41/2 = L.

On écrit I'équation (3.1) sous la forme :

oc Oy

A 3.5

ot i Ox / (8:5)
ou : p(x,t) = —D% + uc est le flux de soluté traversant le point = a l'instant t.Ce flux
est la somme de deux flux ¢ = ¢; + ¢, un flux de diffusion p; = —D% et un flux de

convection ¢, = uc.
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FIGURE 3.2 — Discrétisation du domaine 2.

On intégre I'équation (3.5) sur [x;_1/2,%;41/2] on obtient :

Tit1/2 80 Tit1/2 8@ Tit1/2
—d dr = d
/x“/2 5 T + /x I x / fdx

1/2 Ti—1/2

dCi
Gbihia + Pir12 — pi-172 = fil

dCi
¢ihi% + Vajit1/2 t Pdit1/2 — Pai-1/2 — Pdi-1/2 = fili

ol les flux ¢ 4172 et pq41/2 sont définis par :

Cit1 — C;

h ), Pa,i+1/2 = UC;
i+1/2

Pdi+1/2 = _Di+1/2<

3.3.3 Discrétisation en temps
Convection et diffusion :schéma implicite

On discrétise l'intervalle [0, 7] par le pas de temps At, et on note par C!* la valeur de

Le schéma totalement implicite s’écrit : On intégre (3.5) en un point x; par rapport au

tn+1 aO tn+1 890 tn+1
i~ dt L dt = L dt
/tn ¢ ot * /tn ox /tn 4

on approche g—i(ﬁi, t) par le coefficient différentiel w tel que h; = Ti41/2 — Tim1)2

temps donc on aura :

donc on obtient :
n+1 n+1

GO = Op) + AT

ou At =t,,1 — t, ce qui donne :
h’ZQSZ(OZn—H - Czn) + (@Z:jl/g + 902211/2 - (;032;11/2 - @Zjil/Q)At = fznh'zAt
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on a alors aprés remplacement des quantités :

C’.”‘H _ C«n-ﬁ-l n+l _ ~mn+l
—H—— ) 4 D A1) ue !
i+1/2 i—1/2

—uAtCH = ;O + frhiAt

;1 CP — Dy AL

En regroupant les termes on obtient :

Di_ Dz Di—
(——EAL —uA)CH + (dihs + — L AL+ TR AL uAnCPH
i—1/2 hi+1/2 i—1/2

D;
—( L2 At)CHE = ¢ihiCF + flhiAt
hiv1y2
Conditions aux bords
Pour ¢+ = 1, on a imposé une condition de Dirichlet & gauche donc on sait la

concentration au point x :

h1¢1(C{L+1 - C{L) + (3033/12 + 8023/12 - @Zj/lz - @Z,Jlr/lQ) At = flnhl At

Alors :
D D D
(d1hy + h3/ 2 AL+ ult + hl/ ZAHCT — hi/?mcgﬂ
3/2 1/2 3/2
m l)l/2 n+1 n
= ¢1h101 + ( At + UAt)Cg + fl hlAt

hi /2

Lorsque i = N, on a

hyon(Cy™ = CR) + <902,J1r\/1+1/2 + 902#1\711/2 - wsj\flfl/Q - 902#1\7171/2) At
tn+1
:/ frhn At
tn

Par la condition de Dirichlet imposée dans les hypothéses on a :

D D Dn_
SN (O — Cf) — (YOt A 4 (YO AL + Ot + T2 (Ot - o)
hn1/2 hni1y2 hn_1/2

—uCTH AL = frhyAt

Alors :
Dy_ D Dy_
Ot (=2 ) At + O (b + ulst 4 2 TN Ay
hN—1/2 hN+1/2 hN—1/2
D
— SnhnCR + (2 2Y Ot AL+ fRhy At
hyi1/2
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Le systéme linéaire :

On a donc un systéme linéaire sous la forme AC = B avec O=(c"'.... .7 est la
1 1ty N

solution de systéme.La matrice tridiagonale A est définie par :

o1h1 + aq + a, —a, 0
—Qq ¢2h2 + aq + Ay  —0y
0 —Qaq quhN—f—CLd—'—av
D, i D, 1
avec ag=+—=At + Atu et a,=—2>At

i—3 it

Le vecteur de second membre B contient les conditions aux limites.

(252 + WAty ™ + gilncy + Athy ff
Pahacy + fho At

qu—th—lCX[_l + f]T\l[_th_lAt
n n D n

Pour calculer C™*1, il est alors nécessaire d’inverser la matrice A. Il faut alors absolument
utiliser un algorithme d’inversion par exemple LU Comme A est a diagonale strictement

dominante i. e :

Jai| > lay| -
1#]
Donc A est inversible, et le probléme discret admet une unique solution.

3.4 Reésultats numériques

3.4.1 Simulations Numériques
La solution analytique

Dans un domaine monodimensionnel on peut obtenir la solution analytique de I'équa-

tion de convection-diffusion on impose une concentration constante en x = 0 et v =1 a
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t > 0 sous la forme :

c(z,t) = exp(z) + z(x — )uDt

d1 = C(O,t) =1

kalg =¢(1,t) = exp(1)

f(x,t) a été trouvé en substituant c(t, x) dans I’équation de transport :

flx,t) =x(x — 1) + 2utx — t(u+ 2D) + exp(x)(u — D)

Comparaison des résultats numériques avec la solution analytique

Sur toutes les figures ,les courbes rouges représentent les solutions analytiques les
courbes bleues représentent la concentration dans le cas de schéma implicite.
On fixe le pas de temps a dt = 0.001 et on prend
u=10,0p =1et D=0.1.
Les figures ci-dessous représentent ’évolution de la concentration dans le milieu homogéne

au différent pas de maillage h.
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exact
implicite

26t

24} 1

22t 1

cix 1)

FIGURE 3.3 — Evolution de la concentration avec h=0.1

28 T T T T T T T T T
exact
implicite H

i

26t

c(x t)

FIGURE 3.4 — Evolution de la concentration avec h—0.0125

D’aprés les figures ci-dessus, on constate que lorsqu’on raffine le maillage, la solution

numérique converge vers la solution exacte autrement dit I’ erreur devient plus petit, ce
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qui est apparait dans le tableau suivant :

h 1/10 1/20 1/40 1/80
en(L™) | 0.1528 0.0803 0.0410 0.0208
en(L?) | 0.3116 0.2174 0.1537 0.1082
ordrep 0.928 1.017 0.979

TABLE 3.1 — L’erreur en fonction de A

Deuxiéme test :

Dans cas tests on fixe dt = 0.001 ,u = 10 et ¢ = 1,on fait varier le coefficient de diffusion
et on étudie I'erreur entre la solution exacte avec la solution numérique aux différents pas

de maillage :

h 1/10 1/20 1/40 1/80
en (L) | 0.1023 0.0544 0.0284 0.0145
en(L?) | 0.2199 0.1633 0.1193 0.0859
ordre 0.911 0.937 0.9698
TABLE 3.2 — L’erreur en fonction de h ,quand D=1
h | 1/10 1/20 1/40 1/80
en(L>) | 0.1787 0.0909 0.0457 0.0228
en(L?) | 0.3329 0.2315 0.1623 0.1142
ordre 0.9751 1.992 1
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h | 1/10 1/20 1/40 1/80
en(L*) | 0.1791 0.0912 0.0460 0.0231
en(L?) | 0.3332 0.2317 0.1625 0.1144

ordre 0.9736 0.9873 0.9937

TABLE 3.4 — L’erreur en fonction de h ,quand D=0.00001

Les tableaux ci dessus montrent que I'erreur augmente quand le coefficient de diffusion

et plus petit c’est-a-dire lorsque le milieu est caractérisé par une faible diffusion .
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Méthodes des volumes de finis pour 1’équation de convection-diffusion

Conclusion générale

Les méthodes des volumes finis présentent des qualités considérables qui les font souvent
employées pour les equations de conservations,les problémes industriels,biologiques,etc
dans lesquels de nombreux phénoménes physiques sont couplés.

Dans la premiére partie de ce travail,nous avons appliqué une approche numérique aux
volumes finis pour la résolution de l’équation de convection-diffusion stationnaire
unidimensionnel,dans laquelle nous avons prouvé la consistance et la convergence du
schéma trouvé,puis nous avons présenté des tests numériques

Dans la deuxiéme partie, on s’est intéressé a I’étude de ’équation de convection- diffusion
en deux dimensions par la méthode des volumes finis en utilisant différents schémas
d’approximation des flux numériques. Nous avons étudié un schéma numérique qui est
inconditionnellement stable et de second ordre de précision .

Dans la troisiéme partie, nous nous sommes intéressés a la résolution numérique de
I’équation de transport dans un milieu homogéne. Une comparaison entre la solution
analytique et la solution numérique a été présentée tout en mettant en oeuvre différentes

valeurs de pas de maillage et de coefficients de diffusion .

Master : MACS FSTF
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