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1 Introduction

Dans les années récentes, l'étude des fonctions multivoques mesurables a été développée

de manière extensive avec des application en mathématiques économiques et au problème de

contrôle optimal.

Ce travail est divisé en six sections.

Dans la première section, nous donnons des dé�nitions et notations utiles.

La deuxième section présente la théorie de l'espérance conditionnelle multivoque et des

martingales multivoques comme généralisation du cas simple où l'on traite avec des variables

aléatoires à valeurs dans un espace de Banach. Ainsi nous citons la mesurabilité des fonctions

multivoques et la notion de décomposabilité qui jouera un rôle principal dans la construction

de l'espérance conditionnelle multivoque, nous formulons l'espace de famille de fonctions mul-

tivoques intégrablement bornées à valeurs dans l'ensemble des parties d'un espace de Banach

et certains de ses sous-espaces, nous donnons quelques propriétés des fonctions multivoques et

espérance conditionnelle dans ces espaces.

La troisième section donne une vue générale sur la convergence des martingales multivoques

et traite, notamment, la convergence presque sûre, la convergence scalaire et la convergence

de Mosco.

Dans la quatrième section, nous introduisons les martingales à la limites (Mil) et nous

établissons, dans un premier cas, leur convergence de Mosco dans l'espace des fonctions mul-

tivoques intégrablement bornées à valeurs faiblement compactes convexes dans un espace de

Banach séparable ayant la propriété de Radon-Nikodym (RNP) de dual aussi séparable. Le

deuxième cas établit les convergences scalaire et de Mosco pour les martingales à la limite

faiblement compacts convexes sans RNP.

Cinquièmement, nous obtenons la convergence scalaire et convergence de Mosco pour les

pramarts multivoques..

Finalement, nous comparons les di�érentes notions traitées dans les sections précédentes :

martingale, martingale en limite, amart et pramart, et nous véri�ons si l'on peut construire

une théorie générale.
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2 Notations et dé�nitions

• (Ω,F , P ) : un espace probabilisé ;

• (Fn, n ≥ 1) : une �ltration sur (Ω,F), F∞ = σ (
⋃∞
n=1Fn) ;

• T : ensemble des temps d'arrêt bornés sur l'espace �ltré (Ω,F , (Fn)n , P )

• X : un espace de Banach séparable muni d'une norme ‖‖, X∗ son dual séparable ;

• P(X) : famille des parties de X ;

• Fonction multivoque : c'est une fonction F : Ω −→ P(X) ;

• Domaine d'une fonction multivoque F : D(F ) = {ω ∈ Ω : F (ω) 6= ∅} ;
• Graphe d'une fonction multivoque F : G(F ) = {(ω, x) ∈ Ω×X : x ∈ F (ω)};
• F−1(A) = {ω ∈ Ω : F (ω) ∩A 6= ∅} où A ∈ P(X) ;

• PF : distribution de F dé�nie par : PF (A) = P
(
F−1(A)

)
A ∈ P(X), pour une

fonction multivoque F.

• P(X) : famille des parties fermées de X ;

• O(X) : famille des ouverts de X ;

• wkc(X) : famille des parties faiblement compactes convexes de X ;

• cb(X) : famille des parties fortement convexes bornées de X ;

• cf(X) : famille des parties convexes fermées de X ;

• cfb(X) : famille des parties convexes fermées bornées de X ;

• ck(X) : famille des parties convexes compactes de X ;

• wkcf(X) : famille des parties faiblement compactes convexes fermées de X ;

• skcf(X) : famille des parties fortement compactes convexes fermées de X ;

• U− = {C ∈ cf(X) : C ∩ U 6= ∅} ∀C ∈ P(X). Dans cette dé�nition, cf(X) peut être

remplacé par wkc(X), skc(X), ck(X) ou cfb(X) selon le contexte ;

• E : σ-algèbre d'E�ros de cf(X) (ou cfb(X), ou ck(X), ou wkc(X)). C'est la tribu sur

cf(X) (ou cfb(X), ou ck(X), ou wkc(X)) engendrée par par la classe {U− : U ∈ O(X)} ;
• M [Ω;X] : ensemble des fonctions multivoques à valeurs fermées ;

• L p
R(Ω,F , P ) ou, en abrégé, L p

R : famille des fonctions f : Ω −→ R telle que |f |p soit

intégrable (1 ≤ p <∞) ;

• L p
X(Ω,F , P ) ou, en abrégé, L p

X : famille des fonctions f : Ω −→ X telle que ‖f‖p soit
intégrable (1 ≤ p <∞) ;

• L p
R(Ω,B, P ) ou, en abrégé, L p

R(B) : famille des fonctions B-mesurables f : Ω −→ R telle

que |f |p soit intégrable (1 ≤ p <∞) ;

• L 1
X(Ω,B, P ) ou, en abrégé, L 1

X(B) : famille des fonctions B-mesurables f : Ω −→ X

telle que ‖f‖p soit intégrable (1 ≤ p <∞) ;
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• SpF (B) =
{
f ∈ L p

X(B) : ∀ω ∈ Ω f(ω) ∈ F (ω)
}
où B est une sous-tribu de F , F : Ω −→

P(X) une fonction multivoque et (1 ≤ p <∞) ;

• SpF = SpF (F) ;

• S1
EBF

(B) =
{
EBf : f ∈ L 1

F

}
où B est une sous-tribu de F et F : Ω −→ P(X) une

fonction multivoque ;

• S1
b(X)(Ω,F , P ) ou, en abrégé, S1

b(X) : famille des fonctions multivoques intégrablement

bornées ;

• S1
bc(X)(Ω,F , P ) ou, en abrégé, S1

bc(X) : famille des fonctions multivoques intégrablement

bornées convexes ;

• S1
bck(X)(Ω,F , P ) ou, en abrégé, S1

bck(X) : famille des fonctions multivoques intégrablement

bornées convexes compactes ;

• S1
wkcf(X)(Ω,F , P ) ou, en abrégé, S1

wkcf(X) : famille des fonctions multivoques à valeurs

dans wkcf(X) intégrablement bornées ;

• S1
skcf(X)(Ω,F , P ) ou, en abrégé, S1

skcf(X) : famille des fonctions multivoques à valeurs

dans skcf(X) intégrablement bornées ;

• Intégrale d'une fonction multivoque F :

ˆ
Ω
F dP =

{ˆ
Ω
f dP : f ∈ L 1

F

}
• d(x,C) = infc∈C ‖ x− c ‖ ∀C ∈ P(X) ;

• Distance de Hausdor� :

H(C,D) = max

{
sup
x∈C

d(x,D), sup
x∈D

d(x,C)

}
∀C,D ∈ P(X) ;

• Si F1, F2 ∈ L 1
X , la fonction ω 7−→ H (F1(ω), F2(ω)) est intégrable. On dé�nit alors :

∆ (F1, F2) =

ˆ
Ω
H (F1(ω), F2(ω)) dP (2.1)

• Fonction d'appui : δ∗ (x∗, C) = supx∈C 〈x, x∗〉 ∀x∗ ∈ X∗ ∀C ∈ P(X) ;

•
∥∥C∥∥ = supx∈C

∥∥x∥∥ ∀C ∈ P(X) (rayon de C) ;

• τM : topologie de Mosco. C'est la topologie sur les parties de X faiblement fermées dont

une base de voisinages est :

{
V − ; V fortement ouvert

}
et

{
(Kc)+ : K faiblement compact

}
où, pour tout C ∈ P(X), C+ = {A ∈ P(X) : A ⊂ C} et C− = {A ∈ P(X) : A ∩ C 6= ∅} ;

5



• τL : topologie linéaire dans cf(X). C'est la topologie sur cf(X) engendrée par les en-

sembles de la forme U−, où U est un ouvert de X, et les ensembles

Λ(x∗, α) = {C ∈ cf(X) : δ∗ (x∗, C) < α}

où x∗ ∈ X∗ \ {0} et α ∈ R ;

• τH : topologie associée à la distance de Hausdor� ;

• τMa : topologie de Mackey. C'est la topologie sur X engendrée par tous les ensembles

absolument convexes et faiblement compacts dans X∗ ;

• Convergence pour la topologie scalaire : une suite {Cn : n ≥ 1} ⊂ P(X) converge vers

C ∈ P(X) pour la topologie scalaire et l'on note τs-limCn = C si :

δ∗ (x∗, C) = lim
n→+∞

δ∗ (x∗, Cn) ∀x∗ ∈ X∗ ;

• Convergence pour la topologie de Mosco : une suite {Cn : n ≥ 1} ⊂ P(X) converge vers

C ∈ P(X) au sens de Mosco et l'on note τM -limCn = C si : C = s− LiCn = w − LsCn où :

s− LiCn =
{
x ∈ X : ∀n ≥ 1 ∃xn ∈ Cn (xn)n

s−→ x
}

w − LsCn =
{
x ∈ X : ∃ (Cnk)k sous-suite de (Cn)n et ∀k ≥ 1 ∃xk ∈ Cnk (xk)k

w−→ x
}

;

• Une fonction M : F → P(X) est dénombrablement additive si M (
⋃∞
n=1An) =∑∞

n=1M (An) pour tout suite (An, n ≥ 1) à éléments deux à deux disjoint de F ;

• Une fonction M : F → P(X) est dite une mesure si M est dénombrablement additive

et M (∅) = {0} ;
• Une mesure multivoque M est absolument continue par rapport à P si P (A) = 0 ⇒

M (A) = {0} pour tout A ∈ F ;

• Si M est une mesure multivoque, la variation VM de M est dé�nie par :

VM (A) = sup

n∑
i=1

‖M (Ai)‖

où la borne supérieure est prise sur toutes les partitions �nies mesurables de A.
Si VM (Ω) <∞ on dit que M est à variation bornée ;

• Si {Cn : n ≥ 1} ⊂ P(X), la somme

∞
•∑

n=1

Cn est dé�nie par les propriétés suivantes :

(1) pour tout k ≥ 1,

k
•∑

n=1

Cn=
k∑
n=1Cn ;
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(2)

∞
•∑

n=1

Cn est fermé borné ;

(3) limkH


k
•∑

n=1

Cn,

∞
•∑

n=1

Cn

 = 0

• Une fonction multivoque à valeurs fermées convexes est une
∑̇
-mesure si M (∅) = {0}

et M (
⋃∞
n=1An) =

∑̇∞
n=1M (An) pour tout suite (An) éléments deux à deux disjoint de F .

• Un espace X est complètement régulier si il est séparé et :

∀x ∈ X,∀A ∈ P(X) \ {x} ∃f continue telle que :

f : X −→ [0, 1]

y 7−→ 0 si y = x et 1 si y ∈ A

3 Propriétés des multifonctions

3.1 Mesurabilité et décomposabilité

Théorème 3.1. Soit (Ω,F) un espace mesurable et X un espace métrique séparable.

Soit F : Ω −→ P(X) une fonction multivoque mesurable à valeurs dans P(X).

On considère les conditions suivantes :

1. Pour toute borélien B ⊂ X, F−1(B) ∈ F ;

2. Pour toute fermé C ⊂ X, F−1(C) ∈ F ;

3. Pour toute ouvert O ⊂ X, F−1(O) ∈ F ;

4. D(F ) ∈ F et, pour tout x ∈ X, l'application ω 7−→ d(x, F (ω)) est une fonction

mesurable de ω ∈ Ωvers R ;

5. D(F ) ∈ F et il existe une suite (fn)n≥1 de fonctions dé�nies sur D(F ) à valeurs

dans X et telle que F (ω) = {fn, n ≥ 1} pour tout ω ∈ Ω ;

6. G(F ) est F ⊗ BX-mesurable, BX étant la la tribu borélienne de X.

Alors on a les résultats suivants :

a. 1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇔ 4. ⇒ 6. ;

b. Si X est complet, alors 3. ⇒ 5. ;

c. Si X est complet et s'il existe sur F une mesure σ-�nie complète, les conditions 1.

à 6. sont équivalentes.

Corollaire. Soient F1, F2 ∈M [Ω;X] et p ∈ [1,+∞]. Si SpF1
= SpF2

6= ∅, alors F1(ω) = F2(ω)

pour P -presque tout ω ∈ Ω.

Lemme 3.2. Soient F ∈M [Ω;X] et p ∈ [1,+∞]. Si SpF 6= ∅, il existe une suite {fn, n ≥ 1} ⊂
SpF telle que F (ω) = {fn(ω), n ≥ 1} pour tout ω ∈ Ω.
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Démonstration. Puisque F ∈M [Ω;X], d'après le théorème 3.1, il esiste une suite {gj , j ≥ 1}
de fonctions mesurables telle que, pour tout ω ∈ Ω, F (ω) = {gj(ω), j ≥ 1}.

Soit f ∈ SpF . Pour j ≥ 1 et m ≥ 1, dé�nissons :

Bjm = {ω ∈ Ω : m− 1 ≤ ‖gj(ω)‖ < m}

fjm = 1Bjmgj + 1Bcjmf

Alors {fjm , j ≥ 1, m ≥ 1} ⊂ SpF et, pour tout ω ∈ Ω, on a : F (ω) = {fjm(ω), j ≥ 1, m ≥ 1}.

Lemme 3.3. Soient F ∈ M [Ω;X] et p ∈ [1,+∞[. Soit {fn, n ≥ 1} ⊂ SpF telle que F (ω) =

{fn(ω), n ≥ 1} pour tout ω ∈ Ω. Alors, pour tout f ∈ SpF et tout ε > 0, il existe une partition

mesurable �nie {A1, . . . , An} de Ω telle que :∥∥∥∥∥f −
n∑
i=1

1Aifi

∥∥∥∥∥
p

< ε

Démonstration. Soit f ∈ SpF et tout ε > 0, alors f(ω) ∈ F (ω), pour tout ω ∈ Ω.

Prenons ε > 0, alors il existe une partition mesurable dénombrable {Bi, i ≥ 1} de Ω telle

que :

‖f(ω)− fi(ω)‖ < εp ∀ω ∈ Bi ∀i ≥ 1

et dé�nissons une partition �nie {A1, . . . , An} de la manière suivante :

A1 = B1 ∪

( ∞⋃
i=n+1

Bi

)
et Ai = Bi pour 2 ≤ i ≤ n.

Alors :∥∥∥∥∥f −
n∑
i=1

1Aifi

∥∥∥∥∥
p

p

=

ˆ
Ω

∥∥∥∥∥f −
n∑
i=1

1Aifi

∥∥∥∥∥
p

dP

=
n∑
i=1

ˆ
Bi

∥∥∥∥∥f −
n∑
i=1

1Aifi

∥∥∥∥∥
p

dP +
∞∑

i≥n+1

ˆ
Bi

∥∥∥∥∥f −
n∑
i=1

1Aifi

∥∥∥∥∥
p

dP

=

n∑
i=1

ˆ
Bi

‖f(ω)− fi(ω)‖p dP +

∞∑
i≥n+1

ˆ
Bi

‖f(ω)− f1(ω)‖p dP

≤
n∑
i=1

ˆ
Bi

εp dP +

∞∑
i≥n+1

ˆ
Bi

εp dP = εp
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Théorème 3.4. Soient F1, F2 ∈M [Ω;X] deux fonctions multivoques à valeurs fermés et F

la fonction multivoque dé�nie par F (ω) = F1(ω) + F2(ω). Alors F ∈ M [Ω;X] . En outre, si

SpF1
et SpF2

sont non vides, pour p ∈ [1,+∞[, alors SpF = SpF1
+ SpF2

, la fermeture dans L p
X(Ω).

Démonstration. Le premier résultat est trivial et découle du théorème 3.1 puisque X est un

espace de Banach et de l'équivalence 2.⇐⇒5.

Soit p ∈ [1,+∞[ tel que SpF 6= ∅. Par lemme 3.2, il existe deux suites {f1i, i ≥ 1} ⊂ SpF et

{f2j , j ≥ 1} ⊂ SpF tel que F1(ω) = {f1i(ω), i ≥ 1} et F2(ω) = {f2j(ω), ≥ 1}pour tout ω ∈ Ω.

Donc F (ω) = {f1i(ω) + f2j(ω), i, j ≥ 1} pour tout ω ∈ Ω et par lemme 3.3 on peut choisir

une partition {A1, . . . , An} de Ω, et des entiers i1, ..., inet j1, ..., jn tels que :∥∥∥∥∥f −
n∑
k=1

1Ak(f1ik + f2jk)

∥∥∥∥∥
p

< ε

d'où SpF ⊂ S
p
F1

+ SpF2
.

Proposition 3.5. Soient F ∈M [Ω;X] et p ∈ [1,+∞[. Si SpF 6= ∅, alors S
p
F est convexe si et

seulement si F (ω) est convexe pour P -presque tout ω ∈ Ω.

Dé�nition 3.6. Soit M\, un ensemble de fonctions mesurables f : Ω −→ X .

On dit que M est décomposable si on a :

∀f1, f2 ∈M ∀A ∈ F 1Af1 + 1Ω\Af2 ∈M

Remarque. Si M est décomposable, alors
∑n

i=1 1Aifi ∈M pour toute partition mesurable �nie

{A1, A2, ..., An} de Ω et toute suite �nie {f1, f2, ..., fn} ⊂M.

Théorème 3.7. Soit M un sous-ensemble non vide fermé de L p
X ,1 ≤ p ≤ ∞. Alors il existe

un F ∈M [Ω;X] tel que : M = SpF si et seulement si M est décomposable.

Démonstration. Soit M un sous-ensemble de L p
X non vide, fermé, décomposable. Appliquons

Lemme 3.2. Il existe une suite {fi, i ≥ 1} ⊂ L p
X telle que{fi (ω) , i ≥ 1} soit dense dans X,

pour tout ω ∈ Ω.

Pour tout i, soit αi = inf
{
‖fi − g‖p : g ∈M

}
et une suite {gij , j ≥ 1} ⊂ M telle que

‖fi − gij‖p −→ αi.

On dé�nit F ∈M [Ω;X] par :

F (ω) = {gij (ω) : i, j ≥ 1} ω ∈ Ω.
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Montrons que M = SpF :

Par le Lemme 3.3, on peut prendre une partition mesurable �nie {A1, . . . , An} ⊂ Ω et

{h1, ..., hn} ⊂ {gij , i, j ≥ 1} telles que :∥∥∥∥∥f −
n∑
k=1

1Akhk

∥∥∥∥∥
p

< ε

Puisque
∑n

k=1 1Akhk ∈M , on a donc f ∈M . D'où SpF ⊂M .

Supposons que M 6= SpF . Alors il existe f ∈M , A ∈ F avec P (A) > 0 et δ > 0 tels que :

inf
i,j
‖f (ω)− gij (ω)‖ ≥ δ ∀ω ∈ A

Prenons un entier i �xe tel que l'ensemble :

B = A ∩
{
ω ∈ Ω : ‖f (ω)− fi (ω)‖ < δ

3

}
ait une mesure strictement positive et soit :

g
′
j = 1Bf + 1Ω\Bgij j ≥ 1

Alors puisque {gj , j ≥ 1} ⊂M et

‖fi (ω)− gij (ω)‖ ≥ ‖f (ω)− gij (ω)‖+ ‖f (ω)− fi (ω)‖ > 2
δ

3
∀ω ∈ B

on a pour j ≥ 1 :

‖fi − gij |‖pp − α
p
i ≥ ‖fi − gij‖pp −

∥∥∥fi − g′j∥∥∥p
p

=

ˆ
B

(
‖fi (ω)− gij (ω)‖p −

∥∥∥fi (ω)− g′j (ω)
∥∥∥p) dP (ω)

≥
((

2
δ

3

)p
−
(
δ

3

)p)
P (B) > 0

Pour j tendant vers l'in�ni, on obtient la contradiction. Donc : M = SpF .

L'implication réciproque est triviale car, pour F ∈ M [Ω;X] , SpF est nécessairement dé-

composable.
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3.2 Intégrabilité

Dé�nition 3.8. Une fonction multivoque F : Ω −→ P(X) est dite intégrablement bornée

s'il existe ρ ∈ L1 tel que ‖x‖ ≤ ρ(ω) pour tous x ∈ X et ω ∈ Ω tels que x ∈ F (ω).

Remarque. Si F ∈M [Ω;X], il est clair que F est intégrablement bornée si et seulement si la

fonction ω −→ ‖F (ω)‖ est intégrable.
Si SpF 6= ∅ :

sup
f∈SpF

‖f‖1 =

ˆ
Ω
‖F (ω)‖ dµ

On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 3.9. F ∈M [Ω;X]. Alors F est intégrablement bornée si et seulement si S1
F est

non vide et borné dans L 1
X .

Proposition 3.10. Muni de la métrique ∆, dé�nie par l'équation (2.1), S1
b(X) est un espace

métrique complet et S1
cb(X) ⊃ S

1
ckb(X) sont des sous-espaces fermés de S1

b(X).

Théorème 3.11. On suppose que X est un espace ré�exif et soit F ∈ M [Ω;X], alors les

conditions suivantes sont équivalentes :

(1) F ∈ S1
bc(X) ;

(2) S1
F est non vide, borné et convexe dans L 1

X ;

(3) S1
F est non vide, faiblement compact et convexe dans L 1

X .

Intégrale de Bochner

Soit F ∈M [Ω;X]. L'intégrale de F est dé�nie par :

ˆ
Ω
F dP =

{ˆ
Ω
f dP : f ∈ S1

F

}
dite intégrale de Bochner.

Théorème 3.12. L'intégrale de Bochner des fonctions multivoques
´

Ω F dP a les propriétés

suivantes :

(1) H
(´

Ω F1 dP ,
´

Ω F2 dP
)
≤ ∆(F1, F2) ∀F1, F2 ∈ S1

b(X)

(2)
´

Ω(F1 + F2)dP =
´

Ω F1 dP +
´

Ω F2 dP ∀F1, F2 ∈ S1
b(X)
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Démonstration. Soient F1,F2 ∈ S1
b(X). Pour f1 ∈ S1

F1
, on a :

inf
f2∈S1

F2

∥∥∥∥ˆ
Ω
f1dP −

ˆ
Ω
f2dP

∥∥∥∥ ≤ inf
f2∈S1

F2

ˆ
Ω
‖f1 (ω)− f2 (ω)‖ dP (ω)

=

ˆ
Ω
d (f1 (ω) , F2 (ω)) dP (ω)

≤ ∆ (F1, F2)

ainsi on a :

d

(
x,

ˆ
Ω
F2dP

)
≤ ∆ (F1, F2) ∀x ∈

ˆ
Ω
F1dP

et de même :

d

(
y,

ˆ
Ω
F1dP

)
≤ ∆ (F1, F2) ∀y ∈

ˆ
Ω
F2dP

d'où (1)

(2) est immédiate d'après théorème 3.4.

Théorème 3.13. Soit F ∈ S1
bc(X), alors une fonction f ∈ L 1

X est dans S1
F si et seulement si´

A f dP∈
´
A F dP pour tout A ∈ F . De plus, si X est séparable, le même résultat est vrai pour

F∈ S1
bc(X).

3.3 Espérance Conditionnelle Multivoque

Pour f ∈ L 1
X et F1 une sous-tribu de F , l'espérance conditionnelle E (f/F1) de f par

rapport à F1 est dé�nie par la fonction E (f/F1) ∈ L 1
X (F1) telle que :

ˆ
A
E (f/F1) dP =

ˆ
A
f dP ∀A ∈ F1

Théorème 3.14. Soi t F ∈ S1
b(X), alors il existe un unique ξ (F/F) ∈ L 1

X (F) tel que :

S1
ξ(F/F) =

{
E (f/F) : : f ∈ S1

F

}
.

S1
ξ(F/F) est appelée espérance conditionnelle de F par rapport à F .

Démonstration. Soit M =
{
E (f/F) : f ∈ S1

F

}
. PuisqueM est décomposable par rapport

à F , alors M est décomposable par rapport à F et M est non vide borné dans L 1
X (F).

Donc, d'après le théorème 3.7, la proposition 3.9 et le corolaire du théorème 3.1, il existe

ξ (F/F) ∈ L 1
X (F) tel que M = S1

ξ(F/F).

Remarque. Par la proposition 3.5 on a : F ∈ S1
cb(X) =⇒ ξ (F/F) ∈ S1

cb(X) (F)
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Théorème 3.15. L'espérance conditionnelle F 7−→ ξ (F/F) sur S1
b(X) satisfait les propriétés

suivantes :

1. ∆ (ξ (F1/F) , ξ (F2/F)) ≤ ∆ (F1, F2) ∀F1, F2 ∈ S1
b(X)

En particulier
´

Ω ‖ξ (F/F (ω))‖ dP (ω) ≤
´

Ω ‖F (ω)‖ dP (ω) ∀F ∈ S1
b(X)

2. ξ (F1 + F2/F) = ξ (F1/F) + ξ (F2/F) ∀F1, F2 ∈ S1
b(X)

3. ξ (βF/F) = βξ (F/F) ∀F ∈ S1
b(X) ∀β ∈ L∞(Ω,F , P )

Démonstration. Soient F, F1, F2 ∈ L 1
X . PosonsB = ξ (F/F),B1 = ξ (F1/F) etB2 = ξ (F2/F).

1. On dé�nit l'ensemble A =

{
ω ∈ Ω : sup

x∈B1(ω)
d (x,B2 (ω)) ≥ sup

x∈B2(ω)
d (x,B1 (ω))

}
on a :

∆ (B1, B2) =

ˆ
Ω
H (B1 (ω) , B2 (ω)) dP (ω)

=

ˆ
A

sup
x∈B1(ω)

d (x,B2 (ω)) dP (ω) +

ˆ
Ω\A

sup
x∈B2(ω)

d (x,B1 (ω)) dP (ω)

= sup
b1∈S1

B1

ˆ
A
d (b1 (ω) , B2 (ω)) dP (ω) + sup

b2∈S1
B2

ˆ
Ω\A

d (b2 (ω) , B1 (ω)) dP (ω)

= sup
b1∈S1

B1

inf
b2∈S1

B2

ˆ
A
‖b1 (ω)− b2 (ω)‖ dP (ω) + sup

b2∈S1
B2

inf
b1∈S1

B1

ˆ
Ω\A
‖b1 (ω)− b2 (ω)‖ dP (ω)

= sup
f1∈S1

F1

inf
f2∈S1

F2

ˆ
A
‖E (f1/F) (ω)− E (f2/F) (ω)‖ dP (ω) +

+ sup
f2∈S1

F2

inf
f1∈S1

F1

ˆ
Ω\A
‖E (f1/F) (ω)− E (f2/F) (ω)‖ dP (ω)

≤ sup
f1∈S1

F1

inf
f2∈S1

F2

ˆ
A
‖ f1 (ω)− f2 (ω) ‖ dP (ω) + sup

f2∈S1
F2

inf
f1∈S1

F1

ˆ
Ω\A
‖ f1 (ω)− f2 (ω) ‖ dP (ω)

=

ˆ
A

sup
x∈F1(ω)

d (x, F2 (ω)) dP (ω) +

ˆ
Ω\A

sup
x∈F2(ω)

d (x, F1 (ω)) dP (ω)

≤
ˆ

Ω
H (F1 (ω) , F2 (ω)) dP (ω) = ∆ (F1, F2)

2. On a par le théorème 3.4 :
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L 1
ξ(F1+F2/F) =

{
E (f/F) : f ∈ S1

F1
+ S1

F2

}
=

{
E (f1/F) + E (f2/F) : f1 ∈ S1

F1
, f2 ∈ S1

F2

}
=

{
S1
B1

+ S1
B2

}
(avec Bi = E (Fi/F) i = 1, 2)

= S1
B1+B2

alors

ξ (F1 + F2/F) = B1 +B2 = ξ (F1/F) + ξ (F2/F)

3.Soit β ∈ L∞(Ω,F , P ), alors :

S1
ξ(βF/F) =

{
E (βf/F) : f ∈ S1

F

}
=

{
βE (f/F) : f ∈ S1

F

}
Montrons que :

{
βE (f/F) : f ∈ S1

F

}
= β

{
E (f/F) : f ∈ S1

F

}
On a, par dé�nition de l'adhérence :

{
βE (f/F) : f ∈ S1

F

}
⊃ β

{
E (f/F) : f ∈ S1

F

}
.

Soient f ∈
{
βE (f/F) : f ∈ S1

F

}
et {fn, n ≥ 1} ⊂ S1

F telle que :

‖β (ω)E(fn/F) (ω)− f (ω)‖ → 0 p.s.

Pour A = {ω ∈ Ω : β (ω) 6= 0} ∈ F , on dé�nit :

gn = 1Afn + 1Ω\Af1 ∀n ≥ 1

g = 1Aβ
−1f + 1Ω\AE (f1/F)

alors {gn, n ≥ 1} ⊂ S1
F , ce qui entraîne que ‖E (gn/F)‖ ≤ ‖ξ (F/F)‖ p.s.

Or
∥∥β (E(fn/F) (ω)− β−1f (ω)

)∥∥→ 0 p.s., donc ‖E (gn/F) (ω)− g (ω)‖ → 0 p.s.

On conclue alors que f = βg ∈ β
{
E (f/F) : f ∈ S1

F

}
D'où

{
βE (f/F) : f ∈ S1

F

}
⊂ β

{
E (f/F) : f ∈ S1

F

}
et, par suite, on a l'égalité.

Donc on a S1
ξ(βF/F) = βS1

ξ(F/F) = S1
βξ(F/F).

Ceci donne que ξ (βF/F) = βξ (F/F) .

Théorème 3.16.

1. Si F1 ⊂ F2 sont des sous-tribus de F et F ∈ S1
cb(X) (F), alors ξ (F/F1) pris dans

(Ω,F1, P ) est égale à celle prise dans l'espace (Ω,F2, P ) ;
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2. ξ (ξ (F/F2) /F1)=ξ (F/F1) pour F1 ⊂ F2 des sous-tribus de F et F ∈ S1
cb(X)

Démonstration.

1. Soit F ∈ S1
cb(X), alors :

S1
ξ(F/F1) =

{
E (f/F1) : f ∈ S1

F

}
=

{
E (E (f/F2) /F1) : f ∈ S1

F

}
=

{
E (g/F1) : g ∈ S1

F (F2)
}

2. Soient F ∈ S1
cb(X)et B = ξ (F/F2) . En remplaçant, dans l'égalité précédente, F par B

on obtient :

S1
ξ(B/F1) =

{
E (g/F1) : g ∈ S1

B (F2)
}

=
{
E (E (f/F2) /F1) : f ∈ S1

F

}
=

{
E (f/F1) : f ∈ S1

F

}
donc ξ (B/F1) = ξ (F/F1), c'est-à-dire :

ξ (ξ (F/F2) /F1) = ξ (F/F1)

Théorème 3.17. Soit F1 une sous-tribu de F .
1. Si F ∈ S1

b(X), alors :

ˆ (F1)

A
ξ (F/F1) dP =

ˆ
A
F dP ∀A ∈ F1

2. Si F ∈ S1
cb(X), alors :

ˆ
A
ξ (F/F1) dP =

ˆ
A
F dP ∀A ∈ F1

3. Si F ∈ S1
cb(X), alors ξ (F/F1)est uniquement déterminée comme la fonction dans S1

cb(X) (F1)

satisfaisant : ˆ
A
ξ (F/F1) dP =

ˆ
A
F dP ∀A ∈ F1
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4. Si X∗ est séparable et F ∈ S1
cb(X), alors ξ (F/F1)est uniquement déterminée comme la

fonction dans S1
cb(X) (F1) satisfaisant :

ˆ
A
ξ (F/F1) dP =

ˆ
A
F dP ∀A ∈ F1

5. Si X est ré�exif et F ∈ S1
cb(X), alors :

ˆ (F1)

A
ξ (F/F1) dP =

ˆ
A
ξ (F/F1) dP =

ˆ
A
F dP ∀A ∈ F1

Démonstration.

1. Soient F ∈ S1
b(X)et A ∈ F1. Si g ∈ S1

ξ(F/F1), alors il existe une suite {fn, n ≥ 1} ⊂ S1
F

telle que ‖g − E (fn/F1)‖1 −→n→∞ 0. Donc on a :

ˆ
A
g dP = lim

n

ˆ
A
E (fn/F1) dP = lim

n

ˆ
A
fn dP ∈

ˆ
A
F dP

ainsi : ˆ (F1)

A
ξ (F/F1) dP ⊂

ˆ
A
F dP

L'inclusion inverse se traite de la même façon.

2. Soient F ∈ S1
cb(X)et A ∈ F1, alors on a :

S1
ξ(F/F1)(F1) =

{
E (f/F1) : f ∈ S1

F

}
alors :

ˆ (F1)

A
ξ (F/F1) dP =

{ˆ
A
E (f/F1) dP : f ∈ S1

ξ(F/F1)

}
=

ˆ
A
ξ (F/F1) dP

et d'après 1. on obtient le résultat.

3. Si F∈ S1
cb(X), alors :

ξ (F/F1) ∈ S1
cb(X) ∀F ∈ S1

cb(X)

Pour prouver l'unicité, il su�t de montrer que, si F1,F2 ∈ S1
cb(X) :(ˆ

A
F1 dP =

ˆ
A
F2 dP ∀A ∈ F

)
=⇒ F1 = F2
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Soient F1,F2 ∈ S1
cb(X) telles que :

ˆ
A
F1 dP =

ˆ
A
F2 dP ∀A ∈ F

Alors, d'après théorème 3.13, on a S1
F1

= S1
F2
d'où F1 = F2. Ainsi 3. est prouvé

5. Supposons X ré�exif et soit F ∈ S1
cb(X). Alors, d'après théorème 3.11, S1

F est faiblement

compact. Donc, d'après 1. et2., on obtient le résultat.

4 Martingales multivoques

4.1 Propriétés générales

Dans cette section, (T,≤) désigne un ensemble ordonné �ltrant et {Fτ , τ ∈ T} une famille

de sous-σ-algèbres de F telle que Fτ1 ⊂ Fτ2si τ1 ≤ τ2.

Dé�nition 4.1. Le système {fτ ,Fτ , τ ∈ T}est une martingale à valeurs dans X si :

1. La famille {fτ , τ ∈ T} est adaptée à la famille {Fτ , τ ∈ T}, c'est-à-dire :

∀τ ∈ T fτ ∈ L 1
X (Fτ ) ;

2. ∀τ1, τ2 ∈ T τ1 ≤ τ2 =⇒ fτ1 = E (fτ2/Fτ1) .

Le système {Fτ ,Fτ , τ ∈ T} est une martingale multivoque si :

1.La famille {fτ , τ ∈ T} est adaptée à la famille {Fτ , τ ∈ T}, c'est-à-dire :

∀τ ∈ T Fτ ∈ S1
cb(X) (Fτ ) ;

2. ∀τ1, τ2 ∈ T τ1 ≤ τ2 =⇒ Fτ1 = ξ (Fτ2/Fτ1) .

Proposition 4.2. Pour chaque n ∈ N, soit Fn : Ω −→ cfb(X) une fonction multivoque.

(Fn,Fn)n∈N est dite martingale multivoque à valeurs dans S1
cfb(X)(F) si les trois conditions

suivantes sont satisfaites :

a) ∀n ∈ N Fn est Fn-mesurable ;

b) ∀n ∈ N ‖Fn(•)‖ ∈ L 1
R (Ω,Fn, P ) ;

c) ∀n ∈ N ∀i ≤ n ∀A ∈ Fi :
ˆ
A
Fi(ω)P (dω) =

ˆ
A
Fn(ω)P (dω).

Démonstration. Evidente
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Théorème 4.3. Soit {Fn,Fn, n ≥ 1} une martingale multivoque. On suppose qu'il existe F ∈
S1
cbf(X) telle que Fn = ξ (F/Fn) , pour tout n ≥ 1. On pose F∞ = σ

(⋃
n≥1Fn

)
et F∞ =

ξ (F/F∞) . Si X est ré�exif, alors H (Fn (ω) , F∞ (ω)) −→
n→∞

0 p.s. et ∆ (Fn, F∞) −→
n→∞

0.

Démonstration. Voir [13].

Dé�nition 4.4. Une famille {fτ , τ ∈ T}de fonctions mesurables à valeurs dans R est dite

uniformément intégrable si, pour tout ε > 0, il existe τ0 ∈ T et α > 0 tel que τ ≥ τ0 =⇒´
|[fτ |>α] |fτ | dP < ε.

Remarque. On peut montrer que le fait que {fτ , τ ∈ T} soit uniformément intégrable est

équivalent à :

1. ∃τ1 ∈ T sup τ≥τ1
´

Ω |fτ | dP <∞
2. ∀ε > 0 ∃τ0 ∈ T et δ > 0 tels que : τ > τ0 et P (A) < δ =⇒

´
A |fτ | dP < ε

Dé�nition 4.5. On dit qu'une suite {Fn, n ≥ 1} ⊂ S1
ckb(X) satisfait la condition d'Uhl si,

pour tout ε > 0, il existe un compact convexe K ⊂ X tel que : pour tout β > 0, il existe un

ensemble Aβ ∈ F tel que P (Aβ) ≥ 1− ε et :

⋃
n≥1

ˆ
A
Fn dP ⊂ P (A)K + βB ∀A ∈ Aβ ∩ F

où B est la boule unité de X.

Théorème 4.6. Soit {Fn,Fn, n ≥ 1} une martingale multivoque dans S1
ckb(X). Alors H (Fn (ω) , F∞ (ω)) −→

0 avec F∞ ∈ S1
ckb(X) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. {‖Fn (•)‖ , n ≥ 1} est uniformément intégrable,

2. {Fn, n ≥ 1} satisfait la condition d'Uhl.

Démonstration. Voir [12]

Dé�nition 4.7. L'espace de Banach X, possède la propriété de Radon-Nikodym, en abrégé

RNP si, pour tout espace probabilisé (Ω,F , P ) et toute probabilité Q sur (Ω,F) absolument

continue par rapport à P (Q� P ), il existe f ∈ L 1
X telle que :

Q (A) =

ˆ
A
f dP ∀A ∈ F

Théorème 4.8. On suppose que X possède la propriété RNP et que X∗ est séparable. Soit

{Fn,Fn, n ≥ 1} une martingale dans S1
cb(X). Si {‖Fn (•)‖ , n ≥ 1} est uniformément intégrable,

il existe une unique F∞ ∈ S1
ckb(X) telle que : Fn = ξ

(
F∞
/
Fn
)
, pour tout n ≥ 1.
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Démonstration. On dé�nitM =
{
f ∈ L 1

X : E
(
f
/
Fn
)
∈ S1

Fn
(Fn) ∀n ≥ 1

}
. AlorsM est non

vide, fermé, borné, convexe et décomposable dans L 1
X .

1. On voit facilement que M est fermé et convexe car, pour tout n ≥ 1, S1
Fn

(Fn) est

convexe.

2. M est décomposable. En e�et :

Soient f, g ∈M et A ∈ F . Pour n ≥ 1, on pose :

fn = E
(
f
/
Fn
)

et gn = E
(
g
/
Fn
)
.

Par le théorème de convergence des martingales, on a :

fn (ω) −→
n→+∞

f (ω) et gn (ω) −→
n→+∞

g (ω) .

Prenons :

hn = E
(
1A
/
Fn
)
fn + E

(
1Ω\A

/
Fn
)
gn n ≥ 1

on a : f, g ∈M
donc : fn = E

(
f
/
Fn
)
, gn = E

(
g
/
Fn
)
∈ S1

Fn
(Fn)

alors :

∀n ≥ 1 hn ∈ S1
Fn (Fn)

d'où {‖hn (•)‖ , n ≥ 1} est uniformément intégrable.

Comme hn (ω) −→
n→+∞

h (ω) avec h = 1Af + 1Ω\Ag, on déduit alors que‖hn − h‖1 −→
n→+∞

0 .

Si m > n, alors :

E
(
hm
/
Fn
)
∈ S1

Fn (Fn) et
∥∥E (h/Fn)− E (hm/Fn)∥∥1

≤ ‖h− hm‖1

donc, pour m→ +∞, on obtient E
(
h
/
Fn
)
∈ S1

Fn
(Fn) . Ce qui entraîne alors que : h ∈M et

ainsi M est décomposable.

3. M est borné. En e�et, on a :

∀f ∈M ‖f‖1 =
∥∥E (f/Fn)∥∥1

≤ sup
n

ˆ
Ω
‖Fn (ω)‖ dP (ω) < +∞

car la suite {‖Fn (•)‖ , n ≥ 1} est uniformément intégrable.

4. M est non vide. En e�et :

montrons que

∀n ≥ 1 ∀f ∈ S1
Fn (Fn) ∀ε > 0 ∃g ∈M :

∥∥∥∥ˆ
A
f dP −

ˆ
A
g dP

∥∥∥∥ ≤ ε ∀A ∈ Fn (4.1)
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Supposons n = 1. Soient f ∈ S1
F1

(F1) et ε > 0.

Nous construisons une suite de fonctions {fj , j ≥ 1} telles que : f1 = f et, j ≥ 1 :

fj ∈ S1
Fj

(Fj) et
∥∥fj − E (fj+1

/
Fj
)∥∥

1
≤ ε/2j (car (Fj , j ≥ 1) est une martingale et, pour

j ≥ 1, fj ∈ S1
Fj

(Fj)).
Alors, pour m > j ≥ k, on a :

∥∥∥∥ˆ
A
fj dP −

ˆ
A
fm dP

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
m−1∑
i=j

ˆ
A

(
fi − E

(
fi+1

/
Fi
))
dP

∥∥∥∥∥∥
≤

m−1∑
i=j

∥∥fi − E (fi+1

/
Fi
)∥∥

1
≤
m−1∑
i=j

ε/2i≤ε/2j−1 ∀A ∈ Fk (4.2)

ainsi, pour tout A ∈
⋃∞
k=1Fk, la limite λ (A) = limm

´
A fm dP existe (puisqueX est complet).

Puisque {‖Fm (•)‖ , m ≥ 1} est uniformément intégrable, donc la limite λ (A) existe pour tout

A ∈ F et, X possède la propriété RNP donc il existe g ∈ L 1
X tel que

λ (A) =

ˆ
A
g dP ∀A ∈ F

et, puisque E
(
fm
/
Fj
)
∈ S1

Fj
(Fj) pour m ≥ j, on a :

ˆ
A
E (g/Fj ) dP =

ˆ
A
g dP

= lim
m

ˆ
A
fm dP

= lim
m

ˆ
A
E
(
fm
/
Fj
)
dP ∈

ˆ (Fj)

A
Fj dP ∀A ∈ Fj

donc, d'après théorème 3.13, on a

E
(
g
/
Fj
)
∈ S1

Fj (Fj) ∀j ≥ 1

donc g ∈M et M est alors non vide.

5. En prenant j = k =1 et m→ +∞ dans l'équation (4.2), on obtient :∥∥∥∥ˆ
A
f dP −

ˆ
A
g dP

∥∥∥∥ ≤ ε ∀A ∈ F1
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c'est-à-dire l'équation (4.1) est véri�ée pour n = 1.

Le théorème 3.7 et les propositions 3.5 et 3.9 entraînent alors qu'il existe F∞ ∈ S1
cb(X) telle

que M = S1
F∞

.

On conclue donc que :{ˆ
A
f dP : f ∈ S1

Fn
(Fn) ∀n ≥ 1

}
=

{ˆ
A
g dP : g ∈M

}
donc

∀n ≥ 1 ∀A ∈ Fn
ˆ (Fn)

A
Fn dP =

ˆ
A
F∞ dP

Alors, d'après théorème 3.17, on a :

Fn = ξ
(
F∞
/
Fn
)

∀n ≥ 1

6. Unicité :

Soit G ∈ S1
cb(X) telle que :

Fn = ξ
(
G
/
Fn
)
∀n ≥ 1

alors on déduit que :

ˆ
A
G dP =

ˆ
A
F∞ dP ∀A ∈

∞⋃
n=1

Fn

Pour A ∈ F , prenons une suite {Ak, k ≥ 1} ∈
⋃∞
n=1Fn telle que : P (A4Ak) −→ 0 d'où

H

(ˆ
A
GdP ,

ˆ
Ak

GdP

)
−→ 0 et H

(ˆ
A
F∞ dP ,

ˆ
Ak

F∞ dP

)
−→ 0

Ainsi on a : ˆ
A
G dP =

ˆ
A
F∞ dP ∀A ∈ F

alors, d'après théorème 3.13 , on conclue que S1
G = S1

F∞
d'où G = F∞.
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4.2 Convergence des martingales multivoques

4.2.1 Propriétés de la topologie linéaire τL

Proposition 4.9. Soit (An)n∈N
⋃
{∞}une suite dans cf (X). Alors :

A∞ = τL − lim
n
An ⇐⇒


(i) d (x,A∞) = limn d (x,An) ∀x ∈ X

et

(ii) δ∗ (x∗, A∞) = limn δ
∗ (x∗, An) ∀x∗ ∈ X∗

Dans cette sous-section, nous supposons que le dual topologique X∗est fortement séparable,

c'est-à-dire pour la topologie forte.

Soient D = {xk, k ≥ 1} une partie dénombrable dense de X et D∗ = {x∗k, k ≥ 1}une partie
dénombrable dense de X∗.

Si A1, A2 ∈ cbf (X), on pose :

δ (A1, A2) = max {δ1 (A1, A2) , δ1 (A1, A2)}

avec

δ1 (A1, A2) =
∑
k≥1

2−k × |d (xk, A1)− d (xk, A2)|
1 + |d (xk, A1)− d (xk, A2)|

et

δ2 (A1, A2) =
∑
k≥1

2−k ×
| δ∗ (x∗k, A1)− δ∗ (xk, A2) |

1+ | δ∗ (xk, A1)− δ∗ (xk, A2) |

Alors (cbf (X) , δ)est un espace métrique.

Dé�nition 4.10. Une suite {An, n ≥ 1} ⊂ P (X) est dite uniformément bornée si :

sup
n≥1
‖ An ‖< +∞

Proposition 4.11. Soit
{
An, n ∈ N

}
une suite uniformément bornée dans cf(X). Alors {An, n ∈ N}

converge vers A∞ pour la métrique δ si et seulement si A∞ = τL − limnAn.

Démonstration. D'après la proposition 4.9, on a :
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A∞ = τL − lim
n
An ⇐⇒


(i) d (x,A∞) = limn d (x,An) ∀x ∈ X

et

(ii) δ∗ (x∗, A∞) = limn δ
∗ (x∗, An) ∀x∗ ∈ X∗

La famille de fonctions {d(�, A), A ∈ cf(X)} est équicontinue sur X. En e�et :

Soit x, y ∈ X, alors :

∃a ∈ A d (x,A) = inf
z∈A
‖x− z‖ = ‖x− a‖

et

∃b ∈ A d (y,A) = inf
z∈A
‖y − z‖ = ‖y − b‖

Posons ‖x− y‖ < |ε− ‖a− b‖|. Donc

‖x− y‖+ ‖a− b‖ < ε

‖x− a+ a− y + b− b‖+ ‖a− b‖ < ε

‖x− a− (y − b)− (b− a)‖+ ‖a− b‖ < ε

d'où ∣∣∣‖x− a‖ − ‖y − b‖ − ‖b− a‖+ ‖a− b‖
∣∣∣ < ε∣∣d (x,A)− d (y,A)
∣∣ < ε

donc la famille {d (•, A) , A ∈ cf (X)} est équicontinue sur X.

En outre, pour tous x∗ ∈ X∗et n ∈ N, nous avons :

δ∗ (x∗, An) ≤ ‖x∗‖ . sup
k≥1
‖Ak‖

Prenons ε > 0, ‖x∗ − y∗‖ < ε
supk≥1‖Ak‖

, alors :

‖x∗ − y∗‖ . sup
k≥1
‖Ak‖ < ε

alors

|δ∗ (x∗ − y∗, An)| < ‖x∗ − y∗‖ . sup
k≥1
‖Ak‖ < ε

ce qui entraîne

23



| δ∗ (x∗, An)− δ∗ (y∗, An) |< ε

on déduit alors que la famille {δ∗ (•, A) , A ∈ cf (X)} est équicontinue sur X∗. Le théorème

d'Ascoli entraine alors que :

A∞ = τL − lim
n
An ⇐⇒


(i) d (xk, A∞) = limn d (xk, An) ∀k ∈ N

et

(ii) δ∗ (x∗k, A∞) = limn δ
∗ (x∗k, An) ∀k ∈ N

et ceci entraîne, d'après la dé�nition de δ, que : limn δ
∗ (An, A∞) = 0

Proposition 4.12. L'espace métrique (cf(X) , δ) est séparable.

4.2.2 Convergence des martingales

Soit τ la topologie sur cf (X) telle que (cf (X) , τ)soit complètement régulier. Soit B la

tribu borélienne engendré par la topologie τ sur cf (X). On note Cb (cf (X) , τ) l'ensemble des

fonctions f : cf (X) −→ R bornées et continues par rapport à τ .

Dé�nition 4.13. Soit (Fn)n∈N
⋃
{∞}une suite de fonctions multivoques (A,B)-mesurables à

valeurs dans cf (X). On dit que la suite (Fn)n∈Nconverge en distribution vers F∞ par rap-

port à τ si et seulement si la suite des distributions (PFn , n ∈ N) converge faiblement vers la

distribution PF∞sur Cb (cf (X) , τ). Ce qui est équivalent à

∀f ∈ Cb (cf (X) , τ) lim
n

ˆ
Ω
f (Fn (ω)) dP (ω) =

ˆ
Ω
f (F∞ (ω)) dP (ω)

Théorème 4.14. On suppose que X est séparable ré�exif. Soit (Fn,Fn)n∈N une martingale

multivoque à valeurs dans S1
cfb(X)(F) telle que :

sup
n∈N

ˆ
Ω
‖Fn(ω)‖ dP (ω) < +∞.

Alors il existe F∞ ∈ S1
cbf(X)(F) telle que la suite (Fn)n∈N converge presque sûrement vers

F∞ par rapport à τL.

Démonstration. On a supn∈N
´

Ω ‖Fn(ω)‖ dPdω < +∞ est équivalent à l'existence de F ∈
S1
cbf(X)(F) telle que : Fn = ξ (F/Fn), pour tout n ≥ 1. D'où d'après théorème 4.3 on déduit

que :

H (Fn (ω) , F∞ (ω)) −→
n→∞

0 p.s
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et donc F∞ = τL − limn Fn

Lemme 4.15. Supposons que X possède la propriété de Radon-Nikodym relativement à (Ω,F , P )

et que X∗ est fortement séparable. Soit (Fn)n∈N une suite d'éléments de S1
cwk(X)(F) telle que :

(i) sup
n∈N

ˆ
Ω
‖Fn(ω)‖ P (dω) < +∞ ;

(ii) il existe un ensemble N0 ∈ F négligeable (c-à-d :P (N0) = 0) tel que :

sup
n∈N
‖Fn(ω)‖ < +∞ ∀ω ∈ Ω \N0

(iii)
{´

A Fn dP, n ∈ N
}
est faiblement compact ;

(iv) pour chaque x∗ ∈ X∗, il existe gx∗ ∈ L 1
R telle que la suite (δ∗ (x∗, Fn) , n ∈ N)

converge presque sûrement vers gx∗ .

Alors il existe un ensemble aléatoire F∞ ∈ S1
cwk(x) tel que, pour chaque x∗ ∈ X∗, la suite

(δ∗ (x∗, Fn) , n ∈ N) converge presque sûrement vers δ∗ (x∗, F∞) .

Théorème 4.16. Supposons X séparable et soit (Fn,Fn)n∈N une martingale multivoque à

valeurs dans S1
cfw(X)(F) telle que :

(i) sup
n∈N

ˆ
Ω
‖Fn(ω)‖ P (dω) < +∞ ;

(ii) il existe un ensemble aléatoire K : Ω −→ cwk(X) et un ensemble négligeable N0 ∈ F
tels que :

Fn(ω) ⊂ K(ω) ∀(ω, n) ∈ (Ω \N0)× N.

Alors il existe un ensemble aléatoire F∞ ∈ S1
cwk(X)(F) tel que (Fn, n ∈ N) converge presque

sûrement vers F∞ relativement à τL.

Proposition 4.17. On suppose X séparable. Soit N∗1 =
{
e∗j , j ∈ N

}
dense pour la topologie

de Mackey dans la boule unité fermée B∗ de X∗. Soient (An)n∈N une suite de cwk (X) et

A∞ = s− LiAn ∈ cwk (X) tel que :

δ∗
(
e∗j , A∞

)
= lim

n
δ∗
(
e∗j , An

)
∀j ∈ N

Alors :

d (x,A∞) = lim
n
d (x,An) ∀x ∈ X

Démonstration. Pour tout n ∈ N et tout x ∈ X, on a :

d (x,An) = sup
j∈N

[
< e∗j , x > −δ∗

(
e∗j , An

)]
et on a

∀j ∈ N lim
n
< e∗j , x > −δ∗

(
e∗j , An

)
=< e∗j , x > −δ∗

(
e∗j , A∞

)
25



Or, pour tout n ∈ N et tout x ∈ X, on a :< e∗j , x > −δ∗
(
e∗j , An

)
≤ d (x,An).

Donc en passant à la limite quand n −→∞, on obtient :

< e∗j , x > −δ∗
(
e∗j , An

)
≤ lim inf

n−→∞
d (x,An) (∗)

En prenant la borne supérieure en j ∈ N dans (∗)on obtient :

d (x,A∞) ≤ lim inf
n−→∞

d (x,An) (∗∗)

En outre, on a :

lim sup
n−→∞

d (x,An) ≤ d (x, s− LiAn) = d (x,A∞) ∀x ∈ X (∗ ∗ ∗)

En e�et, soit y ∈ A∞ = s− LiAn

Prenons yn ∈ An tel que ‖yn − y‖ −→ 0

on a

d (x,An) ≤ ‖x− yn‖

donc

lim sup
n−→∞

d (x,An) ≤ lim sup
n−→∞

‖x− yn‖ = ‖x− y‖

d'où

lim sup
n−→∞

d (x,An) ≤ d (x,A∞)

donc d'après (∗∗) et (∗ ∗ ∗), on déduit que :

d (x,A∞) = lim
n
d (x,An) ∀x ∈ X

Théorème 4.18. Supposons que X possède la propriété de Radon-Nikodym relativement à

(Ω,F , P ) et que X∗ est fortement séparable. Soit (Fn,Fn)n∈N une martingale multivoque à

valeurs dans S1
cwkf(X)(F) telle que :

(i) sup
n∈N

ˆ
Ω
‖Fn(ω)‖ P (dω) < +∞ ;

(ii)
{´

A Fn dP, n ∈ N
}
est faiblement compacte.

Alors il existe un ensemble aléatoire F∞ ∈ S1
cwk(X)(F) tel que (Fn, n ∈ N) converge presque

sûrement vers F∞ relativement à τL.

Démonstration. Étape 1 :
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On a : supn∈N
´

Ω ‖Fn(ω)‖ P (dω) < +∞ et
{´

A Fn dP, n ∈ N
}
est faiblement compact tel

que (Fn,Fn)n∈N ∈ S1
cwkf(X)(F)

Donc d'après lemme 4.15 : il existe un ensemble aléatoire F∞ ∈ S1
cwk(X)(F) tel que :

δ∗ (x∗, F∞) = lim
n
δ∗ (x∗, Fn) x∗ ∈ X∗

Étape 2 :

(1) on a X possède la propriété de Radon-Nikodym relativement à (Ω,F , P ) et X∗ est

fortement séparable avec les deux conditions :

(i)sup
n∈N

ˆ
Ω
‖Fn(ω)‖ P (dω) < +∞;

(ii)
{´

A Fn dP, n ∈ N
}
est faiblement compacte.

Donc d'après le théorème 5.7 vu et démontré ci-dessous, on déduit qu'il existe F∞ ∈
S1
cwk(X)(F) tel que : τM − limFn = F∞ p.s.

Et d'après proposition 4.17, on déduit que :

d (x, F∞) = lim
n
d (x, Fn) ∀x ∈ X

On conclue que :

F∞ = τL − lim
n
Fn

5 Martingales à la limite (Mil)

5.1 Convergence dans un espace RNP

Dé�nition 5.1. On suppose que le dual fort X∗
′
de X est séparable. Une suite adaptée

{Fn, n ≥ 1} ⊂ S1
cwk(X) est une mil (martingale à la limite) 1 si pour tout ε > 0, il existe p ∈ N

tel que :

∀n ≥ p P

(
sup
p≤q≤n

H (Fq, ξ (Fn|Fq)) > ε

)
< ε

Remarque. Il est à noter que si {Fn, n ≥ 1} est un mil dans S1
cwk(X), alors pour tout x

∗ ∈ B′ ,
boule unité de X∗, la suite {δ (x∗, Fn) , n ≥ 1} est un mil dans L 1

R et ceci puisque :

H (Fq, ξ (Fn|Fq)) = sup
x∗∈B′

∣∣∣∣∣δ∗ (x∗, Fp(•))− E (δ∗ (x∗, Fn(•)) |Fq)

∣∣∣∣∣
1. mil : abréviation de l'expression en anglais � martingale in limit �
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Théorème 5.2. On suppose que X∗ est séparable. Soit F ∈ S1
cwk(X). Alors on a :

τM − lim
n
ξ (F |Fn) (ω) = F (ω) p.s.

Démonstration. Il faut montrer que :

w − Lsξ (F |Fn) (ω) ⊂ F (ω) ⊂ s− Liξ (F |Fn) (ω) p.s.

1. F (ω) ⊂ s− Liξ (F |Fn) (ω) p.s. :

Soit f ∈ L 1
X (F). Par théorème de Lévy on a : limnE (f |Fn) = f p.s.

Puisque, pour tout n ≥ 1, E (f |Fn) ∈ ξ (F |Fn), alors : f ∈ s− Liξ (F |Fn), d'où :

F (ω) ⊂ s− Liξ (F |Fn) (ω) p.s.

2. w − Lsξ (F |Fn) (ω) ⊂ F (ω) p.s. :

Soit (e∗k)k≥1 une suite dense dans X∗pour la topologie de Mackey. On a :

lim
n
δ∗ (e∗k, ξ (F |Fn) (•)) = lim

n
ξ (δ∗ (e∗k, F (•)) |Fn) = δ∗ (e∗k, F (•))

Pour x dans w − Lsξ (F |Fn) (ω), il existe une suite (xk)k≥1 avec xk ∈ ξ (F |Fnk) tel que

(xk) converge faiblement vers x.

Pour tout j ≥ 1, on a :

〈
e∗j , x

〉
= lim

k

〈
e∗j , xk

〉
≤ lim sup

n
δ∗
(
e∗j , ξ (F |Fn) (•)

)
= δ∗

(
e∗j , F (•)

)
p.s.

D'après le lemme 34 dans Castaing and Valadier ([7]), on conclue que x ∈ F (ω) .

Lemme 5.3. Soient (An, n ≥ 1) et (Bn, n ≥ 1) deux suites dans cf(X) telles que :

lim
n
H (An, Bn) = 0 et τM − lim

n
An = A

alors :

τM − lim
n
Bn = τM − lim

n
An = A

Démonstration. Voir [6].

Théorème 5.4. Soit ϕ : Ω×X −→ [0,+∞] une fonction mesurable telle que :

ϕ(ω, 0) = 0 ∀ω ∈ Ω,
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Pour tous ρ, r ∈ R+, l'ensemble {x ∈ ρB : ϕ(ω, x) < r} est convexe faiblement

compact.

Soit (Fn, n ≥ 1) un mil borné dans L 1
X telle que :

sup
n≥1

ˆ
Ω
ϕ (ω, Fn(ω)) dP (ω) < +∞

Alors il existe F∞ ∈ L 1
X telle que (Fn − ξ (F∞|Fn))n≥1 converge p.s. vers {0} .

Démonstration. D'après Castaing ([3], théorème 3.9), il existe une sous-suite (Fnk , k ≥ 1) de

la suite (Fn, n ≥ 1) et une suite croissante {Bk, k ≥ 1} ⊂ F véri�ant lim
k
P (Bk) = 1 telles que

la suite (1BkFnk , k ≥ 1) soit faiblement relativement compacte dans L 1
X . En extrayant une

sous-suite, on peut supposer que la suite (1BkFnk , k ≥ 1) converge faiblement dans L 1
X vers

une fonction intégrable F∞ ∈ L 1
X et que

(
1BckFnk , k ≥ 1

)
converge p.s. vers 0.

Comme (Fn, n ≥ 1) est un mil borné dans L 1
X , alors pour tout x

∗ ∈ X∗, (〈x∗, Fn〉 , n ≥ 1)

est un mil réel borné. En utilisant le théorème 4, p. 1193 dans Talagrand ([11]), on déduit

que, pour x∗ ∈ X∗, la suite (〈x∗, Fn〉 , n ≥ 1) converge p.s. vers une fonction réelle intégrable

fx∗ . Puisque, pour tout k ≥ 1, on a : Fnk = 1BkFnk + 1BckFnk et que la suite
(
1BckFnk , k ≥ 1

)
converge p.s. vers 0, ceci entraîne que (〈x∗,1BkFnk〉 , k ≥ 1) converge p.s. vers fx∗ . Ainsi, pour

tout A ∈ F , on obtient :

ˆ
A

lim
n→+∞

〈x∗, Fn〉 dP (ω) = lim
k→+∞

ˆ
A
〈x∗,1BkFnk〉 dP (ω) =

ˆ
A
〈x∗, F∞〉 dP (ω)

Donc (Fn, n ≥ 1) converge scalairement vers F∞ p.s. Par conséquent, (Fn − ξ (F∞|Fn))n≥1

est un mil borné qui converge scalairement p.s. vers 0. Le théorème 6, p. 1193 dans Talagrand

([11]) entraîne alors que (Fn − ξ (F∞|Fn))n≥1 converge p.s. vers {0} .

Le théorème suivant est une variante du théorème ci-dessus.

Théorème 5.5. Supposons que X et X∗possèdent la propriété de Radon-Nikodym et soit

(Fn, n ≥ 1) une mil bornée dans L 1
X . Alors il existe F∞ ∈ L 1

X telle que (Fn − ξ (F∞|Fn))n≥1

converge p.s. vers {0} .

Démonstration. Notons, d'abord, que pour tout x∗ ∈ X∗, le mil réel (〈x∗, Fn〉)n≥1 converge

p.s. vers une fonction intégrable. D'après la décomposition de Gaposhkin-Slaby, il existe une

sous-suite (Fnk , k ≥ 1) de la suite (Fn, n ≥ 1) et une suite croissante {Ap, p ≥ 1} ⊂ F véri-

�ant lim
p
P (Ap) = 1 telles que, pour tout p ≥ 1, la suite

(
1ApFnk , k ≥ 1

)
soit uniformément

29



intégrable. Ceci entraîne alors que :

∀p ≥ 1 ∀A ∈ F ∩Ap lim
n→+∞

ˆ
A
〈x∗, Fn〉 dP (ω) = lim

k→+∞

ˆ
A
〈x∗, Fnk〉 dP (ω).

En utilisant le théorème 3.1 dans [5], nous déduisons alors qu'il existe une sous-suite

(Gi, i ≥ 1) de (Fnk , k ≥ 1) et F∞ ∈ L 1
X telles que, pour tout u ∈ L∞

X∗ (F ∩Ap) , on ait :

lim
i→+∞

ˆ
〈u,Gi〉 dP =

ˆ
〈u, F∞〉 dP

En particulier, pour tous x∗ ∈ X∗ et A ∈ F ∩Ap, nous avons :

lim
n→+∞

ˆ
A
〈x∗, Fn〉 dP (ω) = lim

k→+∞

ˆ
A
〈x∗, Fnk〉 dP (ω) =

ˆ
〈u, F∞〉 dP

Ce qui entraîne que, pour tous x∗ ∈ X∗ et p ≥ 1, il existe un ensemble négligeable Np
x∗ ⊂ Ap

tel que, pour tout ω ∈ Ap \Np
x∗ , on ait :

lim
n→+∞

〈x∗, Fn(ω)〉 = lim
n→+∞

〈x∗, F∞(ω)〉

Comme lim
p
P (Ap) = 1, on voit alors que :

lim
n→+∞

〈x∗, Fn(ω)〉 = lim
n→+∞

〈x∗, F∞(ω)〉 p.s.

ce qui signi�e que (Fn, n ≥ 1) converge scalairement vers F∞ p.s.

La preuve se termine exactement comme dans le théorème précèdent.

Théorème 5.6. On suppose que X∗ muni de la topologie forte est séparable et que X possède

la propriété de Radon-Nikodym.

Soit (Fn, n ≥ 1) une suite bornée dans S1
cwk(X) telle que :

1. Pour toute sous-suite (Fnm , m ≥ 1) de (Fn, n ≥ 1) et tout A ∈ F pour

lequel la suite (1AFnm , m ≥ 1) est uniformément intégrable dans S1
cwk(X),

l'ensemble
{´

A Fnm dP , m ≥ 1
}
est faiblement relativement compact ;

2. Pour tout x∗ ∈ X∗, la suite (δ∗ (x∗, Fn) , n ≥ 1) converge en probabilité

vers une fonction intégrable ϕx∗ .

Alors il existe F∞ ∈ S1
cwk(X) telle que : pour tout x

∗ ∈ X∗, il existe un ensemble négligeable

Nx∗ ∈ F tel que, pour tout ω /∈ Nx∗ , on ait :

ϕx∗(ω) = P - lim
n
δ∗ (x∗, Fn(ω)) = δ∗ (x∗, F∞(ω))
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Démonstration. D'après la décomposition de Gasposhkin-Sably, il existe une sous-suite (Fnk , k ≥ 1)

de (Fn, n ≥ 1) et une suite croissante {Ap, p ≥ 1} ⊂ F véri�ant lim
p
P (Ap) = 1 telles que, pour

tout p ≥ 1, la suite
(
1ApFnk , k ≥ 1

)
soit uniformément intégrable dans S1

cwk(X).

D'après l'hypothèse 1. du théorème : pour tout A ∈ F∩Ap, l'ensemble
{´

A Fnk dP , k ≥ 1
}

est faiblement relativement compact dans X. En utilisant un critère de compacité ([2, 3, 4])

et la démonstration de Castaing-Clauzure ([3], théorème 3.1), il existe une sous-suite (Gi)i de

(Fn)n telle que, pour tout p ≥ 1,
(
1ApGi

)
soit uniformément intégrable, et F∞ ∈ S1

cwk(X) telle

que, pour tout x∗ ∈ X∗et tout A ∈ Ap ∩ F , on ait :

lim
i

ˆ
A
δ∗ (x∗, Gi) dP =

ˆ
A
δ∗ (x∗, F∞) dP

D'après 2., pour tout x∗ ∈ X∗, on a :

ϕx∗(ω) = P - lim
n
δ∗ (x∗, Fn(ω)) ∈ L 1

R

alors, pour tout p ≥ 1, limn δ
∗ (x∗, Gi) = ϕx∗ dans L 1

R
(
Ap, Ap ∩ F , P|Ap

)
. Donc pour tout

x∗ ∈ X∗ �xé ;

lim
i

ˆ
A
δ∗ (x∗, Gi) dP =

ˆ
A
ϕx∗dP =

ˆ
A
δ∗ (x∗, F∞) dP ∀A ∈ Ap ∩ F

donc, dans Ap, on a :

ϕx∗ = δ∗ (x∗, F∞) p.s.

et comme lim
p
P (Ap) = 1, alors dans Ω on a :

ϕx∗ = δ∗ (x∗, F∞) p.s.

Théorème 5.7. On suppose que X∗est séparable et que X possède la propriété de RNP . Soit

(Fn, n ≥ 1) une mil bornée dans S1
cwk(X) et telle que : pour toute sous-suite (Fnm , m ≥ 1) de

(Fn, n ≥ 1) et tout A ∈ F pour lequel la suite (1AFnm , m ≥ 1) est uniformément intégrable

dans S1
cwk(X),

{´
A FnkdP, k ≥ 1

}
est faiblement compact dans X.

Alors il existe F∞ ∈ S1
cwk(X) telle que :

lim
n
H (Fn, ξ (F∞|Fn)) = 0 p.s.
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et donc

τM − limFn = F∞ p.s.

Démonstration. Pour tout x∗ ∈ B
′
, la suite (δ∗ (x∗, Fn) , n ≥ 1) converge vers une fonction

intégrable ϕx∗ .

Appliquons le théorème 5.6, avec les mêmes notations : il existe F∞ ∈ S1
cwk(X) telle que :

pour tout x∗ ∈ B∗ on ait :

lim
i
δ (x∗, Gi) = ϕx∗ = δ∗ (x∗, F∞)

donc, d'après [6], on a :

lim
n
H (Fn, ξ (F∞|Fn)) = 0 p.s.

et donc, d'après le théorème 5.2, on a :

τM − limFn = F∞ p.s.

Pour la suite de ce travail, on note N∗1 un sous-ensemble dénombrable dense pour la

topologie de Mackey dans la boule B∗ fermée de X∗. On note aussi N∗ l'ensemble de toutes les

combinaisons linéaires d'éléments de N∗1 , d'où N
∗ est un sous-ensemble dense dans X∗ pour

la topologie de Mackey.

5.2 Convergence dans un espace sans RNP

Lemme 5.8. Soit M : F −→ cwkb (X) une mesure absolument continue par rapport P à

variation bornée, sans atome et satisfaisant la condition d'Uhl. On suppose que, pour tout

ε > 0, il existe un ensemble faiblement compact Kε et un ensemble mesurable Ωε ⊂ Ω véri�ant

P (Ωc
ε) < ε tels que :

∀A ∈ Ωε ∩ F M (A) ⊂ P (A)Kε

Alors il existe une fonction multivoque Γ à valeurs dans cwkb (X)tel que :

M (A) =

ˆ
A

Γ dP ∀A ∈ F

Proposition 5.9. Soit M : F −→ cwkb (X) une mesure absolument continue par rapport P

à variation bornée, sans atome et satisfaisant la condition d'Uhl pour la topologie faible. Alors
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il existe une unique fonction multivoque Γ ∈ S1
cwkb(X) telle que :

M (A) =

ˆ
A

Γ dP ∀A ∈ F

Démonstration. Supposons queM : F −→ cwkf (X) est une mesure absolument continue par

rapport P à variation bornée, sans atome et satisfaisant la condition d'Uhl pour la topologie

faible.

Montrons que, pour tout ε > 0, il existe un ensemble faiblement compactKε et un ensemble

mesurable Ωε ⊂ Ω véri�ant P (Ωc
ε) < ε tels que :

∀A ∈ Ωε ∩ F M (A) ⊂ P (A)Kε

Soit ε > 0, alors il existe Kε ∈ cwkb (X) tel que la condition d'Uhl soit satisfaite. Prenons

une suite{Aεn, n ≥ 1} ⊂ F telle que P (Aεn) ≥ 1− ε pour tout n ∈ N et

M (A) ⊂ P (A)K +
1

n2
B ∀n ∈ N, A ∈ F ∩Aεn

Posons :

Aε = lim sup
n

Aεn =

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Aεn

Alors P (Aε) ≥ 1− ε.
Soit A ∈ F∩Aε, alors on a : A ⊂

⋃∞
m=nA

ε
m pour tout n ≥ 1.

Pour n ≥ 1 �xé, on dé�nit :

Sn = Aεn, Sn+1 = Aεn+1 \Aεn, . . . , Sn+k+1 = Aεn+k+1 \

(
n+k⋃
m=n

Aεm

)

Les ensembles Sm, m ≥ n, sont deux-à-deux disjoints et A ⊂
⋃∞
m=nA

ε
m =

⋃∞
m=n Sm. Alors :

M (A) =
∞∑
m=n

M (A ∩ Sm) ⊂
∞∑
m=n

(
P (A ∩ Sm)K +

1

m2
B

)

= P (A)K +

( ∞∑
m=n

1

m2

)
B

AinsiM (A) ⊂ P (A)K . Donc, par lemme 5.8, il existe une fonction Γ à valeurs dans cwkf (X)

telle que :

M (A) =

ˆ
A

Γ dP ∀A ∈ F
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Théorème 5.10. Soit (Fn,Fn)n≥1 un mil à valeurs dans cwkb (X).

On suppose que {Fn, n ≥ 1} ⊂ S1
b(X) et satisfait la condition d'Uhl pour la topologie faible.

Alors il existe F ∈ S1
cwkbf(X) telle que p.s. :

τs − limFn = F p.s.

De plus, si X∗est séparable, alors H

(
Fn, ξ

(
F/Fn

))
−→ 0 p.s. et donc τM−limFn = F

p.s.

Démonstration. De même que pour la proposition 5.9, pour tout ε > 0, il existe un ensemble

Kε faiblement compact et un ensemble mesurable Ωε ⊂ Ω véri�ant P (Ωc
ε) < ε tels que :

∀A ∈ Ωε ∩ F
⋃
n≥1

ˆ
A
FndP ⊂ P (A)Kε (5.1)

Pour tout x∗ ∈ N∗, (δ∗ (x∗, Fn) , n ≥ 1) est une mil réelle dans S1
b(R). Donc il existe un

ensemble négligeable U ⊂ Ω et une fonction réelle intégrable ϕx∗ telle que :

δ∗ (x∗, Fn (ω)) −→
n→∞

ϕx∗ (ω) ∀x∗ ∈ N∗ ∀ω ∈ U c.

D'après l'équation 5.1, on a :

ˆ
A
FndP ⊂

ˆ
A
K dP ∀A ∈ Ωε ∩ F (5.2)

Ainsi Fn (ω) ⊂ Kε pour tout ω ∈ U cε avec U cε ⊂ U c ∩ Ωε et P (Ωε) = P (U cε ).

On déduit que : (δ∗ (•, Fn (ω)))n≥1 est équicontinue pour la topologie de Mackey pour ω ∈ U cε .
D'où

δ∗ (x∗, Fn (ω)) −→
n→∞

ϕx∗ (ω) ∀x∗ ∈ N∗ ∀ω ∈ U cε .

Pour A ∈ Ωε ∩ F , on dé�nit la fonction :

ψA : X∗ −→ R
x∗ 7−→

´
A ϕx∗dP

D'après l'équation 5.2, on a :

ψA (•) ≤ δ∗ (•, P (A)Kε) ∀A ∈ Ωε ∩ F
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Puisque ψA (•) est sous-linéaire, elle est continue pour la topologie de Mackey sur X∗, donc il

existe un ensemble convexe fermé non vide M (A) ⊂ X tel que : δ∗ (•,M (A)) = ψA (•) .

Or {Fn, n ≥ 1} ⊂ S1
b(X) d'où M est à variation bornée dans Ωε.

D'après 5.1, on a : pour tout ε > 0 il existe un ensemble mesurable Ωε ⊂ Ω véri�ant

P (Ωc
ε) < ε et un ensemble K faiblement compact tels que :

∀A ∈ Ωε ∩ F M (A) ⊂ P (A)Kε (∗)

Posons εk = 1
k , alors on a :

M
(

Ω 1
k+p

)
= M

(
Ω 1
k

)
+M

(
Ω 1
k+p
\ Ω 1

k

)
Puisque M (•) est à variation �nie et absolument continue, on a :

H
(
M
(

Ω 1
k

)
,M

(
Ω 1
k+p

))
= max


sup

x∈M

(
Ω 1
k

) d(x,M (
Ω 1
k+p

))
, sup

x∈M

(
Ω 1
k+p

) d(x,M (
Ω 1
k

))


≤ sup

n∑
i=1

∥∥∥(M (
Ω 1
k+p

)
−M

(
Ω 1
k

))
i

∥∥∥
≤ sup

n∑
i=1

∥∥∥(M (
Ω 1
k+p
\ Ω 1

k

))
i

∥∥∥
≤ VM

(
Ω 1
k+p
\ Ω 1

k

)
−→
k→+∞

0

d'où
(
M
(

Ω 1
k

)
, k ≥ 1

)
est une suite de Cauchy. Or

(
P (X) , H

)
est complet, donc cette suite

admet une limite convexe ferméeM (Ω) = H−limM
(

Ω 1
k

)
. Et puisqueM

(
Ω 1
k

)
∈ cwkf (X) ,

alors M (Ω) ∈ cwkf (X).

Pour tout A ∈ F , si A ⊂ Ω 1
k
pour un certain k, alors M (A) est faiblement compact.

Si, pour tout k ≥ 1, l'ensemble A\Ω 1
k
est non vide, en procédant comme précédemment, on

dé�nit pour tout k ≥ 1, M (A) = H − limM
(
A ∩ Ω 1

k

)
. Donc M (A) est faiblement compact

et M est absolument continue par rapport P .

Elle est aussi à variation bornée. En e�et, soit Π = {A1, A2, ..., Ain} une partition �nie de

Ω. Puisque M (A) = H − limM
(
A ∩ Ω 1

k

)
, alors pour tout η > 0 et i ∈ {1, 2, ..., in} , il existe
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ki tel que :

k ≥ ki =⇒ sup
x∗∈B∗

∣∣∣∣∣∣δ∗ (x∗,M (Ai))−
ˆ
A∩Ω 1

k

ϕx∗

∣∣∣∣∣∣ < η

2i

Soit kΠ = max {ki : i = 1, ..., in}, alors :

VM (Ω) = sup
Π

in∑
i=1

‖M (Ai)‖

≤ sup
Π

in∑
i=1

sup
x∗∈B∗

|δ∗ (x∗,M (Ai))|

≤ sup
Π

in∑
i=1

(
sup
x∗∈B∗

∣∣∣∣∣δ∗(x∗,M (Ai))−
ˆ
A∩Ω1/kΠ

ϕx∗dP+

ˆ
A∩Ω1/kΠ

ϕx∗dP+

ˆ
A∩Ω1/kΠ

ϕx∗dP

∣∣∣∣∣
)

≤ sup
Π

in∑
i=1

(
sup
x∗∈B∗

∣∣∣∣∣δ∗ (x∗,M (Ai))−
ˆ
A∩Ω1/kΠ

ϕx∗+dP

ˆ
A∩Ω1/kΠ

ϕx∗dP

∣∣∣∣∣+ sup
x∗∈B∗

ˆ
A∩Ω1/kΠ

ϕx∗dP

)

≤ sup
Π

in∑
i=1

(
η

2i
+ sup
x∗∈B∗

lim inf
m

ˆ
A∩Ω1/kΠ

δ∗ (x∗, Fm) dP

)
car
ˆ
A∩Ω1/kΠ

ϕx∗dP ≤
ˆ
A∩Ω1/kΠ

δ∗ (•, Fm) dP

≤ η + sup
Π

in∑
i=1

lim inf
m

ˆ
A∩Ω1/kΠ

‖Fm‖ dP

≤ η + sup
Π

lim inf
m

in∑
i=1

ˆ
A∩Ω1/kΠ

‖Fm‖ dP

≤ η + sup
m

ˆ
Ω
‖Fm‖ dP <∞

Montrons que M (•) est dénombrable additive.

On a : une fonction M à valeurs dans un ensemble tel que M (A) soit faiblement compact,

pour tout A ∈ F , est une mesure variation bornée si et seulement si c'est une
•∑
-mesure à

variation bornée. Ainsi, il faut montrer que :

M

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞
•∑

n=1

M (An)

pour toute suite {An, n ≥ 1} d'éléments de F deux-à-deux disjoints.

Puisque M

( ∞⋃
n=1

An

)
et

∞
•∑

n=1

M (An) sont fermés, l'égalité précédente reste vraie si la dis-

tance de Hausdro� entre ces deux ensembles est égale à 0.
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D'après la dé�nition de la distance Hausdor�, on voit que, pour tous C,A,B fermés

convexes, on a H (A,B) = H (A+ C,B + C) . On l'applique sur M (
⋃∞
n=1An) et

∞
•∑

n=1

M (An)

fermés et convexes, on a donc :

H

M(∞⋃
n=1

An

)
,

∞
•∑

n=1

M(An)

 = H

M( ∞⋃
n=1

An

)
+


k
•∑

n=1

M(An)−M

(
k⋃

n=1

An

),
∞
•∑

n=1

M(An)+


k
•∑

n=1

M(An)−M

(
k⋃

n=1

An

)


= H


k
•∑

n=1

M (An)+M

(∞⋃
n=1

An

)
−M

(
k⋃

n=1

An

)
,

∞
•∑

n=1

M (An)+


k
•∑

n=1

M (An)−M

(
k⋃

n=1

An

)


= H

 k∑
n=1

M (An)+M

( ∞⋃
n=k+1

An

)
,

∞
•∑

n=1

M (An)+


k
•∑

n=1

M (An)−M

(
k⋃

n=1

An

)


≤H


k
•∑

n=1

M (An) +M

( ∞⋃
n=k+1

An

)
,

∞
•∑

n=1

M (An) +


k
•∑

n=1

M (An)




≤H


k
•∑

n=1

M (An) +M

( ∞⋃
n=k+1

An

)
,


k
•∑

n=1

M (An)


+H


k
•∑

n=1

M (An) ,

∞
•∑

n=1

M (An)


=

∥∥∥∥∥M
( ∞⋃
n=k+1

An

)∥∥∥∥∥+H


k
•∑

n=1

M (An) ,

∞
•∑

n=1

M (An)


=

∥∥∥∥∥M
( ∞⋃
n=k+1

An

)∥∥∥∥∥+H


k
•∑

n=1

M (An) ,

k
•∑

n=1

M (An) +
∞∑

n=k+1

M (An)


=

∥∥∥∥∥M
( ∞⋃
n=k+1

An

)∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
∞∑

n=k+1

M (An)

∥∥∥∥∥
≤ 2

∞∑
n=k+1

‖M (An)‖

= 2
∞∑

n=k+1

sup
x∈M(An)

||x||

≤ 2
∞∑

n=k+1

sup
∞∑
i=1

‖M ((An)i)‖ avec (An)i partition deAn

≤ 2
∞∑

n=k+1

VM (An)
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Puisque M est à variation bornée, la dernière expression tend vers 0. D'où

M

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞
•∑

n=1

M (An)

donc M est une
•∑
-mesure et, par suite, c'est une mesure à variation bornée.

D'après lemme 5.8, il existe une fonction F ∈ cwkf (X) telle que :

M (A) =

ˆ
A
F ∀A ∈ F

Or on a :

δ∗ (x∗,M (A)) = ψA (x∗) =

ˆ
A
ϕx∗dP ∀A ∈ F

donc ˆ
A
δ∗ (x∗, F ) dP = δ∗

(
x∗,
ˆ
A
F dP

)
=

ˆ
A
ϕx∗dP ∀A ∈ F

d'où :

δ∗ (x∗, F ) = ϕx∗ p.s.

On conclue que

lim
n
δ∗ (x∗, Fn (ω)) = δ∗ (x∗, F (ω)) ∀x∗ ∈ N∗ ∀ω ∈ U c

D'après 5.2, pour tout k ≥ 1, on a :

ˆ
A
FndP ⊂

ˆ
A
K 1

k
dP ∀A ∈ Ω 1

k
∩ F

Ainsi : il existe un ensemble U c1
k

⊂ U c ∩ Ω 1
k
et P

(
Ω 1
k

)
= P

(
Ω 1
k
\ U 1

k

)
et Fn (ω) ⊂ K 1

k
pour

tous n ∈ N et ω ∈ U c1
k

∩Ω 1
k
. D'où (δ∗ (•, Fn (ω)) , n ≥ 1) est équicontinue pour la topologie de

Mackey, pour ω ∈ U c1
k

∩ Ω 1
k
.

Pour k →∞, on dé�nit l'ensemble Ω0 =
⋃
k∈N

(
U c1
k

⋂
Ω 1
k

)
. La suite (δ∗ (•, Fn (ω)) , n ≥ 1)

est équicontinue pour la topologie de Mackey, pour tout ω ∈ Ω0. Ainsi

τs − limFn (ω) = F (ω) ∀ω ∈ Ω0

De plus, F est intégrablement bornée. La convergence scalaire de (Fn)n vers F implique
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que
∥∥F (ω)

∥∥ ≤ lim infn ‖Fn (ω)‖ et, d'après la lemme de Fatou, on a :

ˆ
Ω

∥∥F (ω)
∥∥ dP (ω) ≤

ˆ
Ω

lim inf
n
‖Fn (ω)‖ dP (ω) ≤ lim inf

n

ˆ
Ω
‖Fn (ω)‖ dP (ω) <∞

On suppose, maintenant, que X∗est séparable. D'après théorème 6 dans [6], il existe un

ensemble négligeable U1 ⊂ Ω0 tel que :

∀ω ∈ U1 H (Fn (ω) , ξ (F |Fn) (ω)) −→ 0
n→+∞

donc par le théorème 5.2 on a :

τM − lim ξ (F |Fn) = F p.s.

Ainsi le théorème 5.7 implique que :

τM − limFn = F p.s.

6 Pramarts

On rappelle que T désigne l'ensemble des temps d'arrêt bornés relativement à la �ltration

(Fn)n≥1 .

Dé�nition 6.1. Une famille adaptée (Fn,Fn)n≥1 à valeurs dans cwk (X) est un pramart si,

pour tout ε > 0, il existe σ0 ∈ T tel que :

∀σ, τ ∈ T σ0 ≤ σ ≤ τ =⇒ P (H (Fσ, ξ (Fτ/Fσ)) > ε) < ε

Dé�nition 6.2. Si X = R, on dit que (Fn,Fn)n≥1 est un sous-pramart si, pour tout ε > 0,

il existe σ0 ∈ T tel que :

∀σ, τ ∈ T σ0 ≤ σ ≤ τ =⇒ P
(
(Fσ − ξ (Fτ/Fσ))+ > ε

)
≤ ε

Dé�nition 6.3. Une suite (Fmn ,Fn)n≥1(m ∈ N∗) de sous-pramarts réels est dite uniforme si,

pour tout ε > 0, il existe σ0 ∈ T tel que :

∀σ, τ ∈ T σ0 ≤ σ ≤ τ =⇒ P

(
sup
m

(Fmσ − ξ (Fmτ /Fσ))+ > ε

)
≤ ε
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Dé�nition 6.4. Si X = R, on dit que (Fn,Fn)n≥1 est un pramart si, pour tout ε > 0, il existe

σ0 ∈ T tel que :

∀σ, τ ∈ T σ0 ≤ σ ≤ τ =⇒ P (|Fσ(•)− ξ (Fτ/Fσ) (•)| > ε) ≤ ε

Lemme 6.5. (lemme de Egghe)

Soit (Fmn ,Fn)n≥1une suite uniforme de sous-pramarts réels positifs. On suppose qu'il existe

une suite {nk, k ≥ 1} ⊂ N∗ telle que :

sup
k

ˆ
Ω

sup
m
Fmnk(ω) dP (ω) <∞

Alors (Fmn )n≥1 converge p.s. vers une fonction intégrable Fm∞ et on a :

lim
n→∞

sup
m
Fmn = sup

m
Fm∞

Proposition 6.6. Soient H ⊂ X et f : H −→ R telle que : f(x0) = 0, alors supx∈H f (x) =

supx∈H f
+ (x) avec f+ = sup (f, 0) .

Notation. On désigne par N∗1 sous-ensemble dénombrable dense pour la topologie de Mackey

dans la boule B∗ fermée de X∗.

On note N∗ l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires appartenant à N∗1 , d'où N
∗est

un sous-ensemble dense dans X∗ pour la topologie de Mackey.

Lemme 6.7. Soit (Cn)n∈N∗une suite dans cwk (X) véri�ant les conditions suivantes :

(1) Il existe K ∈ cwk (X) tel que Cn ⊂ K ∀n ∈ N∗ ;
(2) limn→∞ δ

∗ (x∗, Cn) existe pour tout x∗ ∈ N∗.
Alors il existe C ∈ cwk (X) tel que :

∀x∗ ∈ X∗ δ∗ (x∗, C) = lim
n→∞

δ∗ (x∗, Cn)

Démonstration. d'après (1) δ∗ (x∗, Cn)n∈N∗ est équicontinue pour la topologie de Mackey et

d'après (2) , on déduit que δ∗ (x∗, Cn)n∈N∗admet une limite pour tout x∗ ∈ X∗, donc il existe
C ∈ cwk (X) tel que

δ∗ (x∗, C) = lim
n→∞

δ∗ (x∗, Cn) ∀x∗ ∈ X∗

Lemme 6.8. (Lemme de Hess)
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Soit (Fn, n ≥ 1) une suite de multifonctions mesurables à valeurs dans cwk(X). On suppose

que :

(1) Il existe une multifonction G à valeurs dans cwk (X) telle que :

Fn (ω) ⊂ G (ω) ∀ω ∈ Ω ∀n ∈ N∗

(2) Pour tout x∗ ∈ N∗, la suite (δ∗ (x∗, Fn (ω)))n∈N∗converge presque sûrement.

Alors :

(a) Il existe une multifonction F∞ mesurable à valeurs dans cwk (X) et un sous-ensemble

négligeable B ⊂ Ω véri�ant :

δ∗ (x∗, F∞ (ω)) = lim
n→∞

δ∗ (x∗, Fn (ω)) ∀x∗ ∈ X∗ ∀ω ∈ Ω \B

(b) Si supn∈N∗ E (‖Fn (•)‖) <∞, F∞ est intégrablement bornée.

Démonstration. (a) Puisque N∗ est dénombrable, on peut trouver un sous-ensemble négli-

geable B tel que : limn→∞ δ
∗ (x∗, Fn (ω)) existe pour tout x∗ ∈ X∗ et ω ∈ Ω \B;

Par le lemme 6.7, on a pour tout ω ∈ Ω \B, avec K = G (ω) et Cn = Fn (ω) , il existe une

multifonction F∞ à valeurs dans cwk (X) telle que :

δ∗ (x∗, F∞ (ω)) = lim
n→∞

δ∗ (x∗, Fn (ω)) ∀x∗ ∈ X∗ ∀ω ∈ Ω \B

(b) Pour C ∈ cwk (X) , on a :
∥∥C∥∥ = sup

x∗∈N∗1

δ∗ (x∗, C). D'où :

lim inf
n→∞

‖Fn (ω)‖ ≥
∥∥F (ω)

∥∥ ∀ω ∈ Ω \B

Par le lemme de Fatou on déduit que :

E (‖Fn (•)‖) ≤
ˆ

Ω
lim inf
n→∞

‖Fn (ω)‖ dP ≤ lim inf
n→∞

ˆ
Ω
‖Fn (ω)‖ dP ≤ sup

n∈N∗
E (‖Fn (•)‖) <∞.

d'où le résultat.

Théorème 6.9. On suppose que X est séparable. Soit (Fn,Fn)n≥1 une suite adaptée à valeurs

dans cwk (X) . On suppose que :

co

(⋃
n

Fn (ω)

)
∈ cwk (X)

(1) Si (Fn, n ≥ 1) est un pramart tel que supn
´

Ω |δ
∗ (x∗, Fn)| < ∞ pour tout x∗ ∈ X∗,

41



alors il existe une multifonction mesurable F∞ : Ω→ cwk (X) et un sous-ensemble négligeable

B ⊂ Ω tels que :

lim
n→∞

δ∗ (x∗, Fn (ω)) = δ∗ (x∗, F∞ (ω)) ∀ω ∈ Ω \B

(2) Si (Fn, n ≥ 1) est un pramart tel que :
´

Ω d (0, Fn(•)) dP < ∞, alors S1
F∞
6= 0 et

τL − limFn (ω) = F∞ (ω) et τM − limFn (ω) = F∞ (ω)

Démonstration.

(1) Supposons que (Fn, n ≥ 1) est un pramart tel que supn
´
|δ∗ (x∗, Fn)|<∞ pour tout

x∗ ∈ N∗.
On a δ∗ (x∗, Fn) est un pramart réel borné, donc il admet une limite. Par le lemme de Hess

(Lemme 6.8), il existe une multifonction mesurable F∞ : Ω → cwk (X) et un ensemble Nε

négligeable tels que :

lim
n
δ∗ (x∗, Fn (ω)) = δ∗ (x∗, F∞ (ω)) ∀x∗ ∈ X∗ ∀ω ∈ Ω \Nε

(2) Supposons que (Fn,Fn)n≥1 est un pramart tel que
´

Ω d (0, Fn(•)) dP <∞.

Soient N un sous-ensemble de X dénombrable dense pour la topologie de la norme dans

X et x �xé dans N.

Pour x∗ ∈ X∗ et ω ∈ Ω, on pose :

ϕn (ω, x∗) = 〈x∗, x〉 − δ∗ (x∗, Fn (ω))

Montrons que (ϕ+
n (•, x∗) ,Fn) ∀x∗ ∈ N∗ est une suite uniforme positive de sous-pramarts

réels, avec ϕ+
n = sup (ϕn, 0)

Soient τ, σ ∈ T avec σ ≤ τ .
D'après l'inégalité de Jensen, il existe un sous-ensemble négligeable Nx∗,x ⊂ Ω tel que :

|E (ϕτ (•, x∗) /Fσ) (ω)| ≤ E (|ϕτ | (•, x∗) /Fσ) (ω) ∀ω ∈ Ω \Nx∗,x

On note Nx =
⋃
x∗∈N∗ Nx∗,x, alors, pour tout ω ∈ Ω \Nx, on a :
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ϕ+
σ − E

(
ϕ+
τ /Fσ

)
=

1

2

(
ϕσ + |ϕσ| − E (ϕτ/Fσ) + E (|ϕτ | /Fσ)

)
=

1

2

(
ϕσ − E (ϕτ/Fσ) + |ϕσ| − E (|ϕτ | /Fσ)

)
≤ 1

2

(
ϕσ − E (ϕτ/Fσ) + |ϕσ − E (ϕτ/Fσ)|

)
= (ϕσ − E (ϕτ/Fσ))+

donc

sup
x∗∈N∗1

(
ϕ+
σ (ω, x∗)− E

(
ϕ+
τ (•, x∗) /Fσ

)
(ω)
)
≤ sup

x∗∈N∗1

(δ∗ (x∗, ξ (Fτ/Fσ) (ω)− δ∗ (x∗, Fσ (ω))))+

≤ H (Fσ (ω) , ξ (Fτ/Fσ) (ω))

Puisque (Fn, n ≥ 1) est un pramart, pour tout ε > 0, il existe σ0 ∈ T tel que :

∀τ, σ ∈ T τ ≥ σ ≥ σ0 =⇒ P

(
sup
x∗∈N∗1

(
ϕ+
σ (•, x∗)− E

(
ϕ+
r (•, x∗) /Fσ

))
≥ ε

)
≤ ε

D'après (1) , on a :

lim
n→∞

ϕ+
n (ω, x∗) = ϕ+ (ω, x∗)

avec :

ϕ (ω, x∗) = 〈x∗, x〉 − δ∗ (x∗, F∞ (ω))

En appliquant le lemme de Egghe (Lemme 6.5) pour le pramart réel positif (ϕ+
n (•, x∗) ,Fn)n≥1 ,

on obtient :

lim
n→∞

sup
x∗∈N∗1

ϕ+
n (ω, x∗) = sup

x∗∈N∗1
ϕ+ (ω, x∗) ∀x∗ ∈ N∗1 ∀ω ∈ Ω \

(
N1 ∪Nx

)

Si on pose B = N1 ∪

(⋃
x∈N

Nx

)
, donc d'après proposition 5.6 on a :
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lim
n→∞

d (x, Fn (ω)) = lim
n→∞

sup
x∗∈N∗1

ϕn (ω, x∗)

= lim
n→∞

sup
x∗∈N∗1

ϕ+
n (ω, x∗)

= sup
x∗∈N∗1

ϕ+ (ω, x∗)

= sup
x∗∈N∗1

ϕ (ω, x∗)

= d (x, F∞ (ω)) ∀x ∈ N ∀ω ∈ Ω \B

Or la suite (d (•, Fn (ω)))n≥1 est équicontinue pour tout ω ∈ Ω \B. On en déduit que :

lim
n→∞

d (x, Fn (ω)) = d (x, F∞ (ω)) ∀x ∈ X

Donc :

τL − limFn (ω) = F∞ (ω)

En particulier on a :

τM − limFn (ω) = F∞ (ω)

Par le lemme de Fatou on a alors :

ˆ
Ω
d (0, F∞(ω)) dP (ω)≤ lim inf

n→∞

ˆ
Ω
d (0, Fn(ω)) dP (ω)≤ sup

n

ˆ
Ω
d (0, Fn(ω)) dP (ω) <∞

d'où S1
F∞
6= {0}.

Remarque. Puisque tout pramart est une mil, le théorème 5.10 reste valide en remplaçant mil

par pramart

7 Comparaison et conclusion

Théorème 7.1. ([14])

Tout amart multivoque à valeurs dans un espace de Banach est une martingale à la limite.

Démonstration. On suppose que (Fn,Fn)n≥1 n'est pas une mil, alors il existe β, δ>0 tels que :

P

(
sup
p≤q≤n

H (Fq, ξ (Fn/Fq)) > δ

)
> β
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Soit un entier N. Alors, on a :

P ((∃q ≥ N) (∃n ≥ q) : H (Fq, ξ (Fn/Fq)) > δ) > β

Donc il existe N0, N ≤ N0 tel que

P (∃q, n N ≤ q ≤ n ≤ N0 : H (Fq, ξ (Fn/Fq)) > δ) > β

Pour N ≤ q ≤ N0, on dé�nit :

Aq = {∃n : q ≤ n ≤ N0 et H (Fq, ξ (Fn/Fq)) > δ}

et A =
⋃N0
q=N Aq. Ainsi Aq ∈ Fq pour tout q et P (A) > β. On dé�nit τ1 et τ2 par :

τ1 (ω) =

min (q : N ≤ q ≤ N0et ω ∈ Aq) pour ω ∈ A

N0 pour ω /∈ A

τ2 (ω) =

min (n : q ≤ n ≤ N0 et ‖Fq(•)− ξ (Fn/Fq) (•)‖ > δ) pour ω ∈ Aq \ (AN ∪AN+1 ∪ ... ∪Aq−1)

N0 pour ω /∈ A

On a {τ1 = q, τ2 = n} ∈ Fn, pour n ≥ q. Donc :

‖ξ (Fτ1)− ξ (Fτ2)‖ =

∥∥∥∥∥∥
N0∑
q=N

N0∑
n=q

ξ
(
(Fn − Fq) 1{τ1=q,τ2=n}

)∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥
N0∑
q=N

N0∑
n=q

ξ
(
(ξ (Fn/Fq)− Fq) 1{τ1=q,τ2=n}

)∥∥∥∥∥∥
= ‖ξ ((ξ (Fn/Fq)− Fq) 1A)‖

= ‖ξ (Fn/Fq)− Fq‖P (A) > δβ

Alors, pour tout entier N, il existe τ1, τ2 ∈ T, N 5 τ1 ≤ τ2 tels que :

‖ξ (Fτ1)− ξ (Fτ2)‖ > δβ

D'où (Fn,Fn)n≥1 n'est pas un amart.

Dé�nition 7.2. Une suite adaptée (Fn,Fn)n≥1 dans L 1
wkc(X) est un GFT (Game Fairer with
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Time) si, pour tout ε > 0, il existe p ≥ 1 tel que pour n ≥ m ≥ p, on ait :

P (H (Fn, ξ (Fm|Fn)) > ε) < ε

Remarque. Toute martingale est un mil

Tout mil est un GFT.

Tout amart est un mil.

Tout pramart est un mil.

Donc les théorèmes de convergence des mils s'appliquent pour les amarts et les pramarts.

Ceci nous mène à poser la question si une théorie générale peut être construite sur la notion

de la martingale à la limite. Le théorème qui suit donne une réponse négative à cette question.

Nous démontrons que certaines propriétés véri�ées par les amarts ne s'appliquent pas pour les

martingales à la limite.

Théorème 7.3. ([14])

(1) La décomposition de Riesz ne s'applique pas pour les mils. Il existe un mil (Fn,Fn)n≥1

qui ne peut pas être représentée sous la forme Fn = Yn +Zn, avec (Yn,Fn)n≥1 une martingale

et
´
A ZndP → 0 ∀A ∈

⋃
n≥1Fn.

(2) Le Théorème d'arrêt de Doob ne s'applique pas pour les mils et GFT. Il existe un mil

(Fn,Fn)n≥1 et une suite de temps d'arrêt (τn)n≥1 avec

P (τn =∞) > 0, pour tout n ≥ 1,

tels que (Fτn ,Fτn)n≥1 ne soit pas un GFT, donc pas un mil.

Démonstration.

(1) Soit (Fn, n ≥ 1) converge, Fn = σ (F1, F2, ...) . On suppose qu'il existe un ensemble

A ∈
⋃
mFm tel que

´
A FndP ne converge pas. Alors (Fn,Fn)n≥1 est un mil n'admettant pas

une décomposition de Riesz.

(2) Soit (An, n ≥ 1) une suite indépendante telle que : P (A1) = 0 et P (An) = 1
n2 pour

n > 1. Pour n ≥ 1, on dé�nit Fn = n1An et Fn = σ (F1, F2, ..., Fn). On a donc Fn −→ 0 p.s.

et si n < m, ξ (Fm|Fn)− Fn = ξ (Fm)− Fn −→ 0 p.s. Donc (Fn,Fn)n≥1 est une mil.

Soit σ = inf (n : Fn 6= 0), alors P (σ =∞) =
∏∞
n=2

(
1− 1

n2

)
=1

2 .

Pour n ≥ 1, soit Yn = Fτnet Hn = Fτn ,ω ∈ {σ =∞} . Alors :

sup
p≤n≤m

H (Yn(ω), ξ (Ym/Hn) (ω)) = +∞

d'où (Yn,Hn) n'est pas un GFT.
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Soit M une constante strictement positive et m > n tels que 1
2

∑m
k=n+1

1
k ≥ M .ω ∈

Ac2 ∩ ... ∩Acn et ξ (Ym/Hn) une valeur moyenne de Ym (ω). Alors :

ξ (Ym (ω) /Hn) =

m∑
k=n+1

k

 k−1∏
j=n+1

(
1− 1

j2

) 1

k2

≥ 1

2

m∑
k=n+1

1

k
≥M

d'où Ym (ω) = 0.
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