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1 Introduction

Dans les années récentes, I’étude des fonctions multivoques mesurables a été développée
de maniére extensive avec des application en mathématiques économiques et au probléme de
controle optimal.

Ce travail est divisé en six sections.

Dans la premiére section, nous donnons des définitions et notations utiles.

La deuxiéme section présente la théorie de 'espérance conditionnelle multivoque et des
martingales multivoques comme généralisation du cas simple ot 'on traite avec des variables
aléatoires & valeurs dans un espace de Banach. Ainsi nous citons la mesurabilité des fonctions
multivoques et la notion de décomposabilité qui jouera un réle principal dans la construction
de I'espérance conditionnelle multivoque, nous formulons I’espace de famille de fonctions mul-
tivoques intégrablement bornées & valeurs dans l’ensemble des parties d’un espace de Banach
et certains de ses sous-espaces, nous donnons quelques propriétés des fonctions multivoques et
espérance conditionnelle dans ces espaces.

La troisiéme section donne une vue générale sur la convergence des martingales multivoques
et traite, notamment, la convergence presque siire, la convergence scalaire et la convergence
de Mosco.

Dans la quatriéme section, nous introduisons les martingales a la limites (Mil) et nous
établissons, dans un premier cas, leur convergence de Mosco dans I'espace des fonctions mul-
tivoques intégrablement bornées a valeurs faiblement compactes convexes dans un espace de
Banach séparable ayant la propriété de Radon-Nikodym (RNP) de dual aussi séparable. Le
deuxiéme cas établit les convergences scalaire et de Mosco pour les martingales a la limite
faiblement compacts convexes sans RNP.

Cinquiemement, nous obtenons la convergence scalaire et convergence de Mosco pour les
pramarts multivoques..

Finalement, nous comparons les différentes notions traitées dans les sections précédentes :
martingale, martingale en limite, amart et pramart, et nous vérifions si ’on peut construire

une théorie générale.



2 Notations et définitions

e (Q,F,P) : un espace probabilisé;
o (Fn, n>1): une filtration sur (Q,F), Foo =0 (U,2; Fn);
e T : ensemble des temps d’arrét borneés sur U'espace filtré (Q, F, (Fy), , P)
e X : un espace de Banach séparable muni d’une norme |||, X* son dual séparable ;
e P(X) : famille des parties de X ;
« Fonction multivoque : c’est une fonction F': Q@ — P(X);
e Domaine d'une fonction multivoque F : D(F) ={w e Q : F(w) # 0} ;
o Graphe d’une fonction multivoque F : G(F) = {(w,z) e A x X : z € F(w)};
e FlA)={weQ: FwnNA#D}ou AcP(X);
e Pp : distribution de F définie par : Pp(A) = P (F'(A)) A € P(X), pour une
fonction multivoque F.
e P(X) : famille des parties fermées de X ;
e O(X) : famille des ouverts de X ;

o wke(X) : famille des parties faiblement compactes convexes de X ;

n’

e ¢b(X) : famille des parties fortement convexes bornées de X ;

e cf(X) : famille des parties convexes fermées de X ;

e cfb(X) : famille des parties convexes fermées bornées de X ;

e ck(X) : famille des parties convexes compactes de X ;

o wkcf(X) : famille des parties faiblement compactes convexes fermées de X ;

o skcf(X) : famille des parties fortement compactes convexes fermées de X ;

e U ={Cecf(X): CNU # 0} VC' € P(X). Dans cette définition, ¢f(X) peut étre
remplacé par wke(X), ske(X), ck(X) ou c¢fb(X) selon le contexte ;

o & : o-algebre d’Effros de c¢f(X) (ou ¢fb(X), ou ck(X), ou wke(X)). C’est la tribu sur
cfX) (ou efb(X), ou ck(X), ou wke(X)) engendrée par par la classe {U~ : U € O(X)};

o M [Q; X] : ensemble des fonctions multivoques & valeurs fermées ;

o LL(Q,F,P) ou, en abrégeé, L : famille des fonctions f : @ — R telle que |f[¥ soit
intégrable (1 < p < 00);

o ZLV(Q,F,P)ou, en abrége, £% : famille des fonctions f: Q — X telle que || f]|P soit
intégrable (1 < p < 00);

o ZR(Q, B, P)ou, en abrége, £F(B) : famille des fonctions B-mesurables f : Q@ — R telle
que | f]? soit intégrable (1 < p < 00);

o Z%5(Q,B,P) ou, en abrége, L% (B) : famille des fonctions B-mesurables f : Q — X
telle que || f||P soit intégrable (1 < p < 00);



o SE(B)={f€L%B):VweQf(w) € F(w)} out B est une sous-tribu de F, F: Q —
P(X) une fonction multivoque et (1 < p < 00);

. 8L SUF);

o Stsp(B) = {EBf : f e Z}} ot B est une sous-tribu de F et F : Q@ — P(X) une
fonction multivoque;

. Sbl( X)(Q,]-' , P) ou, en abrégeé, SI}( x) famille des fonctions multivoques intégrablement
bornées;

. SI}C(X)(Q, F, P) ou, en abrégé, S;C(X) : famille des fonctions multivoques intégrablement
bornées convexes ;

. S,}Ck(X)(Q, F, P) ou, en abreége, Sl}ck(X) : famille des fonctions multivoques intégrablement
bornées convexes compactes ;

* Stlukcf(X)(Q7~F7 P) ou, en abrégé, S,

whef(X) famille des fonctions multivoques a valeurs

dans wkcf(X) intégrablement bornées ;
. S;kcf(x)(ﬂ,}", P) ou, en abrége, Sslkcf(X) : famille des fonctions multivoques & valeurs

dans skcf(X) intégrablement bornées:;

o Intégrale d’une fonction multivoque F' :

/QFdP:{/QfdP:fe.z}}

d(z,C) =infeec || 2 —c || vC € P(X);

o Distance de Hausdorfl :

H(C,D) = max {sup d(z, D), sup d(z, C’)} VC,D € P(X);
zeC €D

Si Fy, Fy € %4, la fonction w — H (Fy(w), Fo(w)) est intégrable. On définit alors :

AR R = [ H(F(w), Bow)) P (2.1)

Fonction d’appui : 6* (z*,C) = sup,¢c (z, z*) Va* € X*VC € P(X);
HCH = SqueCHQ?H VC € P(X) (rayon de C);

e T : topologie de Mosco. C’est la topologie sur les parties de X faiblement fermées dont

une base de voisinages est :
{V~; V fortement ouvert} et {(K )t . K faiblement compact }

o, pour tout C € P(X),CT ={AeP(X): ACcCletC-={AeP(X): ANC #0};



e 71 : topologie linéaire dans cf(X). C’est la topologie sur cf(X) engendrée par les en-

sembles de la forme U™, oit U est un ouvert de X, et les ensembles
Az* a) ={C ecf(X) : 6" (z*,C) < a}

ouz* e X*\ {0} et a e R;
o Tx : topologie associée a la distance de Hausdorft;
e Tpq : topologie de Mackey. C’est la topologie sur X engendrée par tous les ensembles
absolument convexes et faiblement compacts dans X™;
o Convergence pour la topologie scalaire : une suite {C),, : n > 1} C P(X) converge vers
C € P(X) pour la topologie scalaire et l'on note 75-lim C,, = C si :
0 (z%,C) = n]il;l»loo 5 (2%, Cp) Vot e X*;

« Convergence pour la topologie de Mosco : une suite {C,, : n > 1} C P(X) converge vers

C € P(X) au sens de Mosco et I'on note 7p-limC,, = C si : C = s — LiC,, = w — LsC), ou :

s — LiC,, = {xeX :Vn>13z, € C, (mn)nimv}

w—LsC,, = {x € X : 3(Cp,), soussuite de (Cy), et Vk > 13zy € Cp, (75)), — x} ;

e Une fonction M : F — P(X) est dénombrablement additive si M ({J5—; A4p) =
> oo0 | M (Ay) pour tout suite (A, n > 1) a éléments deux & deux disjoint de F;

e Une fonction M : F — P(X) est dite une mesure si M est dénombrablement additive
et M (0) = {0}

e Une mesure multivoque M est absolument continue par rapport a P si P(A) = 0 =
M (A) = {0} pour tout A € F,

e Si M est une mesure multivoque, la variation Vj; de M est définie par :
n
Vi (A) = sup Y [|M (4;)]]
i=1

ou la borne supérieure est prise sur toutes les partitions finies mesurables de A.

Si Vs (2) < oo on dit que M est a variation bornée;

[e.9]
L[]

e Si {C, : n>1} C P(X), la somme ZC’n est définie par les propriétés suivantes :
n=1
k
hd k
(1) pour tout k > 1, ZC’n:anlCn;

n=1



o0

(2) ZCn est fermé borné;
n=1 k

(3) limy, H ch,icn =0
n=1 n=1

« Une fonction multivoque & valeurs fermées convexes est une 3 -mesure si M (§) = {0}
et M (U2, An) = ZZOZIM (Ay) pour tout suite (A,) éléments deux a deux disjoint de F.

e Un espace X est complétement régulier si il est séparé et :

Vo € X,VA € P(X)\ {x} 3f continue telle que :

f: X — [0,1]

y — Osiy=x et lsiyecA
3 Propriétés des multifonctions

3.1 Mesurabilité et décomposabilité

Théoréme 3.1. Soit (2, F) un espace mesurable et X un espace métrique séparable.
Soit F : Q — P(X) une fonction multivoque mesurable ¢ valeurs dans P(X).
On considére les conditions suivantes :
1. Pour toute borélien B C X, F~Y(B) € F;
2. Pour toute fermé C C X, F~1(C) e F;
3. Pour toute ouwvert O C X, F~1(0) € F;
4. D(F) € F et, pour tout x € X, Uapplication w — d(x, F(w)) est une fonction
mesurable de w € Quers R ;
5. D(F) € F et il existe une suite (fy),~; de fonctions définies sur D(F) a valeurs
dans X et telle que F(w) = {fn, n > 1} pour tout w € Q;
6. G(F) est F @ Bx-mesurable, Bx étant la la tribu borélienne de X.
Alors on a les résultats suivants :
a.l.= 2. =8 & 4.=606.;
b. St X est complet, alors 3. = 5. ;
c. Si X est complet et s’il existe sur F une mesure o-finie compléte, les conditions 1.

a 6. sont équivalentes.
Corollaire. Soient Fy, Fy € 4 [Q; X] et p € [1,+00]. Si Sf,l = S%Z £ 0, alors F1(w) = Fa(w)
pour P-presque tout w € Q.

Lemme 3.2. Soient F' € 4 [Q; X] et p € [1,+00]. Si S # 0, il existe une suite { f,, n > 1} C
SY. telle que F(w) = {fn(w), n > 1} pour tout w € Q.



Démonstration. Puisque F' € .# [Q); X], d’apreés le théoréme 3.1, il esiste une suite {g;, j > 1}
de fonctions mesurables telle que, pour tout w € Q, F(w) = {g;(w), j > 1}.
Soit f € S%. Pour j > 1 et m > 1, définissons :

Bjm = {weQ:m—1<gj(w)l <m}

fim = 1B,,.95+1Be [

Alors {fjm, j > 1, m>1} C S% et, pour tout w € Q, on a: F(w) = {fjm(w), j > 1, m > 1}.
L]

Lemme 3.3. Soient F € # [ X] et p € [1,+00[. Soit {f, n>1} C ST telle que F(w) =
{fn(w), n > 1} pour tout w € Q. Alors, pour tout f € S et tout € > 0, il existe une partition
mesurable finie {A1, ..., A} de Q telle que :

Hf - ZlAsz
=1

<€

p

Démonstration. Soit f € ST et tout € > 0, alors f(w) € F(w), pour tout w € Q.

Prenons e > 0, alors il existe une partition mesurable dénombrable {B;, i > 1} de Q telle

que :
|| f(w) — filw)]| < € Ywe B;Vi>1
et définissons une partition finie {Ay, ..., A,} de la maniére suivante :
o0
A1231U<U Bl) et A; = B; pour2<i<n.
1=n—+1
Alors :

P
dP

Hf—ZlAifi
=1

P
dP

p n
- / f_zlAifi
p 0 =1
n n p - .
— ;/B f—ZZZ;lAifi dP—i_iZZn-:s-l/Bi f—ZZZ;lAifi

= Z/B_ If (@) = fil@)lPdP + /B I1f(w) = fr(w)|P dP

i=1 i>n+1
n o0

<Y [ews Y [ o
i=1 7 Bi i>n+17 Bi



O
Théoréme 3.4. Soient Fy, Fy € 4 [Q; X] deux fonctions multivoques & valeurs fermés et F
la fonction multivoque définie par F(w) = Fi(w) + Fao(w). Alors F € .4 [Q); X]. En outre, si

S%l et S%Q sont non vides, pour p € [1,+oo], alors Sh. = 5’?1 + S%Q, la fermeture dans Z% (12).

Démonstration. Le premier résultat est trivial et découle du théoréme 3.1 puisque X est un
espace de Banach et de 'équivalence 2.<=>5.

Soit p € [1, +oo] tel que S # 0. Par lemme 3.2, il existe deux suites { f1;, ¢ > 1} C Sh et
{f2j, 5 > 1} C S% tel que F1(w) = {f1i(w), i > 1} et Fa(w) = {fo;(w), > L}pour tout w € Q.
Donc F(w) = {fii(w) + f2;(w), 7,5 > 1} pour tout w € Q et par lemme 3.3 on peut choisir

une partition {Aj,...,A,} de Q, et des entiers i1, ..., inet j1, ..., jn tels que :

<€

Hf = 14, (frig + f2j)

k=1

don 8P C S+ ST, . 0

Proposition 3.5. Soient F € .4 [Q; X] et p € [1,+o00[. Si ST # 0, alors Sb. est conveze si et

seulement si F(w) est convexe pour P-presque tout w € Q.

Définition 3.6. Soit M\, un ensemble de fonctions mesurables f: Q — X .

On dit que M est décomposable si on a :
\V/fl,fQEM VAe F 1Af1+1Q\Af2€M

Remarque. Si M est décomposable, alors > i* | 14, fi € M pour toute partition mesurable finie
{41, Ag, ..., Ay} de Q et toute suite finie {f1, fa, ..., fu} C M.

Théoréme 3.7. Soit M un sous-ensemble non vide fermé de L3 |1 < p < co. Alors il existe

un F e A [ X] tel que : M = S, si et seulement si M est décomposable.

Démonstration. Soit M un sous-ensemble de £} non vide, fermé, décomposable. Appliquons
Lemme 3.2. Tl existe une suite {f;, i > 1} C Z% telle que{f; (w), ¢ > 1} soit dense dans X,
pour tout w € ).

Pour tout 4, soit a; = inf{||f,- —4gll, g€ M} et une suite {g;;, 7 > 1} C M telle que
1fi = gill, — ou.

On définit F' € 4 [Q; X] par :

F(w)={gij (w) 4,7 >1} w € .



_ QP .
Montrons que M = S} :

Par le Lemme 3.3, on peut prendre une partition mesurable finie {Aj,..

{h1,....; hn} C{gij, i,j > 1} telles que :

]

<€

n
- Z 14,0
k=1

p

Puisque Y p_; 14,h; € M, on a donc f € M. D’ou S C M.
Supposons que M # S%. Alors il existe f € M , A € F avec P (A) > 0 et § > 0 tels que :

inf[|f(w) —gij W) 24 YwecA
Z?]

Prenons un entier ¢ fixe tel que ’ensemble :

B=An{oen:lf@-fiwl<j

)
3

ait une mesure strictement positive et soit :

9;- =1pf+1lang; 121

Alors puisque {g;, j > 1} C M et

1fi (W) = gij (@) = [If (W) = gij (@)l + [[f (@) = fi ()| > 2% Vwe B

onapourj>1:

Ifi = gisllly — of

\%

Y

1fi = 935l — ’

[ (15:6) = g5 @I -

((

20
3

p

fi_gj

p

1 @) = g @)||) aP(w)

- ()

Pour j tendant vers l'infini, on obtient la contradiction. Donc : M = S’}.

SARY C Qoet

L’implication réciproque est triviale car, pour F' € . [Q; X|, S%. est nécessairement dé-

composable.

10
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3.2 Intégrabilité

Définition 3.8. Une fonction multivoque F': Q@ — P(X) est dite intégrablement bornée
s'il existe p € L' tel que ||z|| < p(w) pour tous z € X et w € Q tels que x € F(w).

Remarque. Si F € .#[Q; X], il est clair que F' est intégrablement bornée si et seulement si la
fonction w — [|F(w)|| est intégrable.

SiSE#£0:
sup [l = [ 1P du

fesy,
On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 3.9. F € . [; X]. Alors F est intégrablement bornée si et seulement si Sk est

non vide et borné dans .32”)1(

Proposition 3.10. Muni de la métrique A, définie par 1’équation (2.1), S;(X) est un espace

métriqgue complet et Sclb(X) D Sclkb(X) sont des sous-espaces fermés de SI}(X)‘

Théoréme 3.11. On suppose que X est un espace réflexif et soit F € A [Q; X], alors les
conditions suitvantes sont équivalentes :
1 .
(1) F € Sbc(X) ;
(2) St est non vide, borné et conveze dans Ly ;

(3) S}T est non vide, faiblement compact et convezre dans f)l(

Intégrale de Bochner

Soit F' € . [Q; X]. L’intégrale de F est définie par :

/QFdP:{/QfdP:feS}p}

dite intégrale de Bochner.

Théoréme 3.12. L’intégrale de Bochner des fonctions multivogques fQFdP a les propriétés

sutvantes :

(1) H (Jo FidP, [, FodP) < A(Fi, F2)  VFi,F; € S}

(X)

(2) Jo(Fi+ B2)dP = [ F1dP + [ F> dP VP, F> € Sj

11



Démonstration. Soient Fy,F5 € SI}(X). Pour f; € 5'11;1, on a :

| nar— [ fgdPH < L1 = R @) aPe)

- / (i @), Fs () dP(w)
< A(F,F)

A

inf
1
f265F2

ainsi on a :

d(x,/deP> SA(Fl,FQ) V:L’G/Fldp
Q Q
et de méme :
d (y,/ FldP> < A(Fl,FQ) Yy € / FydP
Q Q
d’ou (1)
(2) est immédiate d’apres théoréme 3.4. O
Théoréme 3.13. Soit F € Sl}c(X), alors une fonction f € L% est dans S si et seulement si

fA fdPEfA F dP pour tout A € F. De plus, si X est séparable, le méme résultat est vrai pour

Fe SI}C(X).

3.3 Espérance Conditionnelle Multivoque

Pour f € #% et Fi une sous-tribu de F, l'espérance conditionnelle E (f/F;) de f par
rapport & Fi est définie par la fonction E (f/F1) € Ly (F1) telle que :

/E(f/]-'l) dP:/fdP VA € Fi
A A

Théoréme 3.14. Soi t F € Sl( xy, alors il existe un unique E(F/F) € L (F) tel que :

g(F/f ={E(f/F) :: f € SkL}.
Sﬁ(F/]_.) est appelée espérance conditionnelle de F par rapport o F.

Démonstration. Soit M = {E(f/]-") : fe S};} PuisqueM est décomposable par rapport
a F, alors M est décomposable par rapport a F et M est non vide borné dans Z% (F).

Donc, d’aprés le théoréeme 3.7, la proposition 3.9 et le corolaire du théoréme 3.1, il existe
E(F)F) € L (F) tel queﬂzsg(F/]_-). O

Remarque. Par la proposition 3.5 ona: F € Sclb(X) = {(F/F) € Sclb(X) (%)

12



Théoréme 3.15. L’espérance conditionnelle F — & (F/F) sur SIZ)L(X) satisfait les propriétés
sutvantes :
L AE(F/F),E(F/F)) S A(FL,F) VFLF € S,
En particulier [ || (F/F (w))||dP (w) < [ [|F (w)||dP (w) VF € S;(X)
2.E(FL+ R/F)=¢(F)F)+¢ (Fg/}") VF, Fy € Sy x
3. £(BF/F)=pBE(F/F) VFESl Vﬁeiﬂ"o(ﬁ F,P)
Démonstration. Soient F, Fy, Fy € £%. Posons B = ¢ (F/F), By = £ (F1/F) et By = &(Fy/F).
1. On définit 'ensemble A =Sw e Q : sup d(z,By(w)) > sup d(z, B (w))

z€B1 (w) z€Ba(w)
on a :

A(By,By) = /QH(Bl(w),Bﬂw))dP(w)

— / sup d(z, By (w))dP (w) + / sup d(z,B; (w))dP (w)
A Q

z€B] (w) \A zE€Bg(w)

= swp [ i) Ba@)aP @)+ s [ ), By @) dP @)

bresh, b2€SE,

= sup inf / IIb1 (w) — b2 (w)|| dP (w) + sup inf / |1 (w) — b2 (w)]| AP (w)
bresh b265g, JA bpesh, D1ESE, JO\A

= sup inf /IIE(f1/f)(w)—E(fz/f)(W)lldP(WH

f1esk fQGSFQ

+ sup inf /QAHE(fl/f)() E(f2/F) W] dP (w)

f2631 fleSFl

< ot [ 1) = @) 1 aP @ o+ il [ EACRABIEE®
= / sup d(z,Fy (w))dP (w)+/ sup d(z, F1 (w))dP (w)

A zeF(w) QA z€F(w)
S / H F1 2 (w)) dP (w) = A(Fl,Fg)

2. On a par le théoréme 3.4 :

13



"E’ﬂfl(Fri-FQ/]:) = f/‘F f € Sfl*_‘ +Sf17‘2}

15

= {BW/P +E(f/F): fieSh.fa e Sh|
{35+ 1.}
St

Sk + 5}92} (avec B; = E (F,/F) i =1,2)

alors
E(Fi+F2/F) = Bi+By=§(Fi/F)+&(Fy/F)

3.Soit B € L*(0, F, P), alors :

sg(ﬁF/f) = {E(Bf/F): fe Sk}
= {BE(f/F): feSt}

Montrons que : {BE (f/F) : fe Sk} =B{E(f/F): fe€SL}
On a, par définition de I'adhérence : {BE (f/F) : f € St} D B{E(f/F) : f€ Sk}
Soient f € {ﬁE(f/]:) fest } et {fn, n>1} C S} telle que :

18 (W) E(fn)F) () — f ()| =0  p.s.

Pour A ={weQ : f(w) #0} € F, on définit :
g = lafun+loah Vn > 1
g = 1B ' f+1uE (f1/F)

alors {gn, n > 1} C SL, ce qui entraine que ||E (gn/F)|| < ||€ (F/F)|| p-s.
Or ||B(E(fa/F) (w) = B71f (w))|| = 0 p.s., donc || E (gn/F) (w) — g (w)|| — 0 p.s.
On conclue alors que f = fBg € B{E(f/F): f € Sk}
D'ou {BE (f/F): f€SL} CB{E(f/F): f €Sk} et, par suite, on a I'égaliteé.

1 _ 1 _ql
Done on a S¢ (s 7y = BS%(r/7) = S/
Ceci donne que & (BF/F) = BE(F/F). O

Théoréme 3.16.
1. 8i Fi C Fa sont des sous-tribus de F et F € Sib(X) (F), alors &(F/F1) pris dans
(Q, F1, P) est égale a celle prise dans lespace (2, Fa, P) ;
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2. £(E(F/F2) | F1) =€ (F/F1) pour Fi1 C Fo des sous-tribus de F et F € Sclb(X)

Démonstration.

1. Soit F' € Sclb(X), alors :

Serrry = {E(f/F) « f €Sk}
= {E(E(f/FR)/F) : €Sk
= {E(g/F1) : g€ SL(F)}

2. Soient F' € Sclb(X)et B = ¢ (F/F2). En remplacant, dans ’égalité précédente, F' par B

on obtient :

Siw/ry = {E(9/F):geSp(F)}
{E(E(f/F2) /F) : feSp}
= {E(f/F): f€SL}

donc & (B/F1) = £ (F/F1), c’est-a-dire :

§E(E(F/F2) | F1) =E(F/F)

Théoréme 3.17. Soit F1 une sous-tribu de F.
1. S F e Sg(X), alors :

(F1)
/ f(F/]:l)dP:/FdP VA e F
A A

2. 51 F € Sib(X)’ alors :

/g(F/]-"l) dP:/FdP VA e F
A A

3.5 F e Sclb(X), alors & (F/ Fy)est uniquement déterminée comme la fonction dans Sclb(X) (F1)

satisfaisant :

/{(F/]-'l) dP_/FdP VA € Fy
A A
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4. Si X* est séparable et F' € Sib(X)f alors § (F/F1)est uniquement déterminée comme la

fonction dans Sclb(X) (F1) satisfaisant :

/é(F/]-"l) dP:/FdP VA e F
A A

5. Si X est réflexif et F' € Sib(X)} alors :

(F1)
/ §(F/Fr) dP:/g(F/]-“l) dP:/FdP VA e F
A A A

Démonstration.

1. Soient F € SI}(X)et A€ F.Sige Sgl(F/Fl)7

telle que ||g — E (fn/F1)lly vd 0. Donc on a :

alors il existe une suite {f,, n > 1} C S}p

/gdP:hm/E(fn/]-"l) dP:lim/fndPe/FdP
A noJA noJA A

ainsi :

/(E) E(F/F) dP C /AFdP

A
L’inclusion inverse se traite de la méme facon.

2. Soient F' € Sclb et A€ Fq,alorson a:

(X)
Serymy(F1) ={E(f/F1) : €Sk}

alors :

/(}—l)é‘(F/Fl) dP = {/AE(f/]-"l) dP : f € Sgl(F/]—'l)} :/Ag(p/}“l) AP

A

et d’aprés 1. on obtient le résultat.

3.5i Fe Sclb(X), alors :
E(F/F1) € Shyxy  VF € Syx

Pour prouver 1'unicité, il suffit de montrer que, si Fi,Fy € Sib(X) :

</F1dP:/F2dP VAE]'->:>F1:F2
A A
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Soient Fy,F5 € Sclb(X) telles que :

/FldP—/ngP VAe F
A A

Alors, d’aprés théoréme 3.13, on a 5}71 = S}VQd’ou I = F5. Ainsi 3. est prouvé
5. Supposons X réflexif et soit F' € Sib( X)- Alors, d’aprés théoréeme 3.11, S}m est faiblement

compact. Donc, d’aprés 1. et2., on obtient le résultat. O

4 Martingales multivoques

4.1 Propriétés générales

Dans cette section, (T, <) désigne un ensemble ordonné filtrant et {F,, 7 € T} une famille

de sous-c-algébres de F telle que Fr, C Fr,51 11 < 7.

Définition 4.1. Le systéme { f, Fr, 7 € T}est une martingale a valeurs dans X si :

1. La famille {f;, 7 € T} est adaptée a la famille {F,, 7 € T}, c’est-a-dire :
VreT  fre 2% (Fr)

2. \V/Tl,TQGT T1§T2:>f7-1:E(f7-2/f7-1).
Le systeme {F;, Fr, 7 € T} est une martingale multivoque si :

1.La famille {f,, 7 € T} est adaptée a la famille {F;, 7 € T}, c’est-a-dire :
VreT FT GSib(X) (.Fq—) 5

2.V1,2€T 7‘1§7_2:>FT1:E(F7’2/]:71)'

Proposition 4.2. Pour chaque n € N, soit F,, : Q — cfb(X) une fonction multivoque.
(Fn, Fn)pen est dite martingale multivoque a valeurs dans ngb(X)(]:) si les trois conditions

sutvantes sont satisfaites :

a) Vn € N F,, est F,-mesurable;

b VneN  [Fue)ll € L1 (@ Fo P);

¢)VneNVi<nVAeF: /E(w) Pldw) = / Fo(w) P(dw).
A A

Démonstration. Evidente O
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Théoréme 4.3. Soit {F,, Fn, n > 1} une martingale multivoque. On suppose qu’il existe F' €
Sclbf(X) telle que F,, = {(F/Fy), pour tout n > 1. On pose Foo = 0 (Unzl fn) et Foo =
E(F/Fx). Si X est réflexif, alors H (F, (w) , Fso (w)) — 0 p.s. et A (F, Fso) — 0.

n—o0o

Démonstration. Voir [13]. O

Définition 4.4. Une famille {f;, 7 € T}de fonctions mesurables a valeurs dans R est dite

uniformément intégrable si, pour tout € > 0, il existe 7o € T et a > 0 tel que 7 > 1) =
Jigssap 1ol dP <e.

Remarque. On peut montrer que le fait que {f;, 7 € T} soit uniformément intégrable est
équivalent a :
L3neT supr>n [qlfr] dP < o0
2.Ve>03mpeTetd>0telsque:7>met P(A) <d = [,|fr|dP <e

Définition 4.5. On dit qu'une suite {F,,, n > 1} C Sclkb(X) satisfait la condition d’Uhl si,
pour tout € > 0, il existe un compact convexe K C X tel que : pour tout 8 > 0, il existe un

ensemble Ag € F tel que P (Ag) > 1 —cet:

U/FnchP(A)K+ﬁB VA€ AgNF
A

n>1
ol B est la boule unité de X.

Théoréme 4.6. Soit {F,,, F,, n > 1} une martingale multivoque dans Sclkb(X). Alors H (F,, (w)
0 avec Fy € Sikb(X) st les deuz conditions swivantes sont satisfaites :

1. A{||Fn (o)]|, n > 1} est uniformément intégrable,

2. {F,, n > 1} satisfait la condition d’Uhl.

Démonstration. Voir [12] O

Définition 4.7. L’espace de Banach X, posséde la propriété de Radon-Nikodym, en abrégé
RNP si, pour tout espace probabilisé (2, F, P) et toute probabilité Q sur (£2, F) absolument
continue par rapport a P (Q < P), il existe f € £ telle que :

Q(A):/AfdP VAeF

Théoréme 4.8. On suppose que X posséde la propriété RNP el que X* est séparable. Soit
{Fp, Fn, n > 1} une martingale dans S:,}b(X)' Si{||Fy (o)||, n > 1} est uniformément intégrable,
il existe une unique Foo € Sclkb(X) telle que : F, =& (Foo/]:n), pour tout n > 1.
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Démonstration. On définit M = {f € L% : E(f/F,) € S},n (Fn) ¥n > 1} . Alors M est non
vide, fermé, borné, convexe et décomposable dans .,2”)1(

1. On voit facilement que M est fermé et convexe car, pour tout n > 1, S}pn (Fn) est
convexe.

2. M est décomposable. En effet :

Soient f,ge M et A€ F. Pour n > 1, on pose :

fa=E(f/Fa) et gn=E(g/Fn).
Par le théoréme de convergence des martingales, on a :

fow) — flw) et gn(w) — g(w).

n—-+oo n—-+oo

Prenons :
hn:E(lA/Fn)fn+E(1Q\A/~Fn>gn n=>1
ona: fgeM
donc: f, = FE (f/}"n) , gn=F (g/}"n) € S};n (Fn)
alors :

¥n>1  h, €Sk (F)
d’ott {||hy (e)]|, m > 1} est uniformément intégrable.

Comme hy, (w) — h(w) avec h = 14f + 1\ 49, on déduit alors que|h, — hl|; — 0.

n—-+oo n——+oo

Si m > n, alors :
B (b /Fa) € Sk, (Fa) et || (b/Fa) = B (b Fa) | < 10 = bl

donc, pour m — +00, on obtient E (h/F,) € S};" (F») - Ce qui entraine alors que : h € M et
ainsi M est décomposable.

3. M est borné. En effet, on a :
VPEM Il =B (/7 < sup [ 1B @)l dP() < +o0

car la suite {||F}, (o)||, n > 1} est uniformément intégrable.
4. M est non vide. En effet :

montrons que
VYn>1VfeSE (F) Ye>03geM H/fdP—/gdPHgs VAe F, (4.1)
A A
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Supposons n = 1. Soient f € S};l (F1) et € > 0.

Nous construisons une suite de fonctions {f;, j > 1} telles que : fi = f et, j > 1:
fj € S}pj (Fj) et Hfj — E(fj+1/F)) H1 <e/2 (car (Fj, j > 1) est une martingale et, pour
j > 1, fj c S};] (.F]))

Alors, pour m > j > k, on a:

| 0~ [ mar] = [ [ - gz ar

IN

ZHfZ— (fir1/Fi) H1<Z£/2’<E/23 V' VAeF, (42

i=j
ainsi, pour tout A € | Jp~ | F, lalimite X (A) = lim,, [, fm dP existe (puisque X est complet).
Puisque {||Fy,, (o)]|, m > 1} est uniformément intégrable, donc la limite A (A) existe pour tout
A€ F et, X possede la propriété RN P donc il existe g € X}( tel que

)\(A):/gdP VAeF
A

et, puisque E (fin/Fj) € S}Tj (Fj) pour m > j, on a :

| B@F)yap = [ gar

= lim/ fm dP
m Ja
(F5)
= hm/E(fm/fj) dPe/ FjdP  VAeF;
m JA A
donc, d’aprés théoréme 3.13, on a
E(g/F;) € S, (Fj)  Vi=>1

donc g € M et M est alors non vide.
5. En prenant j = k =1 et m — +oo dans I’équation (4.2), on obtient :

/fdP—/gdPH§5 VAe F
A A
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c’est-a-dire 'équation (4.1) est vérifiee pour n = 1.
Le théoréme 3.7 et les propositions 3.5 et 3.9 entrainent alors qu’il existe Fo € Sclb( X) telle
que M = S}poo.

On conclue donc que :
{/fdP: fES},n(]:n) VnZl}:{/gdP:geM}
A A

(Fn)
Vn>1VAe F, / FndP:/FOOdP
A A

donc

Alors, d’aprés théoréme 3.17, on a :
Fo=¢(Fu/Fn) VYn>1

6. Unicité :
Soit G € Sclb(X) telle que :

F,=¢(G/F,) Vn>1

alors on déduit que :

/GdP—/FOOdP vAe | J Fa
A A

n=1

Pour A € F, prenons une suite {Ay, k > 1} € ;2| Fn telle que : P (AAAL) — 0 d’ou

H(/de,/ GdP>—>0 et H(/Foodp,/ Foodp)—>0
A Ag A Ag

Ainsi on a :

/GdP:/FOOdP VAe F
A A

alors, d’aprés théoréme 3.13 , on conclue que S(l; = S},ood’otl G="F.
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4.2 Convergence des martingales multivoques
4.2.1 Propriétés de la topologie linéaire 7y,

Proposition 4.9. Soit (Ay)pen| (oo} une suite dans cf (X). Alors :

(1) d(x,Ax) = limy, d (z, Ay) Ve e X
Ay =711 —lim A, <= < et
n
(17) 0* (¥, Aso) = lim,, 6* (2%, A,) Va* € X*
Dans cette sous-section, nous supposons que le dual topologique X*est fortement séparable,
c’est-a-dire pour la topologie forte.
Soient D = {xy, k > 1} une partie dénombrable dense de X et D* = {x},k > 1}une partie

dénombrable dense de X*.
Si A1, Ag € ebf (X), on pose :

(5 (Al, Ag) = ImaXx {(51 (Al, Ag) ,(51 (Al, AQ)}

avec

Al,AQ 22— |d ':L'k‘?Al) d(xk7A2)|

=1 1+ |d (zx, A1) — d (2, A2)|

et

5 (w, A1) — 0 (, Ao) |
A A 2= k | k>

A2 % 1+ | 6* (g, A1) — 6* (zg, A2) |
Alors (cbf (X),d)est un espace métrique.

Définition 4.10. Une suite {A4,,,n > 1} C P (X) est dite uniformément bornée si :

sup || Ay [|< 400
n>1

Proposition 4.11. Soit {An, n e N}une suite uniformément bornée dans cf(X). Alors {A,,n € N}

converge vers A pour la métrique 0 si et seulement s1 Aso = 71 — limy, A,,.

Démonstration. D’apres la proposition 4.9, on a :
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(1) d(x,Ax) = limy, d (z, Ay) Ve e X
A =71 —lim A, <= ( et
(17) 0* (%, Axo) = lim,, 6* (2%, 4,)) Vz* e X*

La famille de fonctions {d(e, A), A € c¢f(X)} est équicontinue sur X. En effet :
Soit z,y € X, alors :

da € Ad(xz,A) = inf ||z — z|| = ||z — a
z€A

et
b e Ad(y, A) = inf [ly - zI| = ly - b]

Posons ||z —y|| < |e — [|a — b||. Donc

|z =yl +lla=0b < €
lt—a+a—y+b—>b||+|a—0]| < €
[z —a—(y—=b)—(b—a)|+|la-0b] < e

d’ou

Hm—aH—\!y—b!!—\!b—a!!+\\a—b|!’ < €
d(z,A)—d(y,A)| < €

donc la famille {d (e, A), A € cf (X)} est équicontinue sur X.

En outre, pour tous z* € X*et n € N, nous avons :

0" (2%, An) < [Ja”| . sup || Ax|
k>1

il alors :

Prenons € > 0, ||z* — —t
>0, =" =yl < s

2" —y*|| .sup [[Ag| < e
k>1

alors

107 (2" =y, An)] < l2” = y7l| -sup [[Ax]] <

ce qui entraine
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| 6% (2%, Ay) — 0% (y*, Ay) |< €

on déduit alors que la famille {6* (o, A), A € cf (X)} est équicontinue sur X*. Le théoréme

d’Ascoli entraine alors que :

(1) d(zk, Aso) = limy, d (zk, Ay) Vk e N
As =71 —lim A, <= < et
(i1) 6" (v}, Aoo) = limy, 6* (27, An) VK EN

et ceci entraine, d’aprés la définition de d, que : lim,, 6* (A,, Axs) =0 O

Proposition 4.12. L’espace métrique (cf(X),d) est séparable.

4.2.2 Convergence des martingales

Soit 7 la topologie sur cf (X) telle que (cf (X),7)soit complétement régulier. Soit B la
tribu borélienne engendré par la topologie 7 sur ¢f (X ). On note C? (¢f (X),7) I'ensemble des

fonctions f : ¢f (X) — R bornées et continues par rapport a 7.

Définition 4.13. Soit (Fy),,en|jqocyune suite de fonctions multivoques (A, B)-mesurables &
valeurs dans cf (X). On dit que la suite (F},), cyconverge en distribution vers I, par rap-
port & 7 si et seulement si la suite des distributions (Pg,, n € N) converge faiblement vers la

distribution Pg_sur C® (cf (X),7). Ce qui est équivalent &

W e er (X)) i [ FE )P = [ @) P

Théoréme 4.14. On suppose que X est séparable réflexif. Soit (Fy, Fpn),cn une martingale

multivoque & valeurs dans Sclfb(X)(}") telle que :

sup/ | Fy(w)]| dP (w) < +00.
neNJQ
Alors il existe Foo € Sibf(X) (F) telle que la suite (Fy,), oy converge presque sirement vers

F par rapport a 71,

Démonstration. On a sup,cy [ [|[Fn(w)|| dPdw < 400 est équivalent a P'existence de F' €
S}:bf(X) (F) telle que : F,, = £ (F/F,), pour tout n > 1. D’ou d’aprés théoréme 4.3 on déduit
que :

H (F, (w),Fx (w)) — 0 p.s

n—00
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et donc Fy = 71, — lim,, F, O]
Lemme 4.15. Supposons que X posséde la propriété de Radon-Nikodym relativement a (2, F, P)

et que X* est fortement séparable. Soit (Fy,), oy une suite d’éléments de Sclwk(X) (F) telle que :

(i) Sup/ | Fu(@)l] P(dw) < +oo-
neNJQ
(11) il existe un ensemble Ny € F négligeable (c-a-d :P (No) = 0) tel que :

sup || Fp(w)|| < +00  Yw € Q\ Ny
neN

(111) {fA F,dP, n € N} est faiblement compact ;
(iv) pour chaque z* € X*, il eriste g,» € L3 telle que la suite (6* (z*, F,), n € N)
converge presque stirement Vers gpx.
Alors il existe un ensemble aléatoire Fy, € Sclwk(x) tel que, pour chaque x* € X*, la suite
(0* (z*, F,), n € N) converge presque sdrement vers 0* (z*, Fuo) .
Théoréme 4.16. Supposons X séparable et soit (Fm]:n)neN une martingale multioque a

valeurs dans Sclfw(X)(]:) telle que :
() sup [ |Fu(w)] Plde) < +o0;
neNJQ
(1) il existe un ensemble aléatoire K : Q@ — cwk(X) et un ensemble négligeable Ny € F

tels que :
Fp(w) C K(w) V(w,n) € (2 \ Np) x N.

Alors il eziste un ensemble aléatoire F € Sclwk(x)(]:) tel que (Fy,, n € N) converge presque

stirement vers Foo relativement & 7p,.

Proposition 4.17. On suppose X séparable. Soit N = {e;, jé€ N} dense pour la topologie
de Mackey dans la boule unité fermée B* de X*. Soient (Ay),cn une suite de cwk (X) et
Ay =s—LiA, € cwk (X) tel que :

o* (e;f,Aoo) = lim 6* (e;f,An) VjeN
Alors :
d(r,Ax) = limd (z,A,) VzeX

Démonstration. Pour tout n € N et tout x € X, on a :

d(xz,A,) =sup [< e, x> —6" (e}f,An)]
JjEN

et on a

VjieN liTILn <ef, x> =6 (ef, Ap) =< €,z > —0" (e}, Ax)
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Or, pour tout n € N et tout z € X, on a:<ej,z > —¢" (e;‘f,An> <d(z,Ap).

Donc en passant a la limite quand n — oo, on obtient :

<, x> 0" (ef, Ay) <liminfd(z, A,) (%)

77 n—:aoQ

En prenant la borne supérieure en j € N dans (x)on obtient :

d(z,Ax) <liminfd(x, Ap) (xx)

n——oo

En outre, on a :

limsupd(z, A,) <d(z,s —LiA,) =d(z,Ax) Ve X (xx*x)

n—:aoo

En effet, soit y € Aoo = s —Li A,
Prenons y, € A, tel que ||y, —y|| — 0

on a
d(z,An) < [lz = ynll
donc
limsup d (z, An) < limsup |z — gl = | — ]
n—s00 n—soo
d’ou

limsupd (z, 4,) < d(z,Ax)

n—aoo

donc d’aprés (k) et (x x x), on déduit que :
d(x,Ax) =limd(z,A,) VxeX

O

Théoréme 4.18. Supposons que X posséde la propriété de Radon-Nikodym relativement a
(2, F, P) et que X* est fortement séparable. Soit (Fy,Fy),cy une martingale multivoque a
valeurs dans Sclwk:f(X)(]:) telle que :

() sup /Q | Fu(w)l] P(dw) < +00

(it) { [, Fn dP, n € N} est faiblement compacte.

Alors il exziste un ensemble aléatoire Iy € Sclwk

(x)(F) tel que (Fn, n € N) converge presque

stdrement vers Fy relativement a 7y,.

Démonstration. Etape 1 :
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On a : sup,ey fq [|[Fn(W)|| P(dw) < +oo et { [, F, dP, n € N} est faiblement compact tel

que (Fn, Fp),en € Sclwkf(X)("r)
Donc d’aprés lemme 4.15 : il existe un ensemble aléatoire Fi, € Sclwk:(X) (F) tel que :

0" (2%, Fo) = limd* (2, F,,)) 2" € X*

Etape 2 :
(1) on a X posséde la propriété de Radon-Nikodym relativement a (2, F, P) et X* est
fortement séparable avec les deux conditions :

(Dsup /Q | Fa(@)]] Pldw) < +o0;

(19) { 4 FndP,neN } est faiblement compacte.

Donc d’aprés le théoréme 5.7 vu et démontré ci-dessous, on déduit qu’il existe Fy €

Slwk(x)(f) tel que : 7y —lim F,, = F,, p.s.

c

Et d’aprés proposition 4.17, on déduit que :
d(z,Fy) =limd(z,F,) VrelX
n

On conclue que :

F =717 —lim F,
n

5 Martingales a la limite (Mil)

5.1 Convergence dans un espace RNP

Définition 5.1. On suppose que le dual fort X* de X est séparable. Une suite adaptée
{Fp,n>1} C Séwk(X) est une mil (martingale & la limite) ! si pour tout € > 0, il existe p € N

tel que :
Vn >p P ( sup H (Fy, & (Fp|Fq)) > e) <€

p<q<n

Remarque. Tl est a noter que si {F,,,n > 1} est un mil dans Sclwk(X), alors pour tout x* € B/,

boule unité de X*, la suite {5 (z*, F,,), n > 1} est un mil dans .4 et ceci puisque :

H(ang(FN‘Fq)) = sup
z*eB’

5" (a7, Fp(e)) = E (67 (27, Fu(e)) | Fq)

1. mil : abréviation de 'expression en anglais « martingale in limit »
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Théoréme 5.2. On suppose que X* est séparable. Soit F' € Siwk(X)' Alors on a :

v — limé& (F|F,) (w) = F(w) D.s.
Démonstration. 11 faut montrer que :
w—Ls& (F|F,) (w) C F(w) C s — Li& (F|F,) (w) p.s.

1. F(w) C s — L (F|F,) (w) ps.:
Soit f € Z% (F). Par théoréme de Lévy on a : lim, E (f|F,) = f p-s.
Puisque, pour tout n > 1, E (f|F,) € £ (F|Fn), alors : f € s — Li€ (F|F,), d’ou :

F(w) C s — Li¢ (F|Fn) (w) ps.

2. w—Ls¢ (F|F,) (w) C F(w) pes.:

Soit (e}),~; une suite dense dans X *pour la topologie de Mackey. On a :
lim 8 (e, € (FIF) (+)) = I € (5" (e}, F()) | F2) = 6 (e FI(&))

Pour x dans w — Ls§ (F|F,) (w), il existe une suite (zx);, avec zp € & (F|Fy,) tel que
() converge faiblement vers z.

Pour tout j > 1, 0on a:
<e}‘,az> = lilgn <e;,xk> < limnsup o (e;,ﬁ(F\}"n) (o)) =0* (e}‘, F(s)) ps.
D’aprés le lemme 34 dans Castaing and Valadier (|7]), on conclue que z € F (w) . O
Lemme 5.3. Soient (An, n > 1) et (Bp, n > 1) deuz suites dans cf(X) telles que :
lirILnH (An,B,) =0 et ™ — lirrln A, = A

alors :

v —lim B, =1 —limA, = A
n n
Démonstration. Voir [6]. O

Théoréme 5.4. Soit ¢ : Q x X — [0, 400] une fonction mesurable telle que :
o(w,0) =0 Yw € 0,
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Pour tous p,r € RT, l'ensemble {x € pB : p(w,z) < r} est conveze faiblement
compact.

Soit (Fn, n > 1) un mil borné dans L% telle que :

sup/ﬂnp(w,Fn(w)) dP(w) < 400

n>1
Alors il existe Foo € L% telle que (F,, — € (FoolFn))p>1 converge p.s. vers {0} .

Démonstration. D’apres Castaing (|3], théoréme 3.9), il existe une sous-suite (F,,, kK > 1) de
la suite (F,, n > 1) et une suite croissante { By, k > 1} C F vérifiant h,?lP (Bg) = 1 telles que
la suite (1p, F),, , k > 1) soit faiblement relativement compacte dans .,2”)1( En extrayant une
sous-suite, on peut supposer que la suite (1p, Fj,, , k > 1) converge faiblement dans 3)1( vers
une fonction intégrable Fi, € 2)1( et que (IBank, k> 1) converge p.s. vers 0.

Comme (Fy,, n > 1) est un mil borné dans Z%, alors pour tout z* € X*, ((z*, F,), n > 1)
est un mil réel borné. En utilisant le théoréme 4, p. 1193 dans Talagrand (|11]), on déduit
que, pour z* € X*, la suite ({(z*, F,,), n > 1) converge p.s. vers une fonction réelle intégrable
fz=. Puisque, pour tout k > 1,on a : I, = 1p,F,, + 132Fnk et que la suite (1312Fnk,7 k> 1)
converge p.s. vers 0, ceci entraine que ((z*,1p, F, ), k > 1) converge p.s. vers fz-. Ainsi, pour

tout A € F, on obtient :

/ lim (2%, Fy) dP(w) = Tim [ (2%, 1, Fy,) dP(w) = / (2", Fa) dP(w)
A

n—4o0o0 k—4o0 A A

Donc (Fy, n > 1) converge scalairement vers Fuo p.s. Par conséquent, (£, — & (Foo|Fn)),>1
est un mil borné qui converge scalairement p.s. vers 0. Le théoréme 6, p. 1193 dans Talagrand

(|11]) entraine alors que (Fy, — & (Foo|Fn)),>; converge p.s. vers {0} . O
Le théoréme suivant est une variante du théoréme ci-dessus.

Théoréme 5.5. Supposons que X et X*possédent la propriété de Radon-Nikodym et soit
(Fn, n > 1) une mil bornée dans Lx. Alors il existe Foo € L5 telle que (F, — & (Fool Fn))p>1

converge p.s. vers {0} .

Démonstration. Notons, d’abord, que pour tout z* € X*, le mil réel ((z*, Fy,)),, >, converge
p-s. vers une fonction intégrable. D’aprés la décomposition de Gaposhkin-Slaby, il existe une
sous-suite (F,,, k > 1) de la suite (F,, n > 1) et une suite croissante {A,, p > 1} C F véri-
fiant lilr)nP (Ap) = 1 telles que, pour tout p > 1, la suite (lApFnk, k> 1) soit uniformément
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intégrable. Ceci entraine alors que :

Vp>1VAec FNA, lim (x*, Fp) dP(w) = lim (x*, Fy,,) dP(w).
n——+oo A k—+oco A
En utilisant le théoréme 3.1 dans [5]|, nous déduisons alors qu’il existe une sous-suite
(Giyi>1)de (Fy,, k> 1) et Foy € L5 telles que, pour tout u € £ (FN Ap), on ait :

lim [ (u,G;) dP = / (u, Foo) dP

1—r+o00o

En particulier, pour tous z* € X* et A € F N A, nous avons :

lim (x*, F,,) dP(w) = lim (x*, Fy, ) dP(w) = / (u, Fso) dP
n—-—4o0o A k—+o00 A

Ce qui entraine que, pour tous z* € X* et p > 1, il existe un ensemble négligeable N¥. C A,

tel que, pour tout w € A, \ N2, on ait :

lim (2%, F,(w)) = lim (2, Foo(w))

n—-+oo n—-+oo

Comme limP (A4,) = 1, on voit alors que :
P

lim (z*, F,(w)) = lim (2%, Fso(w)) p.s.

n——+oo n——+oo

ce qui signifie que (F),, n > 1) converge scalairement vers Fi, p.Ss.

La preuve se termine exactement comme dans le théoréme précédent. O

Théoréme 5.6. On suppose que X* muni de la topologie forte est séparable et que X posséde
la propriété de Radon-Nikodym.
Soit (Fy,, n > 1) une suite bornée dans Sgwk(X) telle que :
1. Pour toute sous-suite (F,, , m >1) de (F,, n>1) et tout A € F pour

lequel la suite (1o F,,,, m > 1) est uniformément intégrable dans Sclwk(X),

m)

l’ensemble {IA E, dP,m> 1} est faiblement relativement compact;

2. Pour tout xz* € X*, la suite (6" (x*,F,,) , n > 1) converge en probabilité
vers une fonction intégrable py«.
Alors il existe Fio € Sclwk(X) telle que : pour tout x* € X*, il existe un ensemble négligeable

Ng» € F tel que, pour tout w ¢ Ny«, on ait :

o (W) = P-lim 8" (2%, F(w)) = 0" (2, Foo (w))
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Démonstration. D’apres la décomposition de Gasposhkin-Sably, il existe une sous-suite (Fy,, , kK > 1)
de (Fy,, n > 1) et une suite croissante {A,, p > 1} C F vérifiant li;nP (Ap) = 1 telles que, pour
tout p > 1, la suite (1ApFnk L k> 1) soit uniformément intégrable dans Sclwk(x).

D’aprés ’hypothése 1. du théoréme : pour tout A € FNA,, 'ensemble {fA F, dP, k> 1}
est faiblement relativement compact dans X. En utilisant un critére de compacité (|2, 3, 4])
et la démonstration de Castaing-Clauzure ([3|, théoréme 3.1), il existe une sous-suite (G;); de
(Fp),, telle que, pour tout p > 1,(1ApGi) soit uniformément intégrable, et Fi € Sclwk(X) telle
que, pour tout z* € X*et tout A € A, N F, on ait :

lim/ 5* (:c*,Gi)dP:/é* (&%, Foo) dP
? A A

D’apreés 2., pour tout 2 € X*, on a :
@ (W) = P-lim 6* (z*, F(w)) € L
n

alors, pour tout p > 1, lim, 6* (z*,G;) = p,+ dans 4 (Ap,Ap ﬂF,HAp) . Donc pour tout
x* e X* fixé;

lim/ 0" (x*,G;)dP :/ PprdP = / 0" (2%, Fo)dP YA€ ApNF
¢ A A A
donc, dans Ay, on a :

opr = 0% (2", Fs)  D-s.

et comme limP (A,) = 1, alors dans Q on a :
P

Ypx = 0" (2", Fso) D-S.

O]

Théoréme 5.7. On suppose que X “est séparable el que X posséde la propriété de RN P. Soit
(Fn, n > 1) une mil bornée dans Sgwk(x) et telle que : pour toute sous-suite (Fy,,, m > 1) de
(Fn, n>1) et tout A € F pour lequel la suite (14F,,,, m > 1) est uniformément intégrable
dans Sclwk(X)’ {fA F, dP, k> 1} est faiblement compact dans X .

Alors il existe Iy, € Sclwk(X) telle que :

lim H (F,, € (Fso|Frn)) =0 p.s.
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et donc

v — lim F,, = Fo p.s.

Démonstration. Pour tout z* € B', la suite (6* (z*,F,), n > 1) converge vers une fonction
intégrable @y «.
Appliquons le théoréme 5.6, avec les mémes notations : il existe Fi, € Sclwk:(X) telle que :

pour tout z* € B* on ait :

lim§ (2%, G;) = ppr = 6* (2%, Fx)

donc, d’apreés [6], on a :
lim H (F, & (Fso|Fn)) =0 pus.

et donc, d’aprés le théoréme 5.2, on a :
™ —limF, = F p.s.

O

Pour la suite de ce travail, on note N un sous-ensemble dénombrable dense pour la
topologie de Mackey dans la boule B* fermée de X™*. On note aussi NV* ’ensemble de toutes les
combinaisons linéaires d’éléments de Ny, d’ot N* est un sous-ensemble dense dans X™ pour

la topologie de Mackey.

5.2 Convergence dans un espace sans RNP

Lemme 5.8. Soit M : F — cwkb(X) une mesure absolument continue par rapport P a
variation bornée, sans atome et satisfaisant la condition d’Uhl. On suppose que, pour tout
e > 0, il existe un ensemble faiblement compact K. et un ensemble mesurable Qs C Q vérifiant
P (QS) < e tels que :

VAeQ.NF M(A)CP(A) K.

Alors il existe une fonction multivoque T’ a valeurs dans cwkb (X )tel que :
M(A):/FdP VAe F
A

Proposition 5.9. Soit M : F — cwkb (X) une mesure absolument continue par rapport P

& variation bornée, sans atome et satisfaisant la condition d’Uhl pour la topologie faible. Alors
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il existe une unique fonction multivogue I' € Sclwkb(X) telle que :
M(A):/FdP VA e F
A

Démonstration. Supposons que M : F — cwk f (X) est une mesure absolument continue par
rapport P a variation bornée, sans atome et satisfaisant la condition d’Uhl pour la topologie

faible.
Montrons que, pour tout € > 0, il existe un ensemble faiblement compact K. et un ensemble

mesurable . C Q vérifiant P (Q¢) < € tels que :
VAeQ.NF M(A) CP(A) K.

Soit € > 0, alors il existe K. € cwkb (X) tel que la condition d’Uhl soit satisfaite. Prenons
une suite{ A%, n > 1} C F telle que P (A;) > 1 — ¢ pour tout n € N et

1
M(A)CPA)K+ 5B WneN, AeFn4,

Posons :
(o) o
A, =limsup 4;, = ﬂ U A;
n n=1m=n
Alors P(A;) > 1 —e¢.
Soit A € FNA., alorson a: A C |J,_, A5, pour tout n > 1.

Pour n > 1 fixé, on définit :

n+k
Sn= A%, Snp1 = A1 \Ap - Sngkr = Ay \ ( U Afn)
m=n
Les ensembles S,,, m > n, sont deux-a-deux disjoints et A C (J;_,, A5, = Uyo_,, Sm. Alors :

o0 o0

M) = Y M@AAS)C Y (P(AﬂSm)KJrWleB)

m=n m=n

— PA)K+ (i W1L2>B

m=n

Ainsi M (A) C P(A) K . Donc, par lemme 5.8, il existe une fonction I' & valeurs dans cwk f (X)

telle que :
M(A):/FdP VAe F
A
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Théoreme 5.10. Soit (Fy, Fp), > un mil a valeurs dans cwkb (X).
On suppose que {F,, n > 1} C S;(X) et satisfait la condition d’Uhl pour la topologie faible.

Alors il existe F' € Siwkbf(X) telle que p.s. :

Ts—limF, =F p.s.

De plus, si X*est séparable, alors H <Fn,§<F/]:n>> — 0 p.s. etdoncTy—limF, =F
p.S.

Démonstration. De méme que pour la proposition 5.9, pour tout € > 0, il existe un ensemble

K. faiblement compact et un ensemble mesurable 2. C Q vérifiant P (Q¢) < € tels que :

vAea.nr / F,dP c P(A) K. (5.1)
A

n>1

Pour tout z* € N*, (6" (z*,F,), n > 1) est une mil réelle dans Sg(R). Donc il existe un

ensemble négligeable U C € et une fonction réelle intégrable .« telle que :

0 (2", Fy (w)) — pur (W) Va* € N*Vw € U°.

n— o0

D’aprés ’équation 5.1, on a :
/ F,dP C / KdP VYAeQ.NF (5.2)
A A

Ainsi F), (w) C K. pour tout w € US avec US C U N Q. et P (Q:) = P (UY).
On déduit que : (0” (o, Fy, (w))),,>1 est équicontinue pour la topologie de Mackey pour w € Uf.
D’ou

0 (2", Fp (w)) — ¢ (w) Va* € N*Vw € Uf.

n—r00

Pour A € Q. N F, on définit la fonction :

1/JA: X* — R
z* — [, u-dP

D’aprés ’équation 5.2, on a :

4 (e) < 0% (o, P(A) K,) VAeQ.NF
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Puisque 14 (o) est sous-linéaire, elle est continue pour la topologie de Mackey sur X*, donc il
existe un ensemble convexe fermé non vide M (A) C X tel que : 6* (o, M (A)) = 104 (o).
Or {F,,n>1}C Sz}(x) d’ou M est & variation bornée dans €.

D’aprés 5.1, on a : pour tout € > 0 il existe un ensemble mesurable . C € vérifiant

P (Qf) < € et un ensemble K faiblement compact tels que :
VAeQ.NF M(A) CP(AK:. (%)
Posons ¢, = %, alors on a :

1 (0,) = (o) +3 (2, 10,)

k+p

Puisque M (o) est & variation finie et absolument continue, on a :

(o) 0 (@) = macy s (e dr(0)) e (w0 (2y))

IA VAN
)] )]
55
-1
— =
~ <
VS
o) o)
T
_— N—
\b |
EST
= =
2
N—
}/

< Vi (Q ) 0
k+p k k——+oco

d’ou (M (Q%> , k> 1) est une suite de Cauchy. Or (f (X) ,H) est complet, donc cette suite
admet une limite convexe fermée M (Q) = H —lim M (Q%> Et puisque M <Q%> € cwkf (X),
alors M () € cwkf (X).

Pour tout A € F,si AC Q% pour un certain k, alors M (A) est faiblement compact.

Si, pour tout k& > 1, ’ensemble A\ 1 est non vide, en procédant comme précédemment, on
définit pour tout k > 1, M (A) = H —lim M (A N Q%> Donc M (A) est faiblement compact
et M est absolument continue par rapport P.

Elle est aussi a variation bornée. En effet, soit IT = {A;, Ao, ..., 4;, } une partition finie de

Q. Puisque M (A) = H — lim M (A N Q%), alors pour tout n > 0 et i € {1,2,...,4}, il existe
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k; tel que :

k>ki= sup 0" (2", M (4;)) — / Y| < i
r*€B* ANQ 20
k

Soit ki = max {k; : i =1,...,i,}, alors :

Vir (@) = Sll}[pZHM(Ai)H

IN
w0
==t
T
w0
==
T
=3
*
—~
8
\.%
<
—~
=
=

IA

wn

o

S
||'M§~ ]
8

wn

o

S

S M) [ pedpr [ pedpr | pap )
AN iy ANQy i, AN
5 (2%, M (A;)) —/ gpx*—i—dP/ pexdP| + sup / gpx*dP>
Aﬂﬂl/kn Amﬂl/kn I*EB* Aﬂﬂl/kn

in
(ni-i- sup liminf/ 5 (J:*,Fm)dP> car / cpx*dPg/ 6% (o, Fyy) dP
II i=1 2 r*eB* m Ale/kn Ale/kH Ale/kH

in

IN
)
o
o
. thj§
8
n
jart
o

N
n
=

ling

< p+sup) liminf / |Ey| dP
s ™ JANQyy
in
< 77+supliminf2/ [ Emll dP
I = JANQy ey

< 77+sup/ |F | dP < 00
m Q

Montrons que M (e) est dénombrable additive.
On a : une fonction M a valeurs dans un ensemble tel que M (A) soit faiblement compact,
°
pour tout A € F, est une mesure variation bornée si et seulement si c’est une ) -mesure a

variation bornée. Ainsi, il faut montrer que :

o0
o0 ]
M <U An> => M(Ay)
n=1 n=1
pour toute suite {A,,n > 1} d’éléments de F deux-a-deux disjoints.

o0

o0 [ )

Puisque M (U An> et ZM (Ay) sont fermés, 1’égalité précédente reste vraie si la dis-
n=1 n=1

tance de Hausdroff entre ces deux ensembles est égale a 0.
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D’aprés la définition de la distance Hausdorff, on voit que, pour tous C, A, B fermés

convexes, on a H (A, B)

fermés et convexes, on a donc :

i [ar(U ) S

=H(A+ C,B+C). On 'applique sur M (|

Ap) et ZM

k [eS)
00 . k . . k
=H M(U An>+ > M(An)—-M UAn> D> M(An)+ | > M(Ay)—M UAn>
n=1 n=1 =1 n=1 = =1
f o) k (? ° k
=H |Y M(A)+M UAH>— UAn),ZM(An)+ > M (A,)—M UAn)
n=1 =1 =1 n=1 n=1 =1
k T) k
~a [N (U a) S ZM (U
n=1 n=k+1 n=1 =1
L] o0 O.o lf
<H|[YM(A M( U An>,ZM A+ | Y M (A
n=1 n=k+1 n=1 n=1
. . . v
<H|[> M4, ( U A> SMA) || +H|D M(A),> M (A)
n=1 n=k+1 n=1 n=1 n=1

k

= M( U An> +H Y M(An),Y M (A,)
n=k+1 n=1 n=1
k k
= M( U An> +H | Y M(4,),Y M(A)+ > M(A)
n=k+1 n=1 n=1 n=k+1
= M< U An> + ) M (A
n=k+1 n=k+1
<2 ) M (A
n=k+1
=2 sup |||
<2 Z supZHM((An)Z)H avec (Ay); partitionde A,
n=k+1 =1
<2 ) Vi (4n)
n=k+1
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Puisque M est & variation bornée, la derniére expression tend vers 0. D’otu

(0 - S
n=1 n=1

donc M est une > -mesure et, par suite, ¢’est une mesure a variation bornée.

D’aprés lemme 5.8, il existe une fonction F' € cwk f (X) telle que :

M(A):/AF VAeF

Orona:
0 (xx, M (A)) = q (z%) = /Agox*dP VA e F
donc
/5*(x*,F) dP = 0* (m*,/FdP) :/cpx*dP VAe F
A A A
d’ou :

0 (x%, F) = @z Dp.s.

On conclue que
lim 6™ (z%, F, (w)) = 0™ (zx, F (w)) Va* € N* Vw € U¢
n
D’aprés 5.2, pour tout £ > 1, on a :

/Fnch/KldP VAe Q1 NF
A A k k

Ainsi - il existe un ensemble US C U1 Qyet P Q%> P (Q% \ U%> et F (w) C K1 pour
k
tousn € Net w e U HQ%. D’ou (6* (e, Fp (W), n >1
k
Mackey, pour w € Uf N Q%
1 .

) est équicontinue pour la topologie de

Pour k — oo, on définit I’ensemble Qg ={J;cy <Ui ﬂQ%> La suite (6* (o, Fyp (w)), n > 1)
k

est équicontinue pour la topologie de Mackey, pour tout w € . Ainsi
T —lim F, (w) = F (w) Yw € Qo

De plus, F' est intégrablement bornée. La convergence scalaire de (F,), vers F' implique
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que ||F (w)” < liminf, ||F), (w)|| et, d’aprés la lemme de Fatou, on a :

/QHF (w)|[dP (w) < /Qlirr}linf | Ey (w)|| dP (w) < lilrnnhrlf/Q | Ey (w)|| dP (w) < oo

On suppose, maintenant, que X *est séparable. D’aprés théoréme 6 dans [6], il existe un

ensemble négligeable Uy C Qg tel que :

YweU, H(F,(w),¢(F|F,)(w)—0

n——+oo

donc par le théoréme 5.2 on a :

v — lUmé (F|F,) = F ps.

Ainsi le théoréme 5.7 implique que :

v —lim F, = F p.s.

6 Pramarts

On rappelle que T' désigne I’ensemble des temps d’arrét bornés relativement & la filtration
(]:n>n21 :

Définition 6.1. Une famille adaptée (£, Fy),,>; & valeurs dans cwk (X) est un pramart si,

pour tout € > 0, il existe gy € T' tel que :

Vo,r€eT o9<o<717= P(H(F,,§(F;/F,)) >¢)<e¢

Définition 6.2. Si X =R, on dit que (F,, Fp),,~; st un sous-pramart si, pour tout € > 0,

il existe og € T tel que :

Vo, r€T 00§0§T:>P((F0—5(FT/]:U))+>5) <e

Définition 6.3. Une suite (F}", Fy),~;(m € N*) de sous-pramarts réels est dite uniforme si,

pour tout € > 0, il existe o9 € T tel que :

Vo, 7 €T Jg§U§T:>P<sup(F;”—§(FTm/}"o))+ >€> <e

m
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Définition 6.4. Si X = R, on dit que (Fy,, Fy),,>; est un pramart si, pour tout £ > 0, il existe
op €T tel que:

Vo,1€T 00<0<7= P(|F,(e) —&(F;/Fs)(s)] >¢)<e

Lemme 6.5. (lemme de Egghe)
Soit (F)", fn)n21une suite uniforme de sous-pramarts réels positifs. On suppose qu’il existe

une suite {ny, k > 1} C N* telle que :

Sup/ sup F7" (w) dP(w) < oo
kJa m

Alors (F)1"),~q converge p.s. vers une fonction intégrable F7' et on a :

lim sup F)* = sup F
n—oo m m

Proposition 6.6. Soient H C X et f: H — R telle que : f(xo) =0, alors sup,cp f (z) =
sup,ep [ (2) avee f* =sup(f,0).
Notation. On désigne par Ny sous-ensemble dénombrable dense pour la topologie de Mackey
dans la boule B* fermée de X*.

On note N* I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires appartenant a Ny, d’ou N*est

un sous-ensemble dense dans X* pour la topologie de Mackey.

Lemme 6.7. Soit (Cp),cn-une suite dans cwk (X) vérifiant les conditions suivantes :

(1) Il existe K € cwk (X) tel que C,, C K Vn € N*;

(2) limy,—y00 6™ (2%, Cy) existe pour tout z* € N*.

Alors il existe C € cwk (X) tel que :

Vz* e X~ 3 (z%,C) = nh_)rgo 5 (z*,Ch)
Démonstration. d’aprés (1) 0% (z*,Cy),,cn- est équicontinue pour la topologie de Mackey et
d’apreés (2), on déduit que 0* (2%, Cp),, cy-admet une limite pour tout z* € X*, donc il existe
C € cwk (X) tel que
0" (z*,C) = lim 6" (z*,C,) Va*e X*

n—oo

Lemme 6.8. (Lemme de Hess)
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Soit (Fy,, n > 1) une suite de multifonctions mesurables & valeurs dans cwk(X). On suppose
que :

(1) Il existe une multifonction G a valeurs dans cwk (X) telle que :

F,(w) CGw) YweNVneN*

(2) Pour tout x* € N*, la suite (0* (2%, Fj, (w))),en-cOnverge presque sirement.
Alors :

(a) Il existe une multifonction Foo mesurable a valeurs dans cwk (X) et un sous-ensemble

négligeable B C ) vérifiant :

0" (2", Fx (w)) = lim §* (2", F, (w)) Va* € X*Vwe Q\B

n—oo

(b) Sisup,ens E (|| Fn (o)) < 00, Fuo est intégrablement bornée.

Démonstration. (a) Puisque N* est dénombrable, on peut trouver un sous-ensemble négli-
geable B tel que : lim,_,o 0* (2, F}, (w)) existe pour tout z* € X* et w € Q\ B;
Par le lemme 6.7, on a pour tout w € 2\ B, avec K = G (w) et C,, = F,, (w), il existe une

multifonction Fiy, & valeurs dans cwk (X) telle que :

0" (2", Fo (w)) = lim 6" (2™, F, (w)) Va*e X" YweQ\B

n—oo

(b) Pour C € cwk (X), on a: HC’H = sup 0* (z*,C). D’ou :

x*eNf
lirginf [Fn ()] = ||F (w)|| VweQ\B
Par le lemme de Fatou on déduit que :

E([Fn () < / liminf || £, (w)[| dP < lirginf/ [ (@)l dP < sup E (|| Fy (o)[]) < oo
Q n—oo n—oo Q

neN*
d’ott le résultat. O

Théoréme 6.9. On suppose que X est séparable. Soit (F,, Fy),~; une suite adaptée a valeurs

dans cwk (X) . On suppose que :

co <U F, (w)) € cwk (X)

(1) Si (Fn, n>1) est un pramart tel que sup,, [, 0% (2%, F,)| < oo pour tout z* € X*,
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alors il existe une multifonction mesurable Fy : Q — cwk (X)) et un sous-ensemble négligeable
B C Q tels que :

lim 6% (z*, F, (w)) = 6" (z*, Foo (w)) Vw € Q\ B

n—oo

(2) Si (Fn, n>1) est un pramart tel que :[,d (0, Fy(s)) dP < oo, alors Sp,_ # 0 et
7, — lim F, (w) = Fixo (w) et 7oy — lim F), (w) = Foo (w)

Démonstration.

(1) Supposons que (Fy, n > 1) est un pramart tel que sup,, [|6* (z*, F,)|<oc pour tout
x* € N*.

On a 0* (z*, F},) est un pramart réel borné, donc il admet une limite. Par le lemme de Hess
(Lemme 6.8), il existe une multifonction mesurable F, : Q — cwk (X) et un ensemble N,

négligeable tels que :
lim 0™ (z*, F, (w)) = 6" (z*, Foo (w)) Ve X* Yw e Q\ N

(2) Supposons que (Fy, Fp),>; est un pramart tel que [, d (0, Fy(e)) dP < o0.

Soient N un sous-ensemble de X dénombrable dense pour la topologie de la norme dans
X et x fixé dans N.

Pour z* € X™* et w € (2, on pose :

pn (w,27) = (&%, 2) = 67 (27, F (w))

Montrons que (¢; (o, 2*),F,) Vz* € N* est une suite uniforme positive de sous-pramarts
réels, avec ;" = sup (¢n, 0)
Soient 7,0 € T avec o < 7.

D’apres I'inégalité de Jensen, il existe un sous-ensemble négligeable N« , C ) tel que :
|E (o7 (s,27) [ Fo) (W) < E(lor| (o,27) [ F5) (W) Vw € Q\ Ny g

On note Ny = (U «cn+ Nax 2, alors, pour tout w € 2\ N, on a :
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05 =B 0t/F) = 5o +lonl = BlerfF2) 4 Bllorl 17,))
= 3(0r = BGo/T) +led = Bllorl 7))
< ;( B (pr/F2) + lon = B oo/ )
= (po— B(er/ )"
donc
swp (67 (02) — B (65 (02) [F) @) € sup (8 (&€ (Fr/Fp) () — 0" (o By ()))"

I*GNik I*GNik

< H(Fy (W), & (Fr/F5) (w))

Puisque (F),, n > 1) est un pramart, pour tout ¢ > 0, il existe o9 € T' tel que :

T*eENY

Vr,0eT 720200:>P<sup (goa(, *)—E(gpj(.,x*)/]ﬂ,))Zs) <e

D’aprés (1), on a :

lim ¢} (w,2") = T (w, %)

n—oo

avec .

P (w,27) = (27, 2) = 0" (27, Foo (w))

En appliquant le lemme de Egghe (Lemme 6.5) pour le pramart réel positif (¢;) (o,2%) , Fn) > »

on obtient :

lim sup ¢ (w,2*) = sup " (w,z%) Va* € Nf Yw € Q\ <N1 UNx)

N0 g*e N} T*ENY

Si on pose B = Ny U ( U Nx> , donc d’aprés proposition 5.6 on a :
zeN
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lim d(z, F, (w)) = lim sup ¢, (w,z")

n—o0 n— oo m*ENik

= lim sup ¢ (w,z%)

n—00 Z*ENT

= sup ¢ (w,z%)
I*GNik

= sup ¢ (w,z")

m*eNf

= d(z,Fyx (w)) Ve N Vwe Q\ B
Or la suite (d (o, F}y (w))),,> €st équicontinue pour tout w € 2\ B. On en déduit que :

lim d(z, F, (w)) =d(z, Feo (w)) VzeX

n—0o0

Donc :
7, —lim F, (w) = Fio (w)

En particulier on a :

v — lim B, (w) = Foo (w)

Par le lemme de Fatou on a alors :

/d(O,FOO(w)) dP(w)gliminf/ d (0, Fr(w)) dP(w)< Sup/ d(0, Fp(w)) dP(w) < 00
Q Q Q

n—00 n
d’ott Sll%o # {0}. O
Remarque. Puisque tout pramart est une mil, le théoréme 5.10 reste valide en remplacant mil
par pramart
7 Comparaison et conclusion

Théoréme 7.1. ([14])

Tout amart multivoque o valeurs dans un espace de Banach est une martingale & la limite.

Démonstration. On suppose que (F,, }—n)nzl n’est pas une mil, alors il existe 3, >0 tels que :

p<g<n

P < sup H (Fy, & (Fn/Fq)) > 5) > 3
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Soit un entier N. Alors, on a :
P((Fq=N)@n 2q) : H(F,§(Fa/Fy)) >0) > B
Donc il existe Ny, N < Ny tel que
P(Eg,n N<q<n<No: H(F,§(FafFy)) >06) >
Pour N < g < Ny, on définit :
Ag={3n : q<n< Ny et H(FyE(Fa/Fy)) > 6}
et A= Uf:“N A,. Ainsi Ay € F, pour tout g et P (A) > . On définit 7y et 7 par :

) min(q : N <¢< Noetwe A;) pourwe A
71 (W) =
Ny pour w ¢ A

) min(n : ¢ <n < Noet ||[Fyle) =& (Fn/Fq) (o)|| >6) pourwe Ay \ (ANUAN1U..UAG1)
T W) =
No pour w ¢ A

On a {r = ¢, 72 =n} € F,, pour n > q. Donc :

No No

1€ (Fr) =€ (FEDI = (D2 D& ((Fn = Fy) Lim =g m=ny)

q=N n=q
No No

— Z Z{ ((5 (Fu/Fq) — Fy) 1{71:q772:n})

q=N n=q

1€ ((§ (Fn/Fq) — Fg) La) ||
1€ (Fn/Fq) — Fyll P(A) > 03

Alors, pour tout entier N, il existe 71,75 € T, N £ 11 < 7 tels que :

”f (F’Tl) _g(F’TQ)H > 5ﬁ

Dot (Fp, Fp), > n'est pas un amart. O
Définition 7.2. Une suite adaptée (F},, Fp),, >, dans fikc(x) est un GFT (Game Fairer with

45



Time) si, pour tout € > 0, il existe p > 1 tel que pour n > m > p, on ait :
P (H (Fp,&(Fp|Fn)) >¢€) <€

Remarque. Toute martingale est un mil

Tout mil est un GFT.

Tout amart est un mil.

Tout pramart est un mil.

Donc les théorémes de convergence des mils s’appliquent pour les amarts et les pramarts.

Ceci nous méne a poser la question si une théorie générale peut étre construite sur la notion
de la martingale & la limite. Le théoréme qui suit donne une réponse négative a cette question.
Nous démontrons que certaines propriétés vérifiées par les amarts ne s’appliquent pas pour les

martingales a la limite.

Théoréme 7.3. ([14])

(1) La décomposition de Riesz ne s’applique pas pour les mils. Il existe un mil (Fy, F),>q
qui ne peut pas étre représentée sous la forme F,, =Y, + Z,, avec (Yn,fn)n21 une martingale
et [4 ZndP — 0 VYA € U,>1 Fn-

(2) Le Théoréme d’arrgt de Doob ne s’applique pas pour les mils et GFT. Il existe un mil

(Fn, Fn)p>1 et une suite de temps d’arrét (1,),,5, avec

P (1, = 0) >0, pour tout n > 1,
tels que (Fy, , Fr,),~; ne soit pas un GFT, donc pas un mil.

Démonstration.

(1) Soit (F,, n > 1) converge, F,, = o (F1,F,...). On suppose qu'il existe un ensemble
A e, Fm tel que fA F,,dP ne converge pas. Alors (Fn,]-"n)n21 est un mil n’admettant pas
une décomposition de Riesz.

(2) Soit (A, n > 1) une suite indépendante telle que : P (A1) =0 et P(A,) = # pour
n > 1. Pour n > 1, on définit F,, = nly, et F, = o (F1, Fy, ..., F,). On a donc F,, — 0 p.s.
et si n <m, & (Fn|Fn) — Fo =& (Fn) — F, — 0 p.s. Donc (£, Fy),,>; est une mil.

Soit o = inf (n : F, # 0), alors P (0 = 00) = [[2, (1 - 5)=3.

Pour n > 1, soit Y, = Fr et H,, = Fr,,w € {o =00} . Alors :

sup H (Yn(w)a § (Ym/Hn) (w)) = +00

p<n<m

d’on (Yy,, Hy) n'est pas un GFT.
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Soit M une constante strictement positive et m > n tels que %ZZLWH% > M w e

A5N ... NAS et &(Y,/Hy) une valeur moyenne de Y, (w). Alors :

m k—1
§(Ym (W) /Hn) = Z k H <1_'12> %

1« 1
> = —>M
> 5> 12
k=n+1
dott Yy, (w) = 0. 0
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