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Introduction

En mathematiques, et plus particulierement en algebre linéaire, le concept de

vecteur propre est une notion algébrique s’appliquant a une application linéaire d’un
espace dans lui-méme. Il correspond a 1’étude des axes privilégiés, selon lesquels
I’application se comporte comme une dilatation, multipliant les vecteurs par une
méme constante. Ce rapport de dilatation est appelé valeur propre, les vecteurs
auxquels il s’applique s’appellent vecteurs propres, réunis en un espace propre.
Ce concept appartient a I'origine a une branche des mathématiques appelé algebre
linéaire. Son utilisation, cependant, dépasse maintenant de loin ce cadre. Il inter-
vient aussi bien en mathématiques pures qu’appliquées. Il apparait par exemple
en géométrie dans I’étude des formes quadratiques, ou en analyse fonctionnelle. Il
permet de résoudre des problemes appliqués aussi variés que celui des mouvements
d’une corde vibrante, la détermination de la structure de I'espace-temps en théorie
de la relativité générale, ou I’étude de I’équation de Schrodinger en mécanique quan-
tique.

Le but fondamental de ce projet est de donner quelques applications concrétes et
simples des valeurs propres. Le document est constitué de deux chapitres comme
suit:

Le premier chapitre est consacré a un rappel sur les valeurs et les vecteurs propres
ainsi que des principales notions qui seront utiles pour la suite.

Le deuxiéme chapitre traite quatre applications des valeurs propres. Plus précisément,
nous avons présenté les applications suivantes:

1) Caractérisation de la m-régularité d’un graphe,



2) Quand une forme quadratique est définie positive (négative),
3) La résolution d’un systteme d’équations différentielles linéaires,

4) Le calcul de la puissance d'une matrice diagonalisable.



CHAPITRE 1

Préliminaires

1.1  Vecteurs propres et valeurs propres

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension finie sur un coprs

K.

Définition 1.1. Un vecteur x € E est dit un vecteur propre de f si :

1) x # 0p

2) 1l existe A € K tel que f(x) = Azx.

Le scalaire \ est appelé valeur propre associée a x. On dit aussi que x est un vecteur

propre associé a A.

Exemples :
e 1 est la seule valeure propre de Idg, tous les vecteurs non nuls de E sont des
vecteurs propres associés a 1.

e Soit f € Endg(R?) défini par f(x,y) = (x + 2y, —x + 4y).

(1,1) est un vecteur propre de f ayant 3 pour valeur propre.
(2,1) est un vecteur propre de f ayant 2 pour valeur propre.

e Soit f € Endg(R?) défini par f(z,y,2) = (y+2,—x+y— 2,2 +y+ 32).



£(0,1, :1) =(0,2,—2) =2(0,1,—1).

Donc 0 et 1 sont des valeurs propres de f.

Remarques :

1) Si  est un vecteur propre donné, alors z admet une unique valeur propre.

2) 11 existe une infinité de vecteurs propres associés a une valeur propre A. En effet,
si f(x) = Az avec 0 # x € E alors pour tout € K* on a f(fz) = f(x) = Iz =
A(Bx) et on a bien 0 # Sz € E.

Définition 1.2. On appelle valeur propre d’une matrice A € M, (K), un scalaire
A € K pour lequel il existe 0 # X € My, 1y(K) tel que AX = \X.

On dit aussi que X est un vecteur propre de A associé a .

Exemple :
1 30
Soit A= 0 1 0
0 0 2
1
e 1 est une valeure propre de A associée au vecteur X = | 0
0
En effet,
130 1 1 1
010 0 l=(01]=1 0
0 0 2 0 0 0
0
e 2 est une valeure propre de A associée au vecteur Y = | 0
1
En effet on a :
1 30 0 0 0
010 0O l=(0]=210
0 0 2 1 2 1

Proposition 1.1. Soient f € Endg(E) et A € K. Alors

A est une valeur propre de f si et seulement si f — N dg n’est pas injective.

Preuve

A est une valeur propre de f <= 30 # z € E tel que f(z) = Az
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<= 3J0#z € Etel que (f — Mdg)(z)=0

<= f — M dg est non injective. '

1.2  Sous-espace propre

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.

Définition 1.3. Si A est une valeur propre de f alors Ex = {x € E/f(x) = Az} est
un sous-espace vectoriel de E, appelé le sous-espace propre de E associé a la valeur

propre .
Il est important de remarquer que Ey = ker(f — M dg).

Exemples
Soit f : R?® — R3 défini par f(x,y,2) = (y+2,—x+y—z,2+y+32). On a vu
que 0 et 2 sont des valeurs propres de f. En outre
Ey={(v,y,2) € R?/f(x,y,2) = 0(z,y,2) = (0,0,0)} = {2(2,1,-1)/z € R}
= Vect{(2,1,-1)}.
Ey ={(z,y,2) € R/ f(2,y,2) = 2(x,y,2)} = {2(0,1,-1)/z € R}
= Vect{(0,1,—-1)}.

Définition 1.4. Soit A € M,(K). Si A € K est une valeur propre de A alors
Ey={X € M1)(K)/AX = XX} est un sous-espace vectoriel de M, 1y(K) appelé

le sous-espace propre de M, 1y(K) associé a la valeur propre .

Exemple
1 30
Pour A= 0 1 0 | onalet2sontdes valeurs propres de A.
0 0 2
FE = {X S M(371)(R)/AX = X}
Donc
a 1 30 a a
b lebEi<—= | 010 b | =1 b
0 0 2 c c



Ce qui donne que

a—+ 3b a

b =1 b

2c c
par suite b = ¢ = 0. Par conséquent
a 1
E, = 0 |laeR ) =Vect| 0O
0 0

a 1 30 a a
b |eFEy<— | 010 b | =2
c 0 0 2
ce qui implique
a+ 3b 2a
b =1 2b
2c 2c
de sorte que a = b = 0.
Par conséquent
0 0
E, = 0 |jceRpy=Vect| O
c 1

Remarques
1) dimg(Ey) > 1, car E) contient un vecteur non nul par définition.
2) En général, un endomorphisme f (resp. une matrice A € M, (K)) peut ne pas

avoir de valeur propre dans K, et donc pas de vecteur propre dans E. Pour étre

convaincu, il suffit de prendre A = ( _01 (1) ) .

1.3 Le polyndome caractéristique

Soit A € M,,(K) et P une matrice inversible de M, (K).
o det(A — X1I,) = det(PAP~ — X1,).
o det(A — X1I,) € K[X].

Conséquence Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n et f € Endg(F). Si

By et By deux bases de E, alors det(Mp, (f) — X1,) =det(Mp,(f) — X1,,).
6



Définition 1.5. Soit A € M, (K) (resp. f € Endg(FE)). On appelle polynome

caractéristique de A (resp. de f), le polynome Ca(X) = det(A — X1,) (resp.

C(X) = Crmyp) (X)) ot Mp(f) est la matrice de f dans une base quelconque B de

E.
Exemples
0 1 1
1)SiA=| -1 1 —1 | alors
1 1 3
-X 1 1 0 1+X 1+3X—X?
Ca(X)=| =1 1-X 1 |=]02-X 2-X |=| "%
1 1 3—-X 1 1 3—-X

=1+X)2-X)—-(2—-X)(-X?+3X +1)
=2 - X +2X - X?+2X2-6X —2—- X?+3X2+ X
=— X34+ 4X? —4X
—X(2 - X)2.
2) Si A = (a;;) est diagonale ou triangulaire alors

OA(X) == (CLH — X)(CLQQ — X)(CLTm — X)

3) Soit f:R3 — R3 défini par f(x,y,2) = (y+2z,—x+y— 2z, +y+ 32).

Si B désigne la base canonique de R3?,

alors
0 1 1
Mg(f) = -1 1 -1
1 3
Par suite
- X 1 1
Ci(X)=| -1 1-X -1 |=-X(2-X)

I+ X —XP43X+1

2-X

Proposition 1.2. Soit A € M,(K) (resp. f € Endg(FE)). Alors A € K est une

valeur propre de A (resp. de f) si et seulement si A est une racine du polynome

Ca(X) (resp. Cp(X)).

Application.

Dans la section 2 on a vu qu'un endomorphisme f (resp. une matrice A € M, (K))

peut ne pas avoir de valeur propre dans K et on a donné la matrice suivante comme
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exemple A = ( _01 (1) ) € My(R).

En effet la calcul du polynome caractéristique de A donne

Comme X2 + 1 n’a pas de racine dans R, il en résulte alors que A n’admet pas de

valeur propre réelle d’apres Proposition 1.2.

1.4 Endomorphismes et matrices diagonalisables

Définition 1.6. Soit f est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimen-
sion finie n. On dit que f est diagonalisable s’il existe une base B de E telle que

Mpg(f) est diagonale (donc une base B formée de vecteurs propres de f).

Définition 1.7. Une matrice A € M, (K) est diagonalisable s’il existe une matrice

P € M, (K) inversible telle que P~ AP soit une matrice diagonale.

Remarque. A € M, (K) est diagonalisable si et seulement si 'endomorphisme de
K™ dont A est la matrice associée par rapport a la base canonique soit un endomor-
phisme diagonalisable.

Définition 1.8. Un polynome P(X) € K[X]| est dit scindé sur K s’il se décompose
en produit de polynomes de premier degré de K[X], c’est-a-dire toutes les racines

de P(X) sont dans K.

Théoreme 1.1. Soit f € Endg(E) (resp. A € M,(K)), alors f (resp. A) est
diagonalisable si et seulement si

1) le polynome caractéristique C¢(X) (resp. Ca(X)) est scindé sur K.

2) Pour chaque racine \; de C¢(X) (resp. de Ca(X)) d’ordre k; on a dimg Ey, = k;.

Corollaire 1.1. Soit f € Endg(E) (resp. A € M,(K)). Si C¢(X) (resp. Ca(X))
est scindé sur K et a toutes ses racines simples alors f (resp. A) est diagonalisable.

En effet, dans ce cas dimgEy =1 pour toute valeur propre A de f (resp. A).
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Exemple.

-1 1 1
1) Soit f € Endr(R?) telle que Mp(f) = 1 -1 1 ou B désigne la base
1 1 -1
canonique de R3. f est-t-il diagonalisable?
-1-X 1 1 -1-X 1 1
Cf(X):CA(X) 1 -1-X 1 = 0 -2-X 2+ X
1 1 -1-X 1 1 -1-X

=(~1- X)((-2~ X)
=(—1-X)2X + X?) +2(2+ X)
=X(-1-X)2+X)+2(2+X)
=24 X)(2- X? - X)
=(1—X)(2+ X)2.

(—1—X)—2— X)+ (4+2X)

1 est une racine simple de C's(X) donc dimgEy = 1.

Or —2 est une racine double de C't(X), il en résulte alors que f est diagonalisable si et
seulement si dimgE_5 = 1. X = (2,y,2) € E_5 <= f(X) = —2X < z+y+2z = 0.
Par conséquent {(1,0,—1), (0,1, —1)} est une base de E_5 et f est alors diagonalis-
able.

Cherchons une base C' de R? telle que Mg (f) est diagonalisable?

X = (z,y, z) est un vecteur propre associé a la valeur propre 1 ssi x =y = z. Donc
X ==z(1,1,1) et {(1,1,1)} est une base de Ej.

Si on pose C' = {(1,1,1),(1,0,—1),(0,1,—1)}, alors C' est une famille libre et

1 0 0
card(C)=3 =dimgR? donc C est une base de R3. En outre Mc(f) = | 0 -2 0
0 0 =2
-4 0 2
2) Soit A = 0 1 0 | € M;3(R). A est-t-il diagonalisable?
5 1 3
—-4-X 0 —2
Comme Cy(X) = 0 I-X 0 = —(2+ X)(1 — X)?, il en résulte
) 1 3—X
alors que A est diagonalisable si et seulement si dimgF; = 2.
v -0
X = v eE1<:>AX:X<:>{ i — 0



2

Donc 0 est une base de E; de sorte que dimgFE; = 1. D’apres le théoreme
-5

1.1, on conclu alors que A n’est pas diagonalisable.

1.5 Polyndéme minimal

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoril £ de dimension n. On défini les
fO=1dg, fP=fof

[t = o f.

A chaque polynéome P(X) = ag + a1 X + ... + a,, X™ € K[X], on peut associer

puissances de f par : {

le polynome d’endomorphisme P(f) = agldg + a1 f + ... + a,, f™. De plus, si dans
une base B de Eona A= Mg(f), alors Mg(P(f)) = apl,+a1A+ay A’ +...+a,, A™.

Définition 1.9. On appelle polynéme annulateur de f tout polynéme Q(X) € K[X]
tel que Q(f) =0 (ou 0 est l'endomorphisme nul de E).

Notations

Si f est un endomorphisme de E et A € M,(K), alors
o Aun(f) = {Q(X) € K[X]/Q(f) = 0}

e Aun(A) = {Q(X) € K[X]/Q(A) = 0,}

Avec 0,, est la matrice nulle.

Remarque

Ann(f) n’est pas vide. En effet, si dimgx F = n alors dimgx Endg(F) = n?. Donc les
n? + 1 endomorphismes Idg, f, 2, ..., ™ sont nécessairement liés. Des lors, il existe
n2+1 scalaires ag, ay, ..., a2 non tous nuls tels que agldg+ai f+as f24...4+ay2 f*° = 0
endomorphisme nul de E. On pose Q(X) = ag+ a1 X +as X2+ ... +a,2 X" € K[X].
On a d°Q(X) < n? et Q(f) = 0. Par conséquent, Q(X) € Ann(f).
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Théoréme 1.2. Soit f € Endg(E) (resp. A € M,(K)). Alors il ezxiste un unique
polynome unitaire mg(X) (resp. ma(X)) € K[X]| de degré minimal appartenant
a Ann(f) (resp. Ann(A)) tel que tout polynome annulateur de f (resp. de A) est
multiple de mg(X) (resp. ma(X)). Autrement dit, si P(X) € K[X] est tel que
P(f) =0 (resp. P(A) = 0) alors 3D(X) € K[X] tel que P(X) = D(X)ms(X)
(resp. P(X) = D(X)ma(X)).

Théoréme 1.3. (Théoréeme de Cayley-Hamilton) Soit f € Endg(FE) (resp.
A€ M,(K)). Alors le polynome caractéristique de f (resp. de A) est un polynome
annulateur de f (resp. de A). Autrement dit, C;(f) =0 et C4(A) = 0.

Corollaire 1.2. Soit f € Endg(E) (resp. A € M,(K)). Alors ms(X) divise Cp(X)
et ma(X) divise Ca(X).

Théoréeme 1.4. Soit f € Endg(E). Si Cp(X) = (=1)*(X —a)™...(X — ;)™ alors

me(X) = (X —oq)™. (X — )™ avec 1 <m; <n; pourl <i<r.

Exemples
4 1 -1

1) Soit f € Endg(R?) de matrice A = [ —6 —1 2 dans la base canonique
2 1 1

de R?. Comme Cy(X) = (2 — X)(X —1)? = —(X — 2)(X — 1)%, il en résulte que
mp(X) = (X —2)(X —1) ou my(X) = (X —2)(X —1)%

Or (A—20)(A—1I3) #0, alors my(X) = (X —2)(X — 1) = X? —4X?+5X — 2.

-1 1 1
2) Soit A = I =1 1 ].0naCu(X)=(1-X)2+X)?=—(X-1)(X+2)%
1 1 -1
Donc mu(X) = (X — 1)(X 4+ 2) ou mu(X) = )(X +2)% Comme
-2 1 1 1 11 0 00
(A-L)A+2L)=| 1 —2 1 111 000 |,
1 1 =2 1 11 000

il en résulte que my(X) = (X — 1)(X + 2).

11



Théoréme 1.5. Soit f € Endg(E) (resp. A € M,(K)). Alors f (resp. A) est
diagonalisable si et seulement si les racines de mg(X) (resp. de ma(X)) sont simples

et appartiennent toutes a K.

12



CHAPITRE 2

applications

2.1 Application au théorie des graphes

Introduction.

On peut dire que les premiers développements majeurs de la théorie des graphes
datent du milieu du vingtiéme siecle. Ainsi, un des premiers ouvrages si ce n’est pas
le premier, traitant la théorie des graphes "théorie der endlichen und unendlichen
graphen” écrit par Konig remonte a 1936. Récemment la théorie des graphes a
connu un développement croissant grace a ses applications dans plusieurs domaines.
La théorie des graphes fait a présent partie du cursus standard en mathématiques

de bon nombre d’universités.

Définition 2.1. Un graphe est un couple G = (X;U) tel que:
1) X est un ensemble d’élément appelés sommets (noeuds) du graphe.
2) U est une famille d’éléments du produit cartésien X x X appelés arcs du graphe

sl est orienté, sinon ils sont appelés les arétes.

13



Exemples

1) Considérons le garphe suivant:

Kj_ KZ

Kg X

Figure 1

L’ensemble des sommets est X = {X;, X, X3, X4} et 'ensemble des arétes est

U= {{X1, Xo}, {X1, X3}, { X3, Xo}, { X3, Xu}, { X2, Xu}}

2) Pour le graphe suivant :

Figure2

L’ensemble des sommets est X = { X, Xy, X3, X4} et Uensemble des arcs est

U={{X1, Xo},{Xo, X5}, { X35, Xu}, { X5, Xa }, { X4, X5}, { X4, X5}, { X2, Xo}}.
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3) Soit le graphe suivant :

Figure 3

L’ensemble des sommets est X = {X;, X, X3, Xy, X5} et 'ensemble des arétes est
U= {{Xh X2}7 {X17 X4}7 {X17 X5}7 {X27 X5}a {X2a X-?)}’ {X4a X5}a {X4a XQ}}

Remarque
1) le graphe de la figure 1 est non orienté.
2) le graphe de la figure 2 est orienté.

3) le graphe de la figure 3 est non orienté.

Dans la suite on s’intéresse aux graphe non orientés.

Définition 2.2. Chaque graphe possede une matrice avec des 0,1 appelée matrice
adjacente. Plus précisément, si /\ est un graphe avec des sommets vy, vo, .., v, alors
la matric adjacente associée a /\ est la matrice carrée An d’ordre n telle que :

a;; = 1 s’il existe un aréte entre les sommets v; et v;

a;; = 0 sinon.

Remarque

La matrice associée a un graphe est nécessairement symétrique c’est-a-dire a;; = aj;.

15



Exemples

1) La matrice adjacente associe au graphe 1 de la figure 1 est

0110
1011
A= 1101
0110

2) La matrice adjacente associée au graphe 2 de la figure 2 est

0100
011 1
=110 01
0010

3) La matrice adjacente associée au graphe 3 de la figure 3 est

=

Il
S e )
O O~ OO
—_ = O =
— O ) O K~
O R = O

4) Soit le graphe A\ ayant les sommets vy, v9, v3 et les arects v1vs, V103, V2V3.

La matrice adjacente associée est:
011
Ai=11 0 1
110

5) Soit le graphe A, dont les sommets sont vy, vg, v, v4 et les arétes sont vivy, V1V, V104, VoVy.

La matrice adjacente associée est:

Ay =

_ == O
[ e R R
O O O
OO = =

Remarque. Le nombre des 1 dans une ligne ¢ et le nombre d’arétes contenant v;.

Définition 2.3. Le degré d’un sommet X de G est le nombre d’arétes incidentes a

X. 1l est noté dg(X).

16



Exemple
Dans le graphe A, de 'exemple précédent on a :

d(Ul) = 3, d(?]g) = 2, d(Ug) = 1, d(’U4) =2

Remarque. Le degré du sommet v; est la somme des éléments de ligne ¢ de la
matrice adjacente, c’est-a-dire d(v;) = a;1 + a2 + ... + aip.

Définition 2.4. Un graphe A est dit régulier si d(v;) = d(v;) pour tout i,j (i.e.
tous les sommets ont le méme degré).

En particulier, le graphe /\ est m-régulier si d(v;) = m pour tout i.

Exemple

Le graphe A est 2-régulier.

Le théoréme suivant caractérise les graphes k-réguliers en utilisant leurs matrices

adjacentes.

Théoreme 2.1. Un graphe /\ ayant n sommets est m-réqulier si et seulement si

m est une valeur propre de la matrice adjacente Ax associée au vecteur propre 1,,

c’est-a-dire:
1 1
AA =m
1 1
1
avec 1,, = . e R™.
1
Exemples

1) Considérons le graphe A; dont la matrice adjacente est

011
Ap, =1 101
1 10
Compte tenu du fait que
1 1
Ap, | 1 =2 1
1 1

17



il résulte alors que 2 et une valeur propre de la matrice Ax, associée au vecteur
1

propre 1
1

D’apres le théoreme 2.1, on conclu que le graphe A\ est 2-régulier.

2) Considérons le graphe A, dont la matrice adjacente est

01 11

1 001

Ara=1 19 0 0

1100

Puisque
e !
Apo = #m | 1
1 1 1
1 2

Il en résulte que le graphe Ay n’est pas m-régulier pour tout entier naturel m.
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2.2 Application aux formes quadratiques

Soient E un R-espace vectoriel de dimension fine n et B = {ey, ..., e,} une base de

E.

Définition 2.5. Une forme bilinéaire sur E est une application b : £ x E — R
vérifiant les propriétés suivantes :

1) b(x +2',y) = bz, y) + b(a', y).

2) b(z,y +y') = bz, y) + blz,y).

3) blax,y) = ab(z,y) = b(x, ay).

Si en plus b(z,y) = by, x), alors b est dite une forme bilinéaire symétrique.

Exemple

b: R? x R? — R
((z1,72), (Y1, 92)) = T1y1 + T2y

est une forme bilinéaire.

Si b est une forme bilinéaire sur E et x = > " e, € B, y = Z?:l y;€; alors

b(z,y) = Z xy;b(ei, €5).
Y]

Posons
€1 U1
X — N et A= (b(es,e))iy-
Tm Yn
On a
b(z,y) = Zl’z(z yiblei,e;)) = "XAY
i=1 j=1

On en déduit alors que b(x,y) = ‘X AY.

Définition 2.6. La matrice (b(e;,e;));; est appelée matrice de b relativement a la
base B. On la note (b(e;, e;))i; = M (b, B).

St b est symétrique alors la matrice de b par rapport a la base B est symétrique.
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Exemple

La matrice associée & b : R? x R?® — R définie par

b(($17$2,$3)7 (yla y2>y3)) = T1Y1 + 271Y2 — 3T1Y3 — T3Y2

1 2 =3
relativement a la base canonique B de R3est M(b,B)=| 0 0 0
0 -1 0

Définition 2.7. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. Une forme
quadratique sur E est une application q: E — R vérifiant :
1) g(ax) = a?q(x) Ve € E VaeR.

2) L’application (z,y) — q(x+y) —q(z) —q(y) est une forme bilinéaire symétrique.

Proposition 2.1. Une forme quadratique sur un R-e.v E de dimension finie n est
une application de E dans R telle que pour tout v = xieq + ... + xpe, € E
q(z) est un polynome homogéne de degré 2 en x4, ..., x,, ot B = {x1,...,x,} est une

base quelconque de E.

Exemple. Soit F le R-e.v R3.
q(xy, 29, 23) = 23 + 22109 — 33173 est une forme quadratique sur E.

q(z1, 9, v3) = 22 + 21179 — 313 Nest pas une forme quadratique sur E.

Définition 2.8. Soit q une forme quadratique sur E. Alors il existe une unique
forme bilinéaire symétrique b telle que q(x) = b(x,z) pour tout x € E. La forme
bilinéaire b est dite forme polaire associée a q.

La matrice de q relativement a une base B de E est définie par M (q, B) = M (b, B).

Soient ¢ une forme quadratique sur F et b la forme polaire de ¢q. Si B = {ey, ...,e,}
est une base de E alors pour tout z = x1e1 + ... + x,€, on a

T
q(z) = "XM(¢q,B)X oun X =

Tn

Par conséquent

n
q<l’> = Z CL”SC? -+ 2 Z al-jxiyj
=1

1<i<j<n
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Exemples
1) La matrice associée a q(z1, T2, x3) = 23 + 2w1209 — 31173 relativement A la base

canonique B de R? est

M(q,B) =

2) Pour E = R?, la matrice associée & q((z,y)) = 2 + 2y* + Sxy par rapport a la

base canonique B = {e;, e5} de R? est

M(q,B)=<

[SIIS
[NSRNII
~_

La forme polaire de q est

5 5
b((x1,72), (Y1,Y2)) = T1y1 + 2222 + §$1y2 + §$2y1-

Définition 2.9. Soit A € M,(R) la matrice symétrique associée a une forme
quadratique Q (i.e. Q(z) = 2T Ax).

e On dit que Q est définie positive si et seulment si Q(z) > 0 Va # 0.

e On dit que Q est définie négative si et seulment si Q(x) < 0 Vx # 0.

Sinon, on dit que Q) est non définie.

Proposition 2.2. Soit A € M,(R) la matrice symétrique associée a une forme
quadratique Q.
Alors Q est définie positive (resp. définie ndative) si et seulment si les valeurs

propres associées a A sont positives (resp. négatives) Sinon, on dit que Q) est non

définie.

Exemples d’application
1) On considere la forme quadratique Q(z,y) = 5% — 2xy + 3y°.

La matrice associée a () est donnée par:



Cherchons les valeurs propres de la matrice A.

Ca(z) =

’5_9” -1 =2 - 8r+16 = (v —2)

-1 33—z

2 est la seule valeur propre associée a A. Comme 2 est positive, la proposition
précédente montre que la forme quadratique () est definie positive .
2)On considere la forme quadratique Q(z,y) = 2xy + 2z + y? + 2yz + 2°.

La matrice associée a @) est donnée par:

011
A= 1 11
1 11
Cherchons les valeurs propres de la matrice A.
- 1 1
1—=2 1 1 1 1 1
Caw)=| 11—z 1 J=(-2) =, _’1 1—x’+2‘1—x 1‘:
1 1 11—z

—z[(1-2)*=1]—-[1—z—1]+[1-1+42z] = —z[1+2* 221|422 = —z[2?—22-2] =
—2(z—1-v3)(z—14+v3)Onal =0, Ay =1—+3et A3 =1+ /3 sont les

valeurs propres associées a A donc A n’est pas définie.
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2.3 Systemes différentiels linéaires a coefficients
constants

Un systeme d’équations différentielles linéaires du premier ordre a coéfficients con-

stants est une expression:

.
iL',l = a1121 + a12T9 + ...... + a1pnTy,
x’2 = a91X1 + A92T9 + ...... + QonTy,
I
([ Ty = Qn1%1 + Ap2l2 + ...... + ATy
a; a2 . . . QAip
G21 G2 . . . d2p ’
1(t) ' (t)
3 — J— ! __ /
Si on note X = zo(t) A= , X' = xh(t)
/
(1) .z (t)
Ap1 Qp2 . . . QApp

Alors, la forme matricielle du systeme linéaire est donnée par
X'=AX (x).

Exemples
Soit le systeme d’équations différentielles linéaires du premier ordre a coéfficients

constants suivants:
() = 221 (t) + 22(t) — x3(t)
w5(t) = 3wa(t) — 25(t)

I’écriture matricielle du systeme est:

x(t) 2 1 -1 x1(t)
X'=| 20 |=110 1 xo(t)
x4 (t) 03 —1 x3(t)
Théoreme 2.2. Soit X, X, ...., X}, un ensemble de vecteur solutions du systéme
homogéne
X' =AX

sur un intervalle 1. Alors la combinaison linéaire X = 1. X1 + ¢ Xo + ... + ¢ X ot

les c;, 1 =1, ...,k sont des constantes arbitraires est aussi une solution sur I.
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Définition 2.10. Soit X1, X, ..., X; un ensemble de solutions du systeme homogéne
(%) sur un intervalle I. Nous disons que [’ensemble est linéairement indépendant sur
I s’il existe des constantes ¢y, co, ..., cr non toutes nulles telles que c1 X1 + co Xy +

o+ . Xy # 0 pour tout t € 1.

Le théoreme suivant donne un critere pour vrifier que des solutions sont linéairement

indépendantes.
x11(t) T12(t) T1n(t)
§C21(t> .CL’QQ(t) xzn(t)
Théoréme 2.3. Soient X; = ’ , Xo = ‘ sy Xy =
) T2 (1) T ()

n solutions du systeme homogéne (x) sur un intervalle I. Alors l’ensemble des

vecteurs solutions est linéairement indépendant sur I si et seulement si le wron-

skien
11 12 . . . Tip
To1 T2 . . . T2p
W(X17X27"'7Xn) - ‘ ) o ‘ #07
Tn1 Tp2 - - . Tpn
pour tout t € I.
Définition 2.11. Un ensemble X1, Xo, ...., X,, de n vecteurs solutions linéairement

indépendants du systéme homogeéne (%) sur un intervalle I est appelé ensemble fon-

damental des solutions.

Théoreme 2.4. Soit X1, Xs, ..., X,, un ensemble fondamental de solutions du systémes
homogéne () sur un intervalle I. Alors la solution générale du systéme sur l'intervalle

est X =1 X1+ cXo+ ...+, X, ouc,i=1,2,..,n sont des constantes arbitraires.

Dans la suite on s’intéresse au cas d'un systeme X’ = AX avec une matrice A ayant

des valeures propres réelles distinctes.

Quand une matrice carrée A d’ordre n possede n valeurs propres réelles distinctes
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A1, A9, ...y A, alors 'ensemble des vecteur propres indépendants K, K, ....K,, existe
et

X, = KM, Xy = Koe, . X, = K,eM!

est un ensemble fondamental de solutions de (x) sur R.

Théoreme 2.5. Soient A\i, o, ..., Ay, n valeurs propres distinctes réelles de la ma-
trice A du systéme homogéne (*) et soient Ky, K, ..., K, les vecteurs propres corre-

spondants. Alors la solution générale de (x) sur R est donnée par
X = KieM + o Kyt + .. + cnKne)‘"t.

Exemple d’application

Considérons le systeme d’équations différentielles linéaires :

' =3x — 4y
y =4dx — Ty
£(0) = 4(0) = 1.
e Etape 1
'\ [(3rx—4y\ (3 —4 x
y ) \doe—Ty ) \ 4 7 Yy
On a

Donc la matrice associée au systeme est donnée par

=

Cherchons les valeurs propres de A

det(A—X) =X +4\—5=(A—1)(A+5).

Donc les valeurs propres sont Ay = 1, Ay = —5.

e Etape 2

Cette étape consiste a trouver les vecteurs propres.

Pour notre premiere valeur propre Ay =1, on a :
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By ={X € Mp(R)/AX = X}.

(3)em=(=)()=()

Donc
Ce qui donne que

par suite a = 2b.

Par conséquent

5= {(2)wex) v (2).

Pour la deuxieme valeur propre Ay = —5, on a :

E s ={X € Mp1(R)/AX = -5X},

donc
ce qui implique

de sorte que b = 2a.

Par conséquent
b 1
Eg—{(Qb)|ceR}—Vect< 2).

e Etape 3

La solution de I’équation est de la forme suivante :

T
< y ) = c1eMy + ey

donc

r\ 2 s 1\ [ 2ciet + coe™™
(y)—01€<1)+C2€ (2)—<016t+20265t
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On trouve

xr = 2cie! + cpe
y = cre! + 2cpet

D’aprés la condition initiale 2(0) = y(0) = 1, on trouve les constantes ¢; et ¢ :
1=2c1+c=c=1—-2¢

l=ci4+2c0=1=c+2—4¢
:>01:1/3
=c=1-201=>c=1-2/3

:>01:C2:1/3.

Donc si on remplace les constantes ¢; et ¢y par leurs valeures on obtient la solution

{ x(t) = 3et + e

y(t) = se + 27
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2.4 Calcul de A" pour une matrice diagonalisable

Soit A € M,(R) une matrice diagonalisable. Alors il existe une matrice carrée
d’ordre n inversible P telle que PAP~! = D ol D est une matrice diagonale des

valeurs propres de A c’est-a-dire

A 0 000 O
0 X 000 O
0O 0 . 00 O
D= 0O 0 0 . 0 O
0O 0 00 . O
0 0 00 0 A,
Dans ce cas le calcul de A™ est simple puisque on a
A0 000 O
0O A 000 O
n el 0 O 00 0
AT =P 0O 0 0 . 0 0 P
0O 0 00 . O
0 0 00 0 A
Exemple
0 11
On se propose de calculer A" pour A= 1 0 1
110

Considérons f : R?® — R? l'application linéaire ayant A pour matrice dans la base

canonique B = {ey, eq,e3} de R3 (i.e. f(z,y,2) = (y+z,x+z,2+y) et Mp(f) = A.

—r 1 1 —zr—1 1+=x 0 —x—1 0 0
Calz)=| 1 —x 1 = 1 -z 1 = 1 l—z 1
1 1 1—-= 1 1 1—x 1 2 —x
=—(z+1)(2* —x —2)
——(@+ 1Pz —2)
donc A admet deux valeurs propres A\ = —1 et Ay = 2.
Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre A\; = —1.

X =(z,y,2) € B < f(x,y,2) = —(2,y,2) <=z +y+2=0

donc X = (z,y,—z —y) = (1,0, —-1) + y(0,1, —1)

E_y =wvect{(1,0,—-1),(0,1,—1)} de sorte que dimE_; = 2 et By = {v1,v2} base de
E .
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Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre Ay = 2.

X = (2,y,2) € By < f(z,y,2) = 2(x,y, 2)

y+z =2
rT+z=2y
rT+y==z

= y-—z=2@-y) =r=y=2
donc X = (z,z,2) = z = (1,1,1) ainsi Fy = vect{(1,1,1)} et By = {v3} base de

Ey. D’ott C' = {vy, v, v3} est une base de R?

-1 0 0
0 0 2

on a

1 0 1
Ppe = 0O 1 1
-1 -1 1
Déterminons P~' = Pqp :
vy =€ —e3 e1 = vy + €3 e1 = v1 + 2 (—v; — vy + v3)
Vg = €3 — €3 - ey = Uyt €3 - 62:112+§(—U1—UQ+03)
V3 = €] + €3 + €3 €3 = VU3 — VU1 — €3 — VU — €3 63:%(—’01—"024‘1)3)
e = %vl — %Ug + %Ug
- €y = —%Ul + %(UQ) + %U3
€3 = %(U3 — v — V)
donc
1 2 -1 -1
Pgé:PCB:§ -1 2 -1
1 1 1
Donc A™ est donnée par
A" = pprpt
1 0 1 (=) 0 0 2 -1 -1
A" = % 0O 1 1 0 (=)™ 0 -1 2 -1
-1 -1 1 0 0 2m 1 1 1

2(_1)n+2n (_1)n+1+2n (_1)n+1+2n
_1)n+1_|_2n 2(_1>n+2n (_1)n+1+2n

ar=| |
(_1)n+1+2n (_1)n+1+2n 2(_1)n+2n
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