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1.1.1 L’effet Meissner dans un supraconducteur - diamagnétisme . 11
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1.1.3 La longueur de cohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.1.4 Classification des supraconducteurs . . . . . . . . . . . . . . 17
1.1.5 Détails a propos du vortex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Landau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.3 Remarques bibliographiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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Préface

La théorie de Ginzburg-Landau des transitions de phase de second ordre et
ses applications au supraconductivité et au supra-fluidité a été un domaine avec
un grand intérêt pour les physiciens théoriciens et il a été étudier continument
et condense-ment depuis 1950. Aujourd’hui, il a une abondance des résultats
mathématiques dispersé dans beaucoup des journaux mathématiques. Et pour-
tant, avant 1992, la plus part des études ont étaient concentrer sur le comporte-
ment asymptotique ou l’analyse linéaire. Peu des résultats isolé de Berger [3],
Jaffe [25] et Taubes [43] qui ont touché en détail l’aspect non-linéaire.

En 1991, un séminaire de physique donné par Ed Copeland à l’université de
Sussex a inspiré beaucoup de chercheurs pour étudier le sujet. Indépendamment
à Munich, K.-H. Hoffmann et ses collaborateurs Z. Chen et J. Liang ont com-
mencé à travailler sur le sujet en même temps. Bientôt, il est devenu clair que, à
cette époque, les groupes des mathématiciens à Oxford et Virginia Tech avaient
déjà étudié le sujet pour un couple d’années. Ils ont inspiré des experts dans les
problèmes de transition de phase d’interface et leurs efforts combinés ont établi
un cadre mathématique rigoureux pour le système de Ginzburg-Landau.

De retour à Tokyo, en 1993, Matano a parlé à H. Brezis, qui a visité le Japon
à l’époque, sur le problème aux limites (dans un café japonais, selon H. Brezis),
et qui a conduit au célèbre travail de [17] . Elliott, Matano et Tang ont justifié la
structure du vortex 2-d rigoureusement.

À cette époque, de nombreux articles traitant dans ce domaine de la modélisation,
de l’analyse asymptotique et de l’analyse numérique étaient déjà apparus. Ce do-
maine de recherche est de plus en plus actif aujourd’hui avec de nombreux nou-
veaux résultats présentés à chaque conférence. Cependant, à notre connaissance,
la question fondamentale de la relation entre le champ magnétique appliqué et
le nombre de vortex reste ouverte. De nombreux physiciens et mathématiciens du
monde entier ont effectué divers calculs numériques cherchant à mieux comprendre
cette relation. La simulation numérique la plus spectaculaire qui a été vue jusqu’ici
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était un film de 3-d de H. Kappa qui possédait les superbes installations informa-
tiques nécessaires dans son laboratoire d’Argonne. Récemment, H.-J. Bauer dans
sa thèse de doctorat (de TU Munich) a obtenu des progrès dans le traitement du
problème avec moins d’ordinateur Pouvoir en utilisant de nouveaux concepts en
informatique scientifique.

Dans cet partie de ce mémoire, nous essayons de recueillir les résultats récents de
la recherche dans la théorie G-L complexe avec ou sans applications immédiates à
la théorie de la supraconductivité. Le but est de présenter autant de résultats
que possible mathématiquement valables sur les différents aspects du système
d’équations aux dérivées partielles, et fournir une bonne référence pour les cher-
cheurs qui s’intéressent à l’étude des problèmes mathématiques et physiques dans
ce domaine.

Pour réaliser cet objectif, nous incluons une analyse mathématique rigou-
reuse et une analyse asymptotique formelle pour le système de G-L.

Nous commençons par quelques éléments sur le fondement physique et sou-
lignons certaines des faiblesses de la modélisation et des études théoriques des
physiciens. Nous traitons alors l’adimensionnement, parfois appelé normalisation,
mathématique du système d’une manière systématique et analysons les implica-
tions sur divers problèmes aux limites. Après cela, nous abordons la base nécessaire
de mathématique et de l’analyse asymptotique formelle du mouvement vortex.
Puis nous nous concentrons sur les mathématiques rigoureuses : nous présentons
des résultats sur l’existence que nous avons démontrer ainsi d’autre résultats trouvé
dans la littérature, la régularité et le comportement à long terme des solutions et
discutons les résultats rigoureux sur l’emplacement du vortex et la loi du mou-
vement. De plus, nous examinons diverses manières de dériver des modèles de
dimensions supérieures.



Notation

Nous travaillerons dans un domaine Ω ∈ Rn borné, qui sera généralement sup-
posé connexe et réguliers ou réguliers par morceaux. La frontière de Ω est noté par
∂Ω. Pour un point x ∈ ∂Ω nous désignons par n(x) ou simplement n la normale
extérieure unité de Ω. Lorsque l’espace est de dimension egale 2. τττ est le vecteur
tangentiel avec ∂Ω obtenu par rotation de n dans le sens inverse des aiguilles pour
90 degrés. Aussi, pour un point quelconque x ∈ Ω, on définit

d(x) := dist(x, ∂Ω) = inf
y∈∂Ω
|x− y|

On définit aussi la boule comme étant

BM(x) = {y ∈ Rn, dist(x, y) ≤M}

on la note parfois BM où BM(x).
Certains opérateurs apparaissent à plusieurs reprises dans le texte, nous fixons
donc les définitions suivantes :
Les opérateurs ∇ et div sont les standards opérateurs gradient et divergence res-
pectivement. En note dans toute la suite curl l’opérateur rot (rotationnel).

Il a plusieurs définition qui dépend de la dimension de l’espace de départ et
l’espace d’arrivée de la fonction :

1. si f : R3 7→ R3, curlf = ∇× f avec × est le produit vectoriel dans R3.

2. si f : R2 7→ R, curlf = (∂2f,−∂1f)t. Dans ce cas particulier la notation
curl = ∇⊥ est fréquemment utilisé.

3. si f : R2 7→ R2, curlf = ∂1f2−∂2f1. Parfois il est possible de voir curl comme
un vecteur a 3 composantes (0, 0, ∂1f2 − ∂2f1) = ∇× (f1, f2, 0).

Le produit scalaire dans L2(Ω) est noté par :

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

7
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Nous utiliserons les espaces Sobolev standard W s,p. Pour les valeurs entières de s,
ils sont données par :

W s,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) pour tout |α| ≤ s}

Lorsque s est un entier positive, la norme dans W s,p est,

‖u‖W s,p(Ω) :=
∑
|α|≤s

‖Dαu‖Lp(Ω).

Pour s ∈ R, l’espace W s,p est définit par dualité (pour les valeurs négatives de s).
Voir, par exemple, [1] pour plus de détail. Dans le cas ou p = 2, Nous utiliserons
également le symbole standard Hs au lieu de W s,2, i.e.,

Hs(Ω) := W s,2(Ω).

pour s ∈ R non entier, Hs(Rn) c’est l’espace des u ∈ S ′(Rn) tels que
(1 + |ξ|2)

s
2 û(ξ) ∈ L2(Rn), muni du produit scalaire

(u, v) =

∫
(1 + |ξ|2)sû(ξ)v̂(ξ)dξ

et de la norme associée :

‖u‖Hs = ‖u‖s =
(∫

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ
) 1

2

Hs(Rn) s’appelle l’espace de Sobolev d’ordre s sur Rn. On note

H0(Rn) = L2(Rn).

On écrira Hs au lieu de Hs(Rn) et L2 au lieu de L2(Rn) et on définit

‖u‖0 = ‖u‖L2 =
(∫
|u(ξ)|2dξ

) 1
2

.

Soit s ∈ R non entier, on note par Cs(Rn)

Cs(Rn) =
{
u ∈ C0

b / ∃c > 0,∀x, y ∈ Rn |u(x)− u(y)| ≤ c|x− y|s
}

et on l’appelle l’espace de Hölder d’exposant s
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Ces espaces seront parfois combinés avec les suffixes ”comp” ou ”loc” pour
Désigné ”support compact” ou ”localement”.

Les dérivées partiels (par exemple les dérivées partiels de f par rapport à t)

peut être noté par l’un des symboles suivants :
∂f

∂t
, ∂tf ou ft. en outre, si n est

un vecteur unitaire, on utilisent
∂f

∂n
= ∂nf = ∇f.n pour noté la dérivée de f à la

direction n.

Dans ce mémoire, nous allons noté les vecteurs en lettres gras, les lettres
normales pour les fonctions scalaires et les lettres italiques pour les
fonctions complexes.



Chapitre 1

Introduction

Dans ce premier chapitre, nous introduisons un bref historique en ce qui concerne
la chronologie et les étapes suivie par Landau au premier temps (fondements), pour
la modélisation macroscopiques du phénomène de la supraconductivité. Ainsi, la
théorie phénoménologique de G-L. Ensuite nous déclarons les questions adressées
dans ce mémoire.

1.1 Un bref aperçu historique : chemin et synthèse

Le phénomène de supraconductivité a été découverte par Kamerlingh-Onnes
en 1911. Depuis lors, divers efforts ont été faits pour trouver une description
mathématique de la supraconductivité. Au début, la supraconductivité était
simplement considérée comme une disparition totale de toute résistance
électrique en dessous de la température de transition.

Au début, les gens n’avaient que des supraconducteurs à température plus
basse. Ces supraconducteurs présentent un comportement supraconducteur à des
températures très proches du zéro absolu, habituellement entre 0 et 5 K. Ces supra-
conducteurs sont Également appelés supraconducteurs durs ou supraconducteurs
de type I. En 1933, W. Meissner et R. Ochsenfeld ont découvert l’effet dite de
Meissner : si un champ magnétique non très fort est appliqué à un échantillon de
supraconducteur à basse température, le flux magnétique est exclu de l’intérieur du
corps supraconducteur. Près de la surface de l’échantillon, cependant, une mince
zone de pénétration apparâıt. C’est-à-dire que le champ magnétique pénètre dans
l’échantillon et ne détruit la supraconductivité que dans une région mince près de
la surface.

Peu de temps après, en 1935, H. London et F. London proposèrent une théorie
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phénoménologique des propriétés électromagnétiques des supraconducteurs. De
nombreux autres scientifiques ont également contribué à l’établissement d’une
théorie mathématique cohérente dans les années suivantes. Cependant, le problème
commun avec une théorie phénoménologique est qu’il a besoin d’une théorie mi-
croscopique pour la rendre valide et cohérente.

En 1957, J. Bardeen, L.N. Cooper et J.R. Schrieffer ont développé la théorie
BCS qui est la théorie microscopique la plus satisfaisante pour décrire les
phénomènes de supraconductivité à basse température. Pour une introduction à la
théorie BCS et aux nombreux travaux précédents, nous nous référons à [2] et aux
références citées dans cet article. La principale réalisation de la théorie BCS est de
présenter un argument convaincant, qui est l’approche champ moyen (la moyenne
du comportement d’une grande quantité d’électrons supraconducteurs) peut être
utilisé pour décrire la supraconductivité. Elle a donc donné un appui théorique aux
théories phénoménologiques telles que celles de London et de Ginzburg-Landau.

La théorie de London est basée sur le système de Maxwell en interprétant
l’effet Meissner à travers la frontière des échantillons supraconducteurs de façon
appropriée.

En prenant en compte le mouvement microscopique des électrons, Landau et
Ginzburg ont développé la théorie phénoménologique de Ginzburg-Landau (ap-
pelée théorie G-L dans la suite) de la supraconductivité sur une période de 13
ans (1937-1950). Cette théorie peut être utilisée pour décrire le comportement
supraconducteur des types I et II en ajustant les valeurs de certains paramètres
impliqués dans le système. Il a également été démontré qu’une certaine relation
entre la Théorie de London et la théorie G-L existe. Dans ce qui suit, nous discu-
terons en détail le fondement de la théorie de London et de la théorie G-L.

Dans le reste de cette section, nous présentons brièvement les différents phénomènes
physiques qui accompagnent le comportement de la supraconductivité et on donnent
une description qualitative de la façon dont divers paramètres sont utilisés pour
distinguer les supraconducteurs de type I et de type II.

1.1.1 L’effet Meissner dans un supraconducteur - diamagnétisme

Dans un supraconducteur, deux effets différents permettent de faire léviter un
aimant : l’effet Meissner, et le piégeage des vortex. L’effet Meissner va repous-
ser l’aimant du supraconducteur, alors que le piégeage des vortex va maintenir
l’aimant à l’endroit où il se trouvait quand le supraconducteur a été refroidi. Au-
trement dit, l’un repousse, et l’autre piège (sans attirer pour autant). On observe
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l’un ou l’autre de ces effets selon la nature du matériau et la force de l’aimant.
Pour voir ça on pose un supraconducteur et un aiment en dessus, le supra-

conducteur est refroidi avec l’aimant posé dessus, donc en présence d’un champ
magnétique. À haute température, le champ magnétique pénètre complètement
le matériau et passe à travers. Mais quand le matériau devient supraconducteur,
l’aimant se met à léviter. Cet étrange effet vient du fait que dans un supracon-
ducteur, les électrons se réunissent en une onde quantique collective, et le champ
magnétique a tendance à � tordre � cette onde, et à créer un déphasage qui est
défavorable à l’état supraconducteur. Mais cette onde supraconductrice est rigide,
et ne peut pas être tordue, au risque de se briser. Le supraconducteur veut donc
se protéger du champ magnétique en l’expulsant de son sein. C’est exactement ce
qui se passe lors de l’effet Meissner (voir figure 1.1).

(a) État normal (b) État supraconducteur

Figure 1.1 – Un aimant (ici métallisé) crée autour de lui un champ magnétique qui traverse tout
matériau non magnétique comme la pastille noire. Quand la pastille noire devient supraconductrice
à basse température, celle-ci expulse le champ magnétique. Cela crée alors une force sur l’aimant
et le fait léviter : c’est l’effet Meissner.

Pour permettre cet effet Meissner, quand le matériau devient supraconducteur
alors qu’un champ magnétique est présent, des boucles de courants électriques
vont apparâıtre spontanément à la surface de l’échantillon. De tels courants qui
tournent en rond créent un champ magnétique, comme dans un électroaimant.
Ces courants s’ajustent de façon à exactement compenser à l’intérieur du supra-
conducteur le champ magnétique appliqué. Le champ magnétique total devient
donc nul dans le volume de l’échantillon, et le supraconducteur est ainsi protégé,
hormis à la surface de l’échantillon, où les courants se développent. Grâce à ces
super-courants, le supraconducteur a pu expulser le champ magnétique. Comme il
n’y a pas de résistance électrique dans un supraconducteur, ces courants peuvent
exister perpétuellement sans consommer d’énergie.
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Quand le champ présent dans l’échantillon est dû à un aimant, le champ
magnétique crée par ces super-courants va exercer une force sur cet aimant, et
va le repousser. L’aimant va donc se mettre à léviter à une distance qui marque
l’équilibre entre la force de répulsion et le poids de l’aimant attiré par la gravité.
Certains matériaux ont tendance à expulser le champ magnétique ; ces matériaux

(a) Les flèches noires
représentent le
champ magnétique
extérieur appliqué
sur l’échantillon
supraconducteur.

(b) Des courants
apparaissent à la
surface du supra-
conducteur (en
rouge). Ces courants
créent un champ
magnétique (en
noire)

(c) Le champ
magnétique total
est la somme du
champ appliqué
et du champ qui
apparâıt en réaction.
Dans le volume du
supraconducteur le
champ magnétique
est nul.

Figure 1.2 – Explication de l’effet Meissner

sont appelés � diamagnétiques �, mais ces effets sont très faibles. Par exemple,
l’eau ou le corps humain sont des matériaux diamagnétiques. Par contre, à cause
de l’effet Meissner, le matériau supraconducteur crée des courants qui s’opposent
complètement au champ appliqué par l’aimant. Un supraconducteur dans l’état
Meissner est donc un diamagnétique parfait.

1.1.2 Équation et longueur de London : existence de solution

Comme nous l’avons souligné avant, la théorie de London a tenté d’utiliser le
système Maxwell pour décrire l’effet Meissner à travers la frontière d’un supracon-
ducteur.

On note le supercourant par js et le champ magnétique par h. Le terme ”super-
courant” est utilisé parce que le courant est produit sans la présence d’un différence
de potentiel(électricité). L’équation de Maxwell dans un supraconducteur Ω ∈ R3
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prend la forme :

curlh =
4π

c
js (1.1)

avec h est le champs magnétique et c est la vitesse de la lumière dans le vide.
L’énergie libre du système est de la forme

F = Fs + Ec + Emag

où Fs est l’énergie des électrons dans l’état condensé au repos. Ec est l’énergie
cinétique associée aux courants permanents :

nsev(r) = js(r) pour tout r ∈ Ω (1.2)

où e est la charge de l’électron, ns est le nombre d’électrons supraconducteurs par
unité de volume et v est la vitesse des électrons. Si nous supposons que v(r) varie
très lentement (presque une constante), nous avons

Ec =
1

2

∫
Ω

mns|v|2dr =
1.2

1

8π

∫
Ω

λ2
L|curlh|2dr (1.3)

où m est la masse effective des électrons. λL est une quantité homogène à une
longueur, appelée longueur de London ou profondeur de pénétration qui est définie
par,

λL =

√
mc2

4πnce2

L’énergie magnétique Emag est définie, pour un système homogène, par :

Emag =

∫
Ω

h2

8π
dr (1.4)

Donc l’énergie libre s’écrit,

F (h)
1.3
=
1.4
Fs +

1

8π

∫
Ω

(h2 + λ2
L|curlh|2)dr (1.5)

Afin de caractériser les minimiseurs de F . Nous savons que si h0 est un minimum de
F donc on a F (h0) ≤ F (h) pour tout h ∈ X. 1 Prendre n’importe quelle fonction
h ∈ X, évidement h0 + th ∈ X et par suite

F (h0) ≤ F (h0 + th) pour tout h ∈ X.
1. Un espace régulier
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On définit la fonction I(t) = F (h0 + th) on remarque que si h0 est un minimum de
F (h) alors t = 0 est un minimum de I(t) dans R. Et par conséquent nous devons
avoir I ′(0) = 0.

I(t) := F (u+ th) =
1

8π

∫
Ω

(u+ th)2 + λ2
L|curl(u+ th)|2)dr

cela implique que,

d

dt
F (u+ th) =

1

8π

∫
Ω

2h(u+ th) + 2λ2
Lcurlcurl(u+ th)hdr (1.6)

d

dt
F (u+ th)|t=0 =

1

8π

∫
Ω

2h(u+ λ2
Lcurlcurlu)dr pour tout h ∈ X (1.7)

le minimum satisfait I ′(0) = 0, donc le minimum doit satisfaire l’équation suivante ;

h + λ2
Lcurlcurlh = 0. (1.8)

C’est l ’équation de London obtenue par F. et H. London en 1935. Du fait que

curlcurlh = grad(divh)−∆h

et divh = 0 (2eequation de Maxwell, on va voir ça plutôt en détail), on peux écrire
(1.8) sous la forme

∆h− 1

λ2
L

h = 0. (1.9)

Pour démontrer l’existence de la solution de (1.9), on aura besoin d’un cadre
fonctionnel et la théorie des opérateurs m-dissipative dans les espaces de Hilbert
(voir le livre pédagogique [7]).

Soit Ω un ouvert de Rn, et Y = L2(Ω), Y est espace de Hilbert réel. On définit
l’opérateur linéaire B sur Y par ;{

D(B) = {u ∈ H1
0(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}

Bu = ∆u ∀u ∈ D(B)

Lemme 1. L’égalité ∫
Ω

v∆u dx = −
∫

Ω

∇u.∇v dx (1.10)

est vrai pour tout u ∈ D(B) et v ∈ H1
0(Ω)
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Démonstration. (1.10) est vérifiée pour tout v ∈ D(Ω). Le lemme ce conclue par
densité du faite que D(Ω) = H1

0(Ω).

Proposition 1. L’opérateur B est m-dissipative à domaine dense, plus précisément,
B est autoadjoint et B ≤ 0 (i.e. (Bu, u) ≤ 0 ∀u ∈ D(B))

Démonstration. D’abord, D(Ω) ⊂ D(B), et par suite D(B) est dense dans Y . Soit
u ∈ D(B),

(Bu, u) = (∆u, u) =

∫
Ω

u∆u dx

=
1.10
−
∫

Ω

∇u.∇u dx

= −
∫

Ω

|∇u|2 dx ≤ 0

donc B est m-dissipative. L’application bilinéaire

b(u, v) =

∫
Ω

(
1

λ2
L

uv +∇u.∇v) dx

est continue et coercive dans H1
0(Ω), en effet

|b(u, v)| ≤
∫

Ω

(
1

λ2
L

|uv|+ |∇u.∇v|) dx

≤ 1

λ2
L

‖ u ‖L2(Ω)‖ v ‖L2(Ω) + ‖ ∇u ‖L2(Ω)‖ ∇v ‖L2(Ω) (cauchy-schwarz)

≤ C2
Ω

λ2
L

‖ u ‖H1
0 (Ω)‖ v ‖H1

0 (Ω) + ‖ u ‖H1
0 (Ω)‖ v ‖H1

0 (Ω)

≤ (1 +
C2

Ω

λ2
L

) ‖ u ‖H1
0 (Ω)‖ v ‖H1

0 (Ω) avec CΩ est la constante de Poincaré

donc B est continue. Pour la coercivité on a ;

b(u, u) =

∫
Ω

(
1

λ2
L

|u|2 + |∇u|2) dx

≥ min(1,
1

λ2
L

) ‖ u ‖2
H1

0 (Ω)

Donc, d’après le théorème de Lax-milgram, pour tout f ∈ L2(Ω), il existe u ∈
H1

0(Ω) tel que ∫
Ω

(
1

λ2
L

uv +∇u.∇v) dx =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ H1
0(Ω)
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pour revenir à l’équation (1.9) il suffit de choisir f ≡ 0 et on obtient

∆u− 1

λ2
L

u = 0.

Donc B est m-dissipative. Finalement, pour tout u, v ∈ D(B), on a, d’après (1.10),

(Bu, v) = (u,Bv)

d’où B est autoadjoint.

Les équations de Maxwell divh = 0 et curlh = js impose au champs magnétique
h, de l’équation de London, d’être tangent à la surface de l’échantillon, supposons
par absurde que h soit normal à la surface (yOz) d’un échantillon semi infini
h = h(x)ex. Alors divh = 0 impose h(x) = cte, ce qui conduit à curlh = 0 et donc
à js et h tous deux nuls, ce qui est absurde. h est donc de la forme h = h(x)u
où u est un vecteur unitaire du plan yoz et l’équation de London s’écrit à une
dimension

d2h(x)

dx2
− 1

λ2
L

h(x) = 0

et admet pour solution (en utilisant les conditions aux limites les plus naturelles
h(0) = h0 et h(∞) = 0)

h(x) = h0 exp(−x/λL)

On constate que l’équation de London rend bien compte de l’expulsion du champ
magnétique par le supraconducteur.

1.1.3 La longueur de cohérence

Dans l’état condensé, la corrélation entre les électrons supraconducteurs est
forte. Nous utilisons ξ pour désigner cette corrélation et nous l’appelons longueur
de cohérence.

1.1.4 Classification des supraconducteurs

En utilisant la longueur de cohérence ξ et la profondeur de pénétration de
London λL, nous pouvons classer les supraconducteurs en deux types :

(a) lorsque λL � ξ, nous disons que le supraconducteur est un supraconducteur
de type I. L’équation de London n’est pas valide dans ce cas, car la région de
pénétration est très mince. La relation implique que la corrélation des électrons
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est le facteur dominant et l’effet Meissner gère le comportement du matériau en
réponse à un champ magnétique extérieur.

La plupart des matériaux de type I sont des métaux purs et des alliages à faible
concentration. Ils ont généralement besoin de très basse température (quelques
K) pour présenter un comportement supraconducteur. Pour cette raison, ils sont
également appelés supraconducteurs à basse température ou supraconducteurs
durs.

Pour préparer la discussion sur la supraconductivité de type II, nous décrivons
la notion de vortex. Mathématiquement parlant, un vortex est un objet de co-
dimension deux. Par exemple, un point dans le plan, ou une courbe dans l’espace.
Ce concept a son origine dans la mécanique des fluides. Un exemple typique de
vortex est le vide de la ligne de circulation formé dans l’eau de bain alors qu’il
coule dans le drain et autour de laquelle, l’eau circule, dans le sens des aiguilles
d’une montre ou dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Cela illustre le
concept de vortex et son orientation. Dans le contexte de la supraconductivité,
le flux d’électrons supraconducteur correspond au flux d’eau. Lorsqu’un vide est
formé, le flux magnétique se remplit dans le même sens que l’air au vortex fluide.
Dans le noyau du vortex, il y a une absence d’électrons super conducteurs (c’est-
à-dire que le matériau est dans un état normal) Comme dans le vortex fluide,
il n’y a pas d’eau. C’est une image idéale. La situation réelle près d’un noyau de
vortex est plus compliquée car les quantités varient continuellement. Nous sommes
maintenant prêts à discuter des supraconducteurs de type II :

(b) lorsque λL � ξ, nous disons que le supraconducteur est un supraconduc-
teur de type II. L’équation de London n’est valable que dans les champs faibles
lorsqu’il existe une pénétration magnétique relativement faible à travers la limite
de l’échantillon.

La plupart des matériaux de type II sont des composés chimiques d’alliages
supraconducteurs à concentration élevée. Le matériau de type II devient supra-
conducteur à une température relativement élevée (environ 30 K ou plus).

Les supraconducteurs de type II se comportent différemment du matériau de
type I. Au lieu de généraliser, nous prenons l’exemple d’un échantillon de cylindre
supraconducteur de type II. Lorsqu’il est placé dans un champ magnétique ap-
pliqué H parallèle à son axe, il existe trois gammes de valeurs de H intéressantes.

i) Il existe une valeur Hc1 telle que si H < Hc1, alors seul un effet Meissner relati-
vement doux est observé sur la limite. La valeur de Hc1 dépend de la température,
de la forme géométrique et d’autres propriétés du matériau concerné. Dans ce
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régime, la propriété du supraconducteur peut être décrite par l’équation de Lon-
don ou une forme particulière de l’équation G-L à introduire plus tard.

ii) Il existe une autre valeur critique Hc2 > Hc1 telle que pour H ∈]Hc1, Hc2[,
le flux magnétique pénètre graduellement dans l’échantillon. Cependant, la pro-
priété supraconductrice n’est pas complètement détruite et par conséquent, le
flux magnétique ne peut pas encore complètement pénétrer dans l’échantillon.
Dans cette région, la force de flux pénétré est plus petite que celle du champ
appliqué. Dans cet état, le flux magnétique partiellement pénétré se rassemble au-
tour d’un certain nombre de vortex super-courants enveloppants de flux quantifiés
à l’intérieur du corps. Cet état est souvent appelé l’état mixte ou l’état du vortex.

iii) PourH > Hc2, l’échantillon devient complètement normal et le flux magnétique
pénètre profondément dans le corps. La valeur de Hc2 peut être très élevée et sa
valeur dépend d’un certain nombre de facteurs, y compris la température et la
géométrie.

Enfin, nous soulignons que les valeurs de Hc1 et Hc2 dépendent de la situation.
C’est-à-dire, même si le matériau est le même, la distribution de la valeur et la
direction du champ magnétique appliqué, la température, la forme géométrique
de l’échantillon et l’historique de l’échantillon peuvent tous affecter leurs valeurs.

Figure 1.3 – Relation entre les champs magnétiques induits et appliqués pour les supraconducteurs
types I et II
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1.1.5 Détails a propos du vortex

Nous savons déjà que pour un supraconducteur de type II, lorsque Hc1 < |H| <
Hc2, nous avons l’état mixte ou le vortex et le champ magnétique pénètre gra-
duellement dans le matériau. L’observation physique la plus intéressante est que
le champ magnétique pénétré ne se distribue pas uniformément à l’intérieur du
supraconducteur. Il se concentre plutôt sur certains objets de co-dimension 2 à
l’intérieur de l’échantillon supraconducteur.Les objets de co-dimension deux sont
des points si la dimension de l’espace est 2 et des courbes lorsque la dimension
de l’espace est trois. Ces objets de co-dimensions deux sont les vortices. Dans les
expériences, on observe que les vortices respectent perpendiculairement la limite
de l’échantillon supraconducteur.

Autour du noyau d’un vortex, il y a une circulation super-courante. Ce super-
courant produit un champ magnétique fort (généralement avec une force beaucoup
plus grande que Hc2) dans la direction tangentielle du vortex le long du noyau du
vortex (ou perpendiculaire au supraconducteur dans lequel le vortex est situé si
la dimension spatiale est deux). Donc, près du noyau du vortex, le matériau de-
vient normal plutôt que supraconducteur. Ce champ magnétique induit rayonnera
également dans la région environnante et affectera le champ magnétique perpen-
diculaire à la surface de l’échantillon supraconducteur.

L’intérêt mathématique dans l’étude des modèles mathématiques liés à la su-
praconductivité réside dans l’étude de la structure des domaines de transition de
phases de co-dimension deux. Le mot transition de phase dans ce contexte signifie
le passage de la phase normale à la phase supraconductrice ou vice versa.

En dehors de la co-dimension 2 des vortex, une autre quantité est l’orientation.
Ceci est déterminé par la direction du super-courant circulant autour du noyau du
vortex. Il est facile de comprendre qu’il n’y a que deux possibilités d’orientation.
Vu d’une direction fixe à une section transversale perpendiculaire à la courbe du
noyau du vortex, le super-courant peut circuler dans le sens des aiguilles d’une
montre ou dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. (voir figure 1.4)
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Figure 1.4 – Supercurrent et paramètre d’ordre près d’un vortex.

1.2 Synthèse et conclusion

Dans ce rapport, nous rapportons quelques-unes des avancées de recherche
les plus récentes sur le modèle de supraconductivité G-L. Nous examinerons les
justifications mathématiques des phénomènes mentionnés ci-dessus et de nom-
breuses autres questions connexes. Nous ne parlerons pas des aspects thermody-
namiques de la théorie car nous ne connaissons aucun modèle thermodynamique
mathématique satisfaisant. Donc, si la température est impliquée dans nos argu-
ments, elle sera considérée comme une constante donnée dans les circonstances
prédéterminées.

Dans ce qui suit, nous allons présenter le système G-L, expliquer l’adimension-
nement du système impliquée, étudier certains des concepts de base des problèmes
de transition de phases de deuxième ordre et des outils mathématiques pertinents
associés pour ouvrir la voie à d’autres études.



Chapitre 2

Théorie phénoménologique de
Ginzburg-Landau

Dans ce chapitre, nous présentons l’objet principal de notre étude, le système
G-L. La question clé à ce stade est de montrer comment adimensionner ou nor-
malisé le système à certaines formes familières et discuter comment ça peut ai-
der a classifier les types des supraconducteurs. Nous discutons des approxima-
tions mathématiques de certaines conditions que les fondateurs de la théorie G-L
considèrent comme importantes pour le modèle pour rester valide. Nous donnons
également une brève discussion préliminaire sur l’influence de la normalisations de
l’équation lorsque nous envoyons certains paramètres dans le système G-L norma-
lisé à zéro ou à l’infini afin de dériver quelques équations limites. La dérivation de
ces limites devient une partie importante de la recherche mathématique récente.
Cependant, il est très difficile de trouver une discussion systématique dans la
littérature existante sur ces sujets (une discussion sur tout le sujet dans un seul
article).

2.1 L’énergie libre et les équations Ginzburg-Landau

En 1937, Landau a proposé une théorie générale des transitions de phase de
second ordre basées sur les hypothèses fondamentales suivantes :

1 Il existe un paramètre d’ordre complexe ψ qui tend vers zéro au transition.
2 Il existe une densité d’énergie libre homogène qui peut être développée en

puissance de ψ
3 Les coefficients de l’expansion sont des fonctions régulières de la température
T .

22
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Suivant ces hypothèses, Landau a écrit l’énergie libre par unité de volume
comme suit

F = Fn + α(T )|ψ|2 +
β(T )

2
|ψ|4 + . . . (2.1)

Il a souligné que la température T est un facteur important intervenant dans le
processus de transition de phase. Il a affirmé que le modèle est valide lorsque
T est proche d’une valeur critique particulière T0. Cette température critique T0

est définie dans le sens suivant : lorsque T < T0 les propriétés supraconductrice
apparait, lorsque T > T0 les propriétés supraconductrice disparait.

Mathématiquement, cette propriété s’exprime par les expressions suivantes :

α(T ) ∼ (T − T0)α1, β(T ) ∼ β0

Dans les expressions ci-dessus, α1 et β0 sont des constantes positives. Au moment

où T < T0, l’énergie libre (2.1) a un minimum absolu pour |ψ|2 = −α
β

. Cela im-

plique que le minimiseur d’énergie ψ ne doit pas être identique à zéro. Évidemment,
lorsque T > T0, le minimiseur de l’énergie ψ satisfait |ψ| = 0.

Dans le contexte de la supraconductivité, |ψ|2 sera utilisé comme densité de
paires d’électrons supraconducteurs. Suite aux discussions ci-dessus, lorsque T <

T0, le matériau préfère prendre l’état supraconducteur. En revanche, lorsque T >

T0, le matériau préfère prendre l’état normal.
Nous devons souligner que l’expression (2.1) s’applique uniquement lorsque ψ

est une constante dans le domaine considéré. Si ψ n’est pas une constante, le terme
|∇ψ|2 doit être ajouté et une intégration sur le domaine de considération doit être
effectuée. Pour considérer l’image complète, l’énergie du champ magnétique devrait
également être prise en charge.

En 1950, Ginzburg et Landau ont proposé une extension de l’énergie de Lan-
dau pour décrire le supraconducteur en présence d’un champ magnétique. Ils ont
proposé que ψ soit pris comme fonction d’onde pour une particule de charge e∗

et de masse m∗. Afin d’assurer l’invariance de la jauge, ils ont écrit l’énergie libre
comme (c est la vitesse de la lumière, ~ est la constante de Planck)

E(ψ,A) = Fn +

∫
Ω

α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 +

1

2m∗

∣∣∣(−i~∇− e∗A

c
)ψ
∣∣∣2 +

|curlA|2

8π
(2.2)

où A est le potentiel vecteur qui décrit le champs magnétique h, i.e.,

h = curlA. (2.3)
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C’est l’énergie de G-L originale pour la supraconductivité en tenant compte de
l’effet du champ magnétique.

Il est également possible d’étudier l’énergie de Gibbs, qui tient compte plus
explicitement du champ magnétique appliqué. L’énergie de Gibbs a la forme sui-
vante :

E(ψ,A) = Fn+

∫
Ω

α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 +

1

2m∗

∣∣∣(−i~∇− e∗A
c

)ψ
∣∣∣2 +
|curlA−H|2

8π
(2.4)

Où H est le champ appliqué de l’extérieur. La différence dans ces deux modèles
sera observée lorsque nous essayons de dériver le système des équation aux dérivées
partielles avec les conditions aux limites associées. Physiquement, nous croyons
que cela concerne la façon de traiter le champ appliqué, total et induit, bien que
personne ne précise explicitement la raison.

En fait, nous comprenons maintenant que l’expression énergétique (2.4) n’est
pas l’histoire entière. Si nous considérons le problème de la supraconductivité sur
un domaine Ω qui n’est pas l’espace entier, nous aurons besoin des equations de
Maxwell dans Rn \ Ω. Il peut être prouvé que, selon certaines hypothèses raison-
nables, (2.4) est valide lorsque la dimension spatiale est 2. Nous en discuterons plus
en détail plus loin. Ici, nous limitons nos discussions temporairement au cas 2-d.
Par conséquent, A = (A1, A2), curlA = ∂1A2 − ∂2A1 et H devient une fonction
scalaire H.

Simplifiant la fonctionnelle (2.2), l’énergie devient

E(ψ,A) = Fn +

∫
Ω

α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 +

1

2m∗

∣∣∣− i~(∇+
e∗A

ic~

)
ψ
∣∣∣2 +

|curlA|2

8π

= Fn +

∫
Ω

α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 +

~2

2m∗

∣∣∣(∇− ie∗A

c~

)
ψ
∣∣∣2 +

|curlA|2

8π
(2.5)

En prenant la variation, par exemple, de (2.5) par rapport à ψ∗, on trouve

δE|ψ∗ =

∫
Ω

[
αψδψ∗ + β|ψ|2ψδψ∗ +

~2

2m∗

(
∇ψ − ie∗

~c
Aψ
)(
∇δψ∗ +

ie∗

~c
Aδψ∗

)
︸ ︷︷ ︸

(I)

]
dx

(2.6)
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Explicitons le terme (I) et intégrons le terme contenant ∇δψ∗ par parties, on
obtient∫

Ω

(I)dx =

∫
Ω

(
∇ψ − ie∗

~c
Aψ
)
∇δψ∗dx+

∫
Ω

(
∇ψ − ie∗

~c
Aψ∗

)ie∗
~c

Aδψ∗dx

=

∮
∂Ω

δψ∗
(
∇ψ − ie∗

~c
Aψ
)
· ndσ −

∫
Ω

∇
(
∇ψ − ie∗

~c
Aψ
)
δψ∗dx

+

∫
Ω

(
∇ψ − ie∗

~c
Aψ∗

)ie∗
~c

Aδψ∗dx

=

∮
∂Ω

δψ∗
(
∇ψ − ie∗

~c
Aψ
)
· ndσ −

∫
Ω

(
∇2ψ − ie∗

~c
∇(Aψ)− ie∗

~c
A∇ψ +

(ie∗
~c

A
)2
ψ
)
δψ∗dx

=

∮
∂Ω

δψ∗
(
∇ψ − ie∗

~c
Aψ
)
· ndσ −

∫
Ω

(
∇− ie∗

~c
A
)2

ψδψ∗dx

En supposant qu’il n’y ait pas de courant passant par la surface du supracon-

ducteur, c’est-à-dire que
(
∇− ie

∗

~c
A
)
ψ n’a aucun composant perpendiculaire à ∂Ω

i.e., (
∇− ie∗

~c
A
)
ψ · n = 0, x ∈ ∂Ω (2.7)

on en déduit ∫
Ω

(I)dx = −
∫

Ω

(
∇− ie∗

~c
A
)2

ψδψ∗dx (2.8)

Maintenant, nous remontons le résultat (2.8) à l’expression précédente (2.6) on
obtient

δE|ψ∗ =

∫
Ω

[
αψ + β|ψ|2ψ − ~2

2m∗

(
∇− ie∗

~c
A
)2

ψ

]
δψ∗dx (2.9)

La variation correspondante doit être nulle i.e. δE = 0 , et comme δψ∗ est une
fonction arbitraire dans Ω, on obtient la première équation de Ginzburg-Landauαψ + β|ψ|2ψ − ~2

2m∗

(
∇− ie∗

~c
A
)2

ψ = 0 x ∈ Ω(
∇− ie∗

~c
A
)
ψ · n = 0 x ∈ ∂Ω

(2.10)

que l’on peux l’écrire de la forme la plus connu au littérature
1

2m∗
(−i~∇− e∗A

c
)2ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0 x ∈ Ω(

− i~∇− e∗

c
A
)
ψ · n = 0 x ∈ ∂Ω

(2.11)

Continuons la dérivation de la deuxième équation de Ginzburg-Landau à partir de
(2.5). On utilisons la méthodes faite dans la sous section (1.1.2) :

E(ψ,A + tB) = Fn +

∫
Ω

α|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 +

~2

2m∗

∣∣∣(∇− ie∗(A + tB)

c~

)
ψ
∣∣∣2 +
|curl(A + tB)|2

8π
(2.12)
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où t est nombre réel.

d

dt
E(ψ,A + tB) =

∫
Ω

{
B

4π
curlcurl(A + tB) +

~2

2m∗

[
−ie∗

c~
Bψ
(
∇ψ∗ +

ie∗

c~
(A + tB)ψ∗

)
+
ie∗

c~
Bψ∗

(
∇ψ − ie

c~
(A + tB)ψ

)]}
d

dt
E(ψ,A + tB)|t=0 = 0 =

∫
Ω

B

[
1

4π
curlcurl(A +

i~e∗

2m∗c

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+

(e∗)2

m∗c2
|ψ|∗A

]
(2.13)

et ceci pour toute B décrivant l’espace. Donc le minimum vérifient l’équation

curl2A

4π
=

~e∗

2im∗c

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
− e∗2

m∗c2
|ψ|2A (2.14)

Or d’après (1.1) on a
curl2A

4π
=

js
c

Donc la deuxième equation de Ginzburg-Landau est donné par

curl2A

4π
=

js
c

=
~e∗

2im∗c

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
− e∗2

m∗c2
|ψ|2A (2.15)

ici les conditions aux limites sont imposées de l’extérieur, i.e.

curlA = H, x ∈ ∂Ω (2.16)

Où H est le champ appliqué de l’extérieur.

le système de Ginzburg-Landau s’écrit de la façon suivant
1

2m∗
(−i~∇− e∗A

c
)2ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0 x ∈ Ω

curl2A

4π
=

js
c

=
~e∗

2im∗c

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
− e∗2

m∗c2
|ψ|2A x ∈ Ω

(2.17)

Avec les conditions aux limites correspondantes
(
− i~∇− e∗

c
A
)
ψ · n = 0 x ∈ ∂Ω

curlA = H x ∈ ∂Ω
(2.18)

Ces conditions sont pour un échantillon placé dans le vide. Si l’extérieur de l’échantillon
de supraconducteur est rempli d’une sorte de conducteur, De Gennes a proposé
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d’imposer les conditions aux limites suivantes :
(
− i~∇− e∗

c
A
)
ψ · n = −iηψ, x ∈ ∂Ω

curlA = H, x ∈ ∂Ω
(2.19)

où η est une fonction à valeur positives. C’est un problème plus compliqué. L’ex-
pression de l’énergie doit également être modifiée de manière correspondante.

Lorsque la dimension de l’espace est 3, l’équation de Maxwell dans le domaine
extérieur doit également être prise en compte (voir [8]) . Par exemple, lorsque le
domaine extérieur est vide, nous devrions utiliser l’énergie

E(ψ,A) = Fn +

∫
Ω

(
α|ψ|2 +

β

2
|ψ|4 +

1

2m∗

∣∣∣(−i~∇− e∗A
c

)ψ
∣∣∣2)+

∫
R3

|curlA−H|2

8π

Remarque 1. Il est formellement connu que les vortex ont tendance à respecter
perpendiculairement la limite de l’échantillon supraconducteur. Comme les tour-
billons sont formés par les noyaux de super-courants circulant, la supercurrence
génère un champ magnétique le long de la direction tangentielle du noyau, puis
perpendiculairement à la limite de l’échantillon. C’est cette observation qui conduit
à penser à utiliser le système Maxwell dans le domaine extérieur.

Dans ce qui suit, lorsque nous discutons de l’énergie G-L, nous parlons principa-
lement de l’énergie de Gibbs. L’énergie de Gibbs mène à une meilleure compréhension
du problème et nous permet d’avoir des formules mathématiques solides. La va-
riation de l’énergie de Gibbs conduit aux system suivant ( en utilisons la même
méthode utilisé précédemment )

1

2m∗
(−i~∇− e∗A

c
)2ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0 x ∈ Ω

curl2A− curlH

4π
=

js
c

=
~e∗

2im∗c

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
− e∗2

m∗c2
|ψ|2A x ∈ Ω

(2.20)
Avec les conditions aux limites correspondantes

(
− i~∇− e∗

c
A
)
ψ · n = 0 x ∈ ∂Ω

curlA = H x ∈ ∂Ω
(2.21)

Remarque 2. Du point de vue mathématique du paramètre d’ordre, les emplace-
ments vortex sont donnés par

{x ∈ Ω, ψ(x) = 0}
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2.2 Normalisations des equations de Ginzburg-Landau

Pour l’adimensionnement ou la normalisation du problème, nous prenons le cas
2-d à titre d’exemple. L’ensemble du processus s’étend au cas 3-d automatique-
ment.

Tout d’abord, spécifions les valeurs de e∗ et m∗. Ce sont les valeurs de la Charge
électrique et masse des paires Cooper, respectivement. Il a été montré par Gorkov
en 1959 que e∗ = 2e où e est la charge électronique standard. Il a également montré
que la valeur de m∗ peut être arbitraire. La convention de physique est alors de
le laisser être m (pas 2m !), La masse d’électrons standard. Le système G-L peut
donc être réécrit comme

1

2m
(−i~∇− 2eA

c
)2ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0 x ∈ Ω

curlh

4π
=

js
c

=
2~e

2imc

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
− 4e2

mc2
|ψ|2A x ∈ Ω

(2.22)

où selon le choix de l’énergie, h = curlA ou h = curlA−H.
En ce qui concerne les quantités α et β, il existe différentes valeurs qui leur sont

attribuées. Gorkov a montré que pour le métal pur, nous avons

α = 1.83
~2

2m

1

ξ2
0

T − T0

T0
, β = 0.35

1

N(0)

( ~2

2m

1

ξ2
0

)2 1

(kBT0)2
(2.23)

Où ξ0 est la longueur de cohérence de l’état fondamental et N(0) est la densité
des états au niveau de Fermi 1. Dans la théorie BCS, ils ont des valeurs respectives

α = N(0)
T − T0

T0
, β = 0.098

N(0)

(kBT0)2
(2.24)

Maintenant, nous sommes en mesure de discuter de la normalisation du système
G-L. Permettez-nous d’introduire les paramètres physiques suivants :

|ψ0|2 = |α|/β,
Hc = (4π|α|2/β)1/2,

λ = λ(T ) = (mc2β/16πe2|α|)1/2,

ξ = ξ(T ) = ~/(2m|α|)1/2,

κ = λ/ξ.

(2.25)

1. Le niveau de Fermi est une caractéristique propre à un système qui traduit la répartition des électrons dans
ce système en fonction de la température.
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Physiquement, |ψ0|2 représente la densité d’équilibre, Hc pour le champ critique
thermodynamique, λ pour la profondeur de pénétration, ξ pour la longueur de
cohérence. Le rapport des deux longueurs caractéristiques κ = λ/ξ est le paramètre
G-L de la substance et est une constante sans dimension.

Proposition 2. Sur la base d’un choix convenable des données physiques, le
système physique de G-L (2.22) peux s’écrire d’une manière mathématiques sous
la forme 

( i
κ
∇+ A

)2
ψ + (|ψ|2 − 1)ψ = 0, x ∈ Ω

curlh+
i

2κ

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A = 0 x ∈ Ω

(2.26)

Démonstration. Nous présentons maintenant les nouvelles variables suivantes (celles
avec prime) : 

x = λx′

ψ = ψ0ψ
′

A =
√

2HcλA
′

H =
√

2HcH
′

(2.27)

la première équations de (2.22) devient

1

2m
(i~∇|x +

2eA

c
)2ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0

1

2m|α|
(i~∇|x +

2eA

c
)2ψ ± ψ +

β

|α|
|ψ|2ψ = 0(

i
~√

2m|α|
∇|x +

2eA

c
√

2m|α|

)2

ψ ± ψ +
β

|α|
|ψ|2ψ = 0

du fait que ξ =
~√

2m|α|
on trouve

(
iξ∇|x +

2eA

c
√

2m|α|

)2

ψ ± ψ +
β

|α|
|ψ|2ψ = 0

(
i
ξ

λ
∇|x′ +

2e
√

2HcλA
′

c
√

2m|α|

)2

ψ0ψ
′ ± ψ0ψ

′ +
β

|α|
|α|
β
|ψ′|2ψ′ψ0 = 0
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c’est à dire que (
i

κ
∇|x′ +

2e
√

2HcλA
′

c
√

2m|α|

)2

ψ′ + (|ψ′|2 ± 1)ψ′ = 0

puisque
2e
√

2Hcλ

c
√

2m|α|
= 1, on en déduit la première equations de Ginzburg-Landau

normalisée (Nous descendons désormais les primes) :( i
κ
∇+ A

)2
ψ + (|ψ|2 ± 1)ψ = 0 (2.28)

Le signe dans (|ψ|2 ± 1) est le signe du paramètre α, i.e., est +1 si T > Tc et
−1 si T < Tc. Nous sommes intéressés par le deuxième cas où le phénomène de la
supraconductivité apparâıt. Nous procédant de la même manière de normalisations
pour la deuxième équation nous obtenant les équations G-L non dimensionnelles
suivantes 

( i
κ
∇+ A

)2
ψ + (|ψ|2 − 1)ψ = 0, x ∈ Ω

curlh+
i

2κ

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A = 0 x ∈ Ω

(2.29)

Ici encore, h pourrait être curlA ou curlA−H selon l’énergie que nous utilisons.

Les conditions aux limites correspondantes sont

(
i

κ
∇ψ + Aψ) · n = 0, curlA = H. (2.30)

Il s’agit d’une forme particulière du système normalisé. L’énergie normalisé cor-
respondante est

E(ψ,A) =

∫
Ω

(|ψ|2 − 1)2 +
∣∣∣( i
κ
∇+ A)ψ

∣∣∣2 + |h|2dx. (2.31)

En fait, si nous nous réduisons à nouveau pour introduire de nouvelles quantités
sans dimension (celles avec prime)

A =
1

κ
A′, H =

1

κ
H ′, ψ = ψ′, (2.32)
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nous obtenons (déposez les primes à nouveau)
(
i∇+ A

)2
ψ + κ2(|ψ|2 − 1)ψ = 0, x ∈ Ω

curlh+
i

2

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A = 0. x ∈ Ω

(2.33)

Les conditions aux limites correspondantes sont

(i∇ψ + Aψ) · n = 0, curlA = H. (2.34)

L’énergie normalisé correspondante est

E(ψ,A) =

∫
Ω

κ2(|ψ|2 − 1)2 +
∣∣∣(i∇+ A)ψ

∣∣∣2 + |h|2dx. (2.35)

(2.29) et (2.33) sont deux des formes normalisées les plus populaires du système
G-L.

Remarque 3. Désormais, nous utilisons principalement les formes normalisées
(2.29) et (2.33). Nous ne donnons pas une préférence claire parce que selon les
circonstances, un modèle peut être préféré à l’autre.

2.3 Cas 2-d : écriture en coordonnés polaire

Dans cette section nous signalons un cas particulier de l’écriture de système
de G-L, ce choix de coordonnée polaire est important lorsque le domaine est une
disque. On pose {

x = r cos θ

y = r sin θ
(2.36)

leurs dérivées partielles associées sont
∂x

∂r
= cos θ,

∂x

∂θ
= −r sin θ,

∂y

∂r
= sin θ,

∂y

∂θ
= r cos θ.

nous voulons calculer les deux termes principales
∂2ψ

∂r2
et
∂2ψ

∂θ2
.

Par le théorème de dérivation des fonctions composées nous avons

∂ψ

∂r
=
∂ψ

∂x

∂x

∂r
+
∂ψ

∂y

∂y

∂r

= cos θ
∂ψ

∂x
+ sin θ

∂ψ

∂y
(2.37)
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En utilisant(2.37), nous déduisons

∂2ψ

∂r2
=

∂

∂r
(
∂ψ

∂r
) = cos θ

∂

∂r

∂ψ

∂x
+ sin θ

∂

∂r

∂ψ

∂y

= cos θ
( ∂
∂x

∂ψ

∂x

∂x

∂r
+

∂

∂y

∂ψ

∂x

∂y

∂r

)
+ sin θ

( ∂
∂x

∂ψ

∂y

∂x

∂r
+

∂

∂y

∂ψ

∂y

∂y

∂r

)
= cos2 θ

∂2ψ

∂x2
+ 2 cos θ sin θ

∂2u

∂x∂y
+ sin2 θ

∂2ψ

∂y2
. (2.38)

D’autre part nous avons

∂ψ

∂θ
=
∂ψ

∂x

∂x

∂θ
+
∂ψ

∂y

∂y

∂θ

= −r sin θ
∂ψ

∂x
+ r cos θ

∂ψ

∂y
(2.39)

En utilisant(2.39), nous déduisons

∂2ψ

∂θ2
= −r cos θ

∂ψ

∂x
− r sin θ

∂

∂θ

∂ψ

∂x
− r sin θ

∂ψ

∂y
+ r cos θ

∂

∂θ

∂ψ

∂y

= −r cos θ
∂ψ

∂x
− r sin θ

( ∂
∂x

∂ψ

∂x

∂x

∂θ
+

∂

∂y

∂ψ

∂x

∂y

∂θ

)
− r sin θ

∂ψ

∂y

+ r cos θ
( ∂
∂x

∂ψ

∂y

∂x

∂θ
+

∂

∂y

∂ψ

∂y

∂y

∂θ

)
= −r cos θ

∂ψ

∂x
− r sin θ

(
− r sin θ

∂2ψ

∂x2
+ r cos θ

∂2ψ

∂x∂y

)
− r sin θ

∂ψ

∂y

+ r cos θ
(
− r sin θ

∂2ψ

∂y∂x
+ r cos θ

∂2ψ

∂y2

)
= −r(cos θ

∂ψ

∂x
+ sin θ

∂ψ

∂y
) + r2

(
sin2 θ

∂2ψ

∂x2
− 2 sin θ cos θ

∂2ψ

∂x∂y
+ cos2 θ

∂2ψ

∂y2

)
Divisons par r2 et utilisons (2.37) on trouve

1

r2

∂2ψ

∂θ2
= −1

r

∂ψ

∂r
+ sin2 θ

∂2ψ

∂x2
− 2 sin θ cos θ

∂2ψ

∂x∂y
+ cos2 θ

∂2ψ

∂y2
(2.40)

Lorsque nous sommons (2.38) et (2.40), on obtient

∂2ψ

∂r2
+

1

r2

∂2ψ

∂θ2
= −1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
, (2.41)
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ce qui conduit à
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
=
∂2ψ

∂r2
+

1

r2

∂2ψ

∂θ2
+

1

r

∂ψ

∂r
. (2.42)

Puisque x = r cos θ et y = r sin θ, cela implique que pour tout r ≥ 0 et θ ∈]−π, π]

nous avons r =
√
x2 + y2 et θ = arctan(

y

x
) si x > 0.

Par le théorème de dérivation des fonctions composées nous avons

∂ψ

∂x
=
∂ψ

∂r

∂r

∂x
+
∂ψ

∂θ

∂θ

∂x

et du fait que 
∂r

∂x
= cos θ,

∂r

∂y
= sin θ,

∂θ

∂x
= −sin θ

r
,

∂θ

∂y
=

cos θ

r
.

on en déduit
∂ψ

∂x
= cos θ

∂ψ

∂r
− sin θ

r

∂ψ

∂θ
,

et du même façon pour
∂ψ

∂y
nous obtenons

∂ψ

∂y
= sin θ

∂ψ

∂r
+

cos θ

r

∂ψ

∂θ
.

Si on suppose que le vecteur potentiel A = (A1, A2), le système de Ginzburg-
Landau peuvent s’écrire en coordonnées polaire sous la forme :



∂2ψ

∂r2
+

1

r2

∂2ψ

∂θ2
+

1

r

∂ψ

∂r
= iκ

(
A1

(
cos θ

∂ψ

∂r
− sin θ

r

∂ψ

∂θ

)
+ A2

(
sin θ

∂ψ

∂r
+

cos θ

r

∂ψ

∂θ

))
+κ2(|ψ|2 + A2 − 1)ψ

∂2A1

∂r2
+

1

r2

∂2A1

∂θ2
+

1

r

∂A1

∂r
=

i

2κ
|ψ|2

(
cos θ

∂Θ

∂r
− sin θ

r

∂Θ

∂θ

)
+ |ψ|2A

∂2A2

∂r2
+

1

r2

∂2A2

∂θ2
+

1

r

∂A2

∂r
=

i

2κ
|ψ|2

(
sin θ

∂Θ

∂r
+

cos θ

r

∂Θ

∂θ

)
+ |ψ|2A.

On suppose que ψ = ψ1 + iψ2 où ψ1 est la partie réelle et ψ2 est la partie
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imaginaire, alors le système peux s’écrire de la façon suivante

∂2ψ1

∂r2
+

1

r2

∂2ψ1

∂θ2
+

1

r

∂ψ1

∂r
= κ

(
A1

(sin θ

r

∂ψ2

∂θ
− cos θ

∂ψ2

∂r

)
− A2

(
sin θ

∂ψ2

∂r
+

cos θ

r

∂ψ2

∂θ

))
+κ2(|ψ|2 + A2 − 1)ψ1

∂2ψ2

∂r2
+

1

r2

∂2ψ2

∂θ2
+

1

r

∂ψ2

∂r
= κ

(
A1

(
cos θ

∂ψ1

∂r
− sin θ

r

∂ψ1

∂θ

)
+ A2

(
sin θ

∂ψ1

∂r
+

cos θ

r

∂ψ1

∂θ

))
+κ2(|ψ|2 + A2 − 1)ψ2

∂2A1

∂r2
+

1

r2

∂2A1

∂θ2
+

1

r

∂A1

∂r
=

i

2κ
|ψ|2

(
cos θ

∂Θ

∂r
− sin θ

r

∂Θ

∂θ

)
+ |ψ|2A

∂2A2

∂r2
+

1

r2

∂2A2

∂θ2
+

1

r

∂A2

∂r
=

i

2κ
|ψ|2

(
sin θ

∂Θ

∂r
+

cos θ

r

∂Θ

∂θ

)
+ |ψ|2A.

notons que si r → ∞ les termes où il y a 1/r ou 1/r2 peuvent être négliger et
on peux avoir des equations approximatives dans le cas à deux dimensions.

maintenant nous allons traiter l’un des remarques la plus pertinente c’est l’in-
variance de jauge qui nous aidera à démontrer l’existence et l’unicité.

2.4 Invariance de jauge

Lemme 2. Pour toute fonction régulière donnée θ nous avons
Dans l’expression énergétique (2.31)

E(ψ,A) = E(ψ exp(iκθ),A +∇θ) (2.43)

Et dans la forme énergétique (2.35)

E(ψ,A) = E(ψ exp(iθ),A +∇θ) (2.44)

Démonstration. en effet, faisons ça pour la première forme énergétique (2.31), pour
la deuxième ça ce fait de la même manière.
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E(ψ exp(iκθ),A +∇θ) =

∫
Ω

{
(|ψ exp(iκθ)|2 − 1)2 +

∣∣∣( i
κ
∇ψ exp(iκθ) + (A +∇θ)ψ exp(iκθ)

)∣∣∣2
+ |curl(A +∇θ)|2

}
dx

=

∫
Ω

{
(|ψ|2 − 1)2 +

∣∣∣( i
κ
∇ψeiκθ −∇θψeiκθ +∇θψeiκθ + Aψeiκθ

)∣∣∣2
+ |curlA + curl∇θ︸ ︷︷ ︸

=0

|2
}

dx

=

∫
Ω

(|ψ|2 − 1)2 +
∣∣∣( i
κ
∇ψ + Aψ

)
eiκθ
∣∣∣2 + |curlA|2dx

=

∫
Ω

(|ψ|2 − 1)2 +
∣∣∣( i
κ
∇ψ + Aψ

)∣∣∣2 + |curlA|2dx

= E(ψ,A).

Prenons la forme (2.35) comme exemple. La transformation

(ψ,A)→ (ψ exp(iθ),A +∇θ) (2.45)

s’appelle une transformation de jauge. Le fait que l’énergie est invariable dans la
transformation de jauge est appelé invariance de jauge. Cette propriété d’inva-
riance nous aidera à établir l’existence de solutions plus tard.

2.5 Les deux longueurs caractéristiques ξ(T ) et λ(T )

Le système de G-L a deux solutions particulières :
1) ψ ≡ 0 et curlA = H Lorsque H est grand (nous donnerons une confirmation
qualitative de ce résultat plus tard). Ici H est le champ appliqué. Cette solution
décrit l’état normal.
2) ψ = ψ0 =

√
|α|/β et A = 0 lorsque H = 0. C’est l’état supraconducteur pur

sans champ appliqué à l’extérieur.
Lorsque le champ appliqué est très faible, ψ va varier lentement, près de ψ0.

Puisque le champs appliqué et faible, nous pouvons prendre A = 0 et f = ψ/ψ0,
alors f satisfait

1

2m
(−i~∇− 2eA

c
)2ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0
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c’est à dire

− ~2

2m
∆ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0

− ~2

2m
ψ0∆f + αψ0f + β

|α|
β
ψ0f

2f = 0

− ~2

2m|α|
∆f − f + f 3 = 0 (2.46)

Cela conduit à la définition de

~2

2m|α|
= ξ2(T )

Comme la longueur de cohérence dépendant de la température (d’abord introduit
dans (2.25)). Il représente l’échelle de longueur sur laquelle f varie entre 0 et 1.

En une seule dimension l’équation s’écrit de la façon :

−ξ2(T )
d2f

dx2
− f + f 3 = 0 (2.47)

Par hypothèse, le champ ne pénètre pas dans la région où ψ est non nul. Nous
pouvons donc utiliser les conditions aux limites naturelle f(0) = f ′(∞) = 0 et
f(∞) = 1. En multipliant (2.47) par df/dx et en intégrant, on obtient

−ξ2(T )
(df

dx

)2

− f 2 +
1

2
f 4 = C

Afin de satisfaire la condition limite comme x → ∞, nous devons prendre la
constante pour être égale à −1/2. Cela donne

ξ2(T )
(df

dx

)2

=
1

2
(1− f 2)2

(df

dx

)2

=
( 1√

2ξ(T )
(1− f 2)

)2

La solution répondant à nos conditions aux limites est

f(x) = tanh
( x√

2ξ(T )

)
. (2.48)

En supposant à nouveau que le champ est faible et ψ est presque ψ0, nous écrivons
ψ = ψ0e

iχ et nous avons (par (2.22-2))
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js =
2e~
m
ψ2

0∇χ−
4e2

mc
ψ2

0A (2.49)

car ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗ = 2iψ2
0∇χ.

Prenant le curl de js, on obtient

curljs = −4e2

mc
ψ2

0h. (2.50)

Ceci équivaut à l’équation de London (1.8) avec la profondeur de pénétration

λ(T ) =
√
mc2/16πe2ψ2

0 (2.51)

en effet, puisque curlh =
4π

c
js alors on obtient curlcurlh =

4π

c
curljs, et d’après

(2.50) on déduit l’équation

curlcurlh +
16πe2ψ2

0

mc2
h = 0 (2.52)

ce qui est équivalent à l’équation de London.

2.6 Le système G-L évolutif

Dans cette section, parce que le problème est 2-d, nous prenons le champ
magnétique dans le domaine extérieur comme champ appliqué H. En faisant cela,
nous avons implicitement supposé qu’il existe un champs à l’extérieur.

2.6.1 Le système

Le système G-L évolutif a d’abord été obtenu par Gor’kov et Eliashberg en
1968. Nous écrivons simplement les équations sous la forme standard suivante :

~2

2mD

( ∂
∂t

+
2ie

~
φ
)
ψ − |α|ψ + β|ψ|2ψ +

1

2m

(
− ~
i
∇+

2e

c
A
)2

ψ = 0,

curl2A− curlH = −4πσ

c

(1

c
At +∇φ

)
+ (2.53)

4π

c

[ e~
im

(ψ∗∇ψ − ψψ∗)− 4e2

mc
|ψ|2A

]
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Par rapport au cas de l’état stationnaire, les constantes nouvellement introduites
sont σ, la conductivité de la phase normale ; D, la constante de diffusion et la
fonction φ, le potentiel électrique.

Il est facile de vérifier que pour toute fonction régulière donnée θ, la transfor-
mation suivante

(ψ, φ,A)→ (ψ exp(iθ), φ− ~
2e
θt,A−

~c
2e
∇θ) (2.54)

ne change pas l’équation. Cette transformation est la transformation de la jauge
pour le problème de l’évolution.

2.6.2 Normalisation mathématique

Comme dans le cas stationnaire, nous introduisons certains paramètres phy-
siques

|ψ|20 = |α|/β, κ = λ/ξ,

Hc =
√

4π|α|2/β, η = 4πσD/c2,

λ =
√
mc2β/16πe2|α|2, τ = λ2/D,

ξ = ~/
√

2m|α|.
et les variables non dimensionnelles

x = λx′

t = τt′

ψ = ψ0ψ
′

φ =

√
2DHc

c
φ′

A =
√

2HcλA
′

H =
√

2HcH
′

(2.55)

nous arrivons au système (on éliminons les primes du nouveau système)
1

κ
(ψt + iκφψ) +

( i
κ
∇+ A

)2
ψ + (|ψ|2 − 1)ψ = 0, x ∈ Ω

η(At +∇φ) + curl2A− curlH +
i

2κ

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A = 0 x ∈ Ω

(2.56)
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Les conditions aux limites et les conditions initiales sont

( i
κ
∇ψ + Aψ

)
· n = −iη0ψ, dans Ω

curlA = H, dans Ω

ψ(x, 0) = ψ0(x), sur Ω

A(x, 0) = A0(x) sur Ω

(2.57)

ici η0, ψ0 et A0 sont des fonctions données.
Si on pose

A =
1

κ
A′, φ =

1

κ
φ′, H =

1

κ
H ′, ψ = ψ′,

nous obtenonsψt + iφψ +
(
i∇+ A

)2
ψ + κ(|ψ|2 − 1)ψ = 0,

η(At +∇φ) + curl2A− curlH +
i

2

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A = 0

(2.58)

Les conditions aux limites et les conditions initiales sont

(
i∇ψ + Aψ

)
· n = −iη0ψ, dans ∂Ω× [0, T ]

curlA = H, dans ∂Ω× [0, T ]

ψ(x, 0) = ψ0(x), sur Ω

A(x, 0) = A0(x) sur Ω

(2.59)

ici η0, ψ0 et A0 sont des fonctions données.

2.6.3 Le fonctionnel de G-L comme fonctionnel de Lyapunov

Dans ce qui suit, pour avoir une idée fixe pour nos discussions, nous utiliserons
la formulation plus simple (2.58) - (2.59), sauf indication contraire.

On constate également que dans une grande partie de la littérature sur la phy-
sique, il n’y a pas de curlH dans le système évolutif (voir par exemple [21]).
La raison est probablement qu’ils considèrent soit le problème sur l’espace toute
entier (il n’y a pas d’endroit pour envoyer un champ appliqué alors), soit le cas
où H est une constante, donc curlH = 0. Cependant, nous avons l’intention de
garder curlH dans l’équation parce que, comme Nous verrons à partir du prochain
théorème, il est un terme mathématiquement raisonnable d’être présent dans les
équations pour relier le système évolutif et le système d’équilibre.
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Théorème 1. soit u = (ψ, φ,A) solution de (2.58) - (2.59), on suppose que H
est indépendant du temps et η0 = 0. On définit

E(u) =

∫
Ω

1

2

∣∣∣(i∇+ A)ψ
∣∣∣2 +

1

4
κ2(|ψ|2 − 1)2 +

1

2
|curlA−H|2dx. (2.60)

Nous avons

d

dt
E(ψ,A) = −

(∫
Ω

|ψt + iφψ|2 + η|At +∇φ|2dx
)
≤ 0 (2.61)

L’intérêt de ce théorème est que nous pouvons voir que E est décroissante.

Démonstration. Nous introduisons la transformation de la jauge suivante (i.e.
E(ψ,A) = E(ξ,B)) 

ξ = ψ exp(iχ)

B = A +∇χ

ξ =

∫ t

0

φ(x, s)ds

(2.62)

Notant que 
ξt = (ψt + iφψ) exp(iχ)

Bt = At +∇φ
(i∇+ B)ξ = ((i∇+ A)ψ)) exp(iχ)

(2.63)

Nous multiplions le conjugué complexe de (2.58-1) par ψt + iφψ

(ψt + iφψ)(ψ∗t − iφψ∗ +
(
− i∇+ A

)2
ψ∗ + κ(|ψ|2 − 1)ψ∗) = 0

−|ψt + iφψ|2 = (ψt + iφψ)
[(
− i∇+ A

)2
ψ∗ + κ(|ψ|2 − 1)ψ∗)

]
= ξt exp(−iχ)

[
κ2(|ξ|2 − 1)ξ∗ exp(−iχ) + (−i∇+ A)(−i∇+ B)ξ∗ exp(iχ)

]
= κ2(|ξ|2 − 1)ξ∗ξt + (−i∇+ A)(−i∇+ B)ξ∗ξt

Nous multiplions maintenant (2.58-2) par At +∇φ

−η|At +∇φ|2 = (At +∇φ)
[
curl2A− curlH +

i

2

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A

]



CHAPITRE 2. THÉORIE PHÉNOMÉNOLOGIQUE DE GINZBURG-LANDAU 41

sommant les deux résultats nous obtenons

−
(∫

Ω

|ψt + iφψ|2 + η|At +∇φ|2dx
)

=

∫
Ω

[
κ2(|ξ|2 − 1)ξ∗ξt + ((i∇+ B)ξ)t(−i∇+ B)ξ∗

+ (curlB−H)(curlB−H)t + (curlB−H)Ht

]
dx

=
dE

dt
(ξ,B) +

∫
Ω

(curlB−H)Htdx

=
dE

dt
(ψ,A) +

∫
Ω

(curlA−H) Ht︸︷︷︸
=0

dx

Les termes aux bords ont tous disparu en raison des conditions aux limites. Le
théorème est maintenant prouvé.

Ce théorème indique que le phénomène de transition de phase décrit par le
système G-L dans les conditions spécifiées est d’énergie dissipative, donc le pro-
cessus est irréversible.

2.6.4 Les différentes types de jauge

Nous avons remarqué que l’énergie G-L (système) est invariable sous la jauge.
Cela implique que les problèmes associés ont généralement beaucoup de solutions.
Pour avoir une idée fixe de la formulation mathématique, il est donc impor-
tant de prendre un choix de jauge lors de la discussion d’un problème donné.
Comme on peut l’imaginer, il existe de nombreuses façons de fixer une jauge.
Cependant, il existe deux choix principaux qui sont particulièrement favorisés
par les mathématiciens. Nous ne discutons que du choix pour le problème de
l’évolution. Pour le problème de l’état d’équilibre, en ignorant simplement le po-
tentiel électrique φ et les dérivés du temps impliqués, nous pouvons faire les mêmes
réclamations et donner des preuves similaires. En outre, nous ne donnons que le
choix de la jauge dans un schéma normalisé particulier. Les résultats sont similaires
dans d’autres schémas adimensionner.

Le premier choix est

Lemme 3. (jauge de Lorentz) Soit (ψ′, φ′,A′) solution du système (2.58)-
(2.59), nous pouvons choisir une fonction Θ tels que

(ψ, φ,A) = (ψ′ exp(iΘ), φ′ −Θt,A
′ +∇Θ) (2.64)
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qui satisfait 
divA + φ = 0∫

Ω

φdx = 0

A · n = 0

(2.65)

Démonstration. Premièrement, on pose

a =
1

|Ω|

∫
Ω

φ′dx

φ′′ = φ′ − a

ψ′′ = ψ′ exp(i

∫ t

0

adt)

A′′ = A′

Ensuite, nous résolvons le problème standard de l’équation de la chaleur 2

−Θ′t + ∆Θ′ + divA′′ + φ′′ = 0

∂nΘ′ + A′′ · n = 0

pour décider Θ′.

Nous prenons Θ = Θ′ +

∫ t

0

adt.

Nous aurons pour la première

divA + φ = div(A′ +∇Θ) + φ

= divA′′ + ∆Θ + φ

= divA′′ + ∆(Θ′ +

∫ t

0

adt) + φ

= divA′′ + ∆Θ′ + φ′ −Θt

= divA′′ + ∆Θ′ + φ′′ + a−Θ′t − a
= 0

2. L’existence de la solution est faite en détail dans le livre [7]
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pour la deuxième ∫
Ω

φdx =

∫
Ω

(φ′ −Θt)dx

=

∫
Ω

(φ′′ + a−Θ′t − a)dx

=

∫
Ω

(φ′′ −Θ′t)dx

=

∫
Ω

(−∆Θ′ − divA′′)dx

=

∫
∂Ω

(∂nΘ′ + A′′ · n)dσ = 0.

Pour la troisième

A · n = (A′ +∇Θ) · n
= (A′′ +∇Θ′) · n
= (∂nΘ′ + A′′ · n) = 0

d’où (2.64) vérifie (2.65), ce qui conclue la preuve.

Le deuxième choix est

Lemme 4. (jauge de Coulomb) Soit (ψ′, φ′,A′) solution du système (2.58)-
(2.59), nous pouvons choisir une fonction Θ tels que

(ψ, φ,A) = (ψ′ exp(iΘ), φ′ −Θt,A
′ +∇Θ) (2.66)

qui satisfait {
divA = 0

A · n = 0
(2.67)

Démonstration. De la même manière que la précédente.

Dans cet mémoire, nous pouvons utiliser l’un des choix de jauge ci-dessus en
fonction de conditions. En fait, nous ajouterons simplement (2.65) ou (2.67) dans
notre système sans commenter à nouveau. Les résultats obtenus dans un choix de
jauge peuvent être obtenus dans un autre choix de jauge avec une modification
technique mineure des épreuves.
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2.6.5 Estimation de la fonction d’état

Comme nous avons remarqué que |ψ|2 est une fonction de densité (densité de
paires d’électrons supraconductrices), il est souhaitable de montrer que la solution
ψ du système (2.58)-(2.59) satisfait l’estimation

|ψ|(x, t) ≤ 1 pour presque tout x ∈ Ω, t ≥ 0. (2.68)

Nous en discutons de nouveau dans le cas évolutif seulement. La discussion pour
le cas de l’état stable est similaire.

Proposition 3. Soit (ψ, φ,A) solution du système (2.58)-(2.59). Supposons que
|ψ0|(x) ≤ 1, η ≥ 0, on a (2.68).

Démonstration. Nous écrivons ψ = f exp(iχ) avec f = |ψ|, En se substituant
à l’équation satisfaite par ψ et en prenant la partie réelle, on obtient l’équation
satisfaite par f :

ft −∆f + |A−∇χ|2f + κ(f 2 − 1)f = 0,

∂nf = −η0f,

f(x, 0) = |ψ0(x)|.

En multipliant les deux côtés de l’équation par (f − 1)+, les parties positives de
f − 1, intégrant par parties sur Ω, on obtient∫

Ω

(1

2
∂t((f − 1)+)2 + |∇(f − 1)+|2 + |A−∇χ|2f(f − 1)+

+ κf(f + 1)((f − 1)+)2
)

dx+

∫
∂Ω

η0f(f − 1)+dΓ = 0

et du fait que f ≥ 0, nous avons∫
Ω

1

2
∂t((f − 1)+)2dx ≤ 0

En utilisant la condition initiale, nous obtenons∫
Ω

1

2
((f − 1)+)2dx = 0

ce qui implique (2.68)
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2.7 Évolution du system de Maxwell à l’extérieur

En pratique, la super-courant dans un échantillon de supraconducteur produit
un champ magnétique (surtout aux endroits où les vortex rencontrent la limite du
supraconducteur) et ce champ magnétique induit, associé au champ magnétique
appliqué, agira pour influencer le supraconducteur. L’effet de cette action dépend
de la forme géométrique de l’échantillon et de la direction et de la répartition de
la valeur du champ appliqué. Dans ce contexte, nous considérons le supraconduc-
teur comme une partie intégrante de l’espace entier. Autrement dit, dans le do-
maine occupé par le supraconducteur, nous utilisons le système G-L pour décrire
les propriétés électromagnétiques. Dans le domaine extérieur, au lieu de suppo-
ser que le champ magnétique appliqué est donné, nous supposons que le milieu
extérieur répond à la situation dans l’échantillon supraconducteur et son com-
portement électromagnétique correspondant change en conséquence. Dans ce cas,
les propriétés électromagnétiques du domaine extérieur sont régies par le système
Maxwell.

Nous reconnaissons que la littérature classique de la physique sur la supracon-
ductivité ne donne pas une déclaration claire sur le type de conditions aux limites
qui devraient être utilisées. Cette idée d’utiliser le système Maxwell dans le do-
maine extérieur est d’abord préconisée clairement dans [8] dans un contexte de
mathématiques rigoureux. La raison pour laquelle les physiciens sont obscurs sur ce
point n’est pas claire. Par exemple, dans [46], pp 304, en dehors de l’établissement
de la condition de limite de Neumann pour le paramètre d’ordre, les auteurs ont
affirmé : ”En général, nous devrons également utiliser la condition de limite de
l’équation (2.58) pour toute surface libre qui est présente. Dans d’autres référence
(par exemple dans [45]), la question a simplement été ignorée. Dans [35], il a été
mis comme curlA × n = H × n, la condition limite naturelle issue du principe
variationnel.

Comme on peut le voir, les conditions aux limites devraient être imposées pour
satisfaire les exigences physiques. Dans ce qui suit, nous prenons l’approche de
l’utilisation du système G-L dans le domaine supraconducteur et de l’utilisation
du système Maxwell dans le domaine extérieur. A travers la limite de l’échantillon
supraconducteur, nous supposons que le champ magnétique est continu.



CHAPITRE 2. THÉORIE PHÉNOMÉNOLOGIQUE DE GINZBURG-LANDAU 46

2.7.1 Rappel de système de Maxwell

Soit E le champ électrique, H le champ magnétique, ε0 et µ0 la constante
diélectrique et la perméabilité dans le vide, χe soit la constante diélectrique re-
lative, χm la perméabilité relative B l’induction magnétique, D le déplacement
diélectrique, j la densité de courant, ρ la densité de charge. Pour simplifier la no-
tation, nous présentons les paramètres ε̃ = ε0χe et µ = µ0χm. Ensuite, dans les
unités SI avec c indiquant la vitesse de la lumière, le système Maxwell évolutif
peut être résumée comme 

B = µH,

D = ε̃E,

divD = ρ,

divB = 0,

curlH = j + Dt,

curlE = −Bt,

j = σE.

(2.69)

Ici σ est la conductivité, elle est grande pour les conducteurs et petite pour les
isolateurs.

Puisque seule l’équation concernant le champ magnétique nous intéresse, nous
essayons de trouver l’équation correspondante du système. Tout d’abord, le système
Maxwell peut être réduit au système suivant impliquant uniquement un champ
électrique et un champ magnétique :

divE = (1/ε̃)ρ,

divH = 0,

curlH = σE + ε̃Et,

curlE = −µHt.

(2.70)

Comme divH = 0, il existe un champ vectoriel A, unique jusqu’à un gradient
ajouté, tel que H = curlA. En utilisant A au lieu de H en curlE = −µHt, on
obtient

curl(E + µAt) = 0

qui conduit à
E +∇φ+ µAt = 0 (2.71)
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Pour une fonction scalaire φ appelée potentiel électrique. En utilisons l’équation
curlH = σE + ε̃Et et H = curlA, on obtient

curlH = curl2A = −σ(µAt +∇φ)− ε̃(µAtt +∇φt). (2.72)

Dans la littérature de la physique, nous voyons les arguments d’approximation
suivants :
1) Lorsque le conducteur est très pauvre, nous avons approximativement

curl2A = −ε̃(µAtt +∇φt)

2) Lorsque le conducteur est très bon, nous avons environ

curl2A = −σ(µAt +∇φ)

Pour éviter les cas extrêmes, nous utilisons l’équation intermédiaire (2.72) dans le
milieu externe au supraconducteur. En utilisant la transformation de non dimen-
sionnalisation introduite dans [9], nous avons

curl2A + ν(Att +∇φt) + (At +∇φ) = 0. (2.73)

Ici ν est une constante sans dimension qui ne dépend que de la propriété du
matériau.

2.7.2 Le modèle de G-L pour la supraconductivité

Le modèle de supraconductivité G-L évolutif que nous utilisons est déjà présenté
dans la section (2.6).

Le système non normalisé comme dans [9],


αξ2ψt +

αξ

λ
iφψ + |ψ|2ψ − ψ −

(
ξ∇− iγ

λ
A
)2

ψ = 0

λ2(At +∇φ+ curl2A) +
ξλ

2γ
i(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) + |ψ|2A = 0

(2.74)

Ce système semble légèrement plus compliqué que les systèmes adimension-
ner donnés dans la section (2.6). Cependant, il peut être démontré qu’ils sont
équivalents. La raison pour laquelle nous utilisons ce système particulière est que
(2.74) a l’avantage de correspondre aux équations de Maxwell que nous avons
dérivé et, par conséquent, il y a une homogénéité entre le modèle G-L et le système
de Maxwell. En conséquence, nous pouvons intégrer les deux systèmes dans le
même contexte.
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2.7.3 Position du problème

dans cette section, Ω est le domaine occupé par l’échantillon supraconducteur.
BM une boule dans R3 contenant Ω. Nous expliquons la raison de faire ce choix
dans la remarque 5 ci-dessous. Notre dernière remarque concerne le choix des
conditions aux limites : semblable au cas 2-d, nous imposons curlA×n = H×n
et le choix de la jauge A · n = 0 sur ∂BM .

À partir de ce paramètre, nous voulons que le système G-L dans Ω décrive les
propriétés électromagnétiques supraconductrices. En revanche, nous voulons que
le système Maxwell soit en dehors de Ω avec des conditions aux limites correspon-
dantes dans ∂Ω.
αξ2ψt +

αξ

λ
iφψ + |ψ|2ψ − ψ −

(
ξ∇− iγ

λ
A
)2

ψ = 0, x ∈ Ω, t > 0

λ2(At +∇φ+ curl2A) +
ξλ

2γ
i(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) + |ψ|2A = 0, x ∈ Ω, t > 0

γ2ν(Att +∇φt) + γ2(curl2A + At +∇φ) = 0, x ∈ BM\Ω, t > 0

(2.75)
Avec le choix de la jauge faite dans le lemme 3, nous fixons

divA + φ = 0 pour x ∈ BM , t > 0 (2.76)

sur ∂Ω, nous imposons

∂ψ

∂n0
− iA · n0ψ = −η0ψ. dans ∂Ω, t > 0 (2.77)

Ici n0 est le vecteur normal unitaire de Ω sur ∂Ω, η0 est une fonction régulière non
négative.

sur ∂BM , Nous imposons, en utilisant l’invariance de la jauge et imposant des
conditions aux limites naturelles,{

A · n = 0, sur ∂BM , t > 0

curlA× n = H× n, sur ∂BM , t > 0
(2.78)

Les conditions initiales sont données comme
ψ(x, 0) = ψ0(x), x ∈ Ω

A(x, 0) = A0(x), x ∈ BM

At(x, 0) = A1(x), x ∈ BM\Ω
φ(x, 0) = φ0(x), x ∈ BM\Ω

(2.79)
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Nous devons souligner que les conditions 3 et 4 dans (2.79) ne sont pas entièrement
indépendantes de ce qui se passe dans Ω où la même information n’est pas donnée.
En fait, dans ce qui suit nous verrons une description complet du problème, sur
∂Ω×{0}, nous avons besoin des conditions de compatibilité suivantes : (cela vient
de (2.75)-(2.76) )

φ0(x) = divA0(x),

A1(x) = −
(
−∇divA0 + curl2A0

+
iξ

2λγ
(ψ∗0∇ψ0 − ψ0∇ψ∗0) +

1

λ2
|ψ0|2A0

)
divA1(x) = −div

(
−∇divA0 + curl2A0

+
iξ

2λγ
(ψ∗0∇ψ0 − ψ0∇ψ∗0) +

1

λ2
|ψ0|2A0

)
(2.80)

Le problème consistant en (2.75) - (2.80) plus une condition de continuité sur
A sur ∂Ω constituera notre problème complet. Pour simplifier la notation, nous
définissons toutes les constantes physiques dans (2.75) - (2.80) à 1 qui n’affecteront
pas l’argument mathématiques. Toutefois, pour les applications, il est important
de remettre à nouveau les constantes et de spécifier leurs valeurs. Le problème
simplifié peut se résumer comme suit :



ψt + iφψ + |ψ|2ψ − ψ − (∇− iA)2ψ = 0, x ∈ Ω, t > 0

At +∇φ+ curl2A +
i

2
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) + |ψ|2A = 0, x ∈ Ω, t > 0

Att +∇φt + curl2A + At +∇φ = 0, x ∈ BM\Ω, t > 0

ψ(x, 0) = ψ0(x), x ∈ Ω

A(x, 0) = A0(x), x ∈ BM

At(x, 0) = A1(x), x ∈ BM\Ω
φ(x, 0) = φ0(x), x ∈ BM\Ω
A · n = 0, x ∈ ∂BM , t > 0

curlA× n = H× n, x ∈ ∂BM , t > 0
∂ψ

∂n0
− iA · n0ψ = −η0ψ, x ∈ ∂Ω, t > 0

divA + φ = 0, x ∈ BM , t > 0

(2.81)
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Il faut aussi prendre en considération la continuité du champs magnétique
h = curlA. En effet : on considère le premier milieu, le milieu Ω occupé par
le supraconducteur, et le deuxième milieu est BM\Ω. ∂Ω est la surface qui les
séparent.

En d’autre termes, nous avons deux milieux de propriétés différents on les sépare
par une interface. Construisons un petit cylindre de section ∆a et d’épaisseur d à
travers cette surface.

Figure 2.1 – représentation des deux milieux

D’après le théorème de Gauss, nous avons∫
V

∇ · hdx =

∫
S

h · ndσ = 0

où n est un vecteur unitaire normal à l’interface. Or nous avons h = h1 dans le
milieu 1 et h = h2 dans le milieu 2. Donc le théorème de Gauss devient alors

(h1 · n1 + h2 · n2)∆a = 0,

du faite que d tend vers 0. Puisque les deux normales sont inversées (i.e. n1 = −n2),
nous avons h1−h2 = 0. On note [h] = h1−h2, ce qui implique que la composante
normale du champs magnétique est continue de part et d’autre de l’interface. Donc
sur ∂Ω, nous avons ;

[curlA] = 0 (2.82)
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et du fait que le vecteur potentiel est continue à la surface, nous avons de même

[A] = 0 (2.83)

Le problème complet peut être résumé comme suit :



ψt + iφψ + |ψ|2ψ − ψ − (∇− iA)2ψ = 0, x ∈ Ω, t > 0

At +∇φ+ curl2A +
i

2
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) + |ψ|2A = 0, x ∈ Ω, t > 0

Att +∇φt + curl2A + At +∇φ = 0, x ∈ BM\Ω, t > 0

ψ(x, 0) = ψ0(x), x ∈ Ω

A(x, 0) = A0(x), x ∈ BM

At(x, 0) = A1(x), x ∈ BM\Ω
φ(x, 0) = φ0(x), x ∈ BM\Ω
A · n = 0, x ∈ ∂BM , t > 0

curlA× n = H× n, x ∈ ∂BM , t > 0

[curlA] = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0

[A] = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0
∂ψ

∂n0
− iA · n0ψ = −η0ψ, x ∈ ∂Ω, t > 0

divA + φ = 0, x ∈ BM , t > 0

(2.84)

Remarque 4. Nous notons que toutes les conditions au bords de ψ sont imposées
sur ∂Ω, toutes les conditions au bords de A sont imposé dans BM . Seules certaines
conditions de continuité sur A sont imposées sur ∂Ω.

Remarque 5. Selon [8], où l’idée explicite d’utiliser l’équation de Maxwell à
l’extérieur d’un supraconducteur était d’abord clairement proposée, le paramètre
mathématique est le suivant :

Dans le domaine Ω, nous avons le système G-L pour modéliser le supraconduc-
teur.

Dans le domaine extérieur R3\Ω, nous avons le système Maxwell pour le champ
magnétique.

À travers la frontière du supraconducteur ∂Ω, le potentiel magnétique et le
champ magnétique satisfont les conditions de continuité.
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Dans notre contexte, cependant, nous avons inséré une couche intermédiaire.
C’est-à-dire, dans Ω, nous avons le système G-L pour décrire le comportement de
la supraconductivité.

Ensuite, nous avons proposé un domaine plus vaste mais fini (une grande balle)
BM , dans lequel nous avons le système Maxwell décrivant le champ magnétique.

Enfin, nous avons imposé que le champ magnétique soit égal au champ magnétique
appliqué en R3\BM .

Si nous nous en tenons à la proposition de [8], le domaine BM est R3 et la
condition limite

curlA× n = H× n, x ∈ ∂BM , t > 0 (2.85)

devrait être remplacé par

curlA→ H lorsque |x| → ∞, t > 0. (2.86)

2.8 Système de Maxwell à l’extérieur : cas stationnaire

Avec la même notation que dans le cas évolutif, un système de G-L pour la
supraconductivité normalisé pour le cas stationnaire est donné par les equations
suivantes (nous prenons BM = R3) :

(
i∇+ A

)2
ψ + κ2(|ψ|2 − 1)ψ = 0, x ∈ Ω

curl2A− curlH +
i

2

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A = 0. x ∈ Ω

curl2A = curlH, x ∈ R3\Ω
[curlA] = 0, x ∈ ∂Ω

[A] = 0, x ∈ ∂Ω

(i∇+ A)ψ · n0 = 0 x ∈ ∂Ω

divA = 0, x ∈ R3

curlA→ H uniformément lorsque |x| → ∞
(2.87)

La convergence uniforme dans (2.87-8) est une hypothèse purement technique.
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2.9 Énergie de surface, classification des supraconducteurs

Il est maintenant intéressant de voir comment les phénomènes de supraconduc-
tivité de type I et de type II peuvent être classés en utilisant le système G-L. Nous
discutons le problème uniquement dans le cas stationnaire.

London a observé que l’exclusion totale du champ (effet Meissner) n’entrâınerait
pas un état de l’énergie la plus faible, sauf si une énergie de surface existe. Le point
clé est d’introduire une énergie de surface σns par unité de surface entre la couche
supraconductrice et la couche normale dans le cas où l’effet Meissner domine. La
grandeur de l’énergie de surface est telle que sa contribution dépasse le gain en
énergie magnétique.

Le supraconducteur présentera deux comportements différents par rapport à
l’énergie de surface en fonction des valeurs des paramètres dans l’énergie G-L qui
nous donne le critère pour distinguer les supraconducteurs de type I et de type II.

Dans la théorie G-L, le concept d’énergie de surface est simplement introduit
en résolvant le problème suivant : considérer un échantillon infiniment long qui a
les conditions aux limites suivantes :

ψ = 0, h = Hc, lorsque z = −∞
ψ = ψ0, h = 0, lorsque z = +∞

Le paramètre d’ordre ψ et le champ h résolvant le système G-L varieront progres-
sivement le long de la direction z en passant de la valeur 0 à ψ0 et de Hc à 0,
respectivement. Une région à changement de phase est ainsi produite.

L’énergie de surface est la différence entre l’énergie Fp de la situation ci-dessus

(état normale et l’énergie de condensation (supraconductrice parfaite)

∫
(−H2

c /8π)dx.

Fp =

∫ ∞
−∞

(
α|ψ|2 +

β

2
|ψ|2 +

1

2m
|(i~∇+

2e

c
A)ψ|2 +

h2

8π
+
Hch

4π

)
dz (2.88)

Où le dernier terme est un nouveau terme représentant la contribution d’énergie
magnétique 1-d en raison de la pénétration du champ. L’énergie de surface par
unité de surface est alors définie comme

σns =

∫ ∞
−∞

(
α|ψ|2 +

β

2
|ψ|2 +

1

2m
|(i~∇+

2e

c
A)ψ|2 +

h2

8π
+
Hch

4π
− H2

c

8π

)
dz

=

∫ ∞
−∞

[
α|ψ|2 +

β

2
|ψ|2 +

1

2m
|(i~∇+

2e

c
A)ψ|2 +

(h−Hc)
2

8π

]
dz. (2.89)
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nous rappelons le système de Ginzburg-Landau normalisé :
( i
κ
∇+ A

)2
ψ = ψ − |ψ|2ψ

curl2A = curlh = − i

2κ

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
− |ψ|2A

h = curlA

(2.90)

nous écrivons ψ = f exp(iχ) et A0 = A− 1

κ
∇χ nous obtenons

1

κ2
∆f + |A0|2f = f − f 3

curl2A0 = curlh = f 2A0

h = curlA0

(2.91)

nous éliminons A0 du système (2.91). Nous obtenons, du fait que hz = f 2A0, les
equations suivantes 

1

κ2
fzz +

1

f 3
h2
z = f − f 3

f 2h =
−2

f
fzhz + hzz

(2.92)

L’énergie de surface prend la forme suivante (en utilisons les variables introduit
dans la section 2.2) :

σns = 2λ
H2
c

8π

∫ ∞
−∞

(
1

2
(1− f 2)2 +

1

f 2
h2
z +

1

κ2
f 2
z + h2 −

√
2h)dz (2.93)

En utilisant (2.92), nous avons

σns = 2λ
H2
c

8π

∫ ∞
−∞

(
1

2
(1− f 4) +

1

κ2

d

dz
(ffz) + h2 −

√
2h)dz

= 2λ
H2
c

8π

∫ ∞
−∞

(
1

2
(1− f 4) + h2 −

√
2h)dz (2.94)

Où nous avons utilisé les conditions

f = 0 pour z = −∞,
fz = 0, f = 1 pour z =∞.

Nous introduisons maintenant la longueur

δ = 2Iλ (2.95)
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où

I =

∫ ∞
−∞

(
1

2
(1− f 4) + h2 −

√
2h)dz

Donc l’énergie de surface est donnée par :

σns = δ
H2
c

8π
(2.96)

Le signe de la valeur de σns ou de façon équivalent, le signe de la valeur de I, nous
donnera la classification des supraconducteurs.

2.9.1 Le signe de σns lorsque κ� 1

Lorsque κ � 1, la profondeur de pénétration est très faible par rapport à la
longueur de cohérence ξ. On peut supposer que h est nul dès que f est différent
de 0. L’équation (2.92-1) se réduit à

1

κ2
fzz = f − f 3 (2.97)

Cela donne, lorsque z ≥ 0

− 1

2κ2
f 2
z =

1

2
f 2 − 1

4
f 4 + c (2.98)

si nous travaillerons avec les mêmes conditions aux limites qui précédents, on
obtient c = −1/4. Par conséquent

1

κ2
f 2
z =

1

2
(1− f 2)2. (2.99)

La solution pratique est alors

f(z) = tanh(zκ/
√

2), h = 0. (2.100)

Et le calcule de l’intégrale donne

I =
1

2

∫ ∞
0

(1− f 4)dz =
2
√

2

3κ
(2.101)

Par conséquent, lorsque κ� 1, l’énergie de surface est positive.
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2.9.2 Le signe de σns lorsque κ� 1

Dans ce cas, nous négligeons le terme
1

κ2
fzz dans (2.92-1) de sorte que

1

f 3
h2
z = f − f 3

h2
z = f 4(1− f 2)

Comme h doit diminuer lorsque z augmente,

hz = −f 2
√

1− f 2. (2.102)

De (2.92-2), nous obtenons

h =
d

dz
(

1

f 2
hz) = − d

dz

√
1− f 2. (2.103)

Par conséquent

d2

dz2

√
1− f 2 = f 2

√
1− f 2 =

√
1− f 2 − (

√
1− f 2)3 (2.104)

ou
uzz = u− u3 (2.105)

où u =
√

1− f 2. Intégrant, nous avons

u2
z = u2(1− u2

2
) + c (2.106)

La constante d’intégration est évidemment 0 (En utilisant la condition au +∞) et
puisque du/dz devrait être négatif, nous avons

uz = −u
√

1− u2/2. (2.107)

Nous pouvons ensuite évaluer l’intégrale :

I =

∫ +∞

−∞

(
2u2(1− u2/2)−

√
2u
√

1− u2/2
)
dz

=

∫ 1

0

(2u
√

1− u2/2−
√

2)du = −4

3
(
√

2− 1) (2.108)

Ainsi, lorsque κ� 1, l’énergie de surface est négative.
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2.9.3 Le cas κ = 1/
√

2

Il est facile de voir que pour que l’intégrale de surface

I =

∫ ∞
−∞

(
1

2
(1− f 4) + h2 −

√
2h)dz (2.109)

soit nulle, nous pouvons définir

h =
1√
2

(1− f 2). (2.110)

Dans ce cas, (2.92) prend la forme

− 1

κ2
fzz +

2

f
f 2
z = f − f 3, (2.111)

−ffzz + f 2
z =

1

2
f 2(1− f 2). (2.112)

Ces deux équations sont identiques pour κ = 1/
√

2. Alors I = 0 quand κ = 1/
√

2.
L’implication de I = 0 a un effet profond sur le comportement des solutions. Dans
[25], une grande partie du livre est consacré à cette affaire et la conclusion est que
nous pouvons avoir n’importe quel nombre de vortex, à n’importe où nous voulons
qu’ils soient. Ce n’est certainement pas le cas lorsque κ 6= 1/

√
2.

2.9.4 Conclusion

Maintenant, il est clair comment classer les supraconducteurs type I et type II
à partir des calculs effectués jusqu’à présent. Suivant Abrikosov (1952),

Supraconductivité de type I : κ < 1/
√

2, énergie de surface positive.
Supraconductivité de type II : κ > 1/

√
2, énergie de surface négative.

Remarque 6. D’un point de vue mathématique, les approximations faites dans les
calculs sont plutôt grossières. Il existe également des points insatisfaisants dans la
formulation de l’énergie de surface et la solution des équations. En conséquence,
nous ne croyons pas que ce soit une classification vraiment bonne. Nous présentons
la théorie ici parce qu’elle est intéressante. En savoir plus sur cette question sera
discuté plus tard.
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2.10 Différence entre les modèles 2-d et 3-d

À première vue, il est plutôt évident que nous devrions utiliser le système
Maxwell dans le domaine extérieur lorsque la dimension spatiale est 3, aucune
exception ne doit être faite lorsque la dimension spatiale est 2. Mais jusqu’à
présent, nous avons simplement pris le champ magnétique extérieur comme Le
champ magnétique appliqué.

Grâce au résultat suivant, nous prouvons que dans quelques circonstances, le
système Maxwell de R2\Ω donne curlA = H. Par conséquent, il est correct de
prendre le champ magnétique comme champ magnétique appliqué dans le domaine
extérieur dans ces circonstances.
Maintenant, nous spécifions les conditions :

a) Ω ⊂ R2 est un domaine simplement connexe avec une frontière régulière .
b) 1) Ω est un domaine borné ou

2) Ω n’est pas borné est la mesure de R2\Ω est infinie.

Proposition 4. Sous a) et b) ci-dessus, soit (ψ,A) la solution du système G-L à
l’état stationnaire 2-d couplé au système Maxwell dans le domaine extérieur

(
i∇+ A

)2
ψ + κ2(|ψ|2 − 1)ψ = 0, x ∈ Ω

curl2A− curlH +
i

2

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A = 0. x ∈ Ω

curl2A = curlH, x ∈ R3\Ω
[curlA] = 0, x ∈ ∂Ω

[A] = 0, x ∈ ∂Ω

(i∇+ A)ψ · n0 = 0 x ∈ ∂Ω

divA = 0, x ∈ R3

curlA→ H uniformément lorsque |x| → ∞
(2.113)

tel que ∫
Ω

κ2(|ψ|2 − 1)2 +
∣∣∣(i∇+ A)ψ

∣∣∣2dx+

∫
R2

|curlA−H|dx <∞.

Alors, dans R2\Ω, nous avons

curlA = H
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Démonstration. Réécrirons l’équation

curl2A = curlH, dans R3\Ω (2.114)

composante par composante, nous avons

∂2(curlA−H) = 0, −∂1(curlA−H) = 0

Cela implique clairement que

curlA−H = constante

Puisque l’énergie est finie et la mesure de R2\Ω est infinie, la constante doit être
0. Ce qui termine la démonstration.

Dans le reste de ce mémoire, en discutant des problèmes 2-d, sauf indication
contraire, nous supposerons que le domaine Ω satisfait les propriétés requises par
la Proposition 4.

De même, lorsque nous discutons des systèmes évolutifs 2-d, nous prenons tou-
jours le champ magnétique extérieur statique, de sorte que curlA = H dans le
domaine extérieur.

Afin de terminer la chapitre sur la théorie phénoménologique de Ginzburg-
Landau, nous allons clarifié la notion du vortex et sa description mathématique
par une outils très forte de l’analyse fonctionnelle, qui est le degré topologique.

2.11 Description mathématique des vortex dans R2

Comme nous l’avons souligné précédemment, une caractéristique majeure du
problème est la structure de vortex. Dans les domaines a deux dimension, ce sont
des points et des domaines tridimensionnels, ce sont des lignes. Afin de les décrire
mathématiquement, nous avons besoin d’outils appropriés.

Nous introduisons la théorie des degrés topologiques dans le but de relier les
conditions aux limites au nombre de vortex dans le cas de deux dimension.

Pour une application continue donnée φ : Ω ⊂ Rn → Rn avec n = 3 ou 2, Le
degré d(φ,Ω, y) est un outil qui décrit le nombre de solutions de l’équation φ(x) = y
pour x ∈ Ω. Lors de la description des domaines de co-dimension deux , cela n’est
efficace que dans les espaces à deux dimensions. Nous nous concentrerons donc sur
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le cas 2-d qui nous intéresse. nous signalons qu’il ne donnera pas une description
générale de la théorie des degrés topologiques.

Lorsque la dimension de l’espace est deux, nous pouvons voir l’application φ de
Ω ⊂ C→ C et par conséquent la quantité d(φ,Ω, y) est également appelée l’indice
de φ autour de y dans le contexte de l’analyse complexe.

Dans ce qui suit, nous utilisons z pour la variable complexe et utilisons x =
(x1, x2), le vecteur a valeurs réelles formé avec la partie réelle et la partie complexes
de z.

Par définition, lorsque l’application est regardé comme une application com-
plexe avec ∂Ω paramétrée par s ∈ [a, b], l’indice de φ autour de y est donné par,

d(φ,Ω, y) =
1

2πi

∫
∂Ω

dφ(z(s))

φ(z(s))− y
(2.115)

à condition que y /∈ φ(∂Ω), ici z = z(s) est la paramétrisation de ∂Ω.
De la théorie de l’analyse complexe et de la définition (2.115), on peut tirer les

conclusions suivantes lorsque y /∈ φ(∂Ω)

1. d(φ,Ω, y) est un entier.

2. d(φ,Ω, y) dépend seulement de φ|∂Ω. Par conséquent, nous pouvons modifier
la définition de φ dans Ω arbitrairement sans affecter le degré.

3. En utilisant (2.115), on déduit que

d(φ,Ω, y) =
1

2πi

∫
∂Ω

dφ(z(s))

φ(z(s))− y
=

1

2πi

∫
∂Ω

d(φ(z(s))− y)

φ(z(s))− y
.

Donc, on ne perd pas de généralité si nous supposons que y = 0 et simplement
travailler sur d(φ,Ω, 0) dans ce qui suit. Nous pouvons utiliser l’expression φ =
|φ|eiθ(z(s)) dans la formule de degré

d(φ,Ω, 0) =
1

2πi

∫
∂Ω

dφ(z(s))

φ(z(s))
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pour obtenir

d(φ,Ω, 0) =
1

2πi

∫ b

a

eiθ|φ|′ + i|φ|θ′eiθ

|φ|eiθ
ds

=
1

2πi

∫ b

a

|φ|′

|φ|
+ iθ′ds

=
1

2π

∫ b

a

θ′ds =
1

2π

∫
∂Ω

∂τττθdΓ

=
1

2π

∫
∂Ω

∇θ · τττdΓ =
1

2π

∫
∂Ω

φ∗∇φ− φ∇φ∗

|φ|2
· τττdΓ (2.116)

=
1

2π

∫
Ω

curl
(φ∗∇φ− φ∇φ∗

|φ|2
)
dΩ

=
1

2π

∫
Ω

curlφ∗ · ∇φ− curlφ · ∇φ∗

|φ|2
dΩ

=
1

2π

∫
Ω

∂1φ1∂2φ2 − ∂1φ2∂2φ2

|φ|2
dx1dx2 (2.117)

donc on en déduit que

d(φ,Ω, 0) =
1

2π

∫
Ω

det∇(φ1, φ2)
T

|φ|2
dx1dx2 (2.118)

Où φ1 et φ2 sont les parties réelles et complexes de φ respectivement. Selon les

définitions standard, det∇φ est un Lagrangien nul de φ dans le sens que

∫
Ω

det∇φ

dépend de φ|∂Ω seulement (voir [41]).(i.e)∫
Ω

det∇φdx =

∫
Ω

det∇ψdx quand φ = ψ sur ∂Ω (2.119)

Le calcul ci-dessus révèle une relation intéressante entre le degré topologique, le La-
grangien nul det∇φ de φ et l’expression ψ∗∇φ−φ∇φ∗ apparue dans nos équations
de la supraconductivité dans (2.17) ou (2.53) dans le chapitre 2. Cependant, la
quantité |ψ|2 dans le dénominateur de (2.118) est un obstacle à une explication
géométrique intuitive de l’intégration de det∇φ. Pour simplifier la question, sup-
posons que

φ : Ω ⊂ R2 → B(0, r) ⊂ R2

est une application qui vérifie

|φ(z)| = r√
2
∀z ∈ ∂Ω
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alors nous avons

d(φ,Ω, 0) =
1

πr2

∫
Ω

det∇φdx

ce qui conduit à∫
Ω

det∇φdx = d(φ,Ω, 0)πr2 = degré× aire de l’image (2.120)

C’est un cas particulier de la formule général du changement de variable suivant :∫
Ω

f(φ(x)) det∇φdx =

∫
φ(Ω)

f(y)d(φ,Ω, y)dy

Remarque 7. L’idée que le degré d(φ,Ω, y) représente le ”nombre” de solutions
de

φ(z) = y, z ∈ Ω (2.121)

n’est pas tout à fait correct. Par exemple, soit B(0, 1) le disque unité dans le plan
complexe de centre 0 et de rayon 1, l’équation

φ(z) = z(z − 0.5)(z̄ − 0.5) = 0

a trois solutions : z = 0, z = 0.5, z̄ = 0.5. Cependant, si nous exprimons φ =
|z||z − 0.5||z̄ − 0.5|eiθ où θ est argument du nombre complexe.

Nous avons

d(φ,B(0, 1), 0) =
1

2πi

∫
|z|=1

dφ

φ
=

1

2πi

∫ 2π

0

ieit

eit
dt

=
1

2π

∫ 2π

0

1dt = 1.

ce qui contredit l’existence de trois solutions.

Remarque 8. Dans la définition du degré d(φ,Ω, y), nous avons supposé que
y /∈ φ(∂Ω). Que se passe-t-il si y ∈ φ(∂Ω) ? La réponse est ; il n’y a pas de
réponse, cela dépend de la situation ! L’intégrale (2.115) est maintenant singulière
et l’exemple suivant montre qu’on peut s’attendre n’importe quoi :

Soit φ : B(0, 1)→ B(0, 1) tel que φ|∂B(0,1) = (z− 1)neiαθ, avec α est un nombre
réel arbitraire et n est une entier positif très grand, alors par un calcul simple en
utilisant (2.115) conduit à

d(φ,Ω, 0) = α
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Remarque 9. Ici, nous donnons quelques autres propriétés fréquemment utilisées
du degré topologique :

1) soit y1 et y2 deux point d’un domaine connexe de φ(Ω)\φ(∂Ω), alors

d(φ,Ω, y1) = d(φ,Ω, y2)

2) soit φ1 et φ2 deux fonctions de Ω vers R2 tels que φ1|∂Ω = φ2|∂Ω, alors
∀y ∈ R2\φ1(∂Ω),

d(φ1,Ω, y) = d(φ2,Ω, y)

Remarque 10. Dans l’exécution des calculs dans (2.115), nous avons utilisé
l’identité suivante : soit ψ = |ψ|eiχ

ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ = |ψ|2∇χ

Si on suppose qu’il n’existe pas de champs magnétique, ç-à-d il n’y a pas de
vecteur potentiel A. Donc l’énergie correspondante prend la forme :

1

2

∫
Ω

|∇u|2 +
1

2
(|u|2 − 1)2dx

où u est le paramètre d’ordre noté précédemment par ψ. L’équation d’Euler-
Lagrange associée est

−∆u+ (|u|2 − 1)u = 0. (2.122)

Le terme de l’énergie (|u|2−1)2 pousse le paramètre d’ordre de prendre les valeurs
dans le cercle unité.

En ce qui concerne les conditions aux limites, une possibilité est de minimiser
l’énergie dans tout l’espace H1(Ω) sans aucune restriction, donc on peut choisir
alors la condition de Neumann associée à (2.122) :

∂u

∂n
= 0,

encore on peux imposer une condition de type Dirichlet

u = g sur ∂Ω (2.123)

ou dans le cas de dimension deux la condition

|u| = 1, Im

∫
∂Ω

u∂τττu
∗dΓ = 2πk. (2.124)
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où u∗ est le complexe conjuguée de u, k est un entier fixé au départ. La raison de
ce choix va être clarifier dans le paragraphe suivant.

Finalement, nous expliquons comment les conditions aux limites (2.123) et
(2.124) imposent des vortex sur la solution de l’équation de G-L (le paramètre
d’ordre).

Tout d’abord, si u|∂Ω = g et si g admet un indice non nul m autour de 0, alors
pour tout solution u de l’équation de G-L avec cette condition aux limites doit
avoir le même indice m, et par conséquent u(z) = 0 a au moins |m| solutions.

Deuxièmement, la condition (2.124) signifie simplement que l’indice de u autour
de 0 est k, Il y a donc encore au moins |k| vortex.

2.12 Remarques bibliographiques

La théorie générale de la supraconductivité de type II et la raison d’être de
l’utilisation du système G-L en tant que modèle mathématique ont été largement
discutées dans la littérature physique pendant de nombreuses années. Certaines
des références intéressantes incluent [20], [35], [45] et [46].

La théorie de G-L a été développée dans [28] et [21] pour des problèmes
stationnaire et d’évolution, respectivement. La théorie microscopique de la su-
praconductivité a été étudié dans [2], donnant une base théorique à l’approche
principale du domaine pour développer la théorie G-L.

Dans les premiers temps, la théorie G-L a été développée principalement pour
l’échantillon de supraconducteur elle-même avec peu d’attention à l’effet du champ
magnétique environnant. La plupart des études ont supposé simplement que l’es-
pace extérieur est dominé par le champ appliqué donné. Au cours des dernières
années, il a été constaté que dans la région environnante de l’échantillon supracon-
ducteur, il convient de mettre en place le système Maxwell et de considérer l’en-
semble de l’espace physique comme une seule entité. Ce couplage entre le système
G-L et le système Maxwell soulève des problèmes mathématiques intéressants qui
n’ont pas été observés auparavant. Certaines des questions concernées ont été dis-
cutées dans [8].

La normalisations ou le adimensionnement mathématique du système G-L a
également reçu une attention considérable. Il a été discuté dans [14], [9] et plus
profondément dans [32]. Dans [32], ils ont commencé à examiner les problèmes liés
à la taille du domaine et les implications physiques qui pourraient être causées par
diverses adimensionnement. Ceci est important surtout lorsque divers paramètres
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du système G-L rééchelonné ont été envoyés à zéro ou à l’infini afin d’étudier
diverses limites asymptotiques. Il s’agit d’un domaine de recherche très actif au
cours des dernières années et de nombreux travaux de mathématiques exception-
nels ont été réalisés. Certaines des œuvres les plus excitantes de cette direction
ont été résumées dans [5]. Dans ce mémoire, nous avons eu l’occasion d’examiner
la question de la mise à l’échelle systématique et de donner des commentaires plus
approfondis sur les implications physiques des diverses approximations.

La théorie des degrés topologiques a été un outil utile pour décrire les problèmes
de transition de phases de co-dimension 2 dans les espaces 2-d. Pour un traitement
systématique de la théorie des degrés topologiques et de ses applications récentes,
les lecteurs doivent se référer à [18] ou [26] et leurs références pour plus de détails.



Chapitre 3

Système de Ginzburg-Landau : existence
et unicité

Dans ce chapitre, dans un premier temps, nous établissons certains résultats
mathématiques sur le système de Ginzburg-Landau stationnaire, comme l’exis-
tence des solutions et la structure du vortex décrit par la solution du système, et
quelques notions sur la relation entre le champs magnétique appliqué et la solution.

Ensuite nous établissons l’existence et l’unicité ainsi que le comportement asymp-
totique de la solution du système de Ginzburg-Landau évolutif. Nous prenons le
cas lorsque le champs magnétique appliqué est une fonction donnée. Nous tra-
vaillerons principalement dans le cas 2-d, néanmoins, nous allons aussi traiter le
cas 3-d pour signaler des difficultés mathématiques qui reste encore ouverte.

Dans tout qui suit, nous supposons que Ω est un domaine bornée connexe
régulier de Rn, avec n = 2 ou 3.

3.1 Existence de solution pour le cas stationnaire

Dans cette section nous discutons l’existence de solution pour le problème
de Ginzburg-Landau. L’idée est de minimiser le fonctionnel d’énergie. C’est une
résultat inspirer des calculs des variations. L’existence de solution a été démontrer
par une autre méthode basé sur le théorème du point fixe dans le travaille [DGP
92] et [CDG 96].

Pour discuter la minimisation, nous allons utiliser la version normalisé de l’énergie
suivante :

E(ψ,A) =
1

2

∫
Ω

∣∣∣( i
κ
∇+ A)ψ

∣∣∣2 +
1

2
(|ψ|2 − 1)2 + |curlA−H|2dx (3.1)

66
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avec Ω est un ouvert borné, connexe de R2. nous supposons que ∂Ω est au moins
de C2. nous allons aussi utiliser la fonctionnelle

F (ψ,A) = E(ψ,A) +

∫
Ω

|divA|2dx. (3.2)

Dans ce modèle, le champs appliqué H est une fonction donnée. Nous aurons
besoin des sous espaces de H1(Ω) suivant :

H1
n(Ω) = {Q ∈ H1(Ω), Q · n = 0 sur ∂Ω} (3.3)

H1
n(div,Ω) = {Q ∈ H1(Ω), divQ = 0 dans Ω,

Q · n = 0 sur ∂Ω}. (3.4)

A partir de la discussion de la transformation de jauge, nous savons que pour
tout élément (ψ,A) ∈ H1(Ω) ×H1(Ω) est jauge-équivalent à un certain élément
(ξ,Q) ∈ H1(Ω) × H1

n(div,Ω) et dû au propriété d’invariance de jauge de G-L
énergie et nous avons

E(ψ,A) = E(ξ,Q). (3.5)

Cette observation va nous aider dans la démonstration de l’existence de solution.

Théorème 2. Soit Ω un ouvert borné de R2 et H ∈ L2(Ω), alors E(ψ,A) a au
moins un minimiseur dans H1(Ω)×H1

n(div,Ω) en plus nous avons

min
H1(Ω)×H1(Ω)

E(ψ,A) = min
H1(Ω)×H1

n(div,Ω)
E(ψ,A) = min

H1(Ω)×H1(Ω)
F (ψ,A). (3.6)

Avant de plonger dans la démonstration nous aurons besoin d’un lemme qu’on
va l’énoncer sans démonstration, (pour la démonstration voir par exemple le livre
de Temam [Te], annexe 1. page 465, ou le livre de G.Duvaut et J-L.Lions [DL]
(théorème 6.1, chapitre 7)).

Lemme 5. Soit Ω est borné, connexe et son frontière est régulière, alors curl
définit un isomorphisme de H1

n(div,Ω) vers L2(Ω).
En particulier, il existe un constante C > 0 telle que pour tout A ∈ H1

n(div,Ω),
nous avons

‖A‖H1(Ω) ≤ C‖curlA‖L2(Ω). (3.7)

Preuve du théorème 2
la première égalité de (3.6) et dû à la propriété de l’invariance de l’énergie.
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Pour la seconde égalité, nous utilisons l’invariance de jauge et l’expression de
l’énergie, il est facile de voir que

min
H1(Ω)×H1(Ω)

E(ψ,A) ≤ min
H1(Ω)×H1(Ω)

F (ψ,A) ≤ min
H1(Ω)×H1

n(div,Ω)
E(ψ,A).

Dès lors (3.6) est vérifiée.
Maintenant, nous avons besoin seulement de démontrer l’existence de solution

pour
min

H1(Ω)×H1
n(div,Ω)

E(ψ,A),

en utilisant l’argument standard de la théorie des calculs des variations.

Soit (ψm,Am) ∈ H1(Ω)×H1
n(div,Ω) une suite minimisante (i.e.)

∀ε > 0, E(ψm,Am) ≤ E(ψ,A) ≤ E(ψm,Am) + ε

en d’autre terme :

lim
m→∞

E(ψm,Am) = inf
(ψ,A)∈H1(Ω)×H1

n(div,Ω)
E(ψ,A) (3.8)

Étape 1 {(ψm,Am)} est bornée dans H1(Ω)×H1(Ω).
Puisque Ω est borné, donc il existe une constante C telle que

E(ψm,Am) ≤ C,

du fait que l’énergie et la somme de trois terme positives, nous déduisons que

‖|ψ2|−1‖2
L2(Ω), ‖(

i

κ
∇+Am)ψm‖2

L2(Ω) et ‖curlA−H‖L2(Ω) sont bornées indépendamment

de m. Et cependant {curlAm} est bornée dans L2(Ω). En utilisant (3.7) on déduit
que {Am} est bornée dans H1(Ω).

En utilisant l’égalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité

2ab ≤ εa2 + ε−1b2

et notons que∫
Ω

(|ψm|2 − 1)2dx =

∫
Ω

(|ψm|4 − 2|ψm|2 + 1)dx

≥ ‖ψm‖4
4 − 2‖ψm‖2

4

√
|Ω| ≥ 1

2
‖ψm‖4

4 − 2|Ω|.
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Et par conséquent {ψm} est borné dans L4(Ω), donc dans L2(Ω).
Notons que

∇ψm = (∇− iAm)ψm + iAmψm,

puisque {Am} est bornée dans H1(Ω), cela implique, par le théorème des injections
de Sobolev, que {Am} est bornée dans L4(Ω), ainsi on obtient que {Amψm} est
bornée dans L2(Ω). Donc {∇ψm} est bornée dans L2(Ω) ce qui donne le résultat
attendue {ψm} est bornée dans H1(Ω) de la s’achève l’étape 1.

Étape 2 La limite faible est un minimiseur.
Maintenant on peux extraire une sous suite (encore indicé par m) telles que il
existe un couple (ψ,A) ∈ H1(Ω)×H1(Ω) telle que

(ψm,Am) ⇀ (ψ,A) dans H1(Ω)×H1(Ω) faibelement.

Par conséquent, en utilisant l’injection compacte de Sobolev, nous avons

(ψm,Am)→ (ψ,A) dans L4(Ω)× L4(Ω),

cela vient de l’injection compacte

H1(Ω)×H1(Ω) ↪→ Lp(Ω)× Lp(Ω) pour
1

p
>

1

2
− 1

n
.

D’autre part, par la convergence forte de {ψm} dans L4(Ω), nous avons

lim
n→∞

∫
Ω

(|ψm|2 − 1)2dx =

∫
Ω

(|ψ|2 − 1)2dx. (3.9)

Par le même argument vu dans le livre [HB], nous avons

lim inf
m

∫
Ω

∣∣∣( i
κ
∇+ Am)ψm

∣∣∣2 ≥ ∫
Ω

∣∣∣( i
κ
∇+ A)ψ

∣∣∣2 (3.10)

et de même nous avons

lim inf
m

∫
Ω

|curlAm −H|2dx ≥
∫

Ω

|curlA−H|2 (3.11)

combinons (3.9), (3.10) et (3.11) montre que (ψ,A) est un minimiseur de (3.1), et
cela fini la démonstration du théorème.

Remarque 11. Puisque le système de Ginzburg-Landau est l’équation d’Euler-
Lagrange associé à l’énergie de Ginzburg-Landau. Donc l’existence d’un minimum
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donne aussi l’existence de la solution du système suivant :
( i
κ
∇+ A

)2
ψ + (|ψ|2 − 1)ψ = 0, x ∈ Ω,

curl2A− curlH +
i

2κ

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A = 0 x ∈ Ω,

(
i

κ
∇ψ + Aψ) · n = 0 x ∈ ∂Ω.

(3.12)

Remarque 12. Grâce à l’équation (3.6) nous avons

min
H1(Ω)×H1(Ω)

E(ψ,A) = min
H1(Ω)×H1

n(div,Ω)
E(ψ,A), (3.13)

on en déduit l’existence aussi d’une solution au système suivant :

( i
κ
∇+ A

)2
ψ + (|ψ|2 − 1)ψ = 0, dans Ω,

curl2A− curlH +
i

2κ

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
+ |ψ|2A = 0 dans Ω,

(
i

κ
∇ψ + Aψ) · n = 0 sur ∂Ω

curlA = H sur ∂Ω

divA = 0 dans Ω

A · n = 0 sur ∂Ω

(3.14)

3.2 Propriétés de base pour les solutions des équations de

Ginzburg-Landau

Dans cette section, nous prenons le cas 2-d comme exemple. Toutes les pro-
priétés déduites s’étendent au cas 3-d sans altération.

Comme nous l’avons vu, les minimiseurs sont des solutions des équations de
Ginzburg-Landau, mais de nombreuses propriétés sont vraies pour les solutions
générales de ces équations. La première propriété importante est

Proposition 5. Non-existence de maxima local
Une solution du système G-L (3.14) ne peut pas être un maximum local de

E(ψ,A) =
1

2

∫
Ω

∣∣∣( i
κ
∇+ A)ψ

∣∣∣2 +
1

2
(|ψ|2 − 1)2 + |curlA−H|2dx. (3.15)
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Démonstration. soit ψ ∈ H1(Ω) fixé, E est une fonctionnelle convexe en A. En
revanche, si (ψ,A) est une solution des equations de G-L, et si ν(s) = E(sψ,A),
alors ν(s) est localement convexe en s = 1. Pour vérifier cela, Il nous suffit de
vérifier d2ν/ds2.

E(sψ,A)

ds2
|s=1 =

1

2

∫
Ω

(
2
∣∣∣( i
κ
∇+ A)ψ

∣∣∣2 + 6|ψ|4 − 2|ψ|2
)

dx. (3.16)

Comme (ψ,A) est présumée être une solution aux équations de G-L, on peut alors
montrer que (en multipliant (3.14-1) par ψ.)

E(sψ,A)

ds2
|s=1 = 2

∫
Ω

(∣∣∣( i
κ
∇+ A)ψ

∣∣∣2 + |ψ|4
)

dx. ≥ 0, (3.17)

avec égalité ssi ψ = 0. Ainsi, (ψ,A) ne peut pas être un maximum local.

Proposition 6. Si (ψ,A) est une solution du système G-L (3.14), alors

‖ψ‖L∞(Ω) ≤ 1 (3.18)

Presque partout dans l’ouvert Ω.

Démonstration. 1ere méthode via le principe de maximum.
nous allons appliquer le principe sur

u(x) = |ψ(x)|2.

Puisque
(i∇+ A)2ψ + κ2ψ(|ψ|2 − 1) = 0,

et de manière équivalente nous avons

(∇− iA)2ψ = κ2ψ(1− |ψ|2).

en multipliant l’équation par ψ∗, le complexe conjuguée de ψ, et on prend la partie
réelle en tenant compte de

<(z) =
1

2
(z + z∗)

nous obtenons

−1

2
∆(|ψ|2) + |(∇− iA)ψ|2 = κ2|ψ|2(1− |ψ|2) (3.19)
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cela vient du fait que

<
[
(∇− iA)2ψ.ψ∗

]
= −1

2
∆(|ψ|2) + |(∇− iA)ψ|2

donc u satisfait
1

2
∆u+ κ2u(1− u) = |(∇− iA)ψ|2

de cette equation on obtient le fait que

1

2
∆u+ κ2u(1− u) ≥ 0 (3.20)

maintenant si on suppose que u admet un maximum supérieur à 1, alors on ob-
tiendra une contradiction, car si ce maximum est atteint au point x0 ∈ Ω, nous
avons ∆u(x0) ≤ 0 et κ2u(x0)(1−u(x0)) < 0 ce qui est en contradiction avec (3.20).
Donc le maximum est inférieur à 1. Donc

‖ψ‖L∞(Ω) ≤ 1,

et ainsi la démonstration se termine.

Pour la deuxième démonstration nous aurons besoin d’un lemme sur la formu-
lation faible de l’équation (3.14-1).

Lemme 6. Soit (ψ,A) une solution de (3.14), alors la formulation faible de
l’équation est donné par (pour la démonstration de ce lemme voir l’article [27])

<
∫

Ω

[(
− i

κ
∇ψ −Aψ

)
·
(
− i

κ
∇ψ̃∗ + Aψ̃∗

)
+ (|ψ|2 − 1)ψψ̃∗

]
= 0, (3.21)

pour tout ψ̃∗ ∈ H1(Ω).

Démonstration. On pose ψ̃ = (|ψ| − 1)+ avec f = ψ/|ψ| et q+ = max{q, 0}. On
définit l’ensemble Ω+ par

Ω+ = {x ∈ Ω, |ψ|(x) > 1}

nous avons

i

κ
∇ψ̃∗ −Aψ̃∗ =

i

κ
f ∗∇|ψ|+ (|ψ| − 1)(

i

κ
∇f ∗ −Af ∗)

et

− i
κ
∇ψ −Aψ = − i

κ
f∇|ψ|+ |ψ|(− i

κ
∇f −Af)
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et par suite

<
{(
− i

κ
∇ψ −Aψ

)
·
(
− i

κ
∇ψ̃∗ + Aψ̃∗

)}
= (∇|ψ|)2 + |ψ|(|ψ| − 1)| i

κ
∇ψ + Aψ|2

D’après le lemme (3.21) nous savons que

<
{(
− i

κ
∇ψ −Aψ

)
·
(
− i

κ
∇ψ̃∗ + Aψ̃∗

)
+ (|ψ|2 − 1)ψψ̃∗

}
= 0

ce qui donne∫
Ω+

(∇|ψ|)2 + |ψ|(|ψ| − 1)| i
κ
∇ψ + Aψ|2 + |ψ|(|ψ|+ 1)(|ψ| − 1)2 = 0.

Comme l’intégrand est positif, il faut avoir mes(Ω+)=0 et donc, |ψ| ≤ 1 presque
partout.

Afin de terminer notre travail, il faut signaler qu’il existe des travaux d’existence
et d’unicité pour l’équation de Ginzburg-Landau évolutif, où ils ont démontré des
propriétés intéressantes, comme la contrôlabilité de la solution, la régularité du
paramètre d’ordre etc .., dans la section qui suit nous allons donner quelques
récents articles sur l’existence et l’unicité dans le cas de l’équation en évolution.

3.3 Remarques bibliographiques

Le système évolutif a d’abord été trouvé en [21] . Dans [9], des observations
mathématiques par rapport au système Maxwell lié au systèmes de G-L, la théorie
de la transition de phase et l’adimentionement du système ont été réalisées. En-
suite, les résultats l’existence et d’unicité ont été établis dans une série d’article
(voir [34], [11] et [33]).

Le comportement à long terme et le fait que l’énergie G-L est une fonctionnelle
de Lyapunov a d’abord été établi dans [29] et [32].

Le cas où le système de Maxwell est dans le domaine extérieur a été d’abord
donnée dans [30]. nous avons ajouter une modélisation de la continuité dans la
frontière.

La principale préoccupation maintenant est qu’il n’y a pas de résultats d’exis-
tence de solution du système G-L 3-d lorsque les données initiales sont dans L2(Ω).



Problèmes ouverts

1. Incluez la taille du domaine Ω comme paramètre d’étude, par exemple la
géométrie de l’échantillon comme cela est fait dans [13].

2. Étude de l’existence et d’unicité pour le modèle en évolution en prenant
compte les equations de Maxwell à l’extérieur de l’échantillon.

3. Classifier complètement la solution dans R2 de −∆u = u(1−|u|2) sans aucun
hypothèse approximative. Prouver ou réfuter l’existence des solutions conjec-
turées par Ovchinnikov et Sigal dans [31].

4. Décrire les structures de vortex : Comment les vortex peuvent-ils être orga-
nisés ?

5. Étendre les résultats avec le champ magnétique dans la dimension 3. Même
s’il y a eu des résultats dans cette direction, beaucoup reste ouvert.

6. le système de Ginzburg-Landau dans les domaines non connexes. Dans un
domaine avec des trous, des phénomènes intéressants de nature qualitative
différente se produisent, et de nombreux problèmes ouverts subsistent, en
raison de la topologie non triviale, le paramètre d’ordre peut avoir un degré
topologique non nul sans vortex. Pour une analyse de ces phénomènes, nous
nous référons au livre excellent qu’on a trouvé récemment édité par Berger et
Rubinstein [4] entièrement consacré au sujet.
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