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Introduction

Actuellement dans I'industrie automobile, en médecine ou astrophysique, les problémes
complexes de calculs de structures et de reconnaissance de forme sont résolus sur des
calculateurs paralléles composés de centaines de nceuds de calcul. L’utilisation efficace de
ces machines requiert la conception et le developpement des algorithmes adaptés pour
exploiter au mieux possible toutes ressources disponibles lors de I'execution. C’est dans
ce sens que les methodes de décomposition de domaine ont été dévloppées. Le principe
consiste a morceler un probléme de grande taille en une suite de sous-problémes de taille
plus petite, Selon un algorithme itératif, les différents processeurs chargés de résoudre
les problémes locaux échangent, aux interfaces entre les sous-problémes, les informations
nécessaires pour converger vers la solution globale.

Ces méthodes se sont développées et ont été étendues a d’autres besoins. En effet,
dans certaines applications, la modélisation recouvre différents milieux physiques ayant des
propriétés tres différentes (c’est le cas de la modélisation du stockage ou 'on doit prendre
en compte différents matériaux de propriétés hétérogenes dont le but est de simuler la
migration de gaz autour de déchets nucléaires dans le sous-sol géologique) ou considére
différents modéles selon des zones différentes (par exemple la modélisation du climat avec
plusieurs modéles climatiques, ou encore le couplage océan atmosphére).

Dans ces cas de problémes hétérogénes ou de couplage de modéles, les échelles en espace
et en temps différent et il est alors souhaitable d’utiliser des discrétisations différentes en

espace et en temps selon les sous-domaines. Les méthodes de décomposition de domaine
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espace-temps sont alors particuliérement adaptées, puisqu’elles découpent les problémes
en différents sous-domaines. On entrevoit cependant que la difficulté consistera dans la
maniére de traiter le probléme sur les interfaces entre les sous domaines.

Dans ce travail, nous considérons les méthodes de décompositions de domaine espace
temps, plus particuliérement les méthode de Schwarz optimisée de type relaxation d’ondes,
Nous avons choisi de travailler avec un schéma en temps de type Euleur implicite et avec le
schéma volumes finis qui a I'avantage de pouvoir étre utilisé sur des maillages admissibles
et non conformes.

La premiére partie de ce document est une modélisation mathématique du stockage
des déchets radioactifs dans les zones géologiques profondes, Dans la deuxiéme partie,
nous résolvons le probléme de diffusion linéaire avec différentes conditions aux limites sur
un domaine global (dit schéma mono-domaine) en 1D espace. Dans le troisiéme chapitre,
Nous avons défini un nouveau schéma multidomaine (schéma défini sur chacun des sous-
domaines complété par des conditions de transmission), dont nous montrons le caractére
bien posé puis ’équivalence avec le schéma monodomaine proposé. Nous présentons une
méthode itérative de Schwarz optimisée de type relaxation d’ondes pour la résolution du
probléme multidomaine. Pour réaliser les tests numériques, un code Matlab a été dévloppé.

Nous terminons ce rapport par une conclusion.
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Motivation

La gestion des déchets radioactifs est I'une des difficultés liée a la filiere nucléaire.
Une solution intéressante consiste a enfouir les déchets les plus nocifs dans un sous-sol
stable et peu perméable afin de garantir le confinement des éléments radioactifs pour des
millions d’années. Mais, I’eau contenu dans le sous-sol peut corroder I’acier contenu dans les
colis de déchets et les structures du stockage provoquant un dégagement d’hydrogéne non
négligeable. Cette production d’hydrogéne peut engendrer de fortes pressions au niveau
du stockage et provoquer des fracturations de la roche environnante et donc accélérer la
migration des radionucléides. Afin de mieux prévoir ’évolution de ces stockages a long
terme (plusieurs dizaines de millier d’années), il est donc important de bien comprendre la
problématique des écoulements diphasiques en milieu poreux et d’effectuer des simulations
numériques fiables pour prévoir correctement comment I’hydrogéne migre dans le site de
stockage de déchets radioactifs.

Dans cette section, nous présentons une description du stockage des déchets radioactifs
dans les couches géologiques profondes qu’est le cas d’application du projet Dedales (ANR-
14-CE23-0005) : écoulement eau-gaz dans un milieu hautement hétérogéne, avec de grandes
disparités sur les échelles d’espace et de temps.

Le projet rassemble des équipes possédant des compétences dans les méthodes
numériques pour les écoulements souterrains (Inria / Serena), en décomposition de
domaines (Univ. Paris-Nord / Laga), en algébre linéaire paralléle (Inria / Hiepacs), en

calcul haute performance (Maison de la Simulation), et une agence publique qui posséde
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une longue expérience dans les simulation de situations complexes (Andra), le but est de
développer des logiciels pour la simulation d’écoulements diphasiques en milieu poreux. Il
vise essentiellement des ordinateurs paralléles dont chaque nceud est lui-méme constitué

d’un grand nombre de coeurs de calcul, tels qu’on les trouve dans les architectures récentes

2]

Le stockage en couche géologique profonde

L’Andra, Agence Nationale des Déchets Radioactives, étudie depuis plus de vingt ans le
stockage profond, & environ 500 métres sous terre, des déchets les plus radioactifs produits
en France. L’un des enjeux est de créer un stockage a la fois hermétique et réversible,
comme introduit dans le site web d’Andra [1]. Cela laisserait aux générations futures la
possibilité de changer de stratégie en fonction des progrés techniques et de récupérer les

colis de déchets intacts en toute stireté pendant au moins cent ans.

Concept du stockage géologique

Les déchets concernés par le stockage profond sont ceux de haute activité (HA) et de
moyenne activité a vie longue (MA-VL) [1].

Le stockage géologique est concu pour retarder le relachement et la migration des
radioéléments sur une échelle de temps compatible avec leur période de décroissance. Il
repose sur une conception multi-barriéres dont le niveau le plus élevé est la formation
géologique en elle-méme. Les autres barriéres mises en place sont : le colis de déchets en
lui-méme, le colis de stockage ainsi que d’éventuels dispositifs de confinement telle une
barriére ouvragée en bentonite. Il existe différentes configurations possibles du stockage
selon le type du déchet (la figure (1) représente une galerie pour les déchets de type HA).
Par exemple, les déchets HA pourraient étre vitrifiés puis placés dans un colis métallique
lui-méme séparé de I'alvéole par un chemisage métallique. Ces alvéoles sont comblées par

des bouchons (de bétons, d’argiles gonflantes).(Voir[10],[3])
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Colis de stockage
Couvercle béton

stockage

Chambre de
stockage
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radioprotection

C.IM.0SES.04.0267.D

Conteneur béton

Galerie d'accés

FIGURE 1 — Schéma d’une galerie de stockage de déchets HA par I’Andra

Différentes formations-hotes sont actuellement étudiées ou utilisées dans le monde : tuf
volcanique, granite, sel, argile, etc. Le comportement de ces différents matériaux vis-a-vis
des contraintes du stockage (température et présence d’eau particuliérement) détermine la
nature des barriéres mises en place.

Depuis les années 90, des études sont menées a la limite des départements de la Meuse
et de la Haute-Marne, 1a ou se trouve une couche d’argile vieille de 160 millions d’année
dont les propriétés permettraient d’isoler durablement les déchets les plus radioactifs, tant
qu’ils présentent un risque [3]. L’argile sert ainsi de barriére naturelle & long terme en
limitant et en retardant la dispersion dans I’environnement des substances contenues dans
les déchets. Au fil du temps, plusieurs centaines d’années apres la fermeture du stockage,
I'eau et 'oxygéne dégraderont le béton et 'acier des colis renfermant les déchets radioactifs
vitrifiés ou bétonnés. Les radionucléides les plus solubles et les plus mobiles commenceront
alors a se déplacer dans la roche. Dans I’argile qui est une roche trés imperméable ou
I'eau se déplace trés lentement, les radionucléides migreront principalement par diffusion.
Ils se disperseront alors progressivement sur une étendue trés importante et quelques

uns remonteront lentement a la surface en traversant les autres couches géologiques de
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propriétés trés différentes [3]. Vue 'échelle de temps considérée (de plusieurs milliers a
plusieurs millions d’années), le transport de radionucléides par convection ne peut toutefois

pas étre négligé.

FIGURE 2 — Stockage en couche géologique profond

La modélisation des déplacements de I'’eau dans le sous-sol est un probléme complexe,
principalement dicté par la loi de Darcy dans un milieu poreux. Dans ce type d’écoulement,
c’est un différentiel de pression qui induit le déplacement de l’eau, celle-ci entrainant
certains éléments avec elle. Cependant, méme si I’eau ne peut pas se déplacer, des éléments
peuvent migrer si un différentiel de concentration est établi (on parle alors de diffusion

moléculaire).
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Chapitre

Ecoulement Diphasique dans les milieux

poreux

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous fournissons le cadre physique général pour décrire I’écoulement
d’un mélange eau/gaz dans un milieu poreux en présence de deux phases. Nous établissons
les équations aux dérivées partielles (EDPs) régissant ces écoulements. Leurs processus est
gouverné par les relations issues de la loi de Darcy et de I'équation de continuité.

Pour simuler les déplacements du gaz, dans un site de stockage, il est nécessaire d’utiliser

des modéles tenant compte du transfert d’hydrogéne entre les phases.

1.2 Généralités sur les milieux Poreux et la notion de

Volume Elémentaire Représentatif (VER)

Un milieu poreux est un assemblage de grains ou particules solides entre lesquels
existent des vides (les pores) remplis par de I’eau, de l'air, ou d’autre fluides. Lorsque
I'espace poreux est occupé par une seule phase fluide (le fluide désigne le liquide et/ou le
gaz), le milieu est dit monophasique et 1'orsqu’il est occupé par plusieurs phases fluides,

le milieu est dit multiphasique. La caractérisation du milieux poreux se base sur la
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caractéristique géométriques de ces grains et pores ainsi que sur leur capacité véhiculer
ou laisser passer des fluides [20].

Les équations générales de la dynamique des fluides sont exprimées a 1’échelle
microscopique, ¢’est-a- dire valables a ’échelle du pore. A opposé, la forte hétérogénéité
des milieux poreux nous contraint a nous placer a I’échelle macroscopique. Le milieu
est alors considéré comme étant la superposition de différentes phases homogénes (par
exemple : le squelette, la phase liquide et la phase gazeuse), il est alors vu comme étant
un milieu continu multiphasique. plusieurs approches coexistent, permettant de définir des
grandeurs locales, notamment I'approche Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R) ou
théorie de la continuité [1], 'approche stochastique [25] . Néanmoins, nous présenterons
ici uniquement 'approche qui est basée sur 'existence d’'un V.E.R. Dans cette théorie,
le systéme physique réel discret est remplacé par un systéme continu, dans lequel les
propriétés physiques le décrivant varient de maniére continue dans ’espace. Cette théorie
suppose qu’un systéeme physique réel peut étre approché par un systéme dans lequel les
variations dans I'espace des propriétés que nous souhaitons étudier sont suffisamment
faibles [21]. Ceci permet 'utilisation de calculs différentiels pour décrire les processus s’y
déroulant. l'intérét est donc de pouvoir formuler les changements sous forme d’équations
aux dérivées partielles. Autrement dit, les variables physiques discontinues a 1’échelle
microscopique sont remplacées par des variables continues a 1’échelle macroscopique.

Le modéle macroscopique présente ’avantage de reposer sur une notion intuitive :
la notion d’échantillon. Cette derniére permet alors de définir des grandeurs moyennes
attachées au milieu. Ainsi, nous allons pouvoir décrire les quantités définies a 1’échelle
macroscopique comme la moyenne de la quantité (exprimée a ’échelle microscopique) sur
le V.E.R. Nous supposerons par la suite, I'existence de ce V.E.R ainsi que 'obtention
des équations a I’échelle macroscopique par prise de moyenne sur le V.E.R des équations

données a I’échelle microscopique [23].

14



1.2.1 La porosité

Le sol et le sous-sol ne peuvent contenir de l'eau que s’ils possédent une porosité
significative. La porosité totale d’un sol ou d’une roche est le rapport du volume des
vides et des interstices V,, de cette roche par rapport au volume total de I’échantillon V;.

Vo

¢:vt7

Par définition, 0 < ¢ < 1.

1.2.2 La perméabilité

La perméabilité est une caractéristique physique qui représente la facilité qu’un
matériau & permettre le transfert de fluide au travers d’un réseau connecté. Elle dépend
de la forme des grains, de la porosité et de la connectivité, donc elle est indépendante des

caractéristiques du fluide.

1.3 Description des deux phases et de leurs propriétés

Dans un site de stockage des déchets radioactifs, le mélange fluide est supposé
composé de deux phases : une phase liquide constituée d’un composant eau liquide et
une phase gazeuse constituée d’hydrogéne. Chaque phase ae{l, g}, est constituée d’un seul
composante w ou h. On note w le composant eau (constituant de la phase liquide) et
h le composant d’hydrogéne (constituant de la phase gazeuse). L’écoulement est supposé
diphasique (liquide et gaz) [21].

Pour chaque phase o € {l, g}, on note p, sa densité massique et p, sa pression. On
suppose que la porosité ¢ ne dépend que de P'espace (milieu poreux indéformable). Enfin,
on définit la saturation s de la phase a € {l, g} comme le rapport entre le volume occupé
par la phase « et le volume poreux ou le fluide est libre de circuler. Puisque le volume

poreux est entiérement occupé par le fluide, nous avons la relation suivante

51+ s, =1, (1.1)
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En présence de deux fluides immiscibles en milieu poreux, la pression capillaire 7 relie les
pressions de ces deux fluides de part et d’autres de 'interface les séparant. Elle correspond a
la différence entre la pression du fluide non mouillant au fluide mouillant. Cette différence
est due a la courbure de l'interface, la pression du fluide du coté concave de I'interface
étant supérieure a celle du coté convexe [I1]. Dans un pore, le sens de la courbure de
I'interface entre les deux fluides provient de la capacité plus ou moins grande de chaque
fluide & mouiller la paroi solide. Donc, dans le cas liquide/gaz, le liquide est le fluide le
plus mouillant et par conséquent la pression du gaz est supérieur a celle du liquide. Les
expérimentations font apparaitre que la pression capillaire dépend essentiellement de la
saturation et ceci d’une maniére monotone [26].

Dans la suite, on exprimera la pression capillaire comme une fonction univoque de la

saturation. Pour une configuration liquide/gaz, on définit donc

m(s1) = pg — m1, (1.2)

Dans le cas liquide/gaz, on observe l'existence d’une saturation résiduelle en liquide s s
pour laquelle la phase liquide ne peut plus s’écouler. A la limite s; — 5,5, la phase
liquide ne forme alors plus une phase continue dans les pores. Cette perte de continuité
hydraulique se traduit par une asymptote verticale de la pression capillaire lorsque la
saturation liquide tend vers la saturation résiduelle, Autrement dit, nous avons

lim 7(s;) = +o0,
S1—>Sl,res

La mouillabilité du gaz étant nettement moindre que celle du liquide, la saturation
résiduelle du gaz peut étre considérée nulle (s, ,.s = 0) et donc nous aurons une pression
capillaire finie lorsque la saturation du gaz est nulle. Dans la suite, on considére que
7(s; = 1) = 0. Des modéles classiques, donnés par Van Genuchten, Brooks et Corey
[19].., sont utilisées pour décrire la pression capillaire et la perméabilité relative, qui sera
introduite dans la suite, en fonction de la saturation.

La figure (1.2) représente un exemple d’évolution de la pression capillaire utilisée en

fonction de la saturation liquide.
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FIGURE 1.1 — Exemple d’évolution de la pression capillaire |Pal utilisée en fonction de la

saturation liquide.
1.4 La loi de Darcy et ’équation de conservation de

masse

1.4.1 Loi de Darcy

La loi de Darcy a été établie expérimentalement par Henry Darcy en 1856. Elle est
notamment utile pour calculer les écoulements souterrains d’un fluide a travers un milieu
poreux (comme, par exemple, dans un barrage en terre).

La Loi de Darcy est donné par I’équation suivante :

k
u= —;(Vp — pgVz), (1.3)

- u : Le vecteur vitesse de Darcy (m/s).

- k : le tenseur de permeéabilité : k = (k);;(m?) pour ij = 1,2,3 est la perméabilité
intrinséque du milieu.

- = La viscosité (Pa-m).

- p: La masse volumique du fluide (kg-m?).

17



- p : La pression du fluide (Pa).
- z : La cote verticale (m).
- g : La constante de gravité (m/s?).

On définie la charge hydraulique h(m) par

h=2 42 (1.4)

Py
Laloi de Darcy-Muskat généralise la loi de Darcy aux cas multiphasiques en introduisant

la notion de perméabilité relative de la fagon suivante

k.
Uy = ——2k(VDPa — pagV2),

[0}

ou, k,, représente la perméabilité relative de la phase a.
k. (resp. ky4) est une fonction de la saturation a valeur dans [0, 1], croissante (resp.

décroissante) vérifiant
kr(si=0)=0, et k,(ss=1)=1.

(resp.
krg<sl = 0) = 1, et krg(sl = 1) = 0.

La figure (1.4.1) représente un exemple de profils de perméabilités relatives
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FIGURE 1.2 — Exemple de profils de perméabilités relatives.

1.4.2 L’équation de conservation de masse

L’équation de conservation de masse, dans le cas monophasique, décrivant le débit

massique dans un petit élément d’un milieu poreux saturé est donnée par

% = —div(pu) + g, (1.5)

ol q est un terme de source, et p est la densité du fluide supposée constante.
Si le fluide est légérement compressible, il est utile d’introduire le coefficient

d’emmagasinement Ss(m~!)

d(¢p)
o (1.6)

en utilisant la définition de h dans (1.4) et de (1.5) nous obtenons

Ss=yg

Ss@ + div(u) =

5 , dans Q x [0,T7,

IR

et
u=—KVh, dans Q x (0,T).

Pour un fluide incompressible
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Dans ce cas, le terme source et S, sont nuls, et I’écoulement devient indépendant du
temps, ce qui donne
div(u) =0, dans €,
u=—KVh, dans (2,
+conditions aux limites.

Dans la suite, nous négligeons la gravité g,

1.5 Ecoulement diphasique immiscible dans un milieu
poreux hétérogene

1.5.1 Formulation mathématique

Les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement et la loi de

Darcy appliquées a chaque phase ont la forme suivante :

I(¢sw) . G
T + div(uy,) = o’ (1.7)
O(¢s) . _ %
BT + div(uy) = . (1.8)
Uy = — A KV, (1.9)
ug = —AgK Vpy, (1.10)
Swt 8, =1, (1.11)
T =Dy — Duw- (1.12)

On additionne les équations (1.7) et (1.8), on obtient

0 . qQuw | 4
aw(sw + 54)) + div(uy, + uy) = o + p—z. (1.13)
Nous posons u = u,, + u, la vitesse totale, le probléeme (1.13) devient
. Gu qq
div(u) = — + =. (1.14)
Pw  Pg
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En utilisant la loi de Darcy-Muskat (1.9,1.10), et I'expression de la pression capillaire

(1.12), nous pouvons exprimer la vitesse totale u en fonction de la pression de phase non

mouillante p,, d’ott
u=—-AKVp, — f,V,

avec

Aw
)\:)\g+)\w et fw:77

(1.15)

Les vitesses de phase u, peuvent s’exprimer en fonction de la vitesse totale en utilisant

I’approche suivante :

Agly — Apllg = ApAgK VT,

par suite,

Uy = foll + Ny [ KV,

et
Ug = fou — Agfg KV,

Nous allons utiliser une fonction pression globale comme définie dans [7]| par
Pyiobate (@, t, s(x,t)) = pg — / fu (s(x,t))Vw(s(x,t)) dux,
0

donc
V Pyiobale (I,t, sw(x,t)) = Vpy(x,t) — fu(sw (x,t))Vﬂ(sw(x,t)),

par conséquent, la relation (1.15) s’écrit comme suit

u = _)\Kvpglobale

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

A Paide de P’expression de la pression globale, on peut réécrire I’équation (1.8) sous forme :

O(gsg) .. q
Tg — d]_V <)\9K(vpglobale + fwvﬂ_)> - p_z,
d’ou
d(psy)

= = div(, K £, V) = z—i — div(Q,)
Qt = _)\gKVPglobaley

+conditions initiales + conditions aux limites.
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Pour simplifier, on suppose que @; = 0.( pour plus de détaille sur la notion de la pression
globale, voir [7],[3])

Dans la suite de ce travail, on note u la saturation du gaz, et on prend la porosité ¢ = 1.

1.5.2 Présentation du probléme mathématique

Soit 2 un ouvert borné de R4(d = 1,2,3), OQ sa frontiére et [0,7] un intervalle de
temps avec 7" > 0. Nous considérons le modéle d’écoulement diphasique (1.23) dans un
milieu poreux hétérogéne avec une convection négligeable. Sa forme mathématique, avec
la nouvelle notation, ie. s, = u, est la suivante : étant donné une saturation initiale v, et

un second membre f, trouver u solution du probléme suivant

% — div(Mu, z)Vr(u,z)) = f, sur Qx (0,77,

U(l’,O) = u0<£L’), VIS Qa (124)
ou

8_71:0’ sur 02 x [0, 77,

ou u:Qx[0,T] = [0,1] est la saturation du gaz (donc(1-u)est la saturation du liquide),
m(u,x) : [0,1] x 2 — R est la pression capillaire, et A(u,z) : [0,1] x @ — R est la mobilité
globale du gaz. Pour simplifier, nous considérons les conditions de Neumann homogeénes
sur 0f).

La mobilité globale A(u) — 0 quand v — 0 et w — 1, de plus 7 (u) — 0 quand u tend

vers 0, par conséquent, (1.24) est un probléme parabolique non linéaire dégénéré.

L’écoulement entre deux roches de types différents

Dans cette partie, nous présentons le probléme (1.24) dans un milieu poreux avec une
discontinuité de la pression capillaire [I1]. On décompose le domaine 2 en deux sous
domaines disjoints €; ¢ = 1,2 séparés par une interface I', i.e I' = 90 N 0Qy. Soit

I'P = 90;n00. Supposons que les fonctions A et m sont homogénes dans chaque €;,i = 1,2,
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e, m(.) =7m(x,.), \(.) = Az, .), Vo € Q,. L’équation (1.24) dans chaque ; s’écrit

aafl;l — le()\Z(UZ)Vﬂ'Z(Uz)) = fz‘, dans Qz X (O,T),
ui(x,0) = up(x), x €y, (1.25)
%:O, sur I'P x [0,7].

Pour donner un cadre raisonnable, compatible avec la physique, nous précisons les
hypothéses suivantes :
Hypothéses
1. Pour tout i € {1,2},m(resp.A) € C°R,R) avec m;(resp.\)|jo1 € C'([0,1],R) est
croissante et satisfait m;(u) = m;(0) (resp.\;(u)) = A;(0), pour tout u < 0 et m;(u) = m;(1)
(resp.A;(1) = A\;(w)) pour tout u > 1 (prolongement par continuité).
2. la condition initiale uy € L*(Q2), avec 0 < ug < 1.
3. Le second membre f € L*([0,T];R*(Q)).
Nous décrivons les conditions de transmission sur 'interface I’
Conditions de transmission
Dans cette partie, nous présentons les conditions de transmission permettant 1’échange

d’information entre les sous domaines. Nous considérons deux cas. Le premier est quand
m1(0) = m2(0) et m (1) = m(1), (1.26)

dans ce cas, on a

m(u1) = mo(ua), sur I' x [0, 77,

>\1V7T1(U1).'I7/1 = —)\QVTF2<U2).TLQ, sur I' x [O,T] .

Ces conditions donnent une saturation discontinue sur l'interface I'; i.e, en général on
trouve u; # us.

Dans le deuxiéme cas, i.e, dans le cas ou

m1(0) # m(0)  ou (1) # ma(1), (1.27)

la pression capillaire est discontinue sur l'interface, la condition(1.27), étudiée dans [17], a

une conséquence directe sur le comportement de la pression capillaire sur les deux cotés de
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. Supposons que m1(0) < m(0) < m1(1) < mo(1), et soit uie [0, 1] tel que m(uf) = m2(0),
et u € [0, 1] tel que mo(ud) = m1(1).
1. uy > uj et ug < uj, on a une continuité de la pression capillaire sur l'interface I'
ym(ur) = ma(ug).
2.0 < uy < uj,onaus =0, et la phase gazeuse est piégée dans la roche €2y, et ’eau circule
a travers I
3. La méme chose si v < uy < 1, on a u; = 1, la phase aqueuse est capturée dans €2y, et
le gaz circule a travers I'.
Ce cas permet de mettre en évidence le phénoméne de piégeage capillaire [6].

En introduisant les fonctions modifiées 7 et 7o définies par 7y : u +— max(m (u), m2(0))
et Ty : u — min(me(u), (1)) (voir la figure (1.3) droite). Ces conditions sur U'interface I'

sont simplement données par

71(’&1) = ﬁQ(UQ), sur I' x [O, T] ,

)\1(U1>V7T1(U1).n1 = _>\2v7T2(u2).n2, sur I' x [O, T] ,

(1.28)

FIGURE 1.3 — Pression capillaire(a gauche) et troncature de la pression capillaire (& droite)
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1.5.3 Transformation de I’équation

Pour tout ¢ = 1, 2, {); est une roche homogéne, m; et \; ne dépendent pas de x, on peut

définir la transformation de Kirchhoff par

0,1 — R
s = [0 Ni(a)m;

(2

i : (1.29)

alors ¢; est une fonction lipschitzienne continue croissante sur [0, 1].

Soit Ly; = maXeep1] Ai(a)m;(a) constante de Lipschitz, alors
|0i(a) — @i(b)] < Lyla — b|,¥(a,b) € [0,1]*. (1.30)

Nous appliquons la transformation de Kirchhoff (1.29) sur chaque sous-domaine,

85: — Ap;(u;) = fi, sur Q; x [0,77],

ui(x,0) = ug(x), x €, (1.31)
@i(u;) = 0, (z,t) € TP % [0,7).

En effet,

(1.32)

div(Vy;) = div(\, V)

donc

Ap = div(\, V). (1.33)

Nous précisons les mnouvelles conditions de transmissions [12], soit ¢ une fonction
strictement croissante définie par

[m2(0), m (D] — RT
> [0 min Oy o (@) d e
§ Wz(U)jér{l{g} 5 0Ty \a@ L

et soit II; = ¢ o 7y, Vi € {1,2}. La restriction de II; a [0, 1] est une fonction croissante, et

on a II;(u) = IL;(0) pour tout u < 0 et II;(u) = II;(1) pour tout u > 1. Nous définissons
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aussi la fonction II par

M(u, z) = ;(u), VaeQ,. (1.35)

La fonction IT introduite dans [11], et utilisée dans [6], est plus réguliére que 7, et pour
tout (up,uz) € R on a

71(’&1) = ﬁg(Ug) <~ Hl(ul) = HQ(UQ). (136)

Donc la nouvelle expression des conditions de transmission est donnée par

Hl(ul) = HQ(UQ), (l’,t) el x [O,T] ,
Vri(ur).ny = —Vpa(uz).ne, (z,t) €l x[0,77].

(1.37)

En général, Le probléme multi-domaine (1.31)-(1.37) n’admet pas de solution

forte, ’existence d’une solution faible a été démontrée dans [13].
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Master : Mathématiques Appliquées

Chapitre 2

Volumes finis pour les problemes de diffusion

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous résolvons ’équation de diffusion sur un domaine globale (
probléme monodomaine) avec des conditions aux bords de type Dirichlet ou Robin, Pour
la discrétisation en espace, on utilise une méthode volumes finis sur un maillage régulier, et
un schéma implicite en temps. Nous commencons par rappeler quelques notions d’analyse

fonctionnelle.

2.2 Rappel d’analyse fonctionnelle

Définition 2.1 les espaces L*(Q)/5/
Soit Q un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue. On définit 'espace L?(2) comme

étant l'espace des fonctions mesurables de carré sommable sur ) :
L*(Q) = {u: Q — R, mesurable tel que/ lu|? < oo},
Q

muni du produit scalaire :
<f9>= [ 1@ gla)d
Q
L3*(Q) est un espace de Hilbert.

nﬂumn:(KJAMPm)i

Décomposition de domaines espace-temps pour les écoulements souterrains

On note




La norme correspondante.

Définition 2.2 [7] Soit X un espace de Hilbert, muni de la norme hilbertienne || . ||x
-L2([0,T); X) dénote l’espace des fonctions mesurables f définies sur [0,T] a valeurs dans
X pour la mesure dt, telles que fOT | F(t) |I% dt < oo, la norme correspondante étant

définie par

1
T 2
15 D= 14015 at) 2.)
0
- L>=(]0,T); X) dénote l’espace des fonctions mesurables f définies sur [0,T] a valeurs dans

X et bornées presque partout sur [0,T].

Définition 2.3 Les espaces de Sobolev [’]
ou ou

1 — 2 2 1< <
xH'(Q)={ueL (Q>/8x € L*(Q);1<i< N} ou 5

est définie au sens de distribution.
HY(Q) est appelé espace de Sobolev d’ordre 1.
ou 0%u

H2%(Q) = L2(Q)/— € L%(Q) et
HS) = (u € L)/ 5 € LHQ) et 5o
de Sobolev d’ordre 2.

€ L*(Q);1 <i,j < N} est appelé espace

2.3 Schéma volumes finis pour les problémes de diffu-

sion 1D

Nous nous placons dans le cas d’un modéle 1D, et pour simplifier, nous prenons la

porosité égale a 1. T' > 0 étant fixé, on considére le probléme unidimensionnel suivant

ou 0, 0Ou
5 %(D%) = f, sur [0, L] x [0, 7],
u(z,0) = ug(x), x €[0,L], (2.2)

w(0,t) = ga1(t), u(L,t) = gao(t), sur|0,T],

ou f € L*([0,7]; L*([0, L])), uo € L*([0,L]) et 3D, D" tel que 0 < D~ < D < D* .

Théoréme 2.1 Théoréme d’existence/l]

Sous les hypothéses précédentes, le probleme (2.2) admet une solution faible u dans

L=((0,T); L*(R)) N L2([0, T); H'(R)).
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2.3.1 Discrétisation en espace

On subdivise l'intervalle [0, L] en N sous intervalles (volumes de controle) K;, i =
1,....N, avec K; = [mi,l/%xiﬂ/ﬂ, 212 = 0 et xy11/2 = L. Pour simplifier les calculs,
nous supposons que D est constante sur [0, L], et h = %;41/2 — T;_1/2 = Ti41 — ;. Pour

chaque volume de controle K;, on se donne un point x; € K; = [xi_l/g, xi+1/2i|. On pourra
Tip1/2 + Ti1)2)

considérer par exemple (mais ce n’est le seule choix possible) : z; =

2
0 1 i N N+l
} + } * - L - 1 . - -.1 - : 1
3 3 i N3Ny
FIGURE 2.1 - Discrétisation du domaine [0, L.
On intégre 1'équation (2.2) sur Kj;, on obtient :
Tit1/2 au /$i+1/2 a au Tit1/2
—dzr — —(D—)dz = / f(z,t)dz, (2.3)
/ﬂfi—l/z 8t Ti—1/2 al‘ al' Ti—1/2
on pose f; =+ [* ”11//22 f(x,t)dx, donc
8ui .
h§+ﬂ+1/2—ﬂ_1/2 == h/fl, 1= 1,...,N, (24)

le flux diffusif en x;1;/3, noté Fi i/, est donné par I'approximation aux différences finies
suivante :

vu la maille i,
Uip1/2 — Uy

Fii10=-2D A :

(2.5)

et vu la maille i+1
U1 — Uit1/2
h b

oll u;11/2(t) est 'inconnue approchant w(x;y1/2,t), Vt € [0,7] , qui sera éliminée en écrivant

E+1/2 — —2D (26)

la conservation du flux diffusion.
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2.3.2 Discrétisation en temps : Schéma implicite

On discrétise Uintervalle [0, 7] en N sous-intervalles |t,41,%,[ tels que tp = 0 < ¢ <
.. <tny1 =T, et on note par u la valeur de u;(nAt), on intégre (2.2) en un point x; par

rapport au temps donc on aura :

tny1 auz lny1 0 ou lnt1
— — 2.7
/tn 2 / (D2 dr / Fo. ) de, 2.7

ou At =t,,1 —t, ce qui donne :

h(uz”rl ul) + (ETE}2 — F"t}Z)At = fl'hAt, (2.8)

n+1 UTH»I

ou f" est la valeur moyenne exacte de f sur la cellule [{Ei_l/g, xiﬂ/g], FZ“/2 —D”l—l
n+1 n+1
et F’I’L+1 _ _D z 7. 1 .

-1/2 =

On a alors, ’équation discreéte :

un+1 _ g ntl n+l _  n+l
hutt — D(’“TZ)At + D(=— “L)At = hu + frhAL,  Vi=1,..., N,
+Conditions aux limites.
(2.9)
En regroupant les termes on obtient :
D D D
- At <h+2 hAt) I AT = bl fIRAL Vi1, N (2.10)
Conditions aux bords
Pour la condition de Dirichlet imposée dans les hypothéses on a :
1. Pour ¢ = 1, le schéma (2.10) s’écrit :
D
(h +2— At) - At Dot o 4 (Atﬁ)ggl“ IONG (2.11)
2. Pour i = N,
D D D
— At—uft + (h+ 2= At)ui™ = huy + (At—=) g + hfR AL, (2.12)

h h h

ou gi! (resp. gj') est une approximation de gg (resp.gs) sur zy (resp. Tyyi2) &

Iinstant ¢,,.1.

Le systéme linéaire :
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On a donc un systéme linéaire sous la forme Au = b ot u = (uj™, ..., w7 est la

solution du systéme. La matrice tridiagonale A est définie par :

h+2a; —aq 0
—aqg h+2a; —ay
A= —ay , (2.13)
—ay
0 —aq h+2ay

D
avec ag = EAt'
Le vecteur de second membre b contient les conditions aux limites, est donné par :
hutt + frhAL 4+ At2ghtt
hug + hAtf3
b= ' : (2.14)
hul_ + hfy_ At
huly + fuAt+ 2Atgh

Comme A est a diagonale strictement dominante i. e :
|ai;| > Z |aizl, (2.15)
1#]
alors A est inversible, et le probléme discret admet une unique solution. Plusieurs méthodes
directe sont possibles pour résoudre le systéme linéaire, on considére par exemple la
méthode de décomposition LU.
Autres conditions aux limites
Conditions de Neumann et Fourier On appelle condition de Neumann une condition qui

impose une valeur du flux, par exemple :
— Du'(0,t) = gn(1). (2.16)

On appelle condition de Fourier ou condition de Robin une condition qui impose une

relation entre la valeur du flux et la valeur de la solution, par exemple,
Du/(L,t) + au(L,t) = gr(t), (2.17)

31



avec a > 0.

Enfin, on dit que les conditions sont mixtes dans le cas unidimensionnel si, par exemple,
on a une condition de Dirichlet en 0 et une condition de Neumann en L.

Schéma de volumes finis

La condition de Neumann est particuliérement simple a prendre en compte, puisque le
schéma de volumes finis fait intervenir 'approximation du flux au point 0, «’(0,¢,1) dans

I'équation (2.11), que l'on discrétise donc par :
n+l _  n+l

hu ™ — AtDuQT1 — AtDgy™ = hf1AL + ), (2.18)

On tient compte ensuite de la condition de Fourier (2.17) pour approcher le terme
Du/(L,t,y1) dans l'équation (2.12) : on peut par exemple approcher Du'(L,t,.1) par
gr(tny1) — aus™ | cette approche est bien adaptée au schéma monodomaine |16], par

contre, elle n’est pas adaptée au cas de décomposition de domaine (voir chapitre 3), ce qui

donne :
h(u%ﬂ —uy) + (F;\Zfﬁl/z — FJT\thll/2)At = th%HAt’ (2.19)
oil Fn+1 o aun+1 _n+l et Fn+1 _ _“Tth+l_u71irt11
N+1/2 — QUy IR N—-1/2 — h :

2.3.3 Convergence de schéma

Théoréme 2.2 [15] On suppose que la solution u de notre équation est de classe C* sur

[0, L] x [0,T], on pose e} = u(x;,t,) —uf pour i = 1..,N, et ef = e} = 0, il existe

une constante K > 0 ne dépend pas de h tel que le schéma discrétisé est convergent, ie.

dK > 0 ne dépend de h, tel que :

3 h(e?)2>1/ < K(h+ A, (2.20)
N

i:17"7

2.4 Reésultats numériques

Dans cette partie, nous allons présenter quelques résultats numériques. Premiérement
On va comparer la solution numérique avec la solution exacte, deuxiément nous allons faire

une analyse de I'erreur entre la solution exacte et la solution approchée.
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2.4.1 Estimation de 'ordre de convergence

On définit erreur relative en norme 2, e;, = =
il [

avec h est le pas de discrétisation d’espace et u et uy sont respectivement la solution exacte,
et la solution approchée obtenue par la méthode des volumes finis .

Soit p 'ordre de convergence du schéma en espace, alors il existe une constante £ tel que :
en &~ khP. Pour estimer numériquement 1’ordre de convergence, on raffine plusieurs fois un
maillage initial par exemple d’un facteur 2. Pour deux maillages successifs de maille h et

h/2, on a

on obtient

(2.21)

2.4.2 Simulations numériques

Dans cette section, on compare la solution approchée et la solution exacte.

On prend le coefficient D = 1, et le terme source :

f(z,t) =0.
Avec ces hypothéses supplémentaires, la solution exacte du probléme (2.2) est donnée par

t 1
u(z,t) = exp(—w21) sin(%x) + 5 exp(—47?t) sin(2mz). (2.22)

On va comparer la solution exacte et la solution approchée, pour cela, on fait varier

simultanément le pas de temps At et le pas d’espace h en gardant le quotient % constant.

Conditions aux limites de Dirichlet

Nous considérons les conditions aux limites de Dirichlet, nous avons les résultats

suivants
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— solution approchee
0.08 —— solution exacte

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2.2 — Solution exacte et solution numérique avec h = 0.025 et At = 0.0125.

0.09

— solution approchee [~
0.08 —— solution exacte

] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2.3 — Solution exacte et solution numérique avec h = 0.0125 et At = 0.0063.

34



—— solution approchee [ |
0.08 —— solution exacte

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2.4 — Solution exacte et solution numérique avec h = 0.0063 et At = 0.0031.

Conditions aux limites de Robin

Nous considérons les conditions aux limites de Robin, et Nous choisissons o = 15.

0.09 T T . .

— solution exacte
solution approchée

0.08r

0.07

0.06 1

0.05}

0.04 7}

0.0371

0.02r

0.01}

0.8 1

FIGURE 2.5 — Solution exacte et solution numérique avec h = 0.025 et At = 0.0125.
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solution exacte
solution approchée | 1

0.8 1

FIGURE 2.6 — Solution exacte et solution numérique avec h = 0.0125 et At = 0.0063.

0.09

— solution exacte
0.08 —— solution approchée | -

0.07 ¢

0.06 -

0.05}

0.04 ¢

0.03¢

0.02r

0.01r

FIGURE 2.7 — Solution exacte et solution numérique avec h = 0.0063 et At = 0.0031.

Toutes ces figures montrent que lorsqu’on diminue le pas d’espace h et le pas de temps

At, la solution numérique s’approche a la solution exacte. Et cela doit étre confirmé par
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une analyse quantitative de I'erreur. Soit h = 0.025 et At = 0.012,

pas de temps | pas d’espace en ordre de convergence
At h 2,47.1072 | ...
At/4 h/2 1,43.1072 0,78
At/16 h/4 4,2.1073 1,76
At /64 h/8 1,6.1073 1,39
At /256 h/16 7,49.1071 1,09

FIGURE 2.8 — Erreur et ordre de convergence pour les CL de Dirichlet.

pas de temps | pas d’espace en ordre de convergence
At h 0.0156
At/4 h/2 5,1.1073 1,5
At/16 h/4 2,3.1073 1,14
At/64 h/8 1,2.1073 0,98
At /256 h/16 3.03.10~* 1,60

FIGURE 2.9 — Erreur et ordre de convergence pour les CL de Robin.

Le tableau (2.4.2) (resp. (2.4.2)) montre que la norme [* tend vers 0 lorsque h et
At tendent vers 0, et 'ordre de convergence, en espace estimé par la relation (2.21) est

approximativement égale a 1.

2.4.3 Analyse de ’erreur et ordre de convergence

Dans cette section on va faire une analyse de I'erreur en partant d’une valeur initial
h(= 0.05) et un At(= 10.73) fixé, puis on va calculer 'ordre de convergence numérique.
Les tableaux ci-dessous représentent la norme [? de I'erreur en fonction du pas d’espace h

ainsi que 'ordre de convergence .
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pas en ordre de convergence
h 10,0212 ...

h/2 | 0,0108 0,973

h/4 | 0,0055 0,973

h/8 | 0,0028 0,974

h/16 | 0,0017 0,719

FIGURE 2.10 — Erreur et ordre de convergence pour un pas de temps fixé (Dirichlet).

pas en ordre de convergence
h 001 | ...

h/2 | 4,81073 1,05

h/4 | 2,3.1073 1,06

h/8 | 1,1.107% 1,06

h/16 | 7,03.107% 0,64

FIGURE 2.11 — Erreur et ordre de convergence pour un pas de temps fixé (Robin).

Tant que 'erreur en temps est négligeable devant ’erreur en espace, on voit ’ordre
1. Quand l'erreur en espace devient trop petite, les deux s’additionnent, et on obtient un
ordre de convergence inférieure a 1.

Conclusion : Le schéma volume finie pour un probléme de diffusion avec des conditions

aux limites de Dirichlet (resp. Robin) est d’ordre 1 en espace et en temps.
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Master : Mathématiques Appliquées

Chapitre

Méthodes de décomposition de domaine
appliquées au probleme de diffusion 1D en

espace

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la formulation multidomaine pour le probléme continu
(2.2). Pour cela, nous nous plagons dans le cadre simplifié de deux sous domaines pour
plus de clarté, bien que tout puisse étre étendu a un nombre quelconque de sous-domaines.
Pour les problémes de grande taille ou dans le cas de coefficients trés hétérogénes, nous
avons vu qu’il était souvent souhaitable de se placer dans le cadre de la décomposition
de domaines. Dans ce travail, nous considérons une méthode décomposition de domaine
globale en temps dont les interfaces entres les sous domaines sont des interfaces espace-
temps.

On décompose le domaine de résolution en espace [0, L] en deux sous-domaines, [0, H|

et |H, L], séparés par l'interface réduite au point H.

Décomposition de domaines espace-temps pour les écoulements souterrains



tH} >< [0, T]

T !

FIGURE 3.1 — Décomposition de domaine [0, L] en deux sous domaines.

Le probléme mondomaine doit étre remplacé par un systéme équivalent de sous-
problémes définis sur les des sous-domaines et par des conditions d’interfaces naturelles
(3.2), assurant la transmission des données entre les sous-domaines.

Donc, résoudre le probléme multidomaine consiste a résoudre deux sous-problémes
locaux en espace et en temps, chacun est défini sur un sous domaine, puis a transférer la
solution et le flux associé via les conditions de transmission définies sur 'interface espace-
temps {H} x [0,T].

Nous supposons que (D > 0) est constant sur chaque demi-droite [0, H| et |H, L] , mais

peut étre discontinus en H :

D, z€(0,H,
p=¢{"" 0,41 (3.1)
D, x€lH1I).

Sur l'interface espace-temps {H} x [0, 7], cette double condition

811,1 8uz
— t == 3.2
=t ¢ Ox ox’ (32)
peut étre réécrite [24], moyennant une combinaison linéaire, sous la forme équivalente
0 0
D1% + aquy = Dg% + aqug, sur {H} x[0,77], (3.3)
et
0 0
— DQ% + QU = —D1% + qouy, sur {H} X [O,T] , (34)

oll iy, vy des paramétres réels strictement positifs, en notant fi = fj, (resp. fo = fin L])

et & (resp. &1) le second membre de (3.3) (resp. (3.4)), le probléme multidomaine au niveau
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continu consiste donc a résoudre

( 8u1 82U1__
W— 1@—]01, Sur[O,H[X [O,T],
Ul(ﬂ?, 0) = Uy, sur [07 H[7 (3 5)
ul(Oat) = gdl(t)v {0} X [OvT]7
Dl% + oauy = 527 sur {H} X [O, T] s
( 8UQ 82U1__
755-—-1)2755;'——15, Sur[}{yL[><[O,Yq,
ug(z,0) = uo, sur [H, L], (3.6)
UZ(L;t> == gd2(t)7 {L} X [OaT} )
_DQ% —+ Qg = gl, sur {H} X [O, T] .

\
avec

0
&1 = —Dlﬂ + oy,
O (3.7)

& = D2% + aug.

Bien que le probléme multidomaine continu (3.5) - (3.6) soit équivalent au probléme
monodomaine (2.2), il faut noter que pour un schéma donné, la solution peut ne pas
étre identique si on ne prend garde a la discrétisation de la condition d’interface et des
équations résolues sur les cellules liées a l'interface.

L’objet de ce chapitre est de définir, pour les problémes (3.5) - (3.6), le schéma
multidomaine correspondant au schéma monodomaine présenté dans le chapitre 2. Nous
montrons d'une part que le schéma multidomaine admet une unique solution et d’autre

part que cette solution coincide avec la solution monodomaine.

3.2 Relaxation d’Ondes de Schwarz Optimisées(OSWR)

La méthode de décomposition de domaine utilisée dans le cadre de ce travail est
la méthode itérative de Schwarz optimisée de type relaxation d’ondes (OSWR), dont
'efficacité repose sur 'optimisation du taux de convergence de I'algorithme. En effet, la
vitesse de convergence de I'algorithme de Schwarz tient a la détermination judicieuse des

conditions d’interface. Selon les informations échangées a l'interface, 'algorithme peut
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méme ne pas converger [20|, comme c’est le cas de I'algorithme de Schwarz classique sans
recouvrement, avec des conditions de Dirichlet a I'interface.

L’algorithme de Schwarz peut se décliner en deux versions : I'une séquentielle dite
de type Gauss-Seidel, 'autre paralléle de type Jacobi. La premiére consiste a résoudre le
probléme local dans un sous-domaine en utilisant les informations transmises par le sous-
domaine voisin a l'itération précédente et ainsi de suite, en passant d’un sous-domaine a
I’autre. Dans la version paralléle, les sous-problémes locaux sont résolus en méme temps et
utilisent les informations transmises par les sous-domaines voisins a l'itération précédente.
Décrivons ici 'algorithme de Schwarz dans sa version paralléle (Jacobi) avec deux sous-
domaines et pour des conditions de Robin.

L’algorithme itérative de (OSWR) appliqué au probléme multidomaine est donné par :

étant donné u§°) et ugo), a l'itération k£ > 0, on a

( (k+1) 2 (k—l—l)
ou 0“u
61% - 1#2]01, dans [0,H[ % [0,17],
ui ™ (w, 0) = uo (), sur [0, ] 3)
W$FD(0, 1) = gar(t), vt € [0,77], '
au(kJrl) au(k)
L Dl 811: (H) + alugkﬂ) = D28—;(H) + aluék)v vt € [OaT] 3
(?)t — Dgag—m = fo, dans]H, L] x [0,T],
ug™ (. 0) = uo (), sur JH, L], 9)
WYL, = gan(t), vt € [0,77], '
HulE out®
—Dy usx (H) + apud™ = —Dl%(H) +anul® vt e 0,17,

ol les coefficients «;,7 = 1,2 sont calculés de maniére a optimiser le taux de convergence
de la méthode, ay,an € RT.

La convergence de cet algorithme pour les problémes de convection-diffusion & été
étudiée dans [18].

Comme dans la description discréte du schéma monodomaine, nous présentons le
schéma multidomaine avec un schéma d’Euler implicite en temps. Le domaine globale

[0, L] est discrétise en N sous-intervalles de centre x; et de pas d’espace h. On note
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{H} = {zps1)2}, et F{L;iyz (resp. F;;llﬁ) le flux diffusif au point x,1,/, & l'instant

tpt1 sur la maille de centre x, (vesp. z,41) & gauche (resp. a droite) de (x,41/2).

3.3 Le schéma multidomaine

En repartant du schéma monodomaine donné dans le chapitre 2, nous définissons sa
formulation multidomaine qui consiste a définir la discrétisation de 'EDP et de la condition
d’interface. Le schéma monodomaine peut étre appliqué au moins sur toutes les cellules
qui ne sont pas liées a l'interface. Il reste a définir la discrétisation de PEDP sur les cellules
liées a l'interface ainsi que celle des conditions d’interface, dans cette partie, nous nous
référons a la thése de Berthe [22].

Nous écrivons le schéma multidomaine discret obtenu aprés intégration de ’'EDP sur

la maille de centre z,,

h n n " mn n
Kt(upJrl —uy) + F1,;i1/2 - Fl,;—)tll/Z = hfl,gl’ (3.10)

nous utilisons les approximations du flux

u’il-f—l 12— untl untt — un-i-ll
+1 _ P+ p +1 _ p p—
Fﬁp-ﬁ-l/? = —2D1 A et Fﬁp_l/Q = —DlT, (311)
ol u?;il J est Iinconnue fictive approchant uy ™ (2p11/2), continue en @41 9.
Nous remplagons Ff;_ll/g dans (3.10), nous obtenons
h un+1 - unj—l
+1 +1 P p—1 _ +1
Kt(ug _ug)_‘_F{?erl/Z_{—DlT_hfln,p s (312)
en suite, nous discrétisons la condition d’interface
2D, +1 +1 +1 +1
h (u?,erl/Z —u, )+ alu?,p+1/2 = ;L,p+l/2’ (3.13)
ot €711 est une approximation de & sur (z,41/2) & I'instant ¢, ;. Aprés simplifications,
2,p+1/2 p+1/ +
on trouve . "
n
n+1 _ 2D1'LLZ+ + h€27P+1/2 (3 14)
Ui pt1/2 = 2D, + ayh g :
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n+1

5pi1/2) POUL cela, nous

on veut exprimer le flux au point x,,,/2 en fonction de ugﬂ et &

considérons (3.13)

n+1 n+1 nil
I ,I—;-l/? = alul;—&-l/Q - 2;.1_1/27
—al n n+1 n+1

1
= <O‘1“n+1 §§;+1/2)7

<o 2D
ou fy = 2Dy +orh

Remarque : Avec ce choix de (i, le schéma multidomaine coincide avec le schéma

: : : n-+ n+1 n+1 _
monodomaine, mais si on approche le flux Fj +1/2 par aqu, " —&; 12 ie ,/; = 1, comme

indiqué dans le chapitre 2, le schéma multidomaine itérative ne converge pas [22].

Nous avons donc, I'équation discréte est sous la forme suivante

up p) + b (alup—H - g2,;;1&/2) +—

- (untt —urty) = hfptt (3.16)

1p >

At<

en regroupant les termes on obtient :

D, D
(h+(ﬁ1a1+T)At) ul = Attt = WA bl 4 B AL (3.17)

5 Up-1 = 2,p+1/2
En reprenant les notations du chapitre 2, nous avons
A, =h+ (% + frar) At = h + ag, + a1 f1 AL, (3.18)
et
b, = hfl’f;;lAt + hu, + ﬁlfgz}rl/zAt. (3.19)

D’une maniére analogue, pour le sous domaine 2, nous écrivons le schéma multidomaine
sur la maille de centre x,,1, située a droite de I'interface z,,1/2, comme

h D,

A — ) = o (pls =) = Bl = R, (3.20)
ol
2D
n+1 2 n+1 n+1
,;+1/2 h <up-tl u2;+1/2>' (3-21)

La condition de transmission discrétise le flux au point z,,,/> de la méme maniére que
dans le schéma (3.13)

2D,

; (upiy —us bl ) +aguyty, ) =& (3.22)

p+1 2,p+1/2 Lp+1/2
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ce qui donne
2D2un+1 + h€n+1

n+1 p+1 1,p+1/2
- 3.23
Btz 2Dy + ash (3.23)
et
Fz;:ilﬂ - _52(0‘2“3111 - gﬁ;iUQ)v (3.24)

par conséquence, I’équation discréte s’écrit

h n+1 n )_&
h

+1 +1 +1 +1 _ +1
E(up+1 = Upt (u;LH - “;LH) + 52(042u2+1 - £ip+1/2> = hf£p+17

d’ou
(h + (Bacra + &)At)u’”rl — At&u”“ = hfI LAt + hu® + BT AL (3.25)
202 + — p+1 P2 2,p+1 P 251,p+1/270 '
par suite,
D
Aptipr1 = h+ (Bras + TQ)At = h+ (B2t + aq,)
et

bp1 = hfsyiy At + huy + Bl TL At

Puisque les lignes de la matrice correspondant aux mailles intérieures et aux mailles qui
ne sont pas liées a I'interface ont été analysées dans le chapitre précédent, il reste seulement
a considérer les lignes correspondant aux conditions d’interface et de vérifier que A,, (resp.

A, i1p+1) est supérieur strictement & A,y (resp. A,y1p42) , soit les lignes p et p+ 1. on a
App =h+ aq, + OélﬂlAt, et App—l = —Qq,, (326)
et de méme

Ap+1p+1 =h+ Qaq, + OéQBQAt, et Ap+1p+2 = —Qq,, (327)

il est clair que

App > |App-1| et Appiprr > [Apripial,

d’otu I'existence et I'unicité de la solution du schéma discret multidomaine puisque la matice

est a diagonale strictement dominante.
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3.4 L’équivalence entre la solution multidomaine et

monodomaine

Ayant défini le schéma monodomaine dans le chapitre 2 et le schéma multidomaine dans

ce qui précéde (chapitre 3), et montré I’existence et 1'unicité d’une solution monodomaine

et multidomaine , il reste & montrer que la solution multidomaine coincide avec la solution

monodomaine. autrement dit, nous montrons I’équivalence entre

| %( —up) + 51(0““3“ 53;—"1-1/2) 121 (UZH - “Zjll) = hflrt;fl’
%(u;ﬂm =) U = 6
A%gzi% ) - D2t -t + Balongt — €171,0) = Afgh,
\ _T(“Zﬂ —UpTip) ool = &k,
et
%t gt — ) = DMt ) D gt gt = g
Al ) = D2t gt SR -t = g,
avec
aprijz = ~Fopiin 01Uy,
f;i1/2 = F{L;rilﬂ + a2“?,;i1/2-

Nous considérons (3.30); et (3.23)

n+1 n+1
n+1 n+1 2Dou, [y + hfl,m—l/?

12 = POty = &100 ) + 2Dy + ash

apreés calcul,

1
n+1 n+1 n+l
2,p+1/2 — 2D, + aoh <(0‘1h - 2D2)§1,p+1/2 + 2D2(a1 + 042) p+1>
d’une maniére analogue, on trouve

n+1 1
1,p+1/2 2D1 + Oélh

Nous avons donc, un systéme de deux inconnus a résoudre

(2D2 + agh)§2 +1/2 (Oélh 2D2>£111;_11_1/2 + 2D2(Of1 + CYQ)UZI%,
(2D1 + ozlh)§1 p+1/2 = (Ozgh 2D1)€g;-i1-1/2 + 2D1(0z1 + O{Q)U;LJrl.
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((Oégh — 2D1>§;7';_’1_1/2 + QDI(OQ + Oél) n+1> .

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)



Nous résolvons le systéme , et nous obtenons

1 1 +1 D 1 +1
éh;,erl/z = ?<“Z+ Tupty) — FHup ™ —ugt),
+1 2 1 +1 D 1 +1
é?,p+1/2 = 7(ug+ +uyly) + P (™ =),

(3.34)

nous remplagons ces quantités dans (3.28);,(3.28)3, nous retrouvons le schéma (3.29), d’ou

I'équivalence [22].

3.4.1 Probléme d’interface

Nous montrons comment reformuler le probléme (3.8)-(3.9), comme un probléme

d’interface, et nous définissons les variables d’interface au point H par

&(t) = DQ%(H, £) + avus(H, 1), Vtel[o,T],
Uy

fl(t) = —Dlg(H, t) —|— OZQUl(H, t), Vt € [O,T] 5
et les opérateurs S;,1 = 1,2 par :
ou
St (&, fi,u0) = _Dlﬁ_xl + aguy |p—m,

ou
S (&1, fa, up) > D2a—; + a1y |p—m,

ou u1, us sont respectivement solution du probléme

( 8U1 8271,1
o 1%—f1, dans [0, H[ x [0,T],
uy(x,0) = up(x), sur [0, H],
u1(0,t) = gar (1), telo, 1],
0
Dy (H) + aqun (H) = &, Vit € (0,7,
N Ox
o (0 0?
u2 UQ .
o ey T o, dans |H, L] x [0,T],
us(z,0) = up(x), sur |H, L],
uz(0,1) = gaz(?), telo,T],
0
_DZ%(H) + agug(H) =&, Vtel0,T].

On pose g; = (fi,up),i =1,2.
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A Titération k, on a

(k) Ouy” (k)
& = Dy 9 +oauy vt €[0,7],
k s (3.40)
Y
donc,
S, (£ ) = Bt
(& 01) =& (3.41)

k k+1
SZ(£§ )aQQ):gé )a
les opérateurs S;,7 = 1,2 sont bilinéaires, donc, nous avons ’algorithme itérative suivant

donner 5%0), 550), et résoudre

M = 51(eP,0) + 5,(0, g1),

(h+1) ®) (3.42)
& = 052(4",0) 4 S5(0, g2).

Vk > 1.
On interpréte ce nouvel algorithme comme un algorithme du point fixe, ce qui nous

ameéne 3 résoudre :

&1 _ 0 Si(-,0) &1 N S1(0, 1) ' (3.43)

& Sa(.,0) 0 3 S2(0, g2)

Le probléme (3.43) est un systéme d’équation linéaire, qui peut étre résolu par différents

méthodes par exemple : Jacobi, GMRES (matrice non symétrique), Gradient-Conjugué...
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Master : Mathématiques Appliquées

Conclusion

Ce travail a été motivé par la résolution du probléme de diffusion en régime
instationnaire dans un milieu poreux dans le but d’étudier la dégradation de I’écosystéme
causé en parti par le dégagement d’hydrogéne gazeux lors du stockage des déchets
radioactifs. Dans la premiére partie, nous avons présenté notre modéle, la notion de
pression capillaire et les différentes propriétés qui en découlent. Ensuite nous avons étudié
le probléme de diffusion linéaire sur un domaine globale, avant de présenter des résultats
montrant la convergence du schéma discrétisé.

Ainsi, nous avons défini un schéma multidomaine dont nous avons présenté le
caractére bien posé puis son équivalence avec un schéma monodomaine. Enfin nous avons
présenté une méthode itérative de Schwarz optimisée de type relaxation d’ondes pour la
résolution du probléme multidomaine. II n’a malheureusement pas été possible compte
tenu du temps imparti d’obtenir des résultats numériques confirmant la convergence de
'algorithme(OSWR). Dans le temps restant nous nous focaliserons dans un premier temps
sur la convergence de cet algorithme et ensuite nous généraliserons notre étude a un
probléme de diffusion non linéaire. Il faudra tenir compte des conditions de transmission
non linéaire, puis résoudre le probléme d’interface par une méthode de type point fixe et

par une méthode de Newton-Krylov (ou accélération d’Anderson).

Décomposition de domaines espace-temps pour les écoulements souterrains
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Mathématiques Appliquées

Annexe

Fonction pour la construction de la matrice

function|L]=construction-matrix(dt,h,nx,rbe,lbc,alpha,beta)

rl-—zeros(nx,1);

r2=zeros(nx,1) ;

v=zeros(nx,1);

L=zeros(nx,nx) ;

rl(1 mx)=-1/h;

r2(1 :nx)=-1/h;

v(1 :nx)=2/h-+h/dt;

L= spdiags (|r1 v r2],-1 :1,nx,nx);
if (rbe.type=="Robin’)
L(nx,nx)=L(nx,nx)-1/h+alpha beta;
end

if(Ibc.type—=="Robin’)
L(1,1)=L(1,1)-1/h-+alpha beta;
end

end

k k ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk
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Fonction pour la construction du second membre

function b=second-membre(dt,t,h,u,nx,lbe,rbe,beta)
b=h/dt u;
if(rbe.type=="Robin’)
b(nx)=b(nx)+rbec.g(t) beta;
else
b(nx)=b(nx)+1/h rbe.g(t);

end

X 3k 3k ok ok ok ok ok ok ok sk ok okok

Function résolution locale

function [u]—solv-local(nx,a,b,nt,Ibc,rbe,u0,alpha,dt,choix)

h=(b-a)/nx;
if choix==1
beta=1;

else

beta=2/(alpha h+2);

end

K- construction-matrix(dt,h,nx,rbe,lbc,alpha,beta) ;
[L, UJ=Iu(K) ;

u( :,1)=ul;

Upre=u( ;1) ;

for i=1 :nt
bb=second-membre(dt,i,h,upye,nx,Ibe,rbe,beta) ;
u( i 1)=U\(L\ b)

Upre = u(:, i+ 1)

end

end

ol



X 3k 3k ok sk ok ok sk ok ok sk ok okok

Fonction monodomaine

function u=monodomaine()
Ibctype=0;
plotit—0;
cle
T=1,;
nt—400;
nx—100;
a=0;b=1;
choix=0;
alpha—15;
dt=T/nt;
if Ibctype==1
Ibc.type="Direc’;
rbe.type="Direc’;
Ibc.g=zeros(1,nt+1);
t=dt(0 :nt) ;
rbe.g—exp(—pi?t./4);
else lIbc.type="Robin’;
rbe.type="Robin’;
t=dt(0 :nt) ;
Ibc.g=—pi/2 exp(—pi’t/4) — pi exp(—4pi*t);
rhe.g=pi exp(—4pi®t) + alpha exp(—pi®t/4);
end h=(b-a)/nx;
y-h(1/2 mx);
u0=sin(pi/2 y)+1/2 sin(2 pi y);

uex=zeros(nx,nt-+1);
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uex( :,1)=u0;

for i—1 :nt

uex( :,i+1)=exact(y,idt) ;

end
u=solv-local(nx,a,b,nt,lbc,rbe,u0,alpha,dt,choix) ;
if plotit==

for i=1 :nt+1

plot(y,uex( :,i),’r’,y,u( :,i),’b’);
pause(0.1)

end

end

E=norm(u( :)-uex( :))sqrt(h dt);

end

) %k 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok okok

Fonction de la solution exacte

function u=exact(x,t)
u = exp (—pi*t/4) sin (pi/2x) + 1/2 exp (—4pi*t) sin (2pi z);

end
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