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Introduction

Ce mémoire a pour but d’étudier le transfert de certaines propriétés aux extensions d’un
anneau commutatif unitaire, a savoir 'anneau extension triviale et le produit fibré. Ainsi,
ce mémoire est constitué de cinq chapitres et des perspectives de recherche :

Le premier chapitre :

Dans ce chapitre, on rappelle certaines définitions et propriétés concernant les mo-
dules et les anneaux classiques.
Les résultats sont exposés sans démonstration mais avec des références précises.

Le deuxiéme chapitre :
Ce chapitre est consacré aux extensions d’anneaux et divisé en trois parties :

Dans la premiere partie, on traite une partie de ’article de D. D. Anderson et Mi-
chael Winders intitulé "Idealization of a module", dans laquelle ils ont étudié les
idéaux (premiers, maximaux, radicaux) ainsi que les éléments inversibles, idempo-
tents, diviseurs de zéro, nilpotents et les parties multiplicatives de A o< E a partir
de ceux de A.

Dans la deuxieme partie, nous abordons une partie de ’article de Sarah Glaz nommé
"Commutative coherent rings" concernant le produit fibré d’anneaux, dans la-
quelle on donne la forme des idéaux premiers et maximaux en utilisant la topologie
de Zariski ainsi que le transfert de quelque résultats a ce fameux anneau.

Pour la derniere partie, nous présentons la nouvelle construction d’extension d’an-
neaux introduite par Marco d’Anna et Marco Fontana en 2007 appelée la dupli-
cation amalgamée d’un anneau le long d’un idéal ainsi qu’une généralisation de
cette construction appelée I'amalgamation d’anneaux introduite par Marco d’Anna,
Carmelo Antonio Finocchiaro, et Marco Fontana en 2009.



Le troisiéme chapitre :

Il s’agit d’un article de S. El Baghdadi, A. Jhilal, et Najib Mahdou intitulé "On
FF-rings", dans lequel ils étudient la classe des anneaux dans lesquels chaque idéal
plat est de type fini ainsi que la stabilité de cette propriété dans la localisation et
I'image homomorphique, et son transfert aux divers constructions d’anneaux tels
que le produit direct, le produit fibré et I'extension triviale.

Le quatriéme chapitre :

Au quatrieme chapitre, nous abordons 'article de Najib Mahdou et A. Mimouni
nommé "Well-centered overrings of a commutative ring in pullbacks and
trivial extensions, dans lequel ils étudient le transfert de la propriété bien-centré
a 'extension triviale et a la construction D + M en déterminant tout d’abord les
sur-anneaux de ces extensions a l'aide de ceux de 'anneau lui méme.

Le cinquiéme chapitre :

Il s’agit d’un article de surveille par D. D. Anderson en 2010, dans lequel il donne une
grande partie des propriétés et caractérisations des idéaux, modules et anneau de
multiplication. Nous avons donné aussi quelques exemples concernant cette notion
dans 'extension triviale et le produit fibré.

Perspectives :

Ainsi, pour terminer ce mémoire, nous allons présenter quelques perspectives de ces
notions, que nous désirons aborder prochainement.



CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASES

1.1 Anneaux classiques

Anneaux des fractions

Définitions 1.1.1
Soit R un anneau.

1. On dit que R est local s’il admet un seul idéal mazimal M et on le note (R, M).

2. On dit que R est semi-local s’il admet un nombre fini d’idéauxr maximauz.

Soient A un anneau et S une partie multiplicative de A (ie. S C A, 1 € 5,0 ¢ S et
Va,b € S ab € §). On définit une relation d’équivalence de A x S par :

(a,s) ~ (da’,s") < (as’ — a’'s)t = 0 pour un certain ¢t € S.

On note a/s la classe d’équivalence de (a, s) qu'on appelle fraction. Sur I’ensemble de de
ces fraction noté S~1A, on définit I'addition et la multiplication par :

(a/s) + (a'/s") = (as’ + sa’)/(ss")

et

(a/s) x (a'/s') = (ad')/(s5').



Définition 1.1.1

S=YA muni de l'addition et de la multiplication définies au dessus est un anneau commu-
tatif unitaire d’élément nul 0/1 et d’élément unité 1/1 appelé anneau des fractions de A
par rapport a S.

Définitions 1.1.2
Soit R un anneau commutatif.

1. Si R est intégre et S = R\ {0} alors ST'R est le corps des fractions de R, noté
af(R).

2. Si R n’est pas intégre et S 'ensemble des éléments réguliers de R (non diviseurs de
zéro) alors ST R est appelé l'anneau total des quotients de R, noté T(R).

» Localisation Soit P un idéal premier de R. On a S = R\ P est une partie multiplicative
de R. Dans ce cas ST'R noté Rp est un anneau local appelé la localisation de R en P.

Anneauxr Noethériens

Proposition 1.1.1 ([39], Théoréme 7.1.1)
Soit R un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tout ensemble non vide d’idéaux de R admet un élément maximal.
2. Toute suite croissante d’idéaux de R est stationnaire.
3. Tout idéal de R est de type fini.

Définition 1.1.2

On dit qu’un anneau R est Noethérien s’il vérifie les conditions équivalentes de la propo-
sition 1.1.1.

Proposition 1.1.2 ([39], Proposition 7.1.9)
Soient R un anneau Noethérien et ® : R — S un morphisme d’anneauz surjectif. Alors
S est Noethérien.

Corollaire 1.1.1 ([39], Corollaire 7.1.11)
Soient R C S une extension d’anneaux, ou R est Noethérien et S est un R-module de
type fini, alors S est Noethérien.

Théoréme 1.1.1 ([39], Théoréme 7.1.13)
Soient R un anneau Noethérien et X une indéterminée sur R. Alors R[X] est Noethérien.

Corollaire 1.1.2 ([39], Corollaire 7.1.15)
Soient A un anneau Noethérien et Xy, --- , X, des indéterminées sur R. Alors R[X,--- , Xn]
est Noethérien.
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Anneauxr de Bézout

Définition 1.1.3
Un anneau R est dit de Bézout si tout idéal de type fini de R est principal.

Anneau réduit

Définition 1.1.4
Un anneau R est dit réduit si R n’admet pas d’éléments nilpotents autre que zéro, c’est a
dire que si x™ = 0 pour un certain entier naturel non nul n et x € R, alors x = 0.

La propriété “réduit”est stable par localisation :

Théoréme 1.1.2
Soient R un anneau réduit et S une partie multiplicative de R. Alors ST R est réduit.

Corollaire 1.1.3
Soient R un anneau et K son anneau total des fractions. Alors, R est réduit si et seulement
st K est réduit.

Preuve

Le sens direct découle du théoreme précédent. Inversement, soit x € R tel que ™ = 0 pour
un certain entier positif n. On a alors /1 = 0/1 ce qui donne z = 0 puisque K = S™'R
est réduit et S est I’ensemble des éléments réguliers de R. D’ou R est réduit.

La propriété "réduit" est une propriété locale :

Théoréme 1.1.3
Soit R un anneau. Alors R est réduit si et seulement si Rp est réduit pour tout idéal
premier P de R.

Comme les domaines sont naturellement réduits et les localisés des anneaux réguliers au
sens de Van Neumann sont des corps, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 1.1.4
Soit R un anneau. Alors :

1. Si R est localement domaine, alors R est réduit.

2. Si R est réqulier au sens de Van Neumann, alors R est réduit.
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Domaine de valuation

Définitions 1.1.3
Soit R un anneau. Alors :

1. R est dit anneau de valuation si pour tout a,b € R, on a :
a € Rb oub € Ra.

2. On dit que R est un domaine de valuation si c’est un anneau de valuation intégre.

Théoréme 1.1.4 ([40], Théoréme 4.5.2)
Soient R un anneau intégre et K son corps des fractions, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. R est un domaine de valuation.
2. Pour tout a,b € R, on a Ra C Rb ou Rb C Ra.
3. Pourtoutx € K onax € Rouz" '€ R.

Proposition 1.1.3 ([40], Proposition 4.5.4)
Soient R un domaine de valuation et K son corps des fractions. Alors on a :

1. Tout domaine S tel que R C S C K est un domaine de valuation.

2. R est un anneau local.

Corollaire 1.1.5 ([40], Corollaire 4.5.5)
Soient R un domaine de valuation et S une partie multiplicative de R. Alors S™'R est un
domaine de valuation.

Domaine de Mori

Définition 1.1.5
Soient R un anneau intégre et K son corps des fractions. Un idéal fractionnaire de R est
un sous-ensemble I de K possédant les propriétés suivantes :

1. I est un sous R-module de K.
2. Il existe a € R — {0} tel que al C R.

Définition 1.1.6

Soient R un anneau commutatif et T(R) l'anneau total des quotients de R. Soient I et J
deuz idéaux fractionnaires non nuls de R.

Nous définissons 'idéal fractionnaire (I : J), appelé le transporteur de J dans I par :

(I:J)={xeT(R)|xJ C I}.

Nous notons :
~ (R:I)par I

12



— (I7YH~! par I, (appelé la v-fermeture de I).

Définition 1.1.7
Soit I un idéal fractionnaire non nul de R, alors :

1. I est dit inversible si 17! = R.
2. 1 est dit divisoriel ou un v-idéal si I, = 1.

Définition 1.1.8
Un domaine de Mori, est un domaine satisfaisant la condition des chaines ascendantes
pour les idéaux divisoriels.

Domaine de Pseudo-valuation

Définition 1.1.9

Un domaine R est appelé domaine de pseudo-valuation si, chaque fois un idéal premier
P contient le produit xy de deux éléments du corps des quotients K de R alors x € P ou
y e P.

Remarque
Il est déja montrer qu'un domaine de pseudo-valuation qui n’est pas un domaine de
valuation est un domaine local (R, M) tel que V. = M~! est le sur-anneau de valuation
associé a R.

Domaine de Krull

Définition 1.1.10

Soit R un domaine et soit P ’ensemble de tous les idéaux premiers de R de hauteur 1
, i.e, l’ensemble de tous les idéauxr premiers qui ne contiens aucun idéal propre premier
non nul. Alors R est un anneau de Krull si :

— R, est un anneau de valuation discrete pour tout p € P,

— R est Uintersection de ces anneaux de valuation discréte (considérée comme un sous
anneau du corps des quotients de R.

— Tout élément non nul de R est contenu dans un nombre fini d’idéauzr premiers de hau-
teur 1.

13



Algébre sur un anneau

Définition 1.1.11
Une algebre sur un anneau commutatif R est une structure algébrique qui se définit comme
suit - (B, R,+,., X) est une algébre sur R, ou une R-algébre, si :

~- (E,+,.) est un module sur R ;
— La loi de composition interne X, de E X E dans E, est bilinéaire.

Remarque
Dans le cas ou R est un corps, on aura (F,+,.) un espace vectoriel sur R;

FExtension intégrale

Définition 1.1.12

Un élément x d’un anneau commutatif R est appelé entier sur S, un sous anneau de R,
s’il evisten > 1 et y; € S tels que ™ + yp_12" ' + ... + y1x + yo = 0. Cest a dire que, x
est une racine d’un polynome sur R.

Remarque

Si tout élément de R est entier sur S, alors on dit que R est intégral sur .S, ou bien R est
une extension intégrale de S. Si S, R sont des corps, alors les deux notions "entier sur" et
'extension intégrale" sont précisément "algébrique sur' et "extension algébrique”.

Définitions 1.1.4
Soient A un anneau et B une A-algebre (i.e. il existe un morphisme d’anneauz ¢ : A —»

B).

1. La sous A-algébre A" de B des éléments de B entiers sur A est appelée la fermeture
intégrale de A dans B (c’est-a-dire A’ est un sous-anneau de B stable par la
multiplication par A). Si A" est égal a l’image canonique de A dans B (I’image par
@), on dit que A est intégralement fermé dans B.

2. Si A est intégre, sa fermeture intégrale dans son corps des fractions est appelée la
cloture intégrale de A.

3. Si A est égal a sa cloture intégrale, on dit que A est intégralement clos.

14



1.2 Résultats sur les modules

Module libre

Définition 1.2.1

Un R-module E est dit libre s’il est somme directe de copies de R. St Ra; = R et
E = ®;crRa; ou I est un ensemble d’indexation, l'ensemble {a;/i € I} est appelé alors
une base de F.

Un module libre est dit de rang n s’il admet une base de cardinal n.

Théoréme 1.2.1 ([43], Corollaire 3.7)
Soient R un anneau et E un R-module libre de rang n. Si {ay,...,a,} engendre E, alors
c’est une base de E.

Rappel

1. Une suite de R-modules et d’homomorphismes

Ui—1 U; Uit1
"Mi—1;>Mi*Z>M¢+1;>"‘

est dite suite exacte en M; si Ker(u;) = Im(u;_1). Cette suite est dite exacte si elle
est exacte en chaque M;.

2. Une suite exacte courte est une suite exacte de la forme

0—> M "> M —"= M" ——0;

c’est a dire que u est injectif, v est surjectif, et Im(u) = Ker(v).
3. Une présentation d’un module M (de longueur 1) est une suite exacte :
LO — L1 — M —0
ou Ly et Ly sont des modules libres. Notamment, tout module admet une présenta-
tion.
4. Un module M est dit de présentation finie s’il existe une suite exacte de R-modules
LO — L1 — M —0
avec Lg et L sont libres de base finie.

Théoréme 1.2.2 ([39], Théoréme 5.1.14)
1. Tout module de présentation finie est de type finie.

2. Un module est de présentation finie si et seulement si il est isomorphe au quotient
d’un module libre de base finie par un sous-module de type fini.
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Théoréme 1.2.3 ([39], Théoréme 5.1.15)
Soit M un R-module de type fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i. M est de présentation finie.

i1. Pour tout suite exacte : 0 — A — B — M — 0, si B est de type fini alors A
est de type fini.

Module projectif

Théoréme 1.2.4 ([27], Théoréme 3.11, 3.14)
Soit P un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i. Pour tout diagramme de modules :

P

X

B-2-A— >0

ot la ligne est exacte (i.e. g est surjectif), il existe o« € Hom(P, B) tel que le
diagramme est commutatif; c’est a dire goa = f.

ii. Toute suite ezacte A — B — P — 0 est scindée (c’est a dire B= A& P).

1i. P est un facteur directe d’un module libre.

iv. Le foncteur Hom(P,.) est exact (i.e. pour tout suite ezacte A — B — C' — 0,
la suite Hom(P, A) — Hom(P, B) — Hom(P,C) — 0 est ezacte).

Définition 1.2.2
On dit qu’un module P est projectif s’il vérifie les conditions équivalentes du Théoréme

1.2.4.

Théoréme 1.2.5 ([43], p. 90)
Soit R un anneau intégre. Alors tout idéal projectif de R est de type fini.

Définition 1.2.3
Soient R un anneau intégre, I un idéal de R et 7' = (R : 1) = {z € Frac(R)/xI C R}.
L’idéal I est dit inversible si II™* = R.

Théoréme 1.2.6 ([39], Théoréme 5.2.11)
Soit I un idéal de R. Alors on a :

1. IT7' CR.

2. Supposons que l'anneau R est intégre. Alors I est projectif si et seulement si I est
inversible.
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Module plat

Définition 1.2.4
Un R-module E est dit plat si le foncteur EQpg est exacte; c’est a dire, pour toute suite

exacte de R-module 0 — M —“= N , la suite

0—>Eop M2 Eo, N

est exacte.

Corollaire 1.2.1
Soient R un anneau intégre et K son corps des fractions. Alors K est un R-module plat.

Théoréme 1.2.7 ([43], Corollaire 3.58)
Soit P un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i. P est projectif de type fini;

1. P est plat de présentation finie.

» Localisation On peut d'une mani¢re analogue appliquer la construction de S™'R, ol
R est un anneau, & un R-module M pour obtenir le module des fractions S™1M. Soient
M un R-module et S une partie multiplicative de R. On définit une relation d’équivalence
de M x S par :

(m,s) ~ (m',s") < (ms" —m’s)t =0 pour un certain t € S.

On note m/s la classe d’équivalence de (m, s) qu'on appelle fraction. Sur I'ensemble de
ces fractions noté S~'M, on définit 'addition et la modulation par :

(m/s) + (m'/s") = (s'm + sm') /(ss')
et

(a/t)(m/s) = (am)/(st).

ot a/t € ST'R. S™'M devient ainsi un S™' R-module (et aussi un R-module).
Pour S = R\ P ou P est un idéal premier de R, on note S~'M par Mp.

Théoréme 1.2.8 ([39], Théoréme 6.2.1)
Soient S une partie multiplicative de R et M un R-module. Alors :

1. Si M est un R-module de type fini, alors S™*M est un S~'R-module de type fini.
2. Si M est un R-module libre, alors S™'M est un S™'R-module libre.

3. Si M est un R-module de présentation finie, alors S~'M est un S™'R-module de
présentation finie.
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4. Si M est un R-module projectif, alors S~'M est un S~'R-module projectif.
5. Si M est un R-module plat, alors S'M est un S~'R-module plat.
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RELATIONS ENTRE MODULE 1IBRE, PROJECTIF ET PLAT

r———71
— 4 Mdepfh——
fffffffff L _ — _
r ]
— R local r————=——-———- 7
L= = : M de t.f et R integre
plessiesnt
M libre M projectif M plat
r—-——-—=-=—==- ]
i M de t.f et R local
L _ _ _ _ _ j

Clé : « Les fleches continues sont des implications.
o Les fleches coupées par des rectangles pointillés sont des implications
sous les conditions placées dans ces rectangles.
. p.f désigne présentation finie, et t.f désigne type fini.
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CHAPITRE 2

EXTENSIONS D’ANNEAUX

2.1 FExtenston triviale

D.D. Anderson, M. Winders; Idealization of a module. J. Commut. Algebra 1(1):3-56,
2009.

Définition 2.1.1

Soient A un anneau, E un A-module et R := A < E l’ensemble des couples (a,e) muni
de l'addition composante par composante et de la multiplication définie par : (a,e)(b, f) =
(ab,af 4 be). R est dit l'anneau extension triviale, ou simplement extension triviale, de

A par E.

Notons qu’avec un contre exemple, S. Kabbaj et N. Mahdou ont montré que [29, Théoréme
25.1.(1)] n’est pas toujours vraie; autrement dit, qu'un idéal quelconque de R n’est pas
forcément de la forme I oc E ou [ est un idéal de A ; a savoir que pour tout idéal I de A,
I < E est un idéal de R (voir [31, Exemple 2.5]). Un travail considérable de cette notion
se trouve dans le livre de S.Glaz [23] et le livre de Huckaba (ot R est appelé idéalisation
de E par A) [31].

2.1.1 Idéaux et éléments distingués de R o« M

Tout au long de cette section, R est un anneau commutatif unitaire et M un R-module.
On détermine les idéaux maximaux, premiers et les idéaux radicaux de R oc M, Ainsi
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que les éléments unités, idempotents, diviseurs de zéros, et nilpotents de R o« M. On
commence par le résultat suivant.

Théoréme 2.1.1
Soient R un anneau, I un idéal de R, M un R-module et N un sous module de M. Alors
I < N est un idéal de R o< M si et seulement si IM C N. Lorsque I o< N est un
idéal, M/N est un R/I-module et (R x M)/(I x N)= (R/I) x (M/N). En particulier,
(Rox M)/(0 x N) 2 R x (M/N) d’ou (R x M)/(0 x M) = R. Donc les idéaux de
R o< M contenant 0 oc M sont de la forme J o< M ou J est un idéal de R.

Preuve

Si I o< N est un idéal, (R o« M)(I o N) =1 o< (IM + N) ce qui donne IM C N. In-
versement, si IM C N, M/N est un R/I-module et 'application f: R x M — (R/I)
(M/N) définie par f((r,m)) = (r+I,m+ N) est un épimorphisme avec Kerf =1 oc N.
Donc I o< N est un idéal de R oc M et (Rx M)/(I «x N) = (R/I) x (M/N).

Remarque
Un idéal quelconque de R o< M n’est pas forcement de la forme I o« M ou I est un idéal
de R, sachant que pour tout idéal I de R, [ x M est un idéal de R o< M.

Théoréme 2.1.2
Soient R un anneau commutatif et M un R-module.

1. Les idéaux mazximauxr de R o< M sont de la forme M o< M ou M est un idéal

mazximal de R. Le radical de Jacobson de R o< M est J(R o< M) = J(R) o< M.

2. Les idéaux premiers de R o< M sont de la forme P o< M ou P est un idéal premier
de R.

3. Les idéaux radicaux de R o< M sont de la forme I o< M ou I est idéal radical de
R (I = VI). Si J est un idéal de R x M, alors /J = I x M ot I = {r €
R | (r,b) € J pour un certain b € M} est un idéal de R.

En particulier, si I est un idéal de R et N un sous-module de M, alors VI x N = /T x
M. Par conséquent Nilp(R x M) = Nilp(R) o< M.

Preuve

Soit A un idéal radical de R o< M. Alors, (0 oc M)? =0 C A par conséquent 0 oc M C A.
D’apres le Théoreme 2.1.1 A = [ o« M pour un certain idéal I de R. De plus (R
M)/(I < M) = (R/I) donne que I est un idéal radical (respectivement idéal premier,
idéal maximal) si et seulement si I oc M l'est. On a J(R o< M) ="{M x M | M est un
idéal maximal de R} = (N{M | M est un idéal maximal de R}) o« M = J(R) x M d’ou
les résultats de 1. et 2..

3. Soit J un idéal de R o< M. Alors v/J = K o M pour un certain idéal radical K de
R. Soit I = {r € R| (r,b) € J pour un certain b € M}, il est claire que I est un idéal
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de R. Soit x € v/I, alors pour un certain entier n on a 2" € I; d’ot (x™,b) € J. Alors
(x™,b) € VI=KxM (J C \/7), par conséquent " € K, d’ou x € K puisque K est un
idéal radical de R. D’ou VI o« M CKxM-= v/ J. Pour linclusion inverse, soit x € K.
Alors (z,0) € v/J; donc pour un certain entier n on a (2", 0) € J, ce qui implique que
2" € T et par conséquent € vVI.D’ott K o« M C /T x M. les résultats restants sont
immeédiats.

Remarques

1. Soient M un R-module et {m,} C M. Il est claire que ({m,}) = M si et seulement
si ({(0,m4)}) = 0 oc M. Donc, M est de type fini si et seulement si 0 o M est un
idéal de type fini. Si I est un idéal de R, I(R o< M) = I o IM. Ainsi, si [ est de
type fini, I o< I'M 1'est aussi. En tout cas, I o< IM peut étre de type fini sans que
IM le soit.

2. Posons A = R o« M. Soient n un entier positif, U un sous module de R™ et N
un sous module de M" tels que UM C N ; alors U « N est un sous module du
A-module libre de type fini A" qui s’identifie a R™ o< M™.

Théoréme 2.1.3
Soient R un anneau commutatif et M un R-module. Alors les unités de R o< M sont
URx M)=U(R) x M, et les éléments idempotents de R o< M sont Idem(R o« M) =
Idem(R) x 0.

Preuve

Supposons que (r,m) € U(R o« M). Donc il existe (s,n) avec (r,m)(s,n) = (1,0). Par
conséquent rs = 1, donc r € U(R). Inversement, supposons que r € R est une unité,
implique qu'il existe s € R tel que rs = 1. Alors (r,0)(s,0) = (1,0) donc (r,0) est une
unité. Pour tout m € M, (0,m) est nilpotent et par conséquent (r,m) = (r,0) 4+ (0,m)
est une unité.

Certainement, si e € R est idempotent, (e, 0) est idempotent. Inversement, supposons que
(r,m) € R o< M est idempotent. Alors (r,m) = (r,m)* = (r? 2rm). Donc r = r? est
idempotent. De plus, m = 2rm, donc rm = 2r?m = 2rm et par conséquent rm = 0 d’ou
m = 2rm = 0.

Maintenant on va déterminer les diviseurs de zéro de R o< M.

Théoréme 2.1.4
Soient R un anneau commutatif et M un R-module. Alors Z(R x M) =
(Z(R)U Z(M)), m € M}. Par conséquent S o< M, ou S = R — (Z(R)
lensemble des éléments réguliers (non diviseurs de zéro) de R o< M.

{(r,m) | r €
U

Z(M)), est
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Preuve

Soit r € (Z(R)U Z(M)). Si r € Z(R), il existe s € R non nul tel que rs = 0, donc
(r,0)(s,0) = (0,0) et par conséquent (r,0) € Z(R o< M). Si r € Z(M), il existe n € M
non nul tel que rn = 0, donc (r,0)(0,n) = (0,0) et par conséquent (r,0) € Z(R o M). On
a, pour tout m € M, (0,m) € Nilp(R o< M), donc (r,m) = (r,0) + (0,m) € Z(R «x M)
(puisque Z(R o< M) est I'union d’idéaux premier et nil(R o M) est contenu dans tout
idéal premier). Inversement, supposons que (r,m) € Z(R o M). Alors (0,0) = (r,m)(s,n)
pour un certain (s,n) # (0,0). Si s # 0, alors rs = 0 et donc r € Z(R), et si s = 0, alors
n#0et rn =0, donc r € Z(M). Dans les deux cas r € (Z(R) U Z(M)).

2.1.2 Constructions d’anneaux et propriétés de R < M

» Localisation

Théoréme 2.1.5
Soient R un anneau commutatif et M un R-module.

1. Soient S une partie multiplicative de R, et N un sous-module de M. Alors (R
M)son est isomorphe 4 Rs o« Mg. Dans le cas ou N = 0, l’isomorphisme est
simplement (r,m)/(s,0) — (r/s,m/s).

2. Soit P un idéal premier de R. Alors (R o M)psxy = Rp x Mp.

3. L’anneau total des quotients T(R o< M) de R o< M est isomorphe a Rs o< Mg ot
S=R—-(Z(R)UZ(M)).

Preuve

1. L’application f : (R o M)son — Rs o< Mg définie par
f((r,m)/(s,n)) = (r/s, (sm —rn)/s?) est I'isomorphisme désiré. (Pour comprendre
pourquoi cette application est définie ainsi, il suffit de voir que (r,m)/(s,n) =
<S7 —n)(r, m)/(57 _n)/(57 n) = (ST’, sm — Tn)/(827 0))

2. Découle de 1. avec S =R —Pet N =M.

3. SiS=R—(Z(R)UZ(M)), S x M est 'ensemble des éléments réguliers de R o< M,
(théoreme 2.1.4). Donc L’anneau total des quotients de R o< M est (R o< M)socm-
Le résultat est induit de 1..

Théoréme 2.1.6
Soient Ry et Ry deux anneaur commutatifs, et soit M; un R;-module, i = 1,2. Alors

(Rl X RQ) XX (Ml X MQ) = (Rl XX Ml) X (R2 X MQ)

Preuve
Il est facile de vérifier que l'application ((rq,72), (my,ma)) — ((r1,m1), (re,ms)) est un
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isomorphisme.
» Le théoreme suivant permet de déterminer quand R o< M est Noethérien.

Théoréme 2.1.7
Soient R un anneau commutatif et M un R-module. Alors R o< M est Noethérien, si et

seulement si R est Noethérien, et M de type fini.

Preuve

Supposons que R o< M est Noethérien. Alors R est Noethérien (car R est une image de
R o« M par un homomorphisme). Et on a 0 o M est un idéal de type fini de R o« M
puisque R o< M est Noethérien. Remarquons que (0,m4),---,(0,m,) est une famille gé-
nératrice de 0 oc M si et seulement si myq,--- ,m, est une famille génératrice de M. Par
conséquent M est un R-module de type fini.

Inversement, supposons que R est Noethérien et M est de type fini. Les idéaux premiers
de R o< M sont de la forme P o< M, qui sont de type fini, d’ou R o< M est Noethérien.
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2.2 Produit fibré

S. Glaz; Commutative coherent rings, Springer-Verlag, Lecture Notes in Mathematics,
1371 (1989).P. J. Cahen; Couples d’anneaux partageant un idéal, Arch. Math.
Vol. 51, 505-514 (1988).

Introduction Dans ce chapitre, on étudie certaines propriétés de la construction du
carré cartésien dit aussi produit fibré.

On commence avec des anneaux R, S, T et W et un carré commutatif d’homomorphismes
d’anneaux.

R-"“.g

Ji J2

T2
On suppose que 7; et 15 sont injectifs et que j; et jo sont surjectifs. Dans ce cas on peut
faire les identifications suivantes : W 2 T ® S ; Q = Ker(j1) = Ker(j2) ; ce qui fait que @
est un idéal commun de R et S et on exprime cela en disant que @) est un idéal de R qui
satisfait QS = Q; T =2 R/Q et W = S/QS = S/Q. Avec ces identifications notre carré

cartésien assume ’apparence suivante :

R—" -8
b s
R/Q—=5/Q

Cette construction s’appelle produit fibré ou pullback ou encore, on dit que (R, S) est un
couple d’anneaux partageant un idéal Q).
La forme décrite au-dessus du carré cartésien sera appelée la forme générale'.

Exemple 2.2.1

Soient T un anneau et M un idéal de T'. Notons par w la surjection canonique w: T —
T/M. Soit D un sous anneau de T/M. Alors, R := 7~ *(D) est un sous anneau de T et
M est un idéal commun de R et T, tel que D = R/M. R est le produit fibré associé au
diagramme commutatif suivant :

R=n'(D) “8 D=R/M
il v
T T T/M

Ou i et j sont les injections canoniques.
En particulier, pour la construction D + M, lorsque l'anneau T est de la forme K + M,
ou K est un corps, M est un idéal maximal de T, R devient de la forme D + M.
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On commence par quelques notations.

Notations

Soit A un anneau. On note par :

Maz(A) :={L’ensemble des idéaux maximaux de A},

Spec(A) :={L’ensemble des idéaux premiers de A},

Nilp(A) :={L’ensemble des éléments nilpotents de A},

J(A) :=NMax(A)= le radicale de Jacobson de A.

On considere Spec(A) muni de la topologie de Zariski, i.e. la topologie dont les fermés
sont les parties de Spec(A) de la forme V(J)= {I € Spec(A) | J C I} pour tout idéal J
de A.

Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux. On note par f*: Spec(B) — Spec(A),
la fonction canonique continue associée & f définie par f*(P) = f~1(P), pour tout P €
Spec(B).

Puisque dans tout ce travail, on ne traite que le cas des anneaux commutatifs unitaires,
on a la définition suivante :

Définition 2.2.1

Soient a« : A — C et f : B — C deux homomorphismes d’anneauz, alors le sous-
anneau D = a X, = {(a,b) € Ax B | a(a) = f(b)} de A x B s’appelle le produit fibré
de o et 5.

On commence a rassembler quelques propriétés pour que le produit fibré soit un anneau
réduit.

Proposition 2.2.1
1. Si D(:= a x. 8) est réduit, alors :
Nilp(A) N Ker(a) = {0} et Nilp(B)N Ker(p) = {0}.
2. Si au moins une des assertions suivantes est vérifiée
(a) A est réduit et Nilp(B)N Ker(3) = {0},
(b) B est réduit et Nilp(A)N Ker(a) = {0},

alors D est réduit.

Preuve

1. Supposons que D est réduit. Par symétrie, il suffit de montrer que Nilp(A)N Ker(a) =
{0}. Si a € Nilp(A) N Ker(«), alors (a,0) est un élément nilpotent de D, et ainsi a = 0
(puisque D est réduit.

2. De la symétrie des conditions (a) et (b), il suffit de montrer que si (a) est vérifiée alors
D est réduit. Soit (a,b) un élément nilpotent de D. Alors a = 0 puisque a € Nilp(A) et A
est réduit. Ainsi on a (a,b) = (0,b) € Nilp(D), par conséquent b € Nilp(B) N Ker(f).

Remarque
Soit p4 : D — A la surjection canonique. p4(D) est muni de la structure de D-module
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induite par p4.
Clairement Ker(pa) = {0} x Ker(f), et ainsi on a la suite exacte de D-modules

0— Ker(8) ~— D —*4 p,(D) —0;

oui:x — (0,2) pour tout x € Ker(f3).
Les D-sous-modules de p4(D) sont exactement les idéaux de I'anneau pa(D).

Maintenant, on va voir quand "anneau produit fibré est Noethérien.

Proposition 2.2.2
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i. D(:=a x. ) est un anneau Noethérien.

it. Ker(B) est un D-module Noethérien (avec la structure de D-module induite par pp)
et pa(D) est un anneau Noethérien.

Le résultat suivant dit a M. Fontana, donne une description compleéte des idéaux premiers
du produit fibré.

Théoréeme 2.2.1
Soient X = Spec(A), Y = Spec(B), Z = Spec(C), et W = Spec(D). On suppose que [3 est

surjectif. Alors on a :

1. St P € W\ V(Ker(pa)). Alors il existe un unique idéal premier () de B tel que
p5'(Q) = P. De plus, Q € Y \ V(Ker(B)) et Dp = Bg, sous I’lhomomorphisme
canonique induit par pg.

2. L’homomorphisme continu est fermé de X vers W. Ainsi X est homéomorphe a son
image V(Ker(pa)) sous p.

3. La restriction de ’homomorphisme continue py a Y \V(Ker(B)) est un homéomor-
phisme de Y \V(Ker(B)) a W\ V(Ker(pa)) (en particulier, ¢’est un isomorphisme
des parties partiellement ordonnées).

En particulier, les idéaux premiers de D sont du type p;'(J) ou p5'(Q), ot J est n’importe
quel idéal premier de A et @ un idéal premier de B, tel que Q 2 Ker(5).
Un résultat sur les idéaux maximaux du produit fibré.

Corollaire 2.2.1
On suppose que (3 est surjectif. Soit P un idéal premier de D(:= ax ). On a les propriétés
sutvantes :

1. Supposons que P contient Ker(pa). Soit J le seul idéal premier de A tel que P =
pi(J) (Théoréme 2.2.1(2)). Alors, P est un idéal maximal de D si et seulement si
J est un idéal maximal de A.
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2. Supposons que P contient Ker(pa). Soit Q le seul idéal premier de B (QQ ¢ V (Ker(8)))
tel que P = pi(Q) (Théoréme 2.2.1(1)). Alors, P est un idéal mazimal de D si et
seulement si () est un idéal mazximal de B.

Preuve

L’assertion 1. est une conséquence du fait que p% est une injection fermée.

2. Supposons que ) est un idéal maximal de B qui ne contient pas Ker(f3), et soit I un
idéal de D tel que P = p3(Q) € I. Ainsi, on peut trouver un élément (a,b) € I\ P, ou
a€ A be Betala) = 5(b). Duchoix de (a,b),ona b ¢ @Q; ainsi il existe k; € Bet ¢; € Q
tels que k1b+¢; = 1, dii au fait que @ est maximal. De plus, puisque Q 2 Ker(f3), on peut
prendre un élément = € Ker(f3)\ @ et encore une fois du fait que @) est maximal, on peut
trouver ky € B et o € () tels que kaz+g2 = 1. Donc, on a kbz+q = 1, pour certains k € B
et ¢ € Q, ainsi (1,¢) € P C 1. Et puisque (0, kz) € D on a (0, kbz) = (0,kz)(a,b) € I, et
finalement (0, kbx) 4+ (1,q) = (1,1) € 1. Cela prouve que P est un idéal maximal de D.
Inversement, supposons que P est un idéal maximal de D qui ne contient pas Ker(pa),
et soit ) l'unique idéal premier de B tel que P = pj(Q) (Théoréme 2.2.1(1)). Si @ n’est
pas un idéal maximal de B, on peut trouver un idéal premier Q' de B tel que Q C @'.
Puisque p}(Q’) est un idéal propre de D qui contient 1'idéal maximal P, on a P = pj(Q").
Contradiction puisque @ # Q.

Corollaire 2.2.2
On suppose que [ est surjectif. Alors D(:= « X, [3) est un anneau local si et seulement
si A est un anneau local et Ker(B) C J(B). En particulier, si A et B sont deuz anneaux

locauz alors D est un anneau local. De plus, si D est un anneau local et M est le seul
idéal mazximal de A, alors {p;'(M)} = Max(D).

Preuve
I1 suffit d’appliquer le Corollaire 2.2.1.

2.2.1 Couples d’anneaux partageant un idéal

Dans toute cette partie, (A, B) désigne un couple propre d’anneaux (A # B), tel que A
soit inclus dans B et ayant un idéal I commun non trivial (I # (0)).

De fagon générale, pour définir un couple d’anneaux (A, B) partageant un idéal I, il suffit
de se donner un anneau B, un idéal I de B et un sous anneau D du quotient B/I : on
définit 'anneau A comme ’ensemble des éléments de B dont la classe modulo [ est dans
D. On dira alors que A est I’anneau de la construction B, I, D ; dans ces conditions,
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D est isomorphe au quotient A/l et on a un carré cartésien,
A B
D

— - B/I
Dans I'étude du couple (A, B) on peut noter, avant toute chose, un résultat tout a fait
immédiat.

_—

Proposition 2.2.3

Pour toute partie multiplicative S de A, le couple (ST*A, S™'B) partage idéal S7'I ; en
outre, si S rencontre l'idéal I, alors les localisés S™*A et S~'B sont égaux.

En particulier, si B est intégre, alors A et B ont méme corps des fractions.

2.2.2 Propriétés de A

Lemme 2.2.1
Le A-module B est engendré par une famille d’éléments (x;) si et seulement si le AJI-
module B/I est engendré par la famille (Z;) de leurs classes modulo I.

Preuve
C’est trivial, il en résulte que B est un A-module de type fini si et seulement si B/ est
un A/I-module de type fini, d’ou la proposition.

Proposition 2.2.4

Pour que l'anneau A soit Noethérien il suffit que B soit Noethérien et que le quotient B/1
soit un A/I-module de type fini, si B est un A-module fidéle (i.e. l'annulateur de B est
l’idéal nul) alors ces conditions sont en outre nécessaires.

Preuve

Les conditions sont suffisantes d’apres un résultat de Paul Eakin [18], puisqu’alors B est
Noethérien, contient A et est un A-module de type fini; si B est un A-module fidele et si
x €1, x#0, alors Bx est un A-module isomorphe a B contenu dans I, et donc, si A est
Noethérien, alors B est un A-module de type fini et en conclusion un anneau Noethérien.
On tire immédiatement :

Corollaire 2.2.3
Si B est un anneau intégre et si I est un idéal maximal de B, alors A est Noethérien si et
seulement si B est Noethérien, A/l est un corps et B/I est une extension finie de A/I.
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L’exemple suivant montre que A peut-étre Noethérien sans que B ne le soit :

Exemple 2.2.2

Soit B = k[(x;)] le quotient d’un anneau de polynomes k[(X;)], en une infinité d’indé-
terminées sur un anneau k, par lidéal engendré par tous les produits X;X; pour ¢ # j;
soit I = (xo) l'idéal engendré par une indéterminée et D = k (clairement un sous-anneau
de B/I), alors l'anneau A de la construction B, I, D est isomorphe a l'anneau des po-
lynomes k[Xo|, il est donc Noethérien (resp. intégre) si k est Noethérien (resp. intégre),
alors que B ne [’est manifestement pas.

Lemme 2.2.2
Soit x € B ; alors x est entier sur A si et seulement si la classe T de x dans B/I est un
élément entier sur A/I.

Si A et B sont integres, on tire alors facilement du fait qu’ils ont le méme corps des
fractions la proposition suivante.

Proposition 2.2.5
Si B est un anneau intégralement clos, alors pour que A soit intégralement clos il faut et
il suffit que A/I soit intégralement fermé dans B/1.

Notons J(R) le radical de Jacobson d'un anneau R, on a :

Lemme 2.2.3
L’idéal I est inclus dans J(B) si et seulement s’il est inclus dans J(A).

Preuve
Soit 7 € I, si z est un inverse de 1+ i dans B, alors z = 1 (mod ), donc z € A. Inverse-
ment, si 1 + 7 est inversible dans A il I'est a fortiori dans B.

Proposition 2.2.6
L’anneau A est local si et seulement si A/I est local et I est inclus dans J(B).

Preuve
Cela résulte facilement du Lemme 2.2.3.
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2.3 Extension amalgamé

2.3.1 La duplication amalgamée d’un anneau le long d’un mo-
dule

M. D’Anna et M. Fontana; An amalgamated duplication of a ring along an ideal:
the basic properties, J. Algebra Appl. 6(3) (2007), 443-459.

Définition 2.3.1

soient R un anneau et E un sous-module de l’anneau total des fractions noté Q(R) tel
que E.E C E. on appelle La duplication amalgamée d’un anneau R le long d’un
sous-R-module E | noté R E | le sous anneau de R x Q(R) défini par :

R E:={(r,r+e)/r € R etec E}.

Remarques

1. Lorsque E? = 0, la duplication amalgamée R <1 E coincide avec 'extension triviale
définie précédemment R o F.

2. Une des différences principales entre I'extension triviale R o« E et la duplication
amalgamée R <1 F est que R o E n’est jamais réduit tandis que R > E peut étre
un anneau réduit et il est toujours réduit lorsque R est un domaine.

3. Si E =1 avec I idéal de R, 'anneau R <1 I est un sous-anneau de R x R, appelé la
duplication amalgamée d'un anneau R le long d’un idéal I.

Corollaire 2.3.1 ([9], corollaire 2.9)
Soient R un anneau et E un R-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. R et R+ FE sont Noethériens;
2. Rx R+ E est Noethérien;
3. R E est Noethérien.

2.3.2 L’amalgamation d’anneaux

M. D’Anna, C. A. Finacchiaro, et M. Fontana; Amalgamated algebras along an
ideal, Comm Algebra and Aplications, Walter De Gruyter (2009), 241-252.
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Définition 2.3.2

Soient A et B deux anneauz , J un idéal de B et soit f : A — B un homomorphisme
d’anneauzr. On appelle L’amalgamation de A et B suivant J et respectant f, le
sous-anneau de A X B :

Af J:={(a, f(a)+j) |a€ A, je J}.

Cette nouvelle construction est une généralisation de la duplication amalgamée d'un an-
neau le long d’un idéal et a eu ses origines par M. D’anna, C. Finacchiaro et M. Fontana
en 2009. En effet, il suffit de prendre B = A, f=Ids, et J =1.

Exemple 2.3.1

Soient A C B deux anneauz et X := {X;, Xy, ...X,,} des indéterminées sur B.

On a A+ XB[X] :={h € B[X]/h(0) € A} est un sous anneau de B. Soient J = X B[ X]
un idéal de B[ X], et o : A — B[X] lUinjection canonique. Alors on a :

A J~ A+ XB[X].

Remarque
L(f) :=={(a, f(a)) | a € A} est un sous-anneau de A </ J.

Proposition 2.3.1 ([7], proposition 5.1)

Soient Py : A/ J — A et Pg: A</ J — B les projections naturelles de A/ J
(C A x B) respectivement dans A et dans B . Py(A >/ J) = A et Pg(A </ J) =
f(A) + J(car Py et Pg sont surjectives).

Etant donné que :

ker(Ps) = {0} x J et ker(Pg) = f~*{J} x 0 nous avons alors les isomorphismes suivants :

At T ~ A J ~
Wyt = A et =iy = f(A) +J

Maintenant, nous allons caractériser les idéaux premiers et maximaux de A >/ J.
Notation

on note par :
Spec(A <! J) :={L’ensemble des idéaux premiers de A </ J}.

Proposition 2.3.2 ([8], proposition 2.6)
Soient X :=Spec(A) , Y :=Spec(B), W :=Spec(Af J) et Jy:={0} x J C A</ J.
VP e X et Q €Y considérons :

PV i=Pod Ji={(p,f(p) +j)/pEPetje ]}
@ ={a.fl@)+))/ac Aje T et fla)+]€Q}.
Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Les idéauz premiers de A<’ J sont sous la forme :
PIUQ’ pour Pe X et Q e Y\V(J).
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2. Soit P € Spec(A) alors P'T est un idéal mawimal de A </ J si et seulement si P
est un idéal maximal de A.

3. Soit ) un idéal maximal de B ne contenant pas J. Alors @f est un idéal mazximal
de A<l J.
En particulier, on a :
Max(Asf J)={P'7/P € Max(A)} U {@f/Q € Max(B)\V(J)}
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CHAPITRE 3

SUR LES FF-ANNEAUX

S. E1 Baghdadi, A. Jhilal, and N. Mahdou; On FF-rings, J. Pure and Appl. Algebra
216 (2012) 71-76.

3.1 FExtensions et produits directs des FF-anneaux

Définition 3.1.1

Un anneau R est appelé un FF-anneau si chaque idéal plat est de type fini. En particulier,
les anneaux Noethérien sont des FF-anneau. Aussi, chaque anneau local (R, M) avec M?* =
0 est un FF-anneau par [{4, Lemme 2.1].

Rappel

1. Dans un anneau local (R, M) si un idéal I est plat alors I = M1 ou bien I est
principal.
2. Un idéal I est appelé idéal d’annulation si chaque fois que IA = IB ou A et B

sont des idéaux de R, alors A = B. Les idéaux principaux réguliers et les idéaux
inversibles sont des idéaux d’annulation.

Proposition 3.1.1

Dans un anneau commutatif Un idéal est fidélement plat si et seulement s’il s’agit d’un
idéal d’annulation.
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Preuve

Soit I un idéal fidelement plat d’un anneau R, et soit N un idéal maximal de R. Alors,
I Ry est Ry-fidelement plat. Par le résultat cité ci-dessus, I Ry est un idéal principal. Par
platitude, l'idéal I Ry est régulier. Il s’ensuit que I est localement principal régulier. Par
conséquent, I est un idéal d’annulation [5, Théoréme]. Réciproquement, soit I un idéal
d’annulation d’un anneau R. C’est clair que I # I M pour chaque idéal maximal M. Par
[5, Théoreme], I est un idéal localement principal régulier. Donc I est localement plat, et
donc un idéal plat. Donc, I est un idéal fidelement plat de R.

Remarque

Nous pouvons définir la FF-propriété faible sur un anneau R ou on a chaque idéal fide-
lement plat de R est de type fini. Cela équivaut a la finitude des idéaux d’annulation
(Proposition 3.1.1). Dans un anneau integre, cela équivaut a linversibilité des idéaux
d’annulation. Cependant, cette forme faible de la FF-propriété n’est pas équivalente a la
FF-propriété, car tout anneau local a la FF-propriété faible.

En général, on connait peu d’exemples non triviaux (par exemple non-Noethérien) des
FF-anneaux, dans la classe des domaines integres, nous avons les exemples suivants. Notez
que dans ces exemples, la platitude est équivalente a ’annulation.

Exemple 3.1.1

Dans un anneau integre, un idéal de type fini est plat si et seulement s’il est projectif.
D’autre part, Un idéal est projectif si et seulement s’il est inversible, et donc de type fini.
Ainsi, un FF-domaine est un domaine dans lequel chaque idéal plat est inversible. Dans
[48, Corollaire 4] , Uauteur a montré que les idéauz plats dans un domaine de Mori sont

inversibles. Donc, les domaines de Mori sont des FF-domaines. En particulier, le domaine
de Krull est FF-domaine.

Remarque

Rappelons qu'un A(0)-anneau est un anneau sur lequel les modules plats de types finis
sont projectifs. Il est bien connu que les anneaux semi locaux et les anneaux integres
sont des A(0)-anneaux. Par [29, p.4], un anneau R est un A(0)-anneau si et seulement si
pour chaque [ idéal de R, R/I est R-plat implique I est de type fini. En conséquence, un
FF-anneau est un A(0)-anneau. Pour voir cela, soit I un idéal d’'un FF-anneau R tel que
R/I est R-plat. C’est clair que I est R-plat, et donc I est de type fini par la FF-propriété.
Ainsi, chaque idéal plat dans un FF-anneau est projectif.

Proposition 3.1.2
Soit R — S un homomorphisme d’anneau ou S est un R-module Fidelement plat. Si S
est un FF-anneau, alors R [’est aussi.
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Preuve

Soit I un idéal plat de R. Alors, I ® S = IS est un idéal plat de S, donc I ®g S est un
S-module de type fini puisque S est un FF-anneau. Alors, I est un idéal de type fini de
R puisque S est un R-module fidélement plat. Ainsi, R est un FF-anneau.

Nous combinons cette proposition avec [44, Théoréme 4.1] pour obtenir le Corollaire
suivant.

Corollaire 3.1.1
Soient D un domaine et X une indéterminé sur D. Les affirmations suivantes sont équi-
valentes :

1. D est un FF-anneau.
2. D[X] est un FF-anneau.
3. D[[X]] est un FF-anneau.

Corollaire 3.1.2
Soit D un domain et soit R une D-algébre fidelement plat de type fini. Alors D est un
FF-anneau si et seulement si R est un FF-anneau.

Preuve
Puisque R est de type fini et plat sur le domaine D, alors il est projective. Le résultat
découle de [44, Corollaire 5.2] et Proposition 3.1.2.

Remarques

1. Une algebre fidélement plat sur un FF-anneau peut ne pas étre un FF-anneau.
Considérons un domaine de valuation de la forme V = K + M (K est un corps et
M Tidéal maximal) qui n’est pas un DV-anneau de dimension de Krull 1. Alors V'
est un K-espace vectoriel (libre sur K') mais n’est pas un FF-anneau (cf. Corollaire
3.2.2).

2. Les extensions simples d’'un anneau D sont une classe importante des D-algebres.
Supposons que D est un FF-domaine, la question est quand ces algebres sont des
FF-anneaux ? Soit R = D][a], une D-algebre simple. Si « est transcendantal sur D,
alors R est un FF-anneau comme nous avons vu dans la Corollaire 3.1.1. Cependant,
si a est algébrique sur D, R peut ne pas étre un FF-anneau, voir 'exemple 3.2.2.

Une classe importante des FF-anneaux sont les anneaux dans lesquels chaque idéal plat
est principal. Par le résultat sur les idéaux plats, les FF-anneaux locaux font partie de
cette classe. En utilisant [44, Lemme 2.1], dans certain cas il est facile de vérifier quand
un anneau local a la FF-propriété. La question qui se pose est :
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Est ce qu'un anneau localement FF-anneau est un FF-anneau? La réponse est négative
par ’exemple suivant :

Exemple 3.1.2
Soit R un anneau régulier au sens de Van Neumann qui n’est pas noethérien [14, Exemple

2.7]. Alors :
1. R n’est pas un FF-anneau.

2. Ry est un FF-anneau pour chaque idéal maximal M de R (car Ry est un corps).

Néanmoins, si 'anneau a la propriété de caractere fini, nous obtenons une réponse positive
(i.e, localement FF-anneaux sont des FF-anneaux). Rappelons qu'un anneau R est de
caractere fini si tous les éléments non nuls non inversible de R ne sont contenus que dans
un nombre fini d’idéaux maximaux. Les anneaux semi-locaux sont de caractere fini.

Théoréme 3.1.1

Un anneau localement FF-anneau de caractére fini est un FF-anneau. En particulier, si
R est un domaine, toute intersection finie de FF-domaines locauz de la forme NpRp, ot
P est un idéal premier, est un FF-domaine.

Preuve

Soit R un anneau. Supposons que R soit localement FF-anneau de caractere fini. Soit 1
un idéal plat non nul de R. Soient 0 # x € I et X l'’ensemble fini d’idéaux maximaux
contenant x. Soit N € X. Puisque IRy est Ry-plat, alors IRy = xy Ry pour certain
xn € 1. Soit J sous idéal de I de type fini généré par x et les . On peut facilement véri-
fier que IRy = J Ry pour tout idéal maximal M. Par conséquent, I = J est un idéal de
type fini. Pour le cas particulier, on applique le premier résultat. Soit { Rp}p un ensemble
fini des FF-domaines locaux, et Soit T'= NpRp. C’est bien connu que {PRp N T}p est
I’ensemble des idéaux maximaux de 1" et Tpr,nr = Rp pour tout P.

Remarque

Dans certains cas particuliers, la propriété de caractere fini dans les hypotheses du Théo-
reme 3.1.1 est nécessaire. Rappelons qu'un domaine est presque de Dedekind s’il est
localement DV-anneau de dimension de Krull 1. En particulier, un domaine presque de
Dedekind est de Priifer et localement FF-domaine. Puisque dans un domaine de Priifer
chaque idéal est plat, un domaine presque de Dedekind est un FF-domaine si et seulement
s’il est de Dedekind. D’autre part, c’est bien connu qu'un domaine presque de Dedekind
est de Dedekind si et seulement s’il est de caractere fini.

On fini cette section par un résultat établissant le transfert de la FF-propriété au produit
direct fini des anneaux.
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Théoréme 3.1.2
Le produit direct fini des anneauz, R := [[}-,; R; est un FF-anneau si et seulement si
chaque R; est un FF-anneau.

Preuve

Nous utilisons I'induction sur n, il suffit de prouver I'affirmation pour n = 2. Soient R,
et Ry deux anneaux. Notons que [ est un idéal de Ry x Ry si et seulement si I = I1 x I
pour certains idéaux I, Iy de R; et Rs, respectivement. D’autre part, I est plat (resp,
de type fini) si et seulement si I; est R;-plat (resp, de type fini), pour i = 1, 2 (cf. [33,
Lemme 2.18] et [37, Lemme 2.5.(1)]).

3.2 La FF-propriété dans le produit fibré et l’exten-
ston trivial

Nous commencons par 1’étude de la FF-propriété dans les constructions D + M. Nous
adoptons les hypotheses et les notations suivantes : 7' est un anneau de la forme T =
K+ M, ou K est un corps et M est un idéal maximal non nul de T, D est un sous anneau
de K tel que qf(D) =K et R = D + M. Ensuite, T = S™'R avec S = D — {0}, et R est
un D-module fidelement plat. Pour le dernier cas, notons que M = MK = M ®p K est
un K-module et isomorphe a une somme directe de copies de K, donc un D-module plat.
Il s’ensuit que R = D 4+ M est un D-module plat. C’est clair qu’aucun idéal propre de D
ne peut exploser en R. Ainsi, R est un D-module fideélement plat.

Proposition 3.2.1
Soient T' et R définis comme précédent. Si R est un FF-anneau, alors D [’est aussi.

Preuve
Cela provient de la Proposition 3.1.2.

Maintenant on donne un exemple qui montre que l'inverse de la Proposition 3.2.1. n’est
pas vrai en général.

Exemple 3.2.1
Soit T = Q[[X]] = Q+ XT lanneau des séries formelle sur Q et Soit R = Z) + XT.
Alors :

1. Z) est un FF-anneau puisqu’il est Noethérien.

2. R n’est pas un FF-anneau puisque R est un domaine de Priifer qui n’est pas Noe-
thérien [24, Appendiz 2].
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Mais si T est un FF-anneau et pour tout idéal plat J de R le D-module J/M.J est de
type fini, alors R est un FF-anneau comme indiqué dans le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1
Soient T et R définis comme précédent tel que T est un FF-anneau. Alors, R est un FF-
anneau si et seulement si pour tout idéal plat J de R, J/JM est un D-module de type fini.

Pour prouver ce théoréme on ait besoin du lemme suivant.

Lemme 3.2.1 ([26, Théoréme 5.1.1])

Soit & : R — S un homomorphisme injectif d’anneaux satisfaisant le fait qu’il existe un
idéal M de R tel que MS = M. Alors, un R-module E est de type fini si et seulement si
E ®g S est de type fini comme S-module et E/ME est R/M-module de type fini.

Preuve du Théoréme:

Soit J idéal plat de R, alors J ®g T = JT est un idéal plat de T. Donc, J ®gr T est un
T-module de type fini car T est un FF-anneau. Par le Lemme 3.2.1, J est un idéal de
type fini de R.

Dans le cas des anneaux intégres nous obtenons des résultats intéressant sur la FF-
propriété pour les constructions D + M.

Lemme 3.2.2
Soient T'= K 4+ M un domaine, ou K est un corps et M un idéal maximal de T'. Soit D
un sous anneau de K et soit R= D+ M. Si R est un FF-anneau alors D est un corps.

Preuve

Soit 0 # d € D et 0 # m € M. Notons que puisque d est inversible dans T, on a 7 € R
pour tout entier n. Considérons la chaine ascendante {%R}nzo- Donc I = U, ;R est
un idéal plat de R, comme limite directe d’idéaux principaux dans un domaine. Par la
FF-propriété, I'idéal I est de type fini, et par conséquent il existe un entier n > 0 tel que
SR = 51 R. Donc dR = R, alors dD = D. Donc d est inversible dans D. Ainsi D est
un corps.

Théoréme 3.2.2
Soient T' = K + M un domaine, ou K est un corps et M est un idéal maximal de T'.
Soient D un sous anneau de K et R = D + M. supposons que T est un FF-domaine.
Alors R est un FF-domaine si et seulement si D est un corps.

Preuve
Pour le sens direct on utilise le Lemme 3.2.2. Inversement, supposons que D est un corps,
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donc M est un idéal maximal de R. Soit [ un idéal plat de R. Alors I ®g T est T-plat.
Soit 0 £ m € M, nous avons [ Qg T = [ Qg mT = mIT = IT. D’ou nous obtenons
I’isomorphisme de T-modules I @z T = I'T. Donc I'T est T-plat. Puisque T est un FF-
domaine, I'T" = JT pour certain sous idéal J de type fini de I. D’autre part, IR, est
plat dans Rys. Par [44, Lemme 2.1], I Ry, doit étre principal. Sinon, alors IRy, = MIR),.
Donc I'Ty; = MIT);, ce qui est impossible par le lemme de Nakayama. Soit x € I tel
que IRy = xRy;. Posons F' = J + xR. On peut facilement vérifier que IRy, = F Ry et
IT = FT. Maintenant, soit P un idéal maximal de R tel que P # M. Puisque M est un
idéal maximal de R, P Et M sont incomparables. Donc, il existe ) un idéal maximal de
T tel que QN R = P et Rp = T [22, p.335]. Nous avons IRp = [Ty = FTy = FRp.
Ainsi I = F localement. Par conséquent, I = F'. Par conséquent, R est un FF-domaine.

Si (T, M) est local, le théoreme ci-dessus peut étre amélioré.

Corollaire 3.2.1
Supposons que (T, M) est un domaine local. Alors R est un FF-domaine si et seulement
st D est un corps et T' est un FF-domaine.

Preuve

Nous devons seulement montrer que si R est un FF-domaine, alors 7" I'est aussi. Soit [
un idéal propre plat de T'. Notons que [ est aussi un idéal de R. Supposons que I n’est
pas principal dans T'. Alors I = M. Nous avons ensuite montrer que I est R-plat. Pour
cela, nous utilisons un critere sur la platitude due a Jensen [32]. Soit A, B deux idéaux
fractionnaires de R. Alors IANIB = (IM)AN(IM)B = IMANMB) C I(AN B),
la deuxieme égalité est assurée car I est T-plat. L'inclusion I(AN B) C IANIB est
claire. Par conséquent [(AN B) = IANIB. Donc [ est R-plat, et donc de type fini. Mais
I = 1M, ce qui est impossible par le lemme de Nakayama. Ainsi I est un idéal principal
de T

Comme conséquence, pour la structure classique D + M, ie., T =V = K + M est un
domaine de valuation et R =D + M, on a :

Corollaire 3.2.2
R est un FF-domaine si et seulement si D est un corps et V est un DV-anneau de di-
mension de Krull 1.

Preuve
Remarquons que dans un domaine de valuation tout idéal est plat, alors un domaine de

valuation est un FF-domaine si et seulement s’il est un DV-anneau de dimension de Krull
1.
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Exemple 3.2.2

Une extension simple sur un FF-anneau n’est pas nécessairement un FF-anneau. Soit
V = k(t) + M un DV-anneau de dimension de Krull 1 (ex, V = k(t)[X]x)), ot k est
un corps, t une indéterminée sur k, et M [’idéal mazximal de V. Soit R =k + M. Par le
corollaire 3.2.2, R est un FF-anneau, mais l'extension simple R[t] = k[t] + M n’est pas
un FF-anneau car k[t] n’est pas un corps. Notons que l’extension R C R[t] est algébrique
puisque Mt C R.

Un autre produit fibré intéressant est la construction D + X S™'D[X] voir [16].

Proposition 3.2.2

Soient R = D + XS™'D[X], ot S est une partie multiplicative de D \ {0} et X une
indéterminée sur le domaine D. Alors R est un FF-anneau si et seulement si D est un
FF-anneau et S7'D = D.

Preuve

Supposons que R est un FF-anneau. Soit s € S et considérons la chaine ascendante
d’idéaux principaux (plat) {2 R},>o. Alors U,2-R est un idéal plat de R, donc il est
nécessairement de type fini. Ainsi, il existe un entier n tel que %R = Sn%R, soit alors
sR = R. Donc s est inversible dans D. Par conséquent S™'D = D. La proposition est
maintenant une conséquence du Corollaire 3.1.1.

Comme application du Théoreme 3.2.1, on a le résultat suivant qui examine le transfere
de la FF-propriété a 'extension triviale de la forme R := D « E, ou D est un domaine
et B est un K(:= qf(D))-espace vectoriel. L’anneau R := D o FE peut étre défini comme
un produit fibré d’anneaux, comme le montre le diagramme suivant :

R=DxFE — D=R/(0xE)
i %
T=KxFE - K:=T/(0xE)

Théoréme 3.2.3
Soient D un domaine, K := qf(D), et E un K-espace vectoriel. Soit R := D o« E l’ex-
tension triviale de D par E. Alors R est un FF-anneau si et seulement si D [’est aussi.

Pour prouver ce théoréme, on ait besoin du lemme suivant.

Lemme 3.2.3
Soit T := K o E [’extension triviale du corps K par un K-espace vectoriel E. Alors il
n’existe aucun idéal propre plat de T'.

Preuve
Soit J := 0 o E’ un idéal propre de R, ou E'(C E) est un K-espace vectoriel. On

41



montre que J n’est pas plat. Sinon, soit {f;}ic; une base du K-espace vectoriel £ et on
consideére I'application RY) % J définie par u((as, e;)icr) = (0, Sier aifi). Clest clair que,
Ker(u) = (0 o< E)Y).

Par conséquent, par [1, Théoréme 3.55], on obtient

0x E)YD = (0x BYD (0 x E)RD = (0  E)(0 x E)D =0,

contradiction. Ainsi, J n’est pas plat et ce qui acheve la preuve.

Preuve du Théoréme:

Si R est un FF-anneau, alors D est un FF-anneau par la Proposition 3.2.1. Inverse-
ment, supposons que D est un FF-anneau et soit J un idéal non nul plat de R. Posons
T := K « E qui est un R-module plat puisque T = S7!'R, ou S = D — {0}. Donc,
JT(= J ®grT) est un idéal non nul plat de 7. Par le Lemme 3.2.3, JT =T = K «x FE.
Dong, il existe (a,e) € J tel que a # 0 ce qui implique que J = I & E pour certain idéal
non nul 7 de D. On montre que I est un idéal plat de D. En effet, par [15, Proposition
4.1.1], pour tout D-module N, TorP(I, N @p R) = Torf(I ®p R, N ®p R) = 0. D’autre
part, N est un facteur direct de N ®p R puisque D est un facteur direct de R. Donc,
TorP(I,N) = 0 pour tout D-module N. Cela veut dire que I est un idéal plat de D.
Donc, I est un idéal de type fini de D car D est un FF-anneau.

Finalement J/(0 o E)J = [ est un D-module de type fini, et par le Lemme 3.2.3,
T := K x E est un FF-anneau.

Maintenant, On va donner des nouveaux exemples de FF-anneaux non integre et qui ne
sont pas Noethériens.

Exemple 3.2.3
Soient Z l'anneau des entier relatifs, Q le corps des nombres rationnels et R := 7 < Q[X]|
Uextension triviale de 7 par l'anneau des polynomes Q[X]. Alors :

1. R est un FF-anneau.

2. R n’est pas cohérent par [34, Théoréme 2.8 (1)]. En particulier R n’est pas Noethé-
TiEen.

Maintenant, nous étudions le transfert de la FF-propriété vers 'anneau extension triviale
de la forme R := A « E, ou (A, M) est un anneau local et M E = 0.

Théoréme 3.2.4
Soit (A, M) un FF-anneau local et soit R := A « E l’extension triviale de A par un
A-module E ot ME = 0. Alors R est un FF-anneau.

Preuve
Soit J un idéal plat de R. Par [44, Lemme 2.1], on peut supposer que J(M « E) = J.
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Alors J = J(M < E) C (M « E)(M « E) = M? 0. Par conséquent J = I o< 0 pour
certain idéal / de A. Ona J®r A = J®r R/(0 x E) = J/J(0 x E) = x O/(I x
0)(0x E) =1 x 0.

Donc, I est un idéal plat de A puisque J est un idéal plat de R. Ainsi, I est un idéal de
type fini de A car A est un FF-anneau. Donc, J est un idéal de type fini de R, ce qui est
impossible par le lemme de Nakayama.

Comme corollaire immédiat de ce théoreme, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 3.2.3
Soient (A, M) un anneau local Noethérien et R := A < E extension triviale de A par un
A-module E, ou ME = 0. Alors R est un FF-anneau.

Le théoreme ci-dessus nous permet de construire d’autres classes des FF-anneaux qui ne
sont pas des anneaux Noethériens.

Exemple 3.2.4
Soient (A, M) un anneau local Noethérien et R = A o< (A/M)> [’extension triviale de A
par le A-module (A/M)>. Alors :

1. R est un FF-anneau (Corollaire 3.2.3)
2. R n’est pas cohérent ([38, Théoréme 2.1]). En particulier, R n’est pas Noethérien.
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CHAPITRE 4

LE SUR-ANNEAU BIEN-CENTRE
D’UN ANNEAU COMMUTATIF DANS
LE PRODUIT FIBRE ET
L’EXTENSION TRIVIALE

N. Mahdou and A. Mimouni; Well-centered overrings of a commutative ring in
pullbacks and trivial extensions, Rocky Mountain J. Math, Vol 42 (2012).

4.1 Introduction

Dans tout ce qui suit, R désigne un anneau commutatif unitaire et 7ot(R) son anneau total
des quotients (dans le cas ou R est un domaine, on note par L son corps des quotients).
Un élément régulier est un élément qui n’est pas un diviseur de zero et un idéal régulier
est un idéal qui contient un élément régulier. Par un idéal integre I, on désigne un idéal
I tel que I C R et par un idéal fractionnaire, on désigne un sous R-module E non nul de
Tot(R) tel que dE' C R pour un élément régulier d de R. Finalement par un sur-anneau,
on désigne un anneau 7" tel que R C T C Tot(R).

Définition 4.1.1
Soient R un domaine et T un sur-anneau de R. On dit que T est bien-centré sur R si
pour tout b € T, il existe un élément inversible u € T tel que ub = a € R. Ainsi T est
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bien-centré sur R si et seulement si tout élément de T est associé en T a un élément de
R si et seulement si tout idéal principal de T est généré par un élément de R.

4.2 La propriété bien-centré dans le produit fibré

Dans toute la suite, nous adoptons les hypothéses et les notations suivantes : T est un
anneau de la forme T'= K + M, ou K est un corps et M est un idéal maximal non nul
de T, D est un sous anneau de K tel que R =D + M.

Théoréme 4.2.1
Soient T et R définis comme précédent. Alors :

1. Si T est local, alors T est bien-centré sur R.

2. Si tout sur-anneau intermédiaire S entre R et T est bien-centré sur R, alors K est
algébrique sur D. De plus, si T est local et D = k est un corps, alors tout anneau
intermédiaire entre R et T est bien-centré sur R si et seulement si K est algébrique
sur k.

Preuve

1. Soit b e T. Sibe M, cest fini. Si b € M, alors b est inversible dans T et dans ce
cas il suffit de prendre a = 1, donc bT' = a1l =T.

2. Supposons que tout sur-anneau S de R tel que R C S C T est bien-centré sur R.

Soit A € K\ D et soit z € T tel que ¢(x) = \. Posons S = ¢~ (k[A]), ot k = qf (D).
Alors S est bien-centré sur R et donc il existe y € R tel que x5 = yS. Puisque A # 0,
r & M et donc y € M. Mais zy~! € U(S) implique que xy~'z = 1 pour certain
z € S, et donc rz = y. Par conséquent \é(z) = ¢(y) € D\ {0}. Donc (A\p(2))~! € k
et donc A7t = (\@(2))1o(2) € k[)\]. Ainsi \ est algébrique sur k.
Finalement supposons que 1" est local, D = k est un corps et K est algébrique sur
k. Alors tout anneau intermédiaire S entre R et T est de la forme S = ¢~(F) pour
certain corps intermédiaire F' entre k et K. Mais puisque 7" est local, alors S 1'est
aussi et par la partie (1), S est bien-centré sur R.

L’exemple suivant montre que si T n’est pas local ou bien si 7" n’est pas de la forme
T = K + M, alors T' n’est pas nécessairement bien-centré sur R.

Exemple 4.2.1
Soient Q le corps des nombres rationnels et X une indéterminée sur Q. Posons T = Q[X],
M= (X?4+2)T et K =T/M = Q(\/2), et soit R le produit fibré découlant du diagramme
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sutvant :

R — Q
{ 1
T=Qx] % K=T/M=Q(V?2)

On montre que T n’est pas bien-centré sur R. Autrement, il existe f € R tel que fT = XT.
Par conséquent X f=1 est inversible dans T et donc X f~' = a pour certain élément non

nul a € Q. Alors f = aX et donc av/2 = ¢p(aX) = ¢(f) € Q, contradiction.

Dans [30, Exemple 3.24], Heinzer et Roitman montre qu'un sur-anneau bien-centré d’un
domaine de Mori n’est pas, en général, un domaine de Mori. Notre prochain résultat
montre que dans le contexte des PV Ds (les domaines de pseudo-valuation) la propriété
de Mori est conservée par la propriété de bien-centré.

Corollaire 4.2.1
Soient R un PV D,V son sur-anneau de valuation associé et M son idéal maximal.

1. Chaque sur-anneau de R est bien-centré sur R si et seulement si V/M est algébrique

sur R/M.

2. Si R est de Mori, alors chaque sur-anneau bien-centré de R est de Mori.

Preuve

La Proposition 2.6 de [4] caractérise les PVDs en terme des produits fibrés. La proposition
précitée indique que R est un PVD si et seulement si R = ¢! (k) pour un sous corps k
de K =V/M, ou V est le sur-anneau de valuation associé & R, M son idéal maximal et
¢ I'homomorphisme canonique de V' vers K.

1. Suit immédiatement du Théoreme 4.2.1 et le fait que chaque sur-anneau S de R
contient V' est de la forme S = Vp pour certain idéal premier P de R (car chaque
sur-anneau de R est comparable a V', [11, Théoreme 2.1}).

2. Supposons que R est un domaine de Mori et soit 7" un sur-anneau bien-centré de R.
Puisque V' est un DV-anneau et 1" est comparable a V', on peut supposer que 7' C V.
Alors T' = ¢~!(B) pour certain domaine B satisfaisant k C B C K. En vertu de [23,
Théoreme 4.18], il suffit de montrer que B est un corps. Soit A € B\ {0} et soit z € T
tels que ¢(z) = A. Puisque T est bien-centré sur R, il existe y € R tel que 2T = yT.
Puisque A # 0, x € M et donc y € M. Mais xy~' € U(T) implique que zy 'z = 1
pour certain z € T, et donc xz = y. Par conséquent Ao(z) = ¢(y) € k '\ {0}. Donc
(Ap(2))~t € k et ainsi A = (Ad(2)) '¢(2) € B. Par conséquent B est un corps.
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Remarques

1. Soient R un PV D, V son sur-anneau de valuation associé, M son idéal maximal,
K =V/M et k= R/M et supposons que K est algébrique sur k. Par le Corollaire
4.2.1, chaque sur-anneau de R est bien-centré sur R. La Noethérianité de R dépend
maintenant de V, i.e, R est Noethérien si et seulement si V' est Noethérien (d'une
maniere équivalente V' est un DV R) ([23, Théoréme 4.12]). Cela nous conduit a
construire des familles des anneaux intégres R telles que tout sur-anneau de R est
bien-centré sur R dans les deux cas Noethérien et non-Noethérien. Par exemple,
soient Q le corps des nombres rationnels et X et Y des indéterminées sur Q. Posons
Vi = Q(vV2)[[X]] = Q(v2) + My, Vo = Q(V2)[[X]] + YQ(V2) (X )[[Y]) = Q(v2) +
Ms, ou My = XV et My = XV, Maintenant posons Ry = Q+ My et Ry = Q+ M.
C’est clair que R; et Ry sont des PV D avec les sur-anneaux de valuation associés
V1 et V; respectivement. Aussi par [11, Théoreme 2.1(m)] (ou [23, Théoreme 4.12]),
Ry est Noethérien et Ry n’est pas Noethérien, et chaque sur-anneau de R;, i = 1,2
est bien-centré sur R; par le Corollaire 4.2.1.

2. Pour un PV D R, si dimR = 1, aucun propre sur-anneau de R (i.e. RS T G ¢f(R))
peut étre un localisé (& un idéal premier) de R car les seuls idéaux premiers de R sont
(0) et son idéal maximal M. Cependant, si dimR > 2, alors les sur-anneaux de R
sont les localisés de R aux idéaux premiers (Rp = Vp) ou de la forme ¢! (F), ou F
est un anneau tel que k C F' C K (puisque chaque sur-anneau de R est comparable
a V par inclusion) et si K est algébrique sur k, tout anneau intermédiaire F' entre
k et K est un corps.

4.3 La propriété bien-centré dans l’anneau exten-
ston triviale

Nous étendons la définition de Heinzer-Roitman a un anneau commutatif arbitraire de la
maniére suivante :

Définition 4.3.1
Soient R un anneau commutatif unitaire et T' un sur-anneau de R. On dit que T est bien-
centré sur R st pour chaque b € T', il existe un élément inversible uw € T tel que ub = a € R.

Dans cette section, nous étudions le transfert de la propriété de bien-centrée entre un
anneau et ses extensions triviales. Pour cela, nous commencons par donner une description
complete de la forme des sur-anneaux de ’extension triviale.

Théoréme 4.3.1
Soient A un anneau, T(A) son anneau total des quotients, E un T(A)-module, R := A
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E et S un anneau. alors S est un sur-anneau de R si et seulement si il existe un sur-
anneau B de A tel que S = B x FE.

Preuve

Soit B un sur-anneau de A et on posons S := B o« E. Notre but est de montrer que S
est un sur-anneau de R, i.e, S C Tot(R).

Soit (b,e) € Soub € Betee€ E. Alors, b=a/s ou a € A et s est un élément régulier
de A puisque B C Tot(A). Donc, (s,0)(b,e) = (sb, se) = (a, se) € R et il reste & montrer
que (s,0) est un élément régulier de R.

Soit (¢,d) € R tel que (s,0)(c,d) = (0,0), ce qui signifie que sc = 0 dans A et sd = 0 dans
E. Par conséquent, ¢ = 0 puisque s est un élément régulier de A. D’autre part, sd = 0
implique que d = 0 car s est un élément inversible de T'ot(A) et E est un Tot(A)-module.
Inversement, supposons que S est un sur-anneau de R, i.e, R C S C T(R). On veut
montrer que T'(R) = T(A) «x E Et cela suffit pour montrer que S a la forme S = B « E,
ou B est un sur-anneau de A.

Soit, U I'ensemble des éléments réguliers de A. Alors c¢’est une partie multiplicative de A
et R;etona U 'R = (U'A) « (U'E) = T(A) < E car E est un T(A)-module et
U'T(A) = T(A). Mais, on peut facilement montrer que tout élément de U est un élément
régulier de R. Donc, (R C)U'R = T(A) o« E C T(R) et donc il reste & montrer que
T(A) x E est un anneau total, i.e, tout élément de T'(A) o E est inversible ou diviseur
de zero.

Soit (a,e) un élément régulier de T'(A) o< E. Alors a # 0 (car si a = 0, alors (0,¢e)(0, f) =
0 pour chaque f € F ce qui signifie que (0, €) n’est pas un élément régulier de T'(A) x E).
Maintenant, il est facile de montrer que a est un élément régulier de T'(A) puisque (a, €)
est un élément régulier de T'(A) o E et donc a est inversible dans T'(A) (car T'(A) est un
anneau total des quotients). Ainsi, (a,e) est inversible dans T(A) o E ce qui achéve la
preuve du théoreme.

Maintenant, on donne le premier résultat principal dans cette section.

Théoréme 4.3.2
Soit A C B une extension d’anneaux, & un B-module, T := B «x E [’extension triviale
de B par E, et soit R = A o< E l’extension triviale de A par E. Alors T est bien-centré
sur R si et seulement si B est bien-centré sur A.

Preuve

Supposons que 1" est bien-centré sur R et soit ¢ € B. Par conséquent, il existe un élément
inversible (b,e) dans T', ou b € B et e € E, tel que (¢,0)(b,e)(= (bc,ce)) € R. Ainsi, b
est un élément inversible dans B (car (b, e) est inversible dans T') et bc € A ; cela signifie
que B est bien-centré sur A. Inversement, supposons que B est bien-centré sur A et soit
(bye) e T,oube Betee€ E.Sib=0,alors (0,e) € R et le résultat est clair. Supposons
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que b # 0. Puisque B est bien-centré sur A et b € B, il existe u € U(B) tel que bu € A. Par
conséquent (b, e)(u,0) = (ub,ue) € R et (u,0) € U(T). Cela signifie que T est bien-centré
sur R.

L’exemple suivant montre que la condition "E est un 7'(A)-module" dans le Théoreme 4.3.1
et la condition "I := B E et R := A o« E" dans le Théoreme 4.3.2 sont nécessaires.

Exemple 4.3.1
Soient A un anneau, B et C' deuz sur-anneauz de A tels que

ACBSCCT(A). Posons R:= Ax B et S:= B o C. Alors :
1. S est un sur-anneau de R.
2. S n’est jamais bien-centré sur R (méme si A est un domaine de valuation,).

Preuve

1. C’est clair que S est un sur-anneau de R puisque T'(R) = T'(A) o< T'(A).

2. On montre que S n’est jamais bien-centré sur R. Sinon, soit (0,¢) € S, ouc € C—B.
Alors il existe (u,v) € U(B x C)(= U(B) x C) tel que (u,v)(0,¢)(= (0,uc)) € R
car S est bien-centré sur R. Par conséquent, uc € B et donc ¢ € B car u € U(B),
contradiction. Donc, S n’est jamais bien-centré sur R.

Dans [30, Théoreme 4.5] Heinzer et Roitman ont prouvé que pour un domaine de Priifer
R avec spectre Noethérien, tout sur-anneau bien-centré de type fini de R est un localisé de
R, et pour un domaine Noethérien R, tout sur-anneau plat de type fini de R est un localisé
de R, et il ont soulevé les questions ouvertes mentionnées dans l'introduction. Dans ce
qui suit, et en étendant ces questions a un anneau commutatif arbitraire (qui n’est pas
nécessairement un domaine), Nous étudions le transfert de ces questions dans I'anneau
extension triviale. De plus, Nous construisons de nouvelles classes d’anneaux commutatifs
arbitraires R telles que tout sur-anneau bien-centré de type fini et tout sur-anneau plat
est un localisé de R.

Théoréeme 4.3.3
Soient A un anneau, T(A) son anneau total des quotients, E un T(A)-module et R :=
Ax E. Alors :

1. Tout sur-anneau bien-centré de type fini de R est un localisé de R si et seulement
si tout sur-anneau bien-centré de type fini de A est un localisé de A.

2. Tout sur-anneau plat de R est bien-centré sur R si et seulement si tout sur-anneau
plat de A est bien-centré sur A.

3. Tout sur-anneau bien-centré plat de type fini de R est un localisé de R si et seule-
ment si tout sur-anneau bien-centré plat de type fini de A est un localisé de A.
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Preuve

1. supposons que tout sur-anneau bien-centré de type fini de A est un localisé de A et
soit S un sur-anneau bien-centré de type fini de R. Par le Théoreme 4.3.1, S a la
forme : S = B o E, ou B est un sur-anneau de A. Aussi, B est bien-centré sur A par

le Théoreme 4.3.2 car S est bien-centré sur R. Trivialement B est A-module de type

fini (car si S =Y R(a;, €;), ol n est un entier positif et (a;,e;) € S pour chaque
i=1
t=1,...,n, alors B = ZA(%)- Donc, B est un localisé de A. Soit U une partie
i=1
multiplicative de A telle que B = U'A. Par conséquent, U'R =U"'(A x E) =
(U1'A) x (UT'E)=Bx E =8 (car U"'E = ST'BE = BE = E). Inversement,
supposons que tout sur-anneau bien-centré de type fini de R est un localisé de
R et soit B un sur-anneau bien-centré de type fini de A. Par le Théoreme 4.3.1,
S = B « F est un sur-anneau de R. Aussi, S est bien-centré sur R par le Théoreme
4.3.2 car B est bien-centré sur A. d’autre part, S un R-module de type fini. En effet,

posons B = ZAai, ou n est un entier positif et a; € B pour chaque i = 1,...,n.
i=1
Alors > R(a;,0) = (O Aa;) « (> Aa;E) = B (BE) = B x E = S puisque F
i=1 i=1 i=1
est un B-module (comme E est un T'(A)-module et T(A) = T'(B)). Donc, S est un
sur-anneau bien-centré de type fini de R et donc S est un localisé de R. Soit U une
partie multiplicative de R telle que S =U"'R. Alors U CU(B x E) = U(B) x E.
Soit Uy := {s € A|(s,v) € U pour certain v € E}. 1l est facile de voir que Uy est
une partie multiplicative de A et Uy 'A = B et cela compléte la preuve de 1..

2. Supposons que tout sur-anneau plat de A est bien-centré sur A et soit S un sur-
anneau plat de R. Par le Théoreme 4.3.1, S est de la forme S = B « E, ou B
est un sur-anneau de A. Mais S est un A-module plat puisque S est un R-module
plat et R est un A-module plat. Donc, B est un A-module plat car S = B x F
comme A-modules. Par conséquent B est bien-centré sur A, et donc S est bien-
centré sur R par le Théoreme 4.3.2. Inversement, soit B un sur-anneau plat de A.
Par le Théoreme 4.3.1, S = B o« E est un sur-anneau de R. On montre que S est
R-plat. En effet, B ® 4 R est un R-module plat car B est un A-module plat. Mais,
B®4R =B x E = S puisque R = A x F comme A-moduleset B, F = BE=F
(car E est un T'(A)-module et T(A) = T(B)). Donc, S est un sur-anneau plat de
R et donc S est bien-centré sur R. Par conséquent B est bien-centré sur A par le
Théoreme 4.3.2.

3. Similaire & 1. et 2..

Maintenant, on construit une nouvelle famille d’anneaux commutatifs arbitraires répon-
dant aux questions ci-dessus et qui ne sont méme pas cohérents.
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Exemple 4.3.2
Soient V' un domaine de valuation qui n’est pas un corps, L = qf(V'), E un L-espace
vectoriel non nul et R:=V < E. Alors :

1. Tout sur-anneau bien-centré de type fini de R est un localisé de R.
2. Tout sur-anneau plat de R est bien-centré sur R.

3. R n’est pas cohérent.

Preuve

1. et 2. sont obtenus immédiatement par le Théoreme 4.3.3.

3. Soit e(# 0) € E et (0,e) € R. Alors (0 : (0,e)) = 0 < E n’est pas un idéal de type
fini de R (puisque F est un L-espace vectoriel et L n’est pas un V-module de type fini).
Donc, R n’est pas un anneau cohérent.
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CHAPITRE 5

LES IDEAUX ET LES MODULES DE
MULTIPLICATION

D. D. Anderson, Principal-like ideals and related polynomial content conditions,
"Commutative Algebra: Noetherian and Non-Noetherian Perspectives", Springer
, August 2010, p. 1 - 21.

5.1 Les idéaux de multiplication

Définitions 5.1.1

— Soit R un anneau commutatif. Un idéal I est dit idéal de multiplication si pour chaque
idéal A C I, il existe un idéal C avec A = C1; on peut prendre C = (A : I).

— L’anneau R est un anneau de multiplication si chaque idéal de R est de multiplication.

C’est clair qu’un R-module cyclic est un module de multiplication.

Théoréme 5.1.1 ([1])
Dans un anneau local tout idéal de multiplication est principal.

Preuve

Soient (R, M) un anneau local et A un idéal de multiplication dans R. Supposons que
A = S(x,). Alors (z,) = I,A pour certain idéal I, puisque A est un idéal de multi-
plication. Ainsi A = S(z,) = XI,A = (S1,)A. Si SI, = R, alors I,, = R pour certain o
car R est local. Dans ce cas A = [,,A = (24,). Si X1, # R, alors A = M A. Supposons
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que z € A. Alors il existe un idéal C avec (x) = CA = C(MA) = M(CA) = M(z); donc
x = 0 par le lemme de Nakayama. Ainsi A = 0 est principal.

Remarque

C’est facile de voir que si I est un idéal de multiplication et S est une partie multiplica-
tive de R, alors IS™' R est un idéal multiplication de S™'R (un résultat similaire pour les
modules de multiplication). Ainsi un idéal de multiplication est localement principal. De
plus, pour I de type fini, I est un idéal de multiplication si et seulement si I est localement
principal (puisque pour I de type fini, I'équation I B = (B : I)I est vraie si et seulement
si elle est vraie localement). Cependant, un idéal localement principal peut ne pas étre un
idéal de multiplication (ex, un idéal qui n’est pas de type fini dans un domaine presque
de Dedekind). Les conditions nécessaires pour un idéal localement principal pour étre un
idéal multiplication sont données dans Théoreme 5.1.2.

Définition 5.1.1
Soit I un idéal d’un anneau commutatif R. On défini 0(1) = Xyer(Rx : 1). Alors 0(I) est
un idéal avec I C O(I) C R.

Théoréme 5.1.2
1. Pour un idéal I dans un anneau commutatif, les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) I est un idéal de multiplication,

(b) Si M D 6(I) est un idéal mazximal, alors Iny = Opy.
2. Un idéal I est de type fini et localement principal si et seulement si (1) = R.
3. Pour un idéal de multiplication I et 1 € I, il est de type fini.

4. Soit M un idéal maximal de R. Alors M est un idéal de multiplication si et seulement
st Sott :

(a) M est de type fini et localement principal ou bien
(b) Ry est un corps.

Le Théoreme suivant donne certaines caractérisations d’un anneau de multiplication.

Théoréme 5.1.3
Pour un anneau commutatif R les conditions suivantes sont équivalente :

1. R est un anneau de multiplication.
2. Chaque idéal premier de R est un idéal de multiplication.

3. T(R) est un anneau de multiplication, tout idéal réqulier de R est inversible, et tout
idéal premier non maximal de R est idempotent.
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5.2 Les modules de multiplication

Définition 5.2.1

Un R-module M est dit module de multiplication si pour chaque sous-module N de M,
N = AM pour certain idéal A de R ; on peut prendre A= (N : M).

C’est clair qu’un R-module cyclic est un module de multiplication.

Maintenant pour un module M, (M) = X,,cpr(Rm : M) , on peut réduire I’étude des
modules de multiplication aux idéaux de multiplication par l’idéalisation.

Théoréme 5.2.1
Soient A un anneau commutatif et M un A-module, et soit R = A < M [’extension tri-
viale de A par M. Si N est un sous-module de M, alors N est un module de multiplication
st et seulement si 0 o< N est un idéal de multiplication de R o< M.

Remarque
Si A est un domaine et M est un K-espace vectoriel, ou K = qf(A), alors 0 oc N est de
multiplication si et seulement si dim(M) = 1.

Définitions 5.2.1

— Soient M un R-module et M wun idéal mazimal de R. On défini Ty (M) = {m €
M|(1 — p)m = Opourcertainp € M} qui est un sous-module de M.

- M est dit M-torsion si Tayq(M) = M. Puisque R — M est la saturation de 1 + M,
m € Tu(M) < fm = 0 pour certain f € R — M. Ainsi Tyy(M) est le noyau de
Uapplication naturelle M — My, et M est M-torsion , My = 0py.

- M est dit M-cyclic s’il existe ¢ € M et m € M tels que (1 — q)M C Rm. D’une
maniére équivalente, M est M-cyclic, s’il existe f € R — M et m € M tels que
fM C Rm< M D O(M).

On cite certaines caractérisations équivalentes pour les modules de multiplication d’apres

3].

Théoréme 5.2.2
Soient M un R-module et A un sous-module de M. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. A est un module de multiplication.
2. ST M est un idéal mazimal de R avec M 2 6(A), alors Ay = Opq.
3. St B est un sous-module cyclic de A, alors 6(A)B = B.

4. Pour chaque idéal maximal de M de R, ['une des assertions suivantes sont équiva-
lentes :
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(a) Pour a € A, il existe m € M avec (1 —m)a =0, i.e, A est M-torsion, ou
(b) Il existe ag € A et m € M avec (1 —m)A C Ray, i.e, A est M-cyclic.

5. Pour chaque idéal mazximal M de R avec Apq # Opnq, il existe f € R— M etag € A
avec fA C Rayg.

6. Pour chaque idéal mazimal M de R avec Apg # Opm, Apq est cyclic et (N : A)p =
(N2 Ap) pour chaque sous-module N de M (de A).

7. 811 est un idéal de R et N est un sous-module de M avec N C I A, alors N = JA
pour certain idéal J C 1.

Théoréme 5.2.3 ([20])
1. Un R-module M est un module de multiplication si et seulement si NI\M = (N(I\+
ann(M))M pour toute famille {I,} des idéaux de R.

2. La somme directe ® M) de R-modules est un R-module de multiplication si et seule-
ment si chaque My est un module de multiplication et pour chaque A\, il existe un
idéal Ay avec A\My = My mais A\(X,2» ® M,) = 0.

3. Un sous-module N d’un module de multiplication M est maximal (resp, premier,
essentielle) si et seulement si N = MM pour certain idéal mazimal (resp, premier,
essentielle) M de R. Il s’en suit que tout sous-module propre d’un module de mul-
tiplication est contenu dans un sous-module propre mazximal. De plus, un module
de multiplication avec nombre fini de sous-modules mazimaux est cyclic. Ainsi un
module Artinien de multiplication est cyclic.

4. Soient M wun module non nul de multiplication avec Z(M) = Py U ...U P, et
ann(M) C Py N ...N B, pour un ensemble fini d’idéauz premiers de R (e.g, M
est Noethérien). Alors M est isomorphe 4 BJ/A ou A C B sont des idéaur de R
avec B/A est inversible dans R/A. Dans ce cas M est dit module de multiplication
trivial. Lorsque Z(M) = Z(R) pour un R-module fidéle de multiplication, il s’en suit
que si R est Noethérien, alors tout R-module non nul de multiplication est trivial.
En particulier, un R-module fidéle de multiplication sur un anneau Noethérien est
isomorphe a un idéal inversible et ainsi il est de type fini.

Théoréme 5.2.4 ([36])
1. Tout R-module de type fini est trivial si et seulement si pour tout R-module de type
fini de multiplication M on a (0: M) = (0 : m) pour certain m € M.

2. Pour tout anneau commutatif S et un ensemble non vide d’indéterminées { X} sur
S, tout module fidéle de type fini de multiplication sur R = S[{X\}] est trivial.

Exemples 5.2.1

— Soient A un domaine et E est un K-espace vectoriel, ou K = qf(A), si R=A x E
est un anneau de multiplication alors A [’est aussi.

— Soient (A, M) un anneau local et E un A-module tels que ME =0, alors R=A x E
n’est pas un anneau de multiplication.
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— Soient A un domaine et E est un K -espace vectoriel, ot K = qf(A), alors R=A x E
est un anneau de multiplication si et seulement si dim(M) = 1.

Exemple 5.2.1
Soit D = a x. 3 ={(a,b) € Ax B | ala) = 5(b)} le produit fibré de « et 5 déja défini
dans le chapitre 2. Si D est un anneau de multiplication alors A et B le sont.

Preuve

Les idéaux premiers de D sont de la forme p,*(J) ou pz'(Q), ot J est n’importe quel
idéal premier de A et @ un idéal premier de B, tel que Q 2 Ker(j).

Soient P € spec(A) et Q C P, on a p;'(Q) C py*(P), alors il existe I idéal de D tel que
1 (Q) = Ipy'(P) ainsi Q = pa(I)P (on a bien ps (1) un idéal de A car p4 est surjective).
D’ou A est un anneau de multiplication.

Soient P € spec(B) et Q@ C P. Si P 2 ker(f3), on utilise la méme démarche pour A.
Sinon, on a bien pz'(P) un idéal de D, alors il existe I un idéal de D tel que pz'(Q) =
Ipg'(P) d’ott P est un idéal de multiplication. Ainsi B est un anneau de multiplication.
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PERSPECTIVES

Au terme de ce travail, nous allons essayer d’éclaircir des perspectives de notre recherche.
Nos questions visées sont regroupées en trois parties et sont comme suit :

Premier axe de recherche :

Notre objectif dans cet axe sera 1’étude du transfert de la FF-propriété a I’extension amal-
gamée A >/ J pour certaines classes d’anneaux A et B, d’homomorphisme d’anneaux
f A — B et didéaux J de B; ce qui nous permettra ultérieurement d’enrichir la lit-
térature par une famille importante d’exemples d’anneaux caractérisés par cette propriété.

Deuxiéme axe de recherche :
Nous allons essayer d’étudier le transfert de la propriété bien-centré a l’extension amal-

gamée A >/ J pour certaines classes d’anneaux A et B, d’homomorphisme d’anneaux
f:A— B et didéaux J de B.

Troisieme axe de recherche :
Dans ce dernier axe nous allons essayer de caractériser les idéaux et les modules de mul-
tiplication dans l’extension amalgamé.
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