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RESUMÉ

L'objectif de ce mémoire est de présenter et traiter les principaux résultats

sur des extensions d'anneaux telles que l'extension triviale, et l'amalgamation d'an-

neaux. Il s'agit ici d'étudier le transfert de certaines propriétés algébriques d'anneaux

classiques ainsi que quelques propriétés homologiques à la structures de ces exten-

sions, par exemple les propriétés (A)-forte, Noethérien faible et G-anneau.

Mots clés :

(A)anneau, (A)-anneau fort, Amalgamation, anneau réduit, anneau total des frac-

tion, duplication amalgamé le long d'un idéal, extension triviale,G-anneau, G-domaine,

idéal régulier, (n,d)-anneau, Noethérien faible, produit �bré.
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Introduction :

Le présent travail a pour but de présenter des construction d'ex-

tension d'anneaux, concernant l'extension triviale, et l'amalgamation

d'anneau, et d'étudier le transfert de quelques propriétés d'un anneau

commutatif à ces constructions.

Ainsi, ce mémoire est divisé en sept chapitres.

Le premier chapitre sera des rappels de certaines dé�nitions et pro-

priétés concernant les modules, les anneaux classiques et réduits, ainsi

que la dimension homologique.

Les chapitres deux, et trois , vont dé�nir les extensions d'anneaux

concernées dans ce mémoire, et illustrer les principaux résultats.

Les chapitres , quatre, cinq, six, et sept seront consacrer à l'étude

du transfère de certaines propriétés des anneaux commutatifs aux struc-

tures des extensions d'anneaux qui sont respectivement : la propriété

des (n,d)-anneaux, la propriété (A), la propriété (A) forte, la propriété

des anneaux Noethériens faibles, et la propriété des G-anneaux.

Ainsi, pour terminer ce mémoire, nous allons présenter quelques

perspectives de ce sujet, que nous désirons aborder prochainement.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRE

Durant tout ce mémoire, tous les anneaux sont considérés commutatifs et unitaires

sauf mention du contraire.

1.1 Rappel sur les modules

1.1.1 Dé�nition

Dé�nition 1.1.1 1) Soit A un anneau. Un A-module est un ensemble M muni

d'une loi de groupe abélien (M.+) et d'une application (modulation) de A×M −→M

telles que 

a(x+ y) = ax+ ay

(ab)x = a(bx) ∀x, y ∈M

(a+ b)x = ax+ bx ∀a, b ∈ A

1Ax = x

2) Soit M un A-module. Une partie N de M est un sous-module de M si (N,+)

est un groupe abélien et ax ∈ N pour tout x ∈ N et a ∈ A.
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Dé�nition 1.1.2 1) Une suite exacte de A-module et d'homomorphismes

...Mi−1
ui−1−→Mi

ui−→Mi+1
ui+1−→ ...

est dite suite exacte en Mi si Kerui = Imui−1. Cette suite exacte si elle est

exacte en chaque Mi.

2) Une suite exacte courte est une suite exacte de la forme

0 −→M ′ u−→M
v−→M” −→ 0

c'est à dire que u est injectif, v est surjectif.

Dé�nition 1.1.3 1) Un module M est de type �ni s'il existe une partie �ni

{x1, ..., x2} de M telle que 〈x1, ..., x2〉 = M . On a dans ce cas : M =
∑n

i=1Rxi.

2) Un module M est dit cyclique s'il existe x ∈M tel que M = 〈x〉 ; i.e M = Rx.

Théoréme 1.1.4 Soit M un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) M est de type �ni.

2) Il existe n ≥ 1 tel que M est isomorphe à un quotient d'un module libre de type

�ni An.

Proposition 1.1.5 1) Soient M un module et N un sous module de M . Si M est

de type �ni, alors M/N est aussi un module de type �ni.

2) soit 0 −→ A
u−→ B

v−→ C −→ 0 une suite exacte de modules. Si A et C sont de

type �ni, alors B est aussi de type �ni.

1.1.2 Modules libres

Dé�nition 1.1.6 Soit M un A-module. M est dit libre s'il est somme directe de co-

pies de A. Si Aai ∼= A etM = ⊕i∈IAai, où I est un ensemble d'indexation,l'ensemble

{ai \ i ∈ I} est appelé alors une base de M .

Théoréme 1.1.7 Tout module (respectivement module de type �ni) est isomorphe

à un module quotient d'un module libre (respectivement module de base �nie).
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Théoréme 1.1.8 Soit L un module libre. Deux bases de L ont le même cardinal,

appelé rang de L.

Dé�nition 1.1.9 Soit M un A-module.

1) Une résolution libre de M est une suite exacte

... −→ Ln −→ Ln−1 −→ ... −→ L1 −→ L0 −→M −→ 0

où Ln est un A-module libre pour tout n ≥ 0.

2) Une présentation de M (de longueur 1) est une suite exacte

L1 −→ L0 −→M −→ 0

où L0 et L1 sont des modules libres. Notamment, tout module admet une pré-

sentation.

3) Un module M est dit de présentation �ni ; s'il admet une présentation :

L1 −→ L0 −→M −→ 0

avec L0 et L1 sont libres de base �nie.

Théoréme 1.1.10 1) Tout module de présentation �nie est de type �ni.

2) Un module est de présentation �nie si et seulement s'il est isomorphe au quo-

tient d'un module libre de base �nie par un sous module de type �ni.

Théoréme 1.1.11 Soit M un module de type �ni. les assertions suivantes sont

équivalentes :

1) M est de présentation �ni.

2) Pour toute suite exacte 0 −→ A −→ B −→M −→ 0 si B est de type �ni alors

A est de type �ni.
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1.1.3 Modules projectifs

Dé�nition 1.1.12 Un module P est dit projectif si pour tout diagramme de mo-

dules :

P

α
��

f

��
B

g // A // 0

où la ligne est exacte, il existe α ∈ Hom(P,B) tel que le diagramme est commutatif.

c'est à dire que g ◦ α = f .

Proposition 1.1.13 1) Tout module libre est projectif.

2) Tout module M admet une résolution projectif ; c'est à dire qu'il existe une

suite exacte :

... −→ Pn −→ ... −→ P1 −→ P0 −→M −→ 0

où tous les Pi sont projectifs.

Théoréme 1.1.14 Soit P un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) P est projectif ;

2) Toute suite exacte 0 −→ A −→ B −→ P −→ 0 est scindé.

3) P est un facteur direct d'un module libre.

4) Hom(P, .) est un foncteur exact.

Théoréme 1.1.15 (Lemme de Shanuel) Soient 0 −→ K −→ P −→ M −→ 0

et 0 −→ K ′ −→ P ′ −→ M −→ 0 deux suites exactes, où P et P ′ sont projectif.

Alors on a :

K ⊕ P ′ ∼= K ′ ⊕ P

Théoréme 1.1.16 Soit R un anneau intègre. Alors tout idéal projectif de R est de

type �ni.
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1.1.4 Modules plats

Dé�nition 1.1.17 Un R-module E est dit plat si le foncteur E⊗R est exact ; c'est

à dire pour toute suite exacte de R-module 0 −→ N
u−→ M , la suite 0 −→ E ⊗R

N
idE⊗Ru−→ E ⊗RM est exacte.

Corollaire 1.1.18 1) R est R-plat.

2) Tout module libre est plat.

3) Tout module projectif est plat.

4) Tout moduleM admet une résolution plate ; c'est à dire, il existe une suite exacte :

... −→Mn −→ ... −→M1 −→M0 −→M −→ 0

où tous les Mn sont des modules plats .

Théoréme 1.1.19 Soit M un module plat et 0 −→ A −→ B −→ M −→ 0 une

suite exacte. Alors A est plat si et seulement si B est plat.

Théoréme 1.1.20 Soit R un anneau local etM un R-module plat de type �ni, alors

M est libre.

Théoréme 1.1.21 Soit P un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) P est projectif de type �ni.

2) P est plat de présentation �nie.

1.2 Anneaux et modules des fractions

1.2.1 Anneaux des fractions

Dé�nition 1.2.1 Soit A un anneau et S une partie non vide de A. On dit que S

est une partie multiplicative de A si :

1) 1 ∈ S et 0 /∈ S.

2) ∀a, b ∈ S, ab ∈ S.
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Soit A un anneau commutatif et S une partie multiplicative de A. On dé�nit une

relation de A× S par :

(a, s) ∼ (a′, s′)⇐⇒ (as′ − a′s)t = 0 pour un certain t ∈ S.

∼ est bien une relation d'équivalence.

On note par a/s la classe d'équivalence de (a, s) qu'on appelle fraction. Sur l'en-

semble de ces fractions noté S−1A, on dé�nit l'addition et la multiplication par :

(a/s) + (a′/s′) = (as′ + sa′)/(ss′)

et

(a/s)× (a′/s′) = (aa′/ss′)

On véri�e facilement que + et × sont bien dé�nit et font de S−1A un anneau

commutatif unitaire d'élément nul 0/1 et d'élément unité 1/1.

Dé�nition 1.2.2 L'anneau S−1A est appelé anneau des fractions de A par rapport

à S.

Remarque 1.2.3 1) Si A est intègre et S = A \ {0}, alors S−1A est le corps des

fractions de A.

2) Si S est le semi groupe des éléments non diviseurs de zéro, alors S−1A s'appelle

l'anneau total des fractions de A.

Exemple 1.2.4 (Localisation) Soit P un idéal premier de A. On a S = A\P est

une partie multiplicative de A. Dans ce cas on note S−1A par AP . Les éléments de

a/s où a ∈ P et s ∈ S forment un idéal de M de AP . Si a/s /∈M alors a /∈ P et par

suite 1/a ∈ AP et donc s/a ∈ AP . Donc a/s ∈ U(AP ) de sorte que M est l'unique

idéal maximal de AP . Ainsi on a :

M = PAP = {a/s \ a ∈ P, s ∈ S}

AP est appelé anneau local en P ou localisation de A en P .
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1.2.2 Modules des fractions

On peut de manière analogue appliquer la construction de S−1A à un A-module

M pour construire le module des fractions.

Soient M un A-module et S une partie multiplicative de A. On dé�nit sur M × A

la relation d'équivalence :

(m, s) ∼ (m′, s′)⇔ ∃t ∈ S/t(ms′ − sm′) = 0

On désigne par m/s la classe de (m, s) qu'on appelle fraction. L'ensemble de ces

fraction noté S−1M .

En dé�nissant de manière naturelle l'addition et de la modulation par :

(m/s) + (m′/s′) = (s′m+ sm′)/ss′

et

(a/t)(m/s) = (am/st)

où a/t ∈ S−1A, S−1M ainsi un S−1A-module (et aussi un A-module).

Théoréme 1.2.5 Soient S une partie multiplicative d'un anneau R et M un R-

module. Alors :

1) Si M est un R-module de type �ni, alors S−1M est un S−1R-module de type

�ni.

2) Si M est un R-module libre, alors S−1M est un S−1R-module libre.

3 Si M est un R-module de présentation �nie, alors S−1M est un S−1R-module

de présentation �nie.

4) Si M est un R-module projectif, alors S−1M est un S−1R-module projectif.

5) Si M est un R-module de plat, alors S−1M est un S−1R-module plat.

Proposition 1.2.6 L'opérateur S−1 est exact ; c'est à dire si

M ′ α−→M
β−→M”
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est une suite exacte, alors la suite

S−1M ′ S
−1(α)−→ S−1M

S−1(β)−→ S−1M”

est exacte.

1.3 Anneaux réduits

Dé�nition 1.3.1 Un anneau A est dit réduit si A n'admet pas d'éléments nilpotents

autre que zéro, c'est à dire que si xn = 0 pour un certain entier naturel non nul n

et x ∈ A, alors x = 0.

Théoréme 1.3.2 Soient A un anneau réduit et S une partie multiplicative de R.

Alors S−1A est réduit.

Corollaire 1.3.3 SoientA un anneau réduit et Q(A) son anneau total des fractions.

Alors, A est réduit si et seulement si Q(A) est réduit.

1.4 Anneaux classiques

Proposition 1.4.1 Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Tout ensemble non vide d'idéaux de A admet un élément maximal.

2) Toute suite croissante d'idéaux de A est stationnaire.

3) Tout idéal de A est de type �ni.

Dé�nition 1.4.2 Un anneau A est dit Noethérien s'il véri�e l'un des conditions

équivalentes de la proposition 1.4.1.

Proposition 1.4.3 Soient A un anneau Noethérien et φ : A −→ B un morphisme

d'anneaux surjectif. Alors B est Noethérien.

Proposition 1.4.4 Soient A un anneau Noethérien et M un A-module. Alors M

est Noethérien si et seulement si M est de type �ni.
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Corollaire 1.4.5 Soit A ⊆ B une extension d'anneaux, où A est Noethérien et B

est un A-module de type �ni. Alors B est Noethérien.

Proposition 1.4.6 Soient A un anneau Noethérien et S une partie multiplicative

de A. Alors S−1A est Noethérien.

Théoréme 1.4.7 ([38],Exercise 24, Page 65) Un anneau A est Noethérien si et

seulement si tout idéal premier de A est de type �ni.

Théoréme 1.4.8 (Théorème de Hilbert) Soient A un anneau Noethérien et X

une indéterminée sur A. Alors A[X] est Noethérien.

Corollaire 1.4.9 Soient A un anneau Noethérien et X1, X2, ...Xn des indéterminées

sur A. Alors A[X1, ...Xn] est un anneau Noethérien.

Dé�nition 1.4.10 Soient A un anneau et M est un A-module.

1) M est dit simple si M 6= 0 et si M ne contient pas de sous modules propres.

2) M est dit semi-simple si M est produit �ni de modules simples.

3) Un anneau A est dit semi-simple s'il est un module semi-simple.

Théoréme 1.4.11 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) A est semi-simple.

2) Tout A-module est semi-simple.

3) Toute suite exacte courte de A-module est scindée.

4) Tout module est projectif.

Théoréme 1.4.12 Soit A un anneau commutatif. A est semi-simple si et seulement

si A est un produit �ni de corps.

Théoréme 1.4.13 ([20], Théorème 4.16) Soit A un anneau commutatif. Les as-

sertions suivantes sont équivalentes :
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1) Pour tout a ∈ A il existe a′ ∈ A tel que a′a2 = a ;

2) Pour tout x ∈ A, il existe e ∈ A tel que e2 = e et Ax = Ae ;

3) Tout idéal de type �ni de A est principal engendré par un idempotent.

4) Tout idéal de type �ni est un facteur direct de A.

5) Tout A-module est plat.

Dé�nition 1.4.14 Un anneau A est dit régulier au sens de Von Neumann s'il

véri�e l'une des assertions équivalente du théorème précédent.

Proposition 1.4.15 Soit A un anneau régulier au sens de Von Neumann.

1) Si S une partie multiplicative de A, alors S−1A est régulier au sens de Von

Neumann. 2) A est intègre si et seulement si A est un corps.

Théoréme 1.4.16 ([20], Théorème 4.23) Soit A un anneau commutatif. Les as-

sertions suivantes sont équivalentes :

1) Tout idéal de A est projectif.

2) Tout sous module d'un module projectif est projectif.

Dé�nition 1.4.17 Un anneau A est dit héréditaire s'il véri�e l'une des assertions

du théorème précédent.

Un anneau héréditaire intègre est dit un domaine de Dedekind.

Théoréme 1.4.18 [20] Soit A un anneau commutatif. Les assertions suivantes sont

équivalentes :

1) Tout idéal de type �ni de A est projectif.

2) Tout sous module de type �ni d'un module projectif est projectif.

Dé�nition 1.4.19 Un anneau A est dit semi-héréditaire s'il véri�e l'une des as-

sertions du théorème précédent.

Un anneau semi-héréditaire intègre est dit un domaine de Prüfer.
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1.5 Dimension globale faible

Dé�nition 1.5.1 Soit M un A-module. On dit que la dimension plate de M est

inférieure ou égale à n, s'il existe existe une résolution plate de la forme :

0 −→ Fn −→ Fn−1 −→ ...
d2−→ F1

d1−→ F0
d0−→M −→ 0

où Fi est plate pour tout i. On note fd(M) ≤ n.

Si une telle résolution n'existe pas, la dimension plate de M est in�nie on note

fd(M) =∞.

Si une telle résolution existe et n est le plus petit entier qui véri�e une telle résolu-

tion, on dit que la dimension plate de M est égale à n, on note fd(M) = n.

Dé�nition 1.5.2 Soit A un anneau. On appelle dimension globale faible de A, ou

simplement dimension faible de A, l'entier noté wdim(A) est dé�ni par :

wdim(A) = {fd(M)/M est un module }

Théoréme 1.5.3 1) wdim(A) = 0 si et seulement si A est régulier au sens de

Von Neumann.

2) wdim(A) ≤ n si et seulement si tous module d'un module plat est plat.

Théoréme 1.5.4 Soit A un anneau. Alors on a :

wdim(A) = sup{fd(A/I)/I est un idéal de A} = sup{fd(A/I)/I est un idéal de

type �ni de A}

Théoréme 1.5.5 Soit A un domaine qui n'est pas un corps. Alors A est un domaine

de prüfer si et seulement si wdim(A) = 1.
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CHAPITRE 2

LES EXTENSION TRIVIALES

D.D. Anderson, M. Winders. (2009), Idealization of a module.

J. Commut. Algebra 1(1) :3-56.

2.1 Introduction

Dé�nition 2.1.1 Soient R un anneau commutatif et M est un R-module. R ∝ M

est l'ensemble des couples (a, e) muni de l'addition composante par composante et

de la multiplication dé�nie par : (a, e)(b, f) = (ab, af + be). R ∝M est dit l'anneau

extension triviale, ou simplement extension triviale de R par M . R ∝ M est un

anneau commutatif avec l'élément unité (1,0).

Notons que R s'injecte dans R ∝ M via r → (r, 0). Si N est sous-module de M ,

alors 0 ∝ N est un idéal de R ∝ M . 0 ∝ M est idéal nilpotent de R ∝ M et on a

(R ∝M)/(0 ∝M) ∼= R.

On remarque d'autre part que l'anneau R ∝M est isomorphe à un anneau T tel que

T={ [ r m0 r ]/r ∈ R,m ∈ M} avec T muni de l'addition et la multiplication usuelles

des matrices. T est anneau commutatif et unitaire, et l'application R ∝ M → T
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dé�ni par (r,m)→ [ r m0 r ] est un isomorphisme d'anneaux.

2.2 Idéaux et éléments distingués de R ∝M

Tout au long de cette section, R est un anneau commutatif unitaire et M un R-

module. On détermine les idéaux maximaux, premiers, les idéaux radicaux et les

idéaux principaux homogènes de R ∝ M , Ainsi que les éléments unités, idempo-

tents, diviseurs de zéros, et nilpotents de R ∝ M. On commence par le résultat

suivant :

Théoréme 2.2.1 Soient R un anneau commutatif, I un idéal de R,M un R-module

et N un sous module de M .Alors I ∝ M est un idéal de R ∝ M si et seulement

si IM ⊆ N . Lorsque I ∝ N est un idéal de R ∝ M , M/N est un R/I-module et

(R ∝M)/(I ∝ N) ' (R/I) ∝ (M/N). En particulier (R ∝M)/(0 ∝M) ' R.Donc

les idéaux de R ∝ M contenant 0 ∝ M sont de la forme J ∝ M où J est un idéal

de R.

Preuve: Si I ∝ N est un idéal de R ∝M alors (R ∝M)(I ∝ N) = I ∝ (IM +N)

ce qui donne IM ⊆ N .inversement, Si IM ⊆ N , (M/N) est un R/I-module et

l'application f : R ∝M −→ (R/I) ∝ (M/N) dé�nie par f((r,m)) = (r+ I,m+N)

est un épimorphisme avec kerf = I ∝ N .Donc I ∝ N est un idéal de R ∝ M et

(R ∝M)/(I ∝ N) ' (R/I) ∝ (M/N).

Il est facile de voir qu' en général un idéal J de R ∝ M est sous la forme I ∝ N si

et seulement si 0 ∝ N ⊆ J si et seulement si I ∝ 0 ⊆ J .

Notons ici qu'avec le contre exemple suivant [41],S. Kabbaj et N. Mahdou ont mon-

tré qu'un idéal quelconque de R ∝M n'est pas forcément sous la forme I ∝ N avec

I un idéal de R et N un sous module de M :

Exemple 2.2.2 Soit (A,M) un domaine local qui n'est pas un corps, E = A/M et

19



R = A ∝ E l'extension triviale de A par E. Soit J = R(x, 1) où x 6= 0 ∈ M . On

pose I = {a ∈ A | (a, e) ∈ J pour un certain e ∈ E},E ′ = {e ∈ E | (a, e) ∈ J pour

un certain a ∈ A}. Alors J $ I ∝ E ′.

Preuve: On véri�e facilement que I = Ax et E ′ = E.D'abord on montre que

(x, 0) ∈ I ∝ E ′ \ J .Sinon,on a (x, 0) = (a, e)(x, 1) pour un certain (a, e) ∈ R ce qui

donne ax = x.Donc a = 1 ∈M , contradiction.�

Théoréme 2.2.3 Soient R un anneau commutatif et M un R-module.

(1) Les idéaux maximaux de R ∝ M ont la forme M ∝ M ,où M est un idéal

maximal de R. R ∝ M est quasilocal si et seulement si R est quasilocal.Le radical

de Jacobson de R ∝M est J(R ∝M) = J(R) ∝M .

(2) Les idéaux premiers de R ∝ M ont la forme P ∝ M ,où P est un idéal premier

de R.

(3) Les idéaux radicaux de R ∝M est sous la forme I ∝M ,où I est un idéal radical

de R.Si J est un idéal de R ∝ M ,alors
√
J =
√
I ∝ M avec I = {r ∈ R | (r, b) ∈ J

pour un certain b ∈ M} un idéal de R. En particulier, si I est un idéal de R et N

un sous module de M ,alors
√
I ∝ N =

√
I ∝M ;donc nil(R ∝M) = nil(R) ∝M.

Preuve: Soit A un idéal radical de R ∝ M .Alors (0 ∝ M)2 = 0 ⊆ A et par

conséquent 0 ∝ M ⊆ A. D'après le théorème 1.2.1 A = J ∝ M pour un certain

idéal J de R. De plus,(R ∝ M)/(J ∝ M) ≈ R/J donne que J est un idéal radical

(respectivement idéal premier,idéal maximal) si et seulement si J ∝M l'est.

Notons que J(R ∝ M) =
⋂
{M ∝ M | M est idéal maximal de R} = (

⋂
{M | M

est idéal maximal de R}) ∝M = J(R) ∝M..

(3) Soit J un idéal de R ∝ M . Alors
√
J = K ∝ M pour un certain idéal radical

K de R. Soit I = {r ∈ R | (r, b) ∈ J pour un certain b ∈ M}, il est clair que I

est un idéal de R. Soit x ∈
√
I, alors un certain xn ∈ I, d'où (xn, b) ∈ J . Alors

(xn, b) ∈
√
J = K ∝M . Par conséquent xn ∈ K, donc x ∈ K comme K est un idéal

radical. Donc on a
√
I ∝ M ⊆ K ∝ M =

√
J . Pour l'autre inclusion, soit x ∈ K.

d'où (x, 0) ∈
√
J alors un certain (xn, 0) ∈ J . d'où xn ∈ I et par conséquent x ∈

√
I.
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En�n K ∝M ⊆
√
I ∝M . Les résultats restants sont immédiats.

Remarque 2.2.4 SoitM un R-module, et soit {mα} ⊆M . Il est clair que 〈{mα}〉 =

M si et seulement si 〈{(0,mα)}〉 = 0 ∝ M . Donc M est R-module de type �ni si

et seulement si 0 ∝ M est un idéal de type �ni de R ∝ M . Si I est un idéal de R,

I(R ∝M) = I ∝ IM . D'où si I est de type �ni alors I ∝ IM est aussi de type �ni.

En tout cas, I(R ∝M) = I ∝ IM peut être de type �ni sans que IM le soit.

Dans la partie suivante on va discuter la forme des idéaux dans un anneau gradué

en commençant par quelques dé�nitions :

Dé�nition 2.2.5 1. Un anneau R est dit gradué si R = R0 ⊕ R1 ⊕ R2 ⊕ ..., est

un somme directe des groupes abéliens, avec RiRj ⊆ Ri+j ; Donc chaque Ri est

un R-module.

2. Un R-module M est dit gradué si M = M0 ⊕M1 ⊕M2 ⊕ ... et RiMj ⊆ Mi+j.

Les éléments de Mi sont dits homogènes de degré i.

3. Un sous module N de M est dit homogène si l'une des assertions équivalentes

suivantes est véri�e :

(1) N est engendré par des éléments homogènes.

(2) Si n0 + n1 + n2 + ... + ni ∈ N où nj est un élément homogène de degré j,

alors chaque nj ∈ N .

(3) N = ⊕∞n=0(N ∩M).

On remarque que R ∝M est un anneau gradué avec (R ∝M)0 = R⊕ 0

(R ∝M)1 = 0⊕M et (R ∝M)n = 0 pour n ≥ 2.

Soit J un idéal de R ∝ M . Alors J = (J ∩ R) ⊕ (J ∩M) où J ∩ R est un idéal de

R et J ∩M est un sous module de M ; ce qui implique que J = I ∝ N avec I un

idéal de R et N un sous module de M .Par le théorème 2.1.1, IM ⊆ N .

Inversement, il est facile de voir qu'un idéal de R ∝ M sous la forme I ∝ N est

forcément homogène.
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Dé�nition 2.2.6 1. un anneau est dit présimpli�able si pour tout x, y ∈ R tel

que xy = x on a x = 0 ou y est une unité.

2. On dit qu'un R-module M est divisible si pour tout m ∈ M et pour tout non

diviseur de zéros α ∈ R il existe m′ ∈M tel que m = αm′

Théoréme 2.2.7 Soit R un anneau commutatif et M un R-module.

(1) Les idéaux homogènes de R ∝M ont la forme I ∝ N avec I est un idéal de R, N

est un sous module de M , et IM ⊆ N . Si J est un idéal homogène, alors J = I ∝ N

où I = {r ∈ R | (r, b) ∈ J pour un certain b ∈ M} et N = {m ∈ M | (s,m) ∈ J

pour un certain s ∈ R}.

(2) Soit I ∝ N et I ′ ∝ N ′ deux idéaux homogènes de R ∝M . Donc on a

(I ∝ N)∩(I ′ ∝ N ′)=(I∩I ′) ∝ (N∩N ′) et (I ∝ N)(I ′ ∝ N ′) = (II ′) ∝ (IN ′+I ′N).

(3) Pour un idéal principal 〈(a, b)〉 de R ∝M . les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

(a) 〈(a, b)〉 est homogène.

(b) 〈(a, b)〉 = Ra ∝ (Rb+ aM).

(c) (a, 0) ∈ 〈(a, b)〉, et

(d) Il existe x ∈ R tel que xa = a et xb ∈ aM

En particulier, si R est présimpli�able 〈(a, b)〉 est homogène si et seulement si a = 0

ou b ∈ aM .

(4) Tout idéal de R ∝ M est homogène si et seulement si tout idéal principal de

R ∝M est homogène. Par conséquent, si R est présimpli�able, tout idéal de R ∝M

est homogène si et seulement si M = aM pour tout a(6= 0) ∈ R.

Si R est un domaine, tout idéal de R ∝ M est homogène si et seulement si M

est divisible. Si R est un anneau présimpli�able qui n'est un domaine, tout idéal de

R ∝M est homogène si et seulement si M = 0.

Preuve: (1) On a déjà vu que les idéaux homogène de R ∝ M sont sous la forme

I ∝ N où IM ⊆ N . Le deuxième résultat est claire.

(2) facile à véri�er.
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(3) L'équivalence entre (a) et (b) est claire d'après (1).

Si 〈(a, b)〉 est homogène, forcément (a, 0) ∈ 〈(a, b)〉. Si (a, 0) ∈ 〈(a, b)〉, on a (0, b) ∈

〈(a, b)〉 donc 〈(a, b)〉 est engendré par des éléments homogènes. Par conséquent

〈(a, b)〉 est homogène. D'où l'équivalence entre (a) et (c).

c ⇔ d (a, 0) ∈ 〈(a, b)〉 ⇔ il existe (x, n) ∈ R ∝ M tel que (x, n)(a, b) = (a, 0) ⇔

xa = a et xb = −an ∈ aM .

Supposons que R est présimli�able. Lorsque a = 0, 〈(0, b)〉 est homogène et on peut

prendre x = 0. Donc considérons le cas où a 6= 0. Supposons xa = a et xb = −an.

Par conséquent x est inversible d'où b = −ax−1n ∈ aM . Pour le sens inverse on

prend x = 1.

(4) Le premier résultat est claire. Supposons que R est présimpli�able, d'après (3)

tout idéal est homogène si et seulement si M = aM pour tout a ∈ R(a 6= 0). Si R

est un domaine, cela donne que M est divisible. Pour le dernier cas où R est pré-

simpli�able qui n'est pas un domaine alors R contient un propre diviseur de zéros

rs = 0 tel que r, s 6= 0 par conséquent 0 = 0M = rsM = r(sM) = rM = M .

Corollaire 2.2.8 Soit R un domaine et M un R-module.Les conditions suivantes

sont équivalentes :

1. Tout idéal de R ∝M est comparable à 0 ∝M .

2. Tout idéal de R ∝ M est sous la forme I ∝ M ou 0 ∝ N pour un certain I

idéal de R et N un sous module de M .

3. Tout idéal de R ∝M est homogène.

4. M est divisible.

Preuve: (1)⇒ (2)⇒ (3) claire.

(3)⇒ (4) théorème 1.2.7.

(4)⇒ (1) D'après le théorème 1.2.7 tout idéal de R ∝M est sous la forme I ∝ N où

I est un idéal de R, N un sous module deM et IM ⊆ N . supposons que I 6= 0. Alors

M est divisible donne IM = M , et M = IM ⊆ N . Alternativement, remarquer que
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si J est un idéal de R ∝ M tel que J * 0 ∝ M , donc 0 ∝ M ⊆ J . En e�et soit

(a, b) ∈ J où a 6= 0. Soit m ∈ M , alors m = am′ pour un certain m′ ∈ M . Par

conséquent (0,m) = (a, b)(0,m′) ∈ J

Théoréme 2.2.9 Soit R un anneau commutatif et M un R-module. Alors Z(R ∝

M) = {(r,m) | r ∈ Z(R) ∪ Z(M),m ∈ M}. Par conséquent S ∝ M où S =

R − Z(R) ∪ Z(M) est l'ensemble des éléments réguliers (non diviseur de zéros) de

R ∝M .

Preuve: Soit r ∈ Z(R) ∪ Z(M). Si r ∈ Z(R), alors il existe ∈ R non nul avec

rs = 0. D'où (r, 0)(s, 0) = (0, 0) et donc (r, 0) ∈ Z(R ∝ M). Si r ∈ Z(M), il

existe n ∈ M non nul tel que rn = 0. D'où (r, 0)(0, n) = (0, 0) et par conséquent

(r, 0) ∈ Z(R ∝ M .On a, pour tout m ∈ M , (0,m) ∈ nil(R ∝ M), donc (r,m) =

(r, 0) + (0,m) ∈ Z(R ∝M).

Inversement, supposons que (r,m) ∈ Z(R ∝ M). D'où il existe (s, n) 6= (0, 0) tel

que (r,m)(s, n) = (rs, rn + sm) = (0, 0). Si s 6= 0, alors rs = 0 et donc r ∈ Z(R).

Si s = 0, alors n 6= 0 et rn = 0, par conséquent r ∈ Z(M). En tous les cas

r ∈ Z(R) ∪ Z(M).

Théoréme 2.2.10 Soit R un anneau commutatif et M un R-module. Soit I un

idéal de R et N un sous module de M . L'idéal I ∝ N de R ∝ M est primaire si et

seulement si I est un idéal primaire de R, N est un sous module primaire de M , et

de plus
√
I =
√
N ou M = N .

Preuve: Si I ∝ N est un idéal primaire de R ∝ M il est facile de voir que I est

idéal primaire de R et N est sous module primaire de M . Supposons que M 6= N .

Soit x ∈
√
I alors il existe un entier positif n tel que xn ∈ I d'où xnM ⊆ N . Comme

N est un sous module primaire on a donc x ∈
√
N . D'autre part soit x ∈

√
N et

b ∈ N \ M ; donc (xm, d)(0, b) ∈ I ∝ N pour un certain m. Comme I ∝ N est

primaire, (xm, d)n ∈ I ∝ N . Par conséquent xnm ∈ I. D'où x ∈
√
I.

Théoréme 2.2.11 Soit R un anneau commutatif et M un R-module. Alors les
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éléments inversibles de R ∝M sont U(R ∝M) = U(R) ∝M et les idempotents de

R ∝M sont Id(R ∝M) = Id(R) ∝ 0.

Preuve: Supposons que (r,m) ∈ U(R ∝M). D'où il existe (s, n) tel que (r,m)(s, n) =

(1, 0). Par conséquent rs = 1, et r ∈ U(R). Inversement, supposons que r ∈ R est

inversible, donc rs = 1 pour un certain s ∈ R. Alors (r, 0)(s, 0) = (1, 0) nous

donne que (r, 0) est inversible. Pour tout m ∈ M , (0,m) est un nilpotent donc

(r,m) = (r, 0) + (0,m) est inversible.

Certainement si e ∈ R est idempotent, (e, 0) est idempotent. Inversement, suppo-

sons que (r,m) ∈ R ∝ M est idempotent. Alors (r,m) = (r,m)2 = (r2, 2rm). D'où

r = r2 est idempotent. Aussi, m = 2rm, donc rm = 2r2m = 2rm et par conséquent

rm = 0, d'où m = 2rm = 0.

Théoréme 2.2.12 Soit R un anneau commutatif et M unR-module. Soit S = R−

(Z(R) ∪ Z(M)). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Tout idéal régulier de R ∝ M est sous la forme I ∝ M où I est un idéal de R

et I ∩ S 6= ∅.

2. Tout idéal de R ∝M est homogène.

3. Pour chaque s ∈ S et m ∈M , 〈(s,m)〉 est homogène.

4. sM = M pour tout s ∈ S.

Preuve: (1)⇒ (2)⇒ (3) claire.

(3)⇒ (4). Soit s ∈ S. Par le théorème 1.2.7, pour m ∈ M , il existe x ∈ R (dépend

de m) tel que xs = s et xm ∈ sM . Comme s est un élément régulier de R, x = 1.

Par conséquent m ∈ sM . D'où M = sM .

(4) ⇒ (1). Soit J un idéal de R ∝ M . Donc (s,m) ∈ J pour un certain s ∈ S

et m ∈ M . Par le théorème 1.2.7(3) (avec a = s et x = 1), 〈(s,m)〉 = Rs ∝

(Rm + sM) = Rs ∝ M . D'où 0 ∝ M ⊆ J et par conséquent J = I ∝ M pour un

certain I idéal de R avec I ∩ S 6= ∅.
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2.3 Quelques constructions d'anneaux et propriétés

de R ∝M

Théoréme 2.3.1 Soit R un anneau et M un R module.

1. Soit S une partie multiplicative de R et N un sous module de M . Alors S ∝ N

est une partie multiplicative de R ∝M . De plus (S ∝ N)−1(R ∝M) est natu-

rellement isomorphe à S−1R ∝ S−1N . Dans le cas où N = 0, l'isomorphisme

est simplement (r,m)(s, 0) −→ (r/s,m/s).

2. L'anneau total des fractions T (R ∝M) de R ∝M est naturellement isomorphe

à S−1R ∝ S−1M où S = R − (Z(R) ∪ Z(M)). Donc si Z(M) ⊆ Z(R) on a

T (R ∝M) ∼= T (R) ∝ S−1M .

Preuve: 1. L'application f : (S ∝ N)−1(R ∝ M) −→ S−1R ∝ S−1N dé�nie

par f((r,m)/(s, n)) = (r/s, (sm − rn)/s2) est l'isomorphisme désiré. (Pour com-

prendre pourquoi cette isomorphisme est dé�nie ainsi, observer que (r,m)/(s, n) =

(s,−n)(r,m)/(s,−n)(s, n) = (sr, sm− rn)/(s2, 0).

2. Si S = R−(Z(R)∪Z(M)), S ∝M est l'ensemble des éléments réguliers de R ∝M .

Par conséquent l'anneau total des fractions de R ∝ M est (S ∝ M)−1(R ∝ M). Le

résultat découle de (1).

Théoréme 2.3.2 Soient R1 et R2 deux anneaux commutatifs, et soient Mi un Ri-

module pour i = 1, 2. Alors (R1 ×R2) ∝ (M1 ×M2) ∼= (R1 ∝M1)× (R2 ∝M2).

Preuve: Il est facile de véri�er que l'application ((r1, r2), (m1,m2)) −→ ((r1,m1), (r2,m2))

est un isomorphisme.

Théoréme 2.3.3 Soient R = R0 ⊕R1 ⊕ ... un anneau commutatif gradué, et M =

M0 ⊕M1 ⊕ ... un R-module gradué. Alors R ∝ M est un anneau gradué avec (R ∝

M)n = Rn ∝Mn.

Preuve: Additivement, R ∝M = (R0⊕R1⊕ ...)⊕ (M0⊕M1⊕ ...) = (R0⊕M0)⊕
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(R1 ⊕M1)⊕ ... = (R ∝ M)0 ⊕ (R ∝ M)1 ⊕ ... Observer que (R ∝ M)i(R ∝ M)j =

(Ri ⊕Mi)(Rj ⊕Mj) = RiRj ⊕ (RiMj +RjMi) ⊆ Ri+j ⊕Mi+j = (R ∝M)i+j.

Corollaire 2.3.4 Soit R un anneau commutatif et M un R-module.

1. (R ∝ M)[{Xα}] ≈ R[{Xα}] ∝ M [{Xα}] pour tout ensemble d'indéterminées

{Xα} sur R.

2. (R ∝ M)[[{Xα}]] ≈ R[[{Xα}]] ∝ M [[{Xα}]] pour tout ensemble d'indétermi-

nées des séries formelles {Xα} sur R.

Preuve: (1) et (2). L'application f : (R ∝ M)[[{Xα}]] → R[[{Xα}]] ∝ M [[{Xα}]]

dé�nie par
∑

(ri,mi)fi → (
∑
rifi,

∑
mifi), où fi est une forme de degré i en {Xα},

est l'isomorphisme désiré. Noter que f((R ∝M)[{Xα}]) = R[{Xα}] ∝M [{Xα}].

Théoréme 2.3.5 Soit R un anneau commutatif et M un R-module. Alors R ∝M

est Noethérien si et seulement si R est Noethérien et M est de type �ni.

Preuve: Supposons que R ∝ M est Noethérien et soit I un idéal de R. Alors,

I ∝ M est idéal de type �ni de R ∝ M (car R ∝ M est Noethérien).Soit J =∑n
i=1 (R ∝M)(ai, ei) où ai ∈ I et ei ∈M pour tout i. Par conséquent, I =

∑n
i=1Rai

est un idéal de type �ni de R. D'où R est Noethérien.

D'autre part, on a l'idéal J = 0 ∝M de R est de type �ni. Donc il existe (0, ei) ∈ J

tel que J =
∑n

i=1(R ∝M)(0, ei) = 0 ∝
∑n

i=1Rei. D'où M =
∑n

i=1Rei est un R-

module de type �ni.

Inversement, Supposons que R est un anneau Noethérien et que M est R-module

de type �ni. Soit J un idéal premier de R ∝ M , alors il existe un idéal premier

de R tel que J = I ∝ M . Soit I =
∑n

i=1Rai pour un certain ai ∈ I, et soit

M =
∑m

i=1Rei pour un certain ei ∈ M . Par conséquent il est claire que J =∑n
i=1 (R ∝M)(ai, 0) +

∑m
i=1 (R ∝M)(0, ei) est de type �ni.

Dé�nition 2.3.6 Soit R un anneau commutatif. R est dit anneau régulier au sen

de Von Neumann si l'un des conditions équivalentes suivantes est véri�é :
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(1) Pour tout a ∈ R, il existe a′ ∈ R tel que a = a′a2.

(2) Pour tout a ∈ R, il existe un idempotent e ∈ R tel que e2 = e et Ra = Re.

(3) Tout idéal de type �ni de R est principal engendré par un idempotent.

(4) Tout idéal de type �ni est un facteur direct de R.

Théoréme 2.3.7 Soient R un anneau commutatif et M un R-module. R ∝M n'est

jamais régulier au sens de Von Neumann.

Preuve: Supposons que R ∝ M est anneau régulier au sens de Von Neumann.

Soient m ∈ M non nul et x = (0,m) ∈ R ∝ M , alors il existe y = (0, f) tel que

y = y2 et Rx = Ry. Or, y2 = (0, f)(0, f) = (0, 0) de sorte que Rx = Ry = Ry2 = 0

et donc x = 0 de sorte que e = 0, contradiction.

Dé�nition 2.3.8 Soit R un sous anneau d'un anneau T , et soit P un idéal premier

de R. Alors (R,P ) est dit une paire de valuation sur T (ou R est un anneau de

valuation sur T ) si il existe une valuation surjective v : T −→ G ∪ {∞} tel que

(v(xy) = v(x) + v(y), v(x + y) ≥ min{v(x), v(y)}, v(1) = 0, v(0) = ∞), G est un

groupe abélien totalement ordonné, avec R = {x ∈ T | v(x) ≥ 0} et P = {x ∈ T |

v(x) > 0}. Cette dé�nition est équivalent à si x ∈ T − R, alors il existe x′ ∈ P tel

que xx′ ∈ R − P . Un anneau de valuation est dit (Manis) anneau de valuation si

T = T (R).

Dé�nition 2.3.9 Soit R un anneau commutatif.

R est dit anneau de Prüfer si pour tout idéal régulier de type �ni I de R, I est

inversible.

Théoréme 2.3.10 Soit R un anneau commutatif et M un R-module,et soit S =

R− (Z(R) ∪ Z(M).

1. [[19], Théorème 25.13] R ∝M est un Manis anneau de valuation si et seulement

si R est un anneau de valuation sur S−1R et M = S−1M .

2. [[19], Théorème 25.11] R ∝M est un anneau de Prüfer si et seulement si pour
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tout idéal de type �ni I de R avec I ∩ S 6= ∅ , I est inversible et M = S−1M .

Preuve: 1. Supposons que (R ∝M,P ∝M) est un anneau de valuation sur T (R ∝

M) = S−1R ∝ S−1M . Comme R ∝ M est intégralement fermée, M = S−1M . Si

(x,m) ∈ S−1R ∝ S−1M − R ∝ M , alors il existe (r, c) ∈ P ∝ S−1M tel que

(x,m)(r, c) ∈ R ∝ S−1M − P ∝ S−1M . Donc si x ∈ S−1R − R, alors il existe un

certain r ∈ P tel que sr ∈ R− P . D'où (R,P ) est une paire de valuation de S−1R.

2. (⇒) Supposons que R ∝ M est de Prüfer. Comme R ∝ M est intégralement

fermée, M = S−1M . Soit I un idéal de type �ni de R avec I ∩ S 6= ∅. Alors I ∝M

est idéal régulier de type �ni de R ∝ M ( soit I = (i1, ...in) où i1 ∈ S. Alors

(i1, 0) ∈ I ∝ M est régulier et i1 ∈ S donne i1M = M , d'où 〈(i1, 0)〉 = Ri1 ∝ M ,

donc 〈(i1, 0), ...(in, 0)〉 = I ∝ M). Par conséquent I ∝ M est inversible. D'où il

existe un idéal J ′ de R ∝ M avec J ′(I ∝ M) = 〈(i1, 0)〉. Comme M = S−1M ,

donc J ′ = J ∝ M pour un certain idéal J de R et JI = Ri1. Par conséquent I est

inversible.

2. (⇐) Comme M = S−1M , tout idéal régulier de type �ni est homogène et a la

forme I ∝ M tel que I est un idéal de type �ni de R avec I ∩ S 6= ∅. Donc par

hypothèse I est inversible. soit s ∈ I ∩ S, d'où Rs = IJ pour un certain idéal J

de R. donc on a (J ∝ M)(I ∝ M) = Rs ∝ M est un idéal régulier principal. D'où

I ∝M est inversible. Par conséquent R ∝M est un anneau de Prüfer.

Dé�nition 2.3.11 Soit R un anneau commutatif.

1. R est dit n-Booléen si char R = 0 et x1...xn(1 + x1)...(1 + xn) = 0 pour tout

x1, ..., xn ∈ R.

2. R est dit n-régulier au sens de Von Neumann si pour tout x1, ..., xn ∈ R, il existe

a1, ...an ∈ R tel que (x1a1x1 − x1)...(xnanxn − xn) = 0

Théoréme 2.3.12 ([9], Théorème 9) Soit R un anneau commutatif unitaire et

M un R-module. Si R est n-Booléen, respectivement n-régulier au sens de Von Neu-

mann, alors R ∝ M est (n + 1)-Booléen respectivement (n + 1)-régulier au sens de
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Von Neumann. De plus, R ∝M est n-Booléen, respectivement n-régulier au sens de

Von Neumann si et seulement si nil(R)n−1M = 0.

Preuve: Supposons que R est n-Booléen. Posons R∗ = R ∝ M . Comme char

R = 2 donc char R∗ = 0. De plus R∗/nil(R∗) ∼= R/nil(R) est un anneau Booléen

et nil(R∗)m = nil(R)m ∝ nil(R)n−1M pour tout entier m,donc R est n-Booléen

⇒ nil(R)n = 0 ⇒ nil(R∗)n+1 = 0. D'où R est n-Booléen implique que R∗ est

(n+ 1)-Booléen et R∗ est n-Booléen ⇔ nil(R∗)n = 0⇔ nil(R)n−1M = 0. le preuve

de n-régulier au sens de Von Neumann est similaire.

Dé�nition 2.3.13 1. [42] Un anneau R est dit anneau clean (weakly clean) si pour

tout élément r ∈ R, r peut s'écrire (de façons unique) sous la forme r = u + e où

u ∈ U(R) et e ∈ Idem(R).

2. Un anneau R est dit almost clean si pour tout élément r ∈ R, r peut s'écrire sous

la forme r = u+ e où u est un élément régulier et e ∈ Idem(R).

3. Un anneau R est dit ({0, 1}-)weakly clean si pour tout x ∈ R, on a x = u+ e ou

x = u− e où u est élément inversible et e un idempotent (e ∈ {0, 1}).

Théoréme 2.3.14 Soient R un anneau commutatif et M un R-module.

1. [[31], Théorème 1.10] R ∝M est un anneau clean (res. weakly clean, {0, 1}-weakly

clean) si et seulement si R est un anneau clean (res. weakly clean, {0, 1}-weakly

clean).

2. [[31], Théorème 2.11] R ∝ M est un anneau almost clean si et seulement si

tout x ∈ R peut s'écrire sous la forme x = u + e où u ∈ R − (Z(R) ∪ Z(M)) et

e ∈ Idem(R).

Preuve: Rappelons que U(R ∝ M) = {(r,m) | r ∈ U(R),m ∈ M}, Id(R ∝ M) =

{(e, 0) | e ∈ Id(R)}, et reg(R ∝ M) = {(r,m) | r ∈ R − (Z(R) ∪ Z(M)),m ∈ M}.

Si R est un anneau clean, alors pour r ∈ R, r = u + e où u est inversible et e un

idempotent. Donc pour tout (r,m) ∈ R ∝M on a (r,m) = (u,m) + (e, 0), où (u,m)

est un élément inversible de R ∝ M et (e, 0) est un idempotent. D'où R ∝ M est
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un anneau clean. Les autres résultats se démontrent par la même manière.

Dé�nition 2.3.15 Un anneau R est dit Armendariz si pour tout f, g ∈ R[X], tel

que fg = 0, aibj = 0 pour tout coe�cient ai de f et bj de g. De façons similaire on

dé�nit un module Armendariz en prenant f ∈ R[X] et g ∈M [X].

Théoréme 2.3.16 ([8], Théorème 12) Soient R un anneau commutatif et M est

un R-module.

1. Si R ∝ M est Armendariz, alors R est un anneau Armandariz et M est un R-

module Armendariz.

2. Supposons que R est un domaine. Alors R ∝ M est Armendariz si et seulement

si M est un R-module Armendariz.

Preuve: 1. Supposons que R ∝ M est Armendariz. Soit f ∈ R[X] et g ∈ M [X]

tel que fg = 0. Donc dans R ∝ M , (f, 0)(0, g) = (0, 0). Soient ai un coe�cient de

f et bj un coe�cient de g ; d'où (ai, 0) est un coe�cient de (f, 0) et (0, bj) est un

coe�cient de (0, g). Donc (ai, 0)(0, bj) = (0, 0) qui donne aibj = 0. Par conséquent

M est un R-module Armendariz. De la même manière on montre que R est un

anneau Armendariz.

2. Supposons que R est un domaine. (⇒), claire d'après (1).

(⇐) Soient f, g ∈ (R ∝M)[X] tel que fg = 0. On pose f =
∑

(ri,mi)X
i = (f1, f2)

et g =
∑

(si, ni)X
i = (g1, g2) dans (R ∝M) = R[X] ∝M [X]. Maintenant, f1g1 = 0

dans R[X], donc R est un domaine donne f1 = 0. D'où 0 = f1g2 + g1f2 = g1f2.

Donc, Tout simj = 0 car M est Armendariz. Par conséquent, (rj,mj)(si, ni) =

(0,mj)(si, ni) = (0, simj) = (0, 0).
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CHAPITRE 3

L'AMALGAMATION D'ANNEAUX

M. D'Anna, C.A. Finocchiaro, M. Fontana, Amalgamated algebras along

an ideal, in : Commutative Algebra and Applications, Proceedings of the

Fifth International Fez Conference on Commutative Algebra and Appli-

cations, Fez, Morocco, W. de Gruyter Publisher, Berlin, 2009, pp. 155-

172.

3.1 Dé�nition et exemples

Dé�nition 3.1.1 Soient A et B deux anneaux commutatifs et unitaires, soit J un

idéal de B, et soit f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux. On appelle l'amal-

gamation de A et B suivant J et respectant f le sous anneau de A×B dé�ni par :

A ./f J = {(a, f(a) + j)| a ∈ A, j ∈ J}

Soient A un anneau commutatif unitaire et R un A-module. l'anneau A⊕̇R est l'en-

semble des couple dans A×B muni de l'addition composante par composante et de

la multiplication dé�nie par (a, x)(a′, x′) = (aa′, ax′+a′x+xx′) , pour tout a, a′ ∈ A

et x, x′ ∈ R.
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Soit f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux, et soit J un idéal de B. Noter que

f induit sur J une structure naturelle de A-module dé�nie par a.j := f(a)j, pour

tout a ∈ A et j ∈ J . Donc on peut considérer A⊕̇J .

Lemme 3.1.2 1) A⊕̇J est un anneau.

2) L'application f ./ : A⊕̇J −→ A × B dé�ni par (a, j) −→ (a, f(a) + j) pour tout

a ∈ A et j ∈ J , est un homomorphisme injectif d'anneaux.

3) L'application ιA : A −→ A⊕̇J (respectivement ιJ : J −→ A⊕̇J), dé�ni par

a −→ (a, 0) pour tout a ∈ A (respectivement, par j −→ (0, j) pour tout j ∈ J),

est un homomorphisme injectif d'anneaux (respectivement, est un homomorphisme

injectif de A-module).

4) Soit pA : A⊕̇J −→ A la projection canonique dé�nie par (a, j) −→ a pour tout

a ∈ A et j ∈ J . On a la suite exacte suivante :

0 −→ J
ιJ−→ A⊕̇J pA−→ A −→ 0

On a A ./f J := f ./(A⊕̇J) et on pose Γ(f) = {(a, f(a))|a ∈ A}. Clairement,

Γ(f) ⊆ A ./f J et A ./f J ∼= A⊕̇J .

Exemple 3.1.3 Un cas particulier de la construction de l'amalgamation est la du-

plication amalgamé d'un anneau ([23],[27],[28]). Soit A un anneau et E un

sous A-module de l'anneau total des fractions de A noté T (A) tel que E.E ⊆ E. La

duplication amalgamé de A le long d'un sous A-module E, noté A ./ E, est le sous

anneau de A× T (A) dé�ni par

R ./ E = {(a, a+ e)|a ∈ A et e ∈ E}

Dans ce cas, on a E est un idéal du sous anneau B = (E : E) = ({z ∈ T (A) | zE ⊆

E} de T (A). Si ι : A −→ B est l'injection canonique, alors A ./ι E coïncide avec

A ./ E, la duplication amalgamé de A le long de E.

En particulier, si E = I un idéal de A, Dans ce cas on prend B = A et on considère
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l'application identité id := idA : A −→ A. Par conséquence, on obtient A ./ I, la

duplication amalgamé le long de I, coïncide avec A ./id I.

Exemple 3.1.4 Soient A ⊂ B deux anneaux et X := {X1, X2, ...Xn} des indéter-

minées sur B.

On a A+XB[X] := {h ∈ B[X]/h(0) ∈ A} est un sous anneau de B.

Soient J = XB[X] un idéal de B[X], et σ : A ↪→ B[X] l'injection canonique.

Alors on a :

A ./σ J ∼= A+XB[X].

Dans la suite nous étudierons quelques propriétés algébriques de l'anneau A ./f J

en relation avec A, B, et f .

3.2 Produit �bré

Dé�nition 3.2.1 Soient α : A −→ C, β : B −→ C des homomorphisme d'anneaux.

Alors D = α ×C β = {(a, b) ∈ A × B | α(a) = β(b)} est un sous-anneau de A × B

appelé le produit �bré de α et β.

Dans ce qui suit, nous désignerons par pA (Respectivement, pB) la restriction à

α×C β de la projection de A×B sur A (respectivement B).

Proposition 3.2.2 Soient f : A −→ B un homomorphisme d'anneau et J un idéal

de B. Si π : B −→ B/J est la projection canonique et f̌ = πof , alors A ./f J =

f̌ ×B/J π.

Preuve: un résultat direct de la dé�nition.

Proposition 3.2.3 Soient A,B,C, α, β comme dans la dé�nition 3.2.1, et soit f :

A −→ B un homomorphisme d'anneaux. Les conditions suivantes sont équivalente :

1) Il existe un J idéal de B tel que A ./f J est le produit �bré de α et β.

2) α est la composition β ◦ f .
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Preuve: Supposons que la condition (1) est véri�é, et soit a un élément de A.

Donc, (a, f(a)) ∈ A ./f J et, par hypothèse, on a α(a) = β(f(a)). D'où on obtient

la condition (2).

Inversement, supposons que α = β ◦ f . On veut montrer que l'anneau A ./f ker(β)

est le produit �bré de α et β. L'inclusion A ./f ker(β) ⊆ α×C β est claire. D'autre

part, soit (a, b) ∈ α ×C β. Par hypothèse, on a β(b) = α(a) = β(f(a)). Ce qui

implique que b − f(a) ∈ ker(β), et d'où (a, b) = (a, f(a) + k), pour un certain

k ∈ ker(β). Par conséquent, A ./f ker(β) = α ×C β, et donc la condition (1) est

vraie.

Maintenant, rappelons qu'un homomorphisme d'anneau r : B −→ A est appelé une

rétraction d'anneau s'il existe un homomorphisme d'anneaux ι : A −→ B tel que

r ◦ ι = idA. Dans cette situation, ι est nécessairement injectif, r est nécessairement

surjectif, et A est dit une rétracte de B.

Exemple 3.2.4 Si r : B −→ A un rétraction d'anneaux et ι : A ↪→ B un injection

d'anneaux tel que r ◦ ι = idA, alors B est naturellement isomorphe à A ./f ker(β).

En e�et, il est facile de véri�e, que B = ι(A) + ker(r) et que ι−1(ker(r) = {0}

Remarque 3.2.5 Soient f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux et J un idéal

de B. Alors A est une rétracte de A ./f J et l'application πA : A ./f J −→ A , dé�ni

par (a, f(a) + j) −→ a, est une rétraction d'anneaux, car l'application ι : A −→

A ./f J , a −→ (a, f(a)), est un homomorphisme injectif tel que πA ◦ ι = idA.

Proposition 3.2.6 Soient A,B,C, α, β,pA,pB comme dans la dé�nition 3.2.1. Alors,

les assertions suivantes équivalentes :

1) pA : α×C β −→ A est une rétraction d'anneau.

2) Il existe un idéal J de B et il existe un homomorphisme d'anneaux f : A −→ B

tels que α×C β = A ./f J .

Preuve: SoitD = α×Cβ. Supposons que la condition (1) est vraie et soit ι : A ↪→ D

une injection d'anneaux tel que pA ◦ ι = idA. Si on considère l'homomorphisme
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d'anneaux f = pB ◦ ι, alors par la dé�nition du produit �bré, on a β ◦ f = β ◦ pB ◦

ι = α ◦ pA ◦ ι = α ◦ idA = α. D'où on obtient la condition (2) en appliquant la

proposition 6.1.6. Inversement, soit f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux tel

que D = A ./f J , pour un certain idéal J de B. Par la remarque 3.2.5 la projection

de A ./f J dans A est un rétraction d'anneaux.

Remarque 3.2.7 Soient f, g : A −→ B deux homomorphismes d'anneaux et J un

idéal de B. On peut trouver A ./f J = A ./g J , avec g 6= f . En faite, il facile de

véri�er que A ./f J = A ./g J si et seulement si f(a)− g(a) ∈ J , pour tout a ∈ A.

Proposition 3.2.8 Avec les notations de la dé�nition 3.2.1, On a :

1) si D = α×C β est réduit alors,

Nilp(A) ∩ ker(α) = {0} et Nilp(B) ∩ ker(β) = {0}.

2) Si l'une des conditions suivante est véri�ée :

(a) A est réduit et Nilp(B) ∩ ker(β) = {0}.

(b) B est réduit et Nilp(A) ∩ ker(α) = {0}.

Alors D est réduit.

Preuve: 1) Supposons que D est réduit. Par symétrie, il su�t de montrer que

Nilp(A) ∩ ker(α) = {0}. Si a ∈ Nilp(A) ∩ ker(α), alors (a, 0) est un élément

nilpotent de D, ce qui donne a = 0.

2) Par symétrie entre les deux conditions (a) et (b), il est su�sante de montrer

que si la condition (a) est satisfaite alors D est réduit. En e�et, Soit (a, b) un

élément nilpotent de D. D'où a = 0 car a ∈ nilp(A) et A est réduit. Donc on a

(a, b) = (0, b) ∈ nilp(D), ce qui implique que b ∈ Nilp(B) ∩ ker(β) = {0}.

Proposition 3.2.9 Avec les mêmes notations de la dé�nition 3.2.1. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

1) D = α×C β est un anneau Noethérien.

2) ker(β) est un D-module Noethérien (avec la structure naturelle de D-module

induit par pB) et pA(D) est un anneau Noethérien.
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Preuve: Il est facile de voir que Ker(pA) = 0× ker(β). D'où, On a la suite exacte

courte suivante :

0 −→ ker(β)
i−→ D

pA−→ pA(D) −→ 0

où i est l'injection canonique de D-module (dé�nie par x −→ (x, 0) pour tout

x ∈ ker(β)). Par [[30], Proposition 6.3], D est un anneau Noethérien si et seulement

si ker(β) et pA(D) sont des D-modules Noethérien. Le résultat devient immédiate,

car les sous D-modules de pA(D) sont exactement les idéaux de l'anneau pA(D).

Remarque 3.2.10 Si β est surjectif, alors pA est aussi surjectif et donc pA(D) = A.

Dans ce cas, la proposition 3.2.9 devient, D est Noethérien si et seulement si ker(β)

est un D-module Noethérien et A est un anneau Noethérien.

3.3 L'anneau A ./f J : quelques propriétés algé-

briques

On commence par quelques résultats immédiate de la dé�nition de l'anneau

A ./f J :

Proposition 3.3.1 Soient f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux, J un idéal

de B et A ./f J := {(a, f(a) + j) | a ∈ A, j ∈ J }.

(1) Soit ı := ıA,f,J : A −→ A ./f J l'homomorphisme d'anneaux naturel dé�ni

par ı(a) := (a, f(a)),∀a ∈ A, alors ı est un prologement qui fait de A ./f J

une extension de A (avec Γ(f) := {(a, f(a)) | a ∈ A} est un sous-anneau de

A ./f J .)

(2) Soient I un idéal de A et I ./f J := {(i, f(i) + j) | i ∈ I, j ∈ J}.Alors

I ./f J est un idéal de A ./f J , la composition des homomorphismes canoniques

A ↪→ A ./f J � A./fJ
I./fJ

est un homomorphisme d'anneaux surjectif et son noyau

coïncide avec I.
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Par conséquent, nous avons l'isomorphisme canonique suivant :

A ./f J

I ./f J
∼=
A

I
.

(3) Soient pA : A ./f J −→ A et pB : A ./f J −→ B les projections naturelles de

A ./f J (⊂ A× B) respectivement dans A et dans B . Alors pA est surjective

et Ker(pA) = {0} × J .

De plus, pB(A ./f J) = f(A) +J etKer(pB) = f−1(J)×{0}. Nous avons alors

les isomorphismes suivants :

A./fJ
{0}×J

∼= A et A./fJ
f−1(J)×{0}

∼= f(A) + J

(4) Soit γ : A ./f J −→ (f(A) +J)/J l'homomorphisme d'anneaux naturel dé�ni

par (a, f(a) + j) 7→ f(a) + J . Alors γ est surjective et Ker(γ) = f−1(J)× J .

Ainsi,nous avons l'isomorphisme naturel suivant :

A ./f J

f−1(J)× J
∼=
f(A) + J

J
.

En particulier,lorsque f est surjective,on a :

A ./f J

f−1(J)× J
∼=
B

J
.

L'anneau B� (qui est un sous anneau de B) a un rôle très important dans la structure

de A ./f J . Pour l'instant, si f−1 = 0, on a B� = A ./f J (la proposition 3.3.1).

Proposition 3.3.2 Avec les notations de la proposition 3.3.1, supposons que J 6=

{0}. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A ./f J est un domaine.

(2) f(A) + J est un domaine et f−1(J) = 0

En particulier, si B est un domaine et f−1(J) = 0, alors A ./f J est un domaine.

Preuve: (2) ⇒ (1) est claire, car f−1(J) = 0 implique que A ./f J = f(A) + J

(proposition 3.3.1(3)).

Supposons que la condition (1) est bien véri�é. Si il existe un élément a ∈ A \ 0 tel
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que f(a) ∈ J , alors (a, 0) ∈ A ./f J \ (0, 0). D'où si j est un élément non nul de J ,

alors on a (a, 0)(0, j) = (0, 0), une contradiction. Donc f−1(J) = 0. Le résultat donc

est immédiate car A ./f J = f(A) + J (proposition 3.3.1(3)).

Remarque 3.3.3 1) Notons que, Si A ./f J est un domaine , alors A est un

domaine aussi, par la proposition 3.3.1(1).

2) Soit B = A, f = idA et J = I un idéal de A. Dans ce cas, A ./idA J coïncide

avec la duplication amalgamé de A le long de I et il n'est jamais un domaine, sauf

si I = 0 et A est domaine.

Proposition 3.3.4 Avec les notations de la proposition 3.3.1. les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

(1) A ./f J est un anneau réduit.

(2) A est un anneau réduit et Nilp(B) ∩ J = 0

En particulier, si A et B sont réduit, alors A ./f J est réduit ; inversement, si J est

un idéal radical de B et A ./f J est réduit, alors A et B sont réduit.

Preuve: D'après la proposition 3.2.8(2 a), on déduit facilement avec les notations

de la proposition 3.2.2 que (2)⇒ (1), car dans ce cas on a ker(π) = J .

(2) ⇒ (1) par la proposition 3.2.8(1), il su�t de monter que si A ./f J est réduit,

alors A est l'est aussi. En e�et, si a ∈ Nilp(A), alors (a, f(a)) ∈ Nilp(A ./f J). Le

résultat est donc trivial.

La première partie de la dernière assertion est évident. Pour la deuxième partie, on

a {0} = Nilp(B)∩ J = Nilp(B) ( car J est un idéal radical, et donc Nilp(B) ⊆ J).

Par conséquent, B est un anneau réduit.

Remarque 3.3.5 1) Notons que, Si B = A, f = idA, et J = I un idéal de A, on

a A ./ I est réduit si et seulement si A est réduit.

2) La dernière proposition implique que la propriété d'être réduit pour A ./f J est

indépendante de la nature de f .
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3) Si A et f(A)+J sont réduit, alors A ./f J est anneau réduit, par la proposition

3.3.4. Mais le sens inverse n'est pas en général vrai. En e�et, Soient A =

Z,B = Z× (Z/4Z), f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux tel que f(n) =

(n, [n]4), pour tout n ∈ Z (où [n]4 désigne la classe de n modulo 4). Si on

prend J = Z ×{[0]4}, alors J ∩Nilp(B) = {0}, et d'où A ./f J est un anneau

réduit, mais (0, [2]4) = (2, [2]4) + (−2, [0]4) est un élément nilpotent non nul de

f(A) + J .

Proposition 3.3.6 Avec les notations de la proposition 3.3.1. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

1) A ./f J est un anneau Noethérien.

2) A et f(A) + J sont des anneaux Noethérien.

Preuve: (2)⇒ (1) Rappelons que A ./f J est le produit �bré de l'homomorphisme

d'anneau f̌ : A −→ B/J (dé�ni par a −→ f(a) + j) et la projection canonique

π : B −→ B/J . Comme la projection pA : A ./f J −→ A est surjective (proposition

3.3.1(3)), A est un anneau Noethérien d'après la proposition 3.2.9, il su�t de montrer

que J(= ker(π), avec la structure de A ./f J-module induit par pB, est Noethérien.

Mais ceci est facile, car tout sous A ./f J-module de J est un idéal de l'anneau

Noethérien f(A) + J .

(1)⇒ (2) C'est une conséquence immédiate de la proposition 3.3.1(3).

Remarque 3.3.7 Notons que, dans le cas où B = A, f = idA, et J = I un idéal

de A, on a A ./ I Noethérien si et seulement si A est Noethérien.

Proposition 3.3.8 Avec les notations de la proposition 3.3.1, supposons que l'une

des conditions suivantes est satisfaite :

a) J est un A-module de type �ni (par la structure naturelle induit par f).

b) J est un A-module Noethérien (par la structure naturelle induit par f).

c) f(A) + J est un A-module Noethérien (par la structure naturelle induit par f)

d) f est un homomorphisme �ni.
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Alors A ./f J est un anneau Noethérien si et seulement si A est Noethérien.

Remarque 3.3.9 Soit f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux. Alors f est dit

un homomorphisme �ni s'il existe une famille �ni {b1, b2, ..., bn} de B telle que pour

tout élément b ∈ B on a b =
∑n

i=1 f(ai)bi avec ai ∈ A.

Preuve: Clairement, si A ./f J est Noethérien, alors A est un anneau Noethérien,

car il est isomorphe à A ./f J/({0} × J) (proposition 3.3.1(3)).

Inversement, Supposons que A est un anneau Noethérien. Dans ce cas il est évident

de véri�é que les conditions (a), (b) et (c) sont équivalentes [[30], Proposition 6.2,

6.3, et 6.5]. De plus, (d) implique (a), car J est un sous A-module de B, et B est

un A-module Noethérien d'après la condition (d) [[30], Proposition 6.5].

Maintenant, il su�t de monter que A ./f J est Noethérien si A est Noethérien et la

condition (c) est vraie. Si f(A)+J est un A-module Noethérien alors f(A)+J est un

anneau Noethérien (car tout idéal de f(A) + J est un sous A-module de f(A) + J).

La conclusion découle de la proposition 3.3.6((2)⇒ (1)).

Proposition 3.3.10 Avec les même notations de la proposition 3.3.1 et 3.2.2. Si

B est un anneau Noethérien et l'homomorphisme d'anneaux f̌ : A −→ B/J est �ni,

alors A ./f J est un anneau Noethérien si et seulement si A est Noethérien.

Preuve: Si A ./f J est Noethérien nous savons toujours que A est Noethérien.

Donc il reste à montrer que si A et B sont des anneaux Noethérien et f̌ est �ni,

alors A ./f J est un anneau Noethérien. Mais ce résultat découle immédiatement de

[[29], Proposition 1.8].

Proposition 3.3.11 Soit A ⊆ B une extension d'anneaux et X := {X1, ..., Xn} un

ensemble �ni des indéterminées sur B, Alors les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

1) A+B[X] est un anneau Noethérien.
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2) A+B[[X]] est un anneau Noethérien.

3) A est un anneau Noethérien et A ⊆ B est une extension �nie d'anneaux.

Les deux propositions suivantes donnent une caractérisation pour les éléments nil-

potents et les éléments idempotents de A ./f J .

Proposition 3.3.12 ([22], lemme 2.5) Soient f : A −→ B un homomorphisme

d'anneaux et J un idéal de B telle que Idem(B)∩ J = {0}. Alors Idem(A ./f J) =

{(e, f(e)|e ∈ Idem(A)}

Preuve: Soit (e, f(e) + j) un élément idempotent de A ./f J . Il est claire que e doit

être un élément idempotent de A. D'autre part, (f(e)+j)2 = f(e)+j. D'où, j−j2 =

2f(e)j. Donc, f(e)(j − j2) = 2f(e)2j = 2f(e)j. Par conséquent, −f(e)j2 = f(e)j.

D'où, (f(e)j)4 = (f(e)j2)2 = (−f(e)j)2 = (f(e)j)2. Donc, f(e)j2 = (f(e)j)2 ∈

idem(B) ∩ J = {0}. D'où, f(e)j = −f(e)j2 = 0. Par conséquent, j2 = j. Ce qui

implique que j ∈ idem(B) ∩ J = {0}. D'où, j = 0 et Idem(A ./f J) ⊆ {(e, f(e)|e ∈

Idem(A)}. L'inclusion inverse est claire.

Proposition 3.3.13 ([22], lemme 2.10) Soient f : A −→ B un homomorphisme

d'anneaux et J un idéal de B. Alors :

Nilp(A ./f J) = {(a, f(a) + j)|a ∈ Nilp(A), et j ∈ Nilp(B) ∩ J}.

Preuve: Considérons (a, f(a) + j) ∈ Nilp(A ./f J). donc, il existe un entier positif

n tel que (a, f(a) + j)n = 0. D'où, a ∈ Nilp(A) et f(a) ∈ Nilp(B). D'autre part,

(f(a) + j)n = 0 donne f(a) + j ∈ Nilp(B). Donc j ∈ Nilp(B) car f(a) ∈ Nilp(B).

Par conséquent, j ∈ Nilp(B) ∩ J .

Inversement, Soient a ∈ Nilp(A) et j ∈ Nilp(B)∩J . Il est claire que f(a) ∈ Nilp(B).

D'où, f(a) + j ∈ Nilp(B). Par conséquent, (a, f(a) + j) est un élément nilpotent de

A ./f J .
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3.4 Les idéaux premiers et maximaux de l'anneau

A ./f J

Tous les résultats de cette partie se trouve dans l'article [25].

Soit f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux, et posons X = spect(A), Y =

spect(B). Notons f ∗ : Y −→ X l'application fermée naturellement associé à f .(i.e

f ∗(Q) = f−1(Q) pour tout idéal premier Q de Y ). Soit S un sous-ensemble de A.

Alors, VX(S), ou simplement V (S), désigne le sous-espace fermé de X, formé de tous

les idéaux premiers de A contenant S.

Lemme 3.4.1 ([29], Théorème 1.4) Avec les mêmes notations de la dé�nition

3.2.1. Posons X = spect(A), Y = spect(B), Z = spect(C), et W = spect(D). Sup-

posons que β est surjectif. Alors Nous avons les résultats suivants :

1) Si H ⊆ W \V (ker(pA)), alors il existe un unique idéal premier Q de B tel que

p−1B (Q) = H. De plus, Q ∈ Y \V (ker(β)) et DH
∼= BQ, sous l'homomorphisme

canonique induit par pB.

2) L'application continue p∗A est fermé de X dans W . Ainsi X est homéomorphe

à son image , V (ker(pA)), sous p∗A.

3) La restriction de l'application continue p∗B à Y \ V (ker(β)) est un homéomor-

phisme de Y \ V (ker(β)) à W \ V (ker(pA)).

En particulier, Les idéaux premiers de D sont de type p−1A (P ) ou P−1B (Q), où

P est un idéal premier de A et Q est un idéal premier de B, avec Q + ker(β).

Le corollaire suivant est un résultat direct du lemme 3.4.1 :

Corollaire 3.4.2 Avec les notations de la dé�nition 3.2.1, supposons que β est

surjectif. Soit H un idéal premier de D.

1) Supposons que H contient ker(pA). Soit P l'unique idéal premier de A tel que

H = p∗A(P ). Alors H est un idéal maximal de D si et seulement si P est un

idéal maximal de A.
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2) Supposons que H ne contient pas ker(pA). Soit Q l'unique idéal premier de B

(Q ne contient pas ker(β)) tel que H = p∗B(Q). Alors H est un idéal maximal

de D si et seulement si Q est un idéal maximal de B.

3) D est un anneau local si et seulement si A est un anneau local et ker(β) ⊆

Jac(B). De plus si D est un anneau local et M est l'unique idéal maximal de

A, alors {p−1A (M)} = Max(D)

A l'aide de tous ces résultats, on peut donc décrire la structure du spectre premier

de l'anneau A ./f J) :

Corollaire 3.4.3 Avec les notations de la proposition 3.3.1. Soit X = spect(A), Y =

spect(B),W = spect(A ./f J)), et J0 = {0}×J . Pour tout P ∈ X et Q ∈ Y posons :

P ′f := P ./f J = {(p, f(p) + j) | p ∈ P, j ∈ J};

Qf := {(a, f(a) + j) | a ∈ A, j ∈ J, f(a) + j ∈ Q}.

Alors,nous avons les propriétés suivantes :

(1) L'application P 7→ P ′f est un plongement fermé de X dans W . Ainsi son

image, qui coïncide avec V (J0), est homéomorphe à X.

(2) L'application Q 7→ Qf est un homéomorphisme de Y \ V (J) sur W \ V (J0).

(3) Les idéaux premiers de A ./f J sont du type P ′f ou Qf , pour P variant en X

et Q dans Y \ V (J).

Corollaire 3.4.4 Par les notations du corollaire 3.4.3.

1) Soit P ∈ X. Alors P ′f est un idéal maximal de A ./f J) si et seulement si P

est un idéal maximal de A.

2) Soit Q un idéal premier de B qui ne contient pas J . Alors Qf est un idéal

maximal de A ./f J) si et seulement si Q est un idéal maximal de B.

En particulier, Max(A ./f J)) = {P ′f |P ∈Max(A)} ∪ {Qf |Q ∈Max(B) \ V (J)}.

3) A ./f J) est un anneau local si et seulement si A est un anneau local et J ⊆

Jac(B)
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La proposition suivante décrit la localisation de l'anneau A ./f J) par tous ses

idéaux premiers.

Proposition 3.4.5 Avec les notations du corollaire 3.4.3. Nous avons les résultats

suivants :

1) Pour tout idéal Q ∈ Y \ V (J), l'anneau (A ./f J)
Qf est canoniquement iso-

morphe à BQ.

2) Pour tout idéal P ∈ X \ V (f−1(J)), la localisation (A ./f J)P ′f est canonique-

ment isomorphe à AP .

3) Soit P un idéal premier de A contient f−1(J). Considérons la partie multipli-

cative S := S(f, P, J) = f(A\P )+J de B et posons BS = S−1B et JS = S−1J .

Si fP : AP −→ BS est l'homomorphisme d'anneaux induit par f , alors l'anneau

(A ./f J)P ′f est canoniquement isomorphe à AP ./
fP JS.

3.5 L'extension des idéaux de A à A ./f J

Proposition 3.5.1 Avec les notations de la proposition 3.3.1 et du corollaire 3.4.3.

Nous avons les propriétés suivantes :

1) Si I (resp. H) est un idéal de A (resp. f(A) +J) tel que f(I)J ⊆ H ⊆ J , alors

I ./f H = {(i, f(i) + h) | i ∈ I, h ∈ H} est un idéal de A ./f J

2) Si I est un idéal de A alors l'extension I(A ./f J) de I à A ./f J coïncide avec

I ./f (f(I)B)J = {(i, f(i) + β) | i ∈ I, β ∈ (f(I)B)J}.

3) Si I est un idéal de A tel que f(I)B = B, alors I(A ./f J) = I ′f = {(i, f(i)+j) |

i ∈ I, j ∈ J} = I ./f J .

Preuve: 1) évident.

2) Soit I0 = I ./f (f(I)B)J En appliquant (1) à H = (f(I)B)J on déduit que I0

est un idéal de A ./f J et , par dé�nition, I0 ⊇ ι(I) = {(i, f(i) + β) | i ∈ I}. Soit

L un idéal de A ./f J qui contient ι(I), et soit (i, f(i) + β) ∈ I0 ( où i ∈ I, et
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β ∈ (f(I)B)J). Par conséquent, on peut trouver α1, α2, ..., αn ∈ I, b1, b2, ...bn ∈ J .

tel que β =
∑n

k=1 f(αk)bk. Comme (i, f(i), (α1, f(α1), ..., (αn, f(αn)) ∈ ι(I) ⊆ L,

alors

(i, f(i) + β) = (i, f(i)) +
n∑
k=1

(αk, f(αk)(0, bk) ∈ L

et donc I0 ⊆ L.

3) Découle immédiatement de (2).

3.6 Fermeture intégrale de l'anneau A ./f J :

Rappel : [33]

Soient R ⊆ S une extension d'un anneau. On dit q'un élément x ∈ S est entier

sur R si x est racine d'un polynome untaire f de R[X] i.e il existe n ∈ N∗ tel que

f(x) = xn + a0x
n−1 + ...+ an−1 = 0 .

On dit que S est entière sur R si tout élément de S est entier sur R. une relation de

la forme f(x) = 0 où f est un polynôme unitaire de R[X] est appelée équation de

dépendance intégrale à coe�cients dans A.

L'ensemble des éléments de S entiers sur R est appelée la fermeture intégrale de R,

et il sera noter par R
S
.

La fermeture intégrale de R dans son anneau total des fractions T (R) sera simple-

ment notée par R.

Maintenant, nous voulons déterminer la fermeture intégrale de l'anneau A ./f J

dans son anneau total des fractions T (A ./f J).

Proposition 3.6.1 [26] Soient f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux, J un

idéal de B, et A ./f J l'amalgamation de A et B suivant J et respectant f . Supposons

que J et f−1(J) sont des idéaux réguliers respectivement de B et A. Alors T (A ./f J)

est canoniquement isomorphe à T (A)× T (B).

Preuve: On notera que J1 := f−1(J)×J est le conducteur de A ./f J dans A×B

(i.e, le plus grand idéal de A ./f J qui est aussi un idéal de A×B). Puisque f−1(J)
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et J sont des idéaux réguliers, alors J1 est un idéal régulier de A×B . Maintenant,

le résultat découle immédiatement de [39, page 326].

Maintenant nous allons donner des exemples qui montrent que, dans la proposition

ci-dessous, l'hypothèse que J et f−1(J) sont des idéaux réguliers est essentiel.

Exemple 3.6.2 [26] Soient A un domaine,K son corps des fractions, et B un sur-

anneau de A, et soit J = 0. Alors, dans ce cas A ./f J ∼= A (Proposition 3.3.1), et

donc T (A ./f J) est isomorphe à K, or T (A)× T (B) = K ×K.

Exemple 3.6.3 [26] Dans cet exemple, J est un idéal régulier non nul.

Soit A un domaine et K son corps des fractions et soient B := A[X] , J := (X)

,et A ↪→ A[X] l'injection naturel. Dans ce cas, d'après la proposition 3.3.1, on

déduit que A ./f J ∼= A + XA[X] , et donc T (A ./f J) = K(X).On véri�e que

f−1J = A ∩ J = {0}. Cependant, T (A)× T (B) = K ×K(X).

Dans cet exemple, J 6= (0) et f−1(J) 6= (0) qui ne sont pas réguliers , Soient K

un corps, A := K(3), B := K(2), et J := {0} × K où K(n) = K × K.... × K est

l'anneau produit direct. Si f est la projection dé�ni par (a, b, c) 7→ (a, b), on voit

immédiatement que A ./f J ∼= K(4) et par suite T (A ./f J) ∼= K(4),or T (A)×T (B) =

K(5).

Lemme 3.6.4 [26] Soit f : A −→ B un homomorphisme d'anneaux, J un idéal

de B, et A ./f J l'amalgamation de A et B suivant J et respectant f .Le sous-

anneau A × (f(A) + J) de A × B, qui contient A ./f J est entière sur A ./f J .

Plus précisément, tout élément de A× (f(A) + J) est de degré au plus égal deux sur

l'anneau A ./f J .

Preuve: Soit (α, f(a)+j) ∈ A×(f(A)+J) avec α, a ∈ A et j ∈ J . On Suppose que

(α, f(a)+j) /∈ A ./f J , ainsi, en particulier, α 6= a. Alors, l'élément (α, f(a)+j) est

une racine du polynôme unitaire (X − (α, f(α)))(X − (a, f(a) + j)) ∈ A ./f J [X].
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Proposition 3.6.5 [26] Sous les mêmes notations du lemme 3.6.4, on suppose que

J et f−1(J) sont des idéaux réguliers respectivement de B et A. Alors A ./f J(i.e,

la fermeture intégrale de A ./f J dans son anneau total des fractions) coïncide avec

A×(f(A) + J). En particulier, si f est un homomorphisme entière (i.e B est entière

sur f(A)) , alors A ./f J = A×B.

Preuve: Rappelons que, sous la présente hypothèse sur J et f−1(J), nous avons

T (A ./f J) = T (A × B) qui est canoniquement isomorphe à T (A) × T (B) (Pro-

position 3.6.1). Par conséquent, il est facile de voir que A ./f J ⊆ A × (f(A) + J).

D'autre part, l'anneau A× (f(A) + J) est évidemment entière sur A ./f J , d'où la

conclusion.

Remarque 3.6.6 [26] sans hypothèse J et f−1(J) la preuve de la proposition 3.6.5

montre que la fermeture intégrale de A ./f J dans T (A) × T (B) coïncide avec

A× f(A) + J

Maintenant,nous allons étudier quand A ./f J est entière sur Γ(f) := {(a, f(a)) |

a ∈ A}

Lemme 3.6.7 [26] Soit f :−→ B,J ⊆ B, et A ./f J . Alors, les assertions suivantes

sont équivalentes.

1) f(A) + J est entière sur f(A) ;

2) A ./f J est entière sur Γ(f).

En particulier, si f est un homomorphisme entière (i.e B est entière sur f(A)),

alors A ./f J est entier sur Γ(f) = (∼= A).

(i) =⇒ (ii).

Soit (a, f(a) + j) un élément non nul de A ./f J . Ainsi,d'après la condition (i), il

existe un entier n ∈ N∗ et a0, a1, ..., an ∈ A tels que (f(a) + j)n +
∑n−1

i=0 f(ai)(f(a) +

j)i = 0 . Par conséquent, il est facile de véri�er que (a, f(a) + j) est une racine du

polynôme unitaire [X − (a, f(a))][Xn +
∑n−1

i=0 (ai, f(ai)X
i)] ∈ Γ(f)[X].
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Réciproquement, soit f(a) + j ∈ f(A) + J .d'après la condition (ii), (a, f(a) + j)

est entier sur Γ(f) , et donc l'équation de dépendance intégrale de (a, f(a) + j) sur

Γ(f) nous donne l'équation de dépendance intégrale de f(a) + j sur f(A).

La dernière assertion est évidente .

49



CHAPITRE 4

LES EXTENSIONS TRIVIALES DES

ANNEAUX ET LA CONJECTURE DE

COSTA

S. Kabbaj,and N. Mahdou. Trivial Extensions of Local Rings and a

Conjecture of Costa. Lecture Notes in Pure and Applied in Mathematics

- Dekker 231 (2002) 301-311

4.1 Dé�nitions et résultats de base

Dé�nition 4.1.1 Soient R un anneau commutatif et M un R-module. On dit que

M est n-présenté s'il existe une suite exacte :

Fn
un−→ Fn−1

un−1−→ ... −→ F0
u0−→M −→ 0

Où Fi est un R-module libre de base �nie pour tout i = 1...n.

On pose λR(M) = sup{n | M est n-présenté } . Si M n'est pas de type �ni on pose

λR(M) = −1. Noter que λR(M) ≥ n si et seulement si M est n-présenté.
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Dé�nition 4.1.2 Soit R un anneau commutatif et M un R-module. On dit que la

dimension projectif de M est inférieure ou égale à n s'il existe une résolution pro-

jective de la forme :

0 −→ Pn
un−→ Pn−1

un−1−→ ... −→ P0
u0−→M −→ 0

Où tous les Pi sont des R-modules projectifs. On note pdR(M) ≤ n.

- Si une telle résolution n'existe pas, on dit que M est de dimension projective in�nie

et on note pdR(M) =∞.

- Si une telle résolution existe et n est le plus petit entier qui véri�e une telle réso-

lution, on dit que la dimension projective de M est n. On note pdR(M) = n.

Dé�nition 4.1.3 Soit R un anneau commutatif.

1. Pour tout entier n ≥ 0 on dé�ni le n-dimension de R par n-dim(R) = sup{pdR(M) |

M est un R-module n-présenté}, où pdR(M) est la dimension projective de M .

2. On appelle dimension globale de R l'entier noté gldim(R) dé�ni par gldim(R) =

sup{pdR(M) |M un R-module } = sup{pdR(R/I) | I est un idéal de R}.

Dé�nition 4.1.4 ([6],Dé�nition 1.2) Soient n, d deux entiers. Un anneau R est

dit (n, d)-anneau si n-dim(R) ≤ d. Autrement, R est un (n, d)-anneau si chaque R-

module n-présenté a une dimension projective inférieure ou égale à d, ie, si λR(M) ≥

n alors, pdR(M) ≤ n. Si R est un domaine et (n, d)-anneau, on dit que R est un

(n, d)-domaine.

Théoréme 4.1.5 ([6], Théorème 1.3) Soit R un anneau commutatif. Alors :

1. R est un (0, 0)-anneau si et seulement si R est une somme directe �nie des

corps.

2. R est un (0, 1)-anneau si et seulement si R est héréditaire.

3. R est un (0, d)-anneau si et seulement si gldim(R) ≤ d .

4. R est un (1, 0)-anneau si et seulement si R est régulier au sen de Von Neumann.
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5. R est un (1, 1)-anneau si et seulement si R est semi-héréditaire.

6. Pour tout n ≥ 0. R est un (n, 0)-domaine si et seulement si R est un corps.

7. R est un (0, 1)-domaine si et seulement si R un domaine de Dedekind.

8. R est un (1, 1)-domaine si et seulement si R est un domaine de Prüfer.

9. Si R est un anneau Noethérien,alors R est un (n, d)-anneau si et seulement si

gldim(R) ≤ d.

Pour plus de détails sur les (n,d)-anneau voir [6, 10, 11, 14, 16, 32, 34]

Dans [6], Costa pose la question sur l'existence des exemples des (n, d)-anneaux

qui ne sont pas des (n, d − 1)-anneaux ni des (n − 1, d)-anneaux pour tous entiers

positives n et d. La réponse est a�rmative pour les (0, d)-anneaux et les (1, d)-

anneaux pour tout entier d ≥ 0 [6]. Par suite dans [6], Costa donne des exemples

des (2, 1)-domaines qui ne sont pas (2, 0)-domaine ni (1, 1)-domaine, et dans [15]

Costa et Kabbaj donnent des exemples des (2, 2)-domaine qui ne sont pas des (1, 2)-

domaines ni des (2, 1)-domaine. Puis dans [34], N.Mahdou construit une classe des

(2, d)-anneaux qui ne sont pas des (2, d−1)-anneaux ni des (1, d)-anneaux pour tout

entier d ≥ 1 . L'objectif de ce chapitre est de donner un exemple des (3, d)-anneaux

qui ne sont pas des (3, d− 1)-anneaux ni des (2, d)-anneaux pour tout entier d ≥ 0.

4.2 Résultats et exemples

Théoréme 4.2.1 Soit (A,M) un anneau local et soit R = A ∝ A/M l'extension

triviale de A par A/M . Alors :

1) R est un (3, 0)-anneau à condition que M n'est pas de type �ni.

2) R n'est pas un (2, d)-anneau , pour tout entier d ≥ 0, à condition que M contient

un élément régulier.

La preuve de ce théorème se base sur le lemme suivant :
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Lemme 4.2.2 Soit A un anneau, I un idéal de A, et R l'extension triviale de A

par A/I. Alors pdR(I ∝ A/I) et pdR(0 ∝ A/I) sont in�ni.

Preuve: considérons la suite exacte suivante :

0 −→ I ∝ A/I −→ R −→ R/(I ∝ A/I) −→ 0

On montre que R/(I ∝ A/I) n'est pas projectif. Sinon. Alors la suite est scindée. Par

conséquent, I ∝ A/I est engendré par un élément idempotent. (a, e) = (a, e)(a, e) =

(a2, 0). D'où I ∝ A/I = R(a, 0) = Aa ∝ 0, contradiction (car A/I 6= 0).On déduit

de la suite au dessus que

pdR(R/(I ∝ A/I) = 1 + pdR(I ∝ A/I) (4.1)

Soit (xi)i∈4 une famille des générateurs de I soit R(4) un R-module libre. Considé-

rons la suite exacte suivante :

0 −→ Ker(u) −→ R(4) ⊕R u−→ I ∝ A/I −→ 0

où u((ai, ei)i∈4, (a0, e0)) =
∑
i∈4

(ai, ei)(xi, 0) + (a0, e0)(0, 1) = (
∑
i∈4

aixi, a0). avec xi ∈

I pour tout i ∈ 4. D'où :

Ker(u) = (U ∝ (A/I)(4))⊕ (I ∝ A/I)

Où U = {(ai)i∈4 ∈ A(4) |
∑
i∈4

aixi = 0}. D'où, on a l'isomorphisme des R-modules

I ∝ A/I ∼= (R(4)/(U ∝ (A/I)(4)))⊕ (R/(I ∝ A/I)). Par conséquent

pdR(R/(I ∝ A/I)) ≤ pdR(I ∝ A/I) (4.2)

Clairement, de (4.1) et (4.2) pdR(I ∝ A/I) est forcement in�nie.

Maintenant soit la suite exacte suivante :

0 −→ I ∝ A/I −→ R
v−→ 0 ∝ A/I −→ 0

Où v(a, e) = (a, e)(0, 1) = (0, a), il est facile de remarquer que pdR(0 ∝ A/I) =∞.

Preuve du théorème : 1) Supposons M n'est pas de type �ni. Soit H0(6= 0) un

R-module 3-présenté et soit (zi)i=1...n une famille génératrice minimale de H0 (pour

un certain entier positif n). Considérons la suite exacte suivante :
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0 −→ H1 := ker(u0) −→ Rn u0−→ H0 −→ 0

Où u0((ri)i=1...n) =
∑n

i=1 rizi. Au cours de ce preuve on identi�é Rn avec

An ∝ (A/M)n. Notre but est de monter que H1 = 0, Sinon. Par la suite exacte au

dessus, H1 est un R-module 2-présenté. Soit (xi, yi)i=1...m est une famille génératrice

minimale de H1 (pour un certain entier positif m). La minimalité de (zi)i=1...n im-

plique que H1 ⊆ Mn ∝ (A/M)n, donc xi ∈ Mn (et yi ∈ (A/M)n) pouri = 1...m.

Considérons la suite exacte suivante :

0 −→ H2 := ker(u1) −→ Rm u1−→ H1 −→ 0

Où u1((ai, ei)i) =
∑m

i=1 (ai, ei)(xi, yi) =
∑m

i=1 (aixi, aiyi), car xi ∈ Mn pour tout i.

Alors, H2 = U ∝ (A/M)m, où U = {(ai)i=1...m ∈ Am |
∑m

i=1 aixi = 0 et
∑m

i=1 aiyi =

0}. Par la suite exacte au dessus, H2 est un R-module de présentation �nie (donc de

type �ni), ce qui donne U est un A-module de type �ni. La minimalité de (xi, yi)i=1...m

donne U ⊆Mm. Soit (ti)i=1...p une famille génératrice de U et soit (fi)i=1+p...p+m une

base du (A/M)-espace vectoriel A/M)m. Considérons la suite exacte suivante :

0 −→ H3 := ker(u2) −→ Rp+m u2−→ H2 −→ 0

Où u2((ai, ei)i) =
∑p

i=1 (ai, ei)(ti, 0)+
∑p+m

i=p+1 (ai, ei)(0, fi) = (
∑p

i=1 aiti,
∑p+m

i=p+1 aifi).

Car ti ∈ Mm pour tout i = 1...p et (fi)i est une base du A/M -espace vecto-

riel (A/M)m. Par conséquent H3
∼= (V ∝ (A/M)p) ⊕ (Mm ∝ (A/M)m), tel que

V = {(ai)i=1...p ∈ Ap |
∑p

i=1 aiti = 0}. Par la suite exacte au dessus, H3 est de type

�ni. Donc M ∝ A/M est un idéal de type �ni, et par conséquent M est de type �ni,

Contradiction.

On a montré donc que H1 = 0, alors H0 est R-module libre. D'où, tout R-module

3-présenté est projectif.

2) supposons que M contient un élément régulier m. On doit montrer que R n'est

pas un (2, d)-anneau, pour tout entier d ≥ 0, Soit J = R(m, 0) et considérons la

suite exacte suivante :

0 −→ ker(v) −→ R
v−→ J −→ 0
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où v(a, e) = (a, e)(m, 0) = (am, 0). clairement, Ker(v) = 0 ∝ (A/M) = R(0, 1), car

m est un élément régulier. Donc,Ker(v) est un idéal de type �ni et par conséquent J

est un idéal de présentation �nie. D'autre part, pdR(Ker(v)) = pdR(0 ∝ A/M) =∞

du lemme . pdR(J) =∞.

Finalement, soit la suite exacte :

0 −→ J −→ R −→ R/J −→ 0

R/J est un R-module 2-présenté avec une dimension projective in�nie (i.e., R n'est

pas un (2, d)-anneau, pour tout entier d ≥ 0).

Théoréme 4.2.3 ([34], Théorème 2.4) Une somme directe �nie ⊕1≤i≤nAi est un

(n, d)-anneau si et seulement si tout Ai est un (n, d)-anneau.

Exemple 4.2.4 Soient d un entier positif et B un anneau Noethérien de dimension

globale d. Soient (A0,M) un domaine de valuation non-discrète et A = A0 ∝ A0/M .

Soit R = A×B le produit directe de A et B. Alors R est un (3, d)-anneau qui n'est

pas un (3, d− 1)-anneau ni un (2, d)-anneau, pour un d arbitraire.

Preuve: Du théorème 2.2.1, A est un (3, 0)-anneau ( aussi dit anneau 3-régulier

au sens de Von Neumann) qui n'est pas (2, d′)-anneau pour tout entier positif d′.

De plus, R est un (3, d)-anneau de [[34], Théorème 2.4] car A et B sont des (3, d)-

anneau [Par les théorème gnomonic de Costa [6]]. D'autre part, R n'est pas un (2, d)-

anneau d'après [[34], Théorème 2.4] (car A n'est pas un (2, d)-anneau. Finalement,

On montre que R n'est pas un (3, d−1)-anneau. Sinon. Alors B est un (3, d)-anneau

de [[34], Théorème 2.4]. Donc, de [[6], Théorème 2.4] B est un (0.d− 1)-anneau car

B est Noethérien (i.e., 0-cohérent). Ce qui donne gldim(B) ≤ d− 1.Contradiction.

4.3 Discussion

Cette section consiste en une brève discussion sur les étendues et les limites de nos

résultats a�n de voir que le théorème 2.2.1 et donc l'exemple 2.2.4 sont les meilleurs
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résultats qu'on peut trouver pour l'extension triviale des anneaux locaux.

Exemple 4.3.1 Soit K un corps et soit A = K[[X]] = K + M , Où M = XA. On

montre que l'extension trivial R de A par A/M(= K) n'est pas un (n, d)-anneau

pour tout entiers n, d ≥ 0.

Preuve: D'abord on montre que R est Noethérien. Soit J = I ∝ E un idéal propre

de R, où I est idéal de A et E un sous module de A/M (i.e., E = 0 ou E = A/M).

Comme A est un anneau de valuation Noethérien, I = Aa pour un certain a ∈ M .

Soit f ∈ A tel que (a, f̄) ∈ J . Supposons J 6= R(a, f̄). Soit (c, ḡ) ∈ J \ R(a, f̄),

où c, g ∈ A, et soit c = λa, pour un certain λ ∈ A. Alors, (0, ḡ − λf̄) = (c, ḡ) −

(a, f̄)(λ, 0) ∈ J \R(a, f̄), donc on peut poser c = 0 et ḡ 6= 0.i.e., g est inversible dans

A. Par conséquent, (0, 1̄) = (0, ḡ)(g−1, 0̄) ∈ J et (a, 0̄) = (a, f̄)− (0, ḡ)(g−1f, 0̄) ∈ J .

D'où, J = (a, 0̄)R + (0, 1̄)R, donc J est un idéal de type �ni.

Maintenant, du lemme 2.2.2, pdR(0 ∝ A/M) = pdRR(0, 1) = ∞ donc gldiim(R) =

∞. Alors l'application de [[6], Théorème 1.3(ix)] complète le preuve.

Exemple 4.3.2 Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension in�nie.

Soit A = K ∝ E l'extension trivial de K par E. L'anneau A est un (2, 0)-anneau

local d'après [[34], Théorème 3.4]. Clairement, leur idéal maximal M = 0 ∝ E n'est

pas de type �ni et contient entièrement des diviseurs de zéros car (0, e)M = 0, pour

tout e ∈ E. Soit R = A ∝ (A/M) l'extension trivial de A par A/M(∼= K). Alors R

est un (2, 0)-anneau.

Preuve: Soit H un R-module 2-présenté et soit (x1, x2, ..., xn) une famille généra-

trice minimale de H. Notre objectif est de montrer que H est un R-module projectif.

Considérons la suite exacte suivante :

0 −→ ker(u) −→ Rn u−→ H −→ 0

où u((ri)i=1...n =
∑n

i=1 rixi. Donc, Ker(u) est un R-module de présentation �nie

avec Ker(u) = U ∝ E ′, où U est sous module de An et E ′ est un K sous espace
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vectoriel de Kn. On montre que ker(u) = 0. Sinon. La minimalité de (x1, x2, ..., xn)

donne

Ker(u) = U ∝ E ′ ⊆ (M ∝ (A/M))Rn = (M ∝ A/M)n

Car R est local d'idéal maximalM ∝ A/M . Soit (yi, fi)i=1...p une famille génératrice

minimale de Ker(u), où yi ∈Mn et fi ∈ Kn. Considérons la suite exacte suivante :

0 −→ ker(v) −→ Rp v−→ Ker(u) = (U ∝ E ′) −→ 0

où v(ai, ei)i=1...p =
∑p

i=1 (ai, ei)(yi, fi) = (
∑p

i=1 aiyi,
∑p

i=1 aifi). De même, la mini-

malité de (yi, fi)i=1...p donne Ker(v) ⊆ (M ∝ A/M)p ; de plus, Ker(v) = V ∝

(A/M)p, où V = {(ai)i=1...p ∈ Ap |
∑p

i=1 aiyi = 0}(⊆ Mp). Par la suite exacte au

dessus, Ker(v) est un R-module de type �ni. Par conséquent V est un A-module de

type �ni [[19], Théorème 25.1]. Maintenant par la suite exacte suivante :

0 −→ V −→ Ap
w−→ U −→ 0

où w((ai)i=1...p =
∑p

i=1 aiyi, U est un A-module de présentation �nie (car U est

engendré par (yi)i=1...p). U est un sous module de An et A est un (2, 0)-anneau, alors

U est projectif. De plus, A est local implique que U est un A-module libre de base

�ni. D'autre part, U ⊆ Mn = (0 ∝ E)n, d'où (0, e)U = 0 pour tout e ∈ E, la

contradiction désiré.
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CHAPITRE 5

LES (A)-ANNEAUX FORTS

N. Mahdou AND A. Rahmouni Hassani. On strong (A)-rings, Medi-

terranean Journal of Mathematics · January 2012.

5.1 Introduction

Au cours de ce chapitre, tous les anneaux sont considérées commutatifs et uni-

taires. Soit R un anneau commutatif et Q(R) l'anneau total des fraction de R, i.e.,

Q(R) = S−1R, où S est l'ensemble des éléments réguliers de R. Un anneau R est

dit anneau total des fraction si Q(R) = R.

Un théorème important dans la théorie des anneaux commutatifs est que si I est un

idéal d'un anneau Noethérien entièrement engendré par des diviseurs de zéros, alors

l'annulateur de I est non nul[[17], p. 56]. Ce résultat n'est pas vrai pour quelques

anneaux non Noethérien, même si l'idéal I est de type �ni. Huckaba et Keller ont

introduit la dé�nition suivante : un anneau commutatif R véri�é la propriété(A) si

tout idéal de type �ni de R engendré par des diviseurs de zéros possède un annu-

lateur non nul[18]. La propriété(A) a été initialement introduite par Quentel[43] (
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La propriété(A) est la condition(C) de Quentel). Dans ce chapitre, Nous enquêtons

sur une classe particulière d'anneaux satisfaisant la propriété (A) que nous appelons

anneaux satisfaisant la propriété(A)-forte.

Dé�nition 5.1.1 Soit R un anneau commutatif. Nous dé�nissons la propriété (A)-

forte comme suit : " tout idéal de type �ni engendré par un nombre �ni de diviseur

de zéro admet un annulateur non nul". Autrement ; soit I un idéal de R, s'il existe

ai ∈ R tel que I =
∑n

i=1Rai et ai ∈ Z(R) pour tout i, alors il existe 0 6= a ∈ R tel

que aI = 0.

Clairement, tout idéal véri�ant la propriété (A)-forte véri�e la propriété(A).

Exemple 5.1.2 Il est clair que l'anneau R = K[X]/(X2), avec K un corps et X

une indéterminée sur K,véri�e la propriété (A)-forte.

en e�et :

l'anneau R admet un seul idéal propre c'est l'idéal principal I =< X > engendré

par X. Comme X.X = X2 = 0 alors X est un diviseur de zéro dans R, et XI =<

X2 >= 0 implique que X ∈ Ann(I).

On donne un exemple pour montrer qu'il y a des anneaux qui sont des A-anneau

sans être des A-anneau fort.

Exemple 5.1.3 soit D = K[X] l'anneau des polynômes sur le corps K et R :=

D ×D. alors :

1) R est (A)-anneau.

2) R n'est pas un (A)-anneau fort.

Preuve: 1) R := D × D est un (A)-anneau par [[4], Proposition 1.3] car D un

(A)-anneau.

2) On montre que R := D × D n'est pas un (A)-anneau fort. Sinon, soit I =

R(X,X) = XD × XD = R(X, 0) + R(0, X). On pose a1 = (X, 0) et a2 = (0, X) ;

alors a1a2 = 0 et donc il existe 0R 6= (α, β) ∈ R(:= D×D) tel que (0, 0) = I(α, β) =

(αXD)× (βXD). Mais comme D est un domaine, αXD = 0 et βXD = 0 implique
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que α = β = 0, absurde. Par conséquent,R := D ×D n'est pas un (A)-anneau fort.

5.2 Transfert de la propriété (A)-forte aux exten-

sions triviales

Théoréme 5.2.1 Soient B un anneau commutatif, E un B-module libre et soit

R = B ∝ E. Alors,

1) B est un A-anneau fort si et seulement si R est un A-anneau fort.

2) B est un A-anneau si et seulement si R est un A-anneau.

Preuve: 1) Supposons que B est un A-anneau fort et soit J =
∑n

i=1R(ai, bi) est un

idéal de type �ni de R tel que (ai, bi) ∈ Z(R) pour tout i. Deux cas sont possibles :

cas 1 : ai = 0 pour tout i. Alors pour tout 0 6= e ∈ E, (0, e)J = 0.

cas 2 : Supposons qu'il existe k tel que ak 6= 0 et posons I =
∑n

=1Bai. On montre

que ai est un diviseur de zéros pour tout i. Sinon. Alors il existe j tel que aj est

un élément régulier. Maintenant, Soit 0R 6= (αj, βj) ∈ R tel que (αj, βj)(ai, bi) = 0,

par conséquent αjaj = 0 et αjbj + ajβj = 0 (car (aj, bj) ∈ Z(R)). Comme aj est un

élément régulier alors, αj = 0 et ajβj = 0. Mais, βj ∈ E qui est un B-module libre,

d'où βj =
∑n

l=1 dlcl où C = (ci)i∈L est une base de E et dl ∈ B pour tout l = 1...n.

Donc, ajdl = 0 donne dl = 0 pour tout l = 1...n(car aj est un élément régulier) ;

par conséquent βj = 0 et donc (αj, βj) = 0R, contradiction car (αj, βj) 6= 0. D'où

ai ∈ Z(B) pour tout i = 1...n.

Donc, il existe un élément 0 6= a ∈ B tel que aI = 0 car B est un (A)-fort an-

neau. Soit e un élément de E tel que ae 6= 0 et soit b = (0, ae) ∈ R − {0}. D'où

bJ = (0, ae)
∑n

i=1R(ai, bi) =
∑n

i=1R(0, ae)(ai, bi) = (0, 0) car aI = 0. Par consé-

quent, J a un annulateur non nul et R est un (A)-anneau fort.

Inversement, Soit I =
∑n

i=1Bai un idéal de type �ni de B tel que ai ∈ Z(B) pour

tout i = 1...n. D'où, il existe 0 6= bi ∈ B tel que biai = 0. Soit J =
∑n

i=1R(ai, 0)

un idéal de type �ni de R. On a (bi, 0)(ai, 0) = (0, 0), donc il existe 0R 6= (a, e) ∈ R
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tel que (a, e)J = 0R car R est un (A)-anneau fort ; ce qui donne aai = 0 et eai = 0

pour tout i. Deux cas sont donc possible :

Cas 1 : a 6= 0, alors aI = 0.

Cas 2 : a = 0. Dans ce cas , eI = 0 et e 6= 0 (car (0, e) 6= (0, 0)). D'autre part,

e ∈ E qui est un B-module libre, alors e s'écrit sous la forme e =
∑n

i=1 fici où

C = (ci)i∈L est une base de E et fi ∈ B pour tout i = 1...n. Par conséquent,

0 = eI =
∑n

i=1 (fiI)ci et donc fiI = 0 pour tout i = 1...n. Maintenant, soit

j ∈ {1...n} tel que fj 6= 0 (possible car e =
∑n

i=1 fici 6= 0). D'où fjI = 0.

Dans tous les cas I admet un annulateur non nul. Donc, B est un (A)-anneau fort.

2) Supposons que B est (A)-anneau et soit J =
∑n

i=1R(ai, bi) ⊆ Z(R) un idéal de

type �ni de R. Deux cas sont possible :

Cas 1 : ai = 0 pour tout i. Donc, pour tout 0 6= e ∈ E, on a (0, e)J = (0, e)
∑n

i=1R(0, bi) =

(0, 0).

Cas 2 : Il existe i tel que ai 6= 0. Soit I =
∑n

i=1Bai. On veut montrer que

I ⊆ Z(B). Soit a ∈ I, on a a =
∑n

i=1 αiai ∈ I pour des certains αi ∈ B. D'où

(a, e) =
∑n

i=1 (αi, 0)(ai, bi) ∈ J ⊆ Z(R). Par conséquent, il existe un élément non

nul (b, f) ∈ R tel que (0, 0) = (b, f)(a, e) = (ab, be+ af). Deux cas sont possible :

Cas 1 : b 6= 0. Dans ce cas ba = 0.

Cas 2 : b = 0. Donc f 6= 0 (car (b, f) 6= (0, 0)) et af = 0. Mais, f ∈ E qui est un

B-module libre, d'où f =
∑n

i=1 fici où C = (ci)i∈L est une base de E et fi ∈ B pour

tout i = 1...n. Ce qui implique que afi = 0 pour tout i = 1...n. Maintenant, soit

j ∈ {1...n} tel que fj 6= 0 (possible car f =
∑n

i=1 fici 6= 0). D'où, afj = 0 et donc

I ⊆ Z(B). Par conséquent, il existe un élément non nul d ∈ B tel que 0 = dI, car B

est un (A)-anneau. Soit e ∈ E tel que de 6= 0, et soit b = (0, de) ∈ R − {0}. Donc,

bJ = (0.de)
∑n

i=1R(ai, bi) = (0, 0) car dI = 0. D'où, J admet un annulateur non nul

et donc R est (A)-anneau.

Inversement, Soit I =
∑n

i=1Bai ⊆ Z(B) un idéal de type �ni de B. Soit J =∑n
i=1R(ai, 0). On veut montrer que J ⊆ Z(R). Soit (b, f) ∈ J , on a (b, f) =∑n
i=1 (αi, βi)(ai, 0) = (

∑n
i=1 αiai,

∑n
i=1 βiai) pour un certain (αi, βi) ∈ R. Deux cas
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sont possible :

Cas 1 : b =
∑n

i=1 αiai(∈ I) 6= 0. Comme I ⊆ Z(B), il existe un élément 0 6=

a ∈ B tel que a(
∑n

i=1 αiai) = 0. Soit e ∈ E tel que ae 6= 0. Donc (b, f)(0, ae) =

[
∑n

i=1 (αi, βi)(ai, 0)](0, ae) = (
∑n

i=1 αiai,
∑n

i=1 βiai)(0, ae) = (0, 0).

Cas 2 : b =
∑n

i=1 αiai = 0. D'où (0, f)(0, e) = (0.0) pour tout 0 6= e ∈ E et donc

(b, f) ∈ Z(R).

Dans tout les cas on a (b, f) ∈ Z(R), ce qui donne J ⊆ Z(R).

Comme R est un (A)-anneau, alors (a, e)J = (a, e)(
∑n

i=1Bai,
∑n

i=1Eai) = (0, 0)

pour un certain (a, e) ∈ R. On obtient a
∑n

i=1Bai = 0 et a
∑n

i=1Eai+e
∑n

i=1Bai =

0, ce qui donne aI = 0 et aIE + eI = 0. Deux cas sont possible :

Cas 1 : = a 6= 0. Alors I admet un annulateur non nul.

Cas 2 : a = 0. Dans ce cas, eI = 0 et e 6= 0 (car (a, e) 6= (0, 0)). D'autre part, e ∈ E

qui un B-module libre, donc e s'écrit sous la forme e =
∑n

i=1 bici où C = (ci)i∈L est

une base de E et bi ∈ B pour tout i = 1...n. Par conséquent, 0 = eI =
∑n

i=1 (biI)ci

et donc biI = 0 pour tout i = 1...n. Maintenant soit j ∈ {1...n} tel que bj 6= 0(

possible car e =
∑n

i=1 bici 6= 0). D'où, bjI = 0 et bj 6= 0. Par conséquent, I admet

un annulateur non nul et donc B est (A)-anneau.

Exemple 5.2.2 Soit B un (A)-anneau qui n'est pas un (A)-anneau fort (Exemple

3.1.3). Soit R = B ∝ E, où E est un B-module libre. Alors,

1) R n'est pas un (A)-anneau fort d'après le théorème 3.2.1(1).

2) R est un (A)-anneau d'après le théorème 3.2.1(2).

Maintenant, on traite le transfert de la propriété (A)-forte (res. la propriété (A)) à

l'extension triviale d'un anneau par son anneau total des fractions.

Théoréme 5.2.3 Soit B un anneau et Q(B) leur anneau total des fractions. Alors,

1. Soit R = B ∝ Q(B), l'extension trivial de B par Q(B). Alors,

a) R véri�e la propriété (A)-forte si et seulement si B la véri�e aussi.

b) R véri�e la propriété (A) si et seulement B la véri�e aussi.
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2. Soit B un domaine, K = Q(B), E est un K-espace vectoriel, et soit R = B ∝

E l'extension triviale de B par E. Alors R véri�e la propriété (A)-forte. En

particulier R est un (A)-anneau.

3. Soit E un B-module et soit R = B ∝ E l'extension triviale de B par E tel

que S−1E = S−1B pour une certaine partie multiplicative S de B constitue des

éléments réguliers. Alors,

a) R véri�e la propriété (A)-forte si et seulement si B la véri�e aussi.

b) R véri�e la propriété (A) si et seulement B la véri�e aussi.

Avant la démonstration du théorème on doit présenter et démontrer les lemmes sui-

vants :

Lemme 5.2.4 Soit B un anneau et soit S une partie multiplicative de B consisté

entièrement par des éléments réguliers. Alors B véri�e la propriété (A)-forte si et

seulement si S−1B la véri�e.

Preuve: Supposons que B est un (A)-anneau fort et soit T = S−1B. Soit J =∑n
i=1 Taib

−1
i un idéal de type �ni de T tel que aib

−1
i ∈ Z(T ). Soit I =

∑n
i=1Bai ⊆ J .

D'où, il existe un élément 0 6= cid
−1
i ∈ T tel que aib

−1
i cid

−1
i = 0 (car aib

−1
i ∈ Z(T )) ;

ce qui donne ciai = 0 et donc ai ∈ Z(B). Comme B est un (A)-anneau fort, il existe

un élément 0 6= b ∈ B tel que bI = 0. Par conséquent, bJ = 0 et donc T est un

(A)-anneau fort.

Inversement, Supposons que T est un (A)-anneau fort et soit I =
∑n

i=1Bai un idéal

de type �ni de B tel que ai ∈ Z(B). Alors, Notons que J =
∑n

i=1 Tai est un idéal

de type �ni de T tel que ai ∈ Z(T ). Comme T est un (A)-anneau fort, il existe un

élément ab−1 ∈ T tel que ab−1J = 0. Par conséquent, a
∑n

i=1Bai = 0 et d'où B est

un (A)-anneau fort.

Lemme 5.2.5 Soient D un domaine, E un D-module sans torsion et soit R = D ∝

E l'extension triviale de D par E. Alors R est un (A)-anneau fort. En particulier,
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il est un (A)-anneau.

Preuve: Soit J =
∑n

i=1R(ai, ei) un idéal propre de type �ni de R tel que (ai, ei) ∈

Z(R). On montre que ai = 0 pour tout i = 1...n. Sinon. Il existe i ∈ {1...n} tel que

ai 6= 0 et il existe (bi, fi) ∈ R − (0, 0) tel que (0, 0) = (ai, ei) = (aibi, aifi + eibi).

D'où aibi = 0 et aifi + eibi = 0 ce qui donne bi = 0 (car ai 6= 0 et D est un domaine)

et fi = 0 (car aifi = 0, ai 6= 0 et E est un D-module sans torsion). Contradiction,

car (bi, fi) 6= (0, 0). D'où, ai = 0 pour tout i = 1...n.

Donc, J ⊆ 0 ∝ E. Par conséquent, (0, e)J ⊆ (0, e)(0 ∝ E) = (0, 0) pour tout

0 6= e ∈ E et donc R est un (A)-anneau fort. En particulier, R est un (A)-anneau.

Lemme 5.2.6 ([4], Proposition 2.14) Soit B un anneau et soit S une partie

multiplicative de B consisté par des éléments réguliers. Alors B véri�e la propriété

(A) si et seulement si S−1B la véri�e.

Preuve du théorème : 1-a) Soit R = B ∝ Q(B) et soit S = R \ Z(R). Donc, R

véri�e la propriété (A) si et seulement si S−1R la véri�e, d'après le lemme 5.2.4 car

S = R\Z(R). D'où, R est véri�e la propriété (A) si et seulement si Q(B) ∝ Q(B) la

véri�e. D'autre part, Q(B) ∝ Q(B) véri�e la propriété (A) si et seulement si Q(B)

la véri�e du théorème 5.2.1(1). Par conséquent, R véri�e la propriété (A) fort si et

seulement si B la véri�e, d'après le lemme 5.2.4.

1-b) On sait que R = B ∝ Q(B) véri�e la propriété (A) si et seulement si S−1R la

véri�e, d'après le lemme 5.2.6 car S = R\Z(R). D'où R véri�e la propriété (A) si et

seulement si Q(B) ∝ Q(B) la véri�e. D'autre part, Q(B) ∝ Q(B) véri�e la propriété

(A) si et seulement si Q(B) la véri�e, d'après le théorème 5.2.1(2). Par conséquent,

R véri�e la propriété (A) si et seulement si B la véri�e, d'après le lemme 5.2.6.

2) On sait que R = B ∝ E véri�e la propriété (A) forte (En particulier, la pro-

priété (A)) si et seulement si S−1R la véri�e. D'où R véri�e la propriété (A) forte

(En particulier, la propriété (A)) si et seulement si K ∝ E la véri�e. D'autre part,

K ∝ E véri�e la propriété (A) forte (En particulier, la propriété (A)), d'après le
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lemme 5.2.5. Par conséquent, R est un (A)-anneau fort (En particulier, R est un

(A)-anneau).

3-a) L'anneau R = B ∝ E véri�e la propriété (A) forte si et seulement si S−1R la vé-

ri�e. D'où R véri�e la propriété (A) forte si et seulement si S−1B ∝ S−1B(=S−1B ∝

S−1E = S−1R) la véri�e. D'autre part,S−1B ∝ S−1B véri�e la propriété (A) forte

si et seulement si S−1B la véri�e du théorème 5.2.1(1). Par conséquent, R véri�é la

propriété (A) forte si et seulement si B la véri�e, d'après le lemme 5.2.4.

3-b) L'anneau R = B ∝ E véri�e la propriété (A) si et seulement si S−1R la véri�e.

D'où R véri�e la propriété (A) si et seulement si S−1B ∝ S−1B(=S−1B ∝ S−1E =

S−1R) la véri�e. D'autre part,S−1B ∝ S−1B véri�e la propriété (A) si et seulement

si S−1B la véri�e du théorème 5.2.1(2). Par conséquent, R véri�é la propriété (A)

si et seulement si B la véri�e, d'après le lemme 5.2.6.

Maintenant, on traite l'image homomorphe d'un (A)-anneau (resp. d'un (A)-anneau

fort). Premièrement, Soit B un anneau commutatif qui est un (A)-anneau (resp.

un (A)-anneau fort) et soit I un idéal de B. Alors, B/I n'est pas en général un

(A)-anneau (resp. un (A)-anneau fort) par l'exemple suivant :

Exemple 5.2.7 Soient R un anneau qui n'est pas un (A)-anneau (en particulier

n'est pas un (A)-anneau fort), S = R[X] l'anneau des polynômes sur R et soit

I = (Xn) = SXn l'idéal principal de S. Alors,

1) S est un (A)-anneau fort (en particulier, un (A)-anneau [[18],Corollaire 1]

2) S/I = R[X]/(Xn) n'est pas un (A)-anneau [[4], Corollaire 2.6], en particulier

S/I n'est pas un (A)-anneau fort.

L'exemple suivant montre que si B/I est un (A)-anneau fort (resp. un (A)-anneau),

alors B n'est pas en général un (A)-anneau fort (resp. un (A)-anneau) même si

I2 = 0 :

Exemple 5.2.8 Soit K un corps et soit B = K[X, Y ] l'anneau des polynômes sur

K avec les indéterminées X et Y , qui est un (A)-anneau fort. Soit E =
⊕

pB/(p)

où p est un élément premier de B est (p) est l'idéal principal engendré par p. Soit
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R = B ∝ E l'extension trivial de B par E. Alors,

1) R n'est pas un (A)-anneau [[4], Exemple 2.4]. En particulier, R n'est pas un

(A)-anneau fort.

2) Soit I = 0 ∝ E. Donc R/I(= B) est un (A)-anneau fort (en particulier un

(A)-anneau).

5.3 Transfert de la propriété (A) forte à la duplica-

tion amalgamé d'un anneau le long d'un idéal

Dé�nition 5.3.1 Soit I un idéal d'un anneau commutatif R. I est régulier si il

contient un élément régulier de R (un élément non diviseur de zéro)

Théoréme 5.3.2 Soient R un anneau, I un idéal propre de R et soit S = R ./ I

la duplication amalgamé de R le long de I. Alors,

1) Si S véri�e la propriété (A) forte, alors R la véri�e aussi.

2-a) Si S véri�e lé propriété (A), alors R la véri�e aussi.

2-b) Supposons que I est un idéal régulier de R. Alors, S véri�e la propriété (A) si

et seulement si R la véri�e.

Preuve: 1) Soit J =
∑n

i=1Rai un idéal de type �ni deR tel que ai ∈ Z(R) pour tout

i = 1...n ; donc il existe 0 6= bi ∈ R tel que biai = 0. Soit L =
∑n

i=1 (R ./ I)(ai, 0) un

idéal de type �ni de S. On a (ai, 0) ∈ Z(R ./ I) car (bi, 0)(ai, 0) = (0, 0) car biai = 0.

D'où il existe (0, 0) 6= (b, j) ∈ S tel que (0, 0) = (b, j)L = (b, j)
∑n

i=1 (R ./ I)(ai, 0) =

(b, j)(
∑n

i=1 αiai,
∑n

i=1 jiai) car S est un (A)-anneau fort. On obtient, b
∑n

i=1Rai = 0.

Deux cas sont possible :

Cas 1 : b 6= 0. D'où bJ = 0.

Cas 2 : b = 0. Donc, 0 6= j ∈ I et on a (0, 0) = (0, j)
∑n

i=1 (R ./ I)(ai, 0) =∑n
i=1 (R ./ I)(0, jai). D'où, jai = 0 pour tout i = 1...n et donc jJ = 0.

Dans tous les cas, J admet un annulateur non nul. Par conséquent, R est un (A)-

anneau fort.
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2-a) Soit J =
∑n

i=1Rai(⊆ Z(R)) un idéal de type �ni deR. L'idéal L =
∑n

i=1 (R ./ I)(ai, 0)

est un idéal de type �ni de S. On veut montrer que L ⊆ Z(R ./ I). Soit (b, j) ∈ L, on

a (b, j) =
∑n

i=1 (αi, ji)(ai, 0) = (
∑n

i=1 αiai,
∑n

i=1 jiai). Deux cas sont donc possible :

Cas 1 : b =
∑n

i=1 αiai 6= 0. Donc, il existe 0 6= a ∈ R tel que a
∑n

i=1 αiai = 0. Car

J ⊆ Z(R), On obtient (b, j)(a,−a) = (0, 0).

Cas 2 : b =
∑n

i=1 αiai = 0. D'où (0, j)(a,−a) = (0, 0) pour tout 0 6= a ∈ R.

Dans tous les cas (b, j) ∈ Z(R ./ I), et donc L ⊆ Z(R ./ I). Comme S est un

(A)-anneau, alors pour un certain 0 6= (b, j) ∈ S, (0, 0) = (b, j)L, d'où (0, 0) =

(b, j)(
∑n

i=1 αiai,
∑n

i=1 jiai). On obtient b
∑n

i=1Rai = 0. Deux cas sont donc pos-

sible :

Cas 1 : b 6= 0. D'où bJ = 0.

Cas 2 : b = 0. Donc, 0 6= j ∈ I et on a (0, 0) = (0, j)
∑n

i=1 (R ./ I)(ai, 0) =∑n
i=1 (R ./ I)(0, jai). D'où, jai = 0 pour tout i = 1...n et donc jJ = 0.

Dans tous les cas, J admet un annulateur non nul. Par conséquent, R est un (A)-

anneau.

2-b) Si R ./ I est un (A)-anneau, alors R est aussi un (A)-anneau par (2-a). In-

versement, Supposons que R est un (A)-anneau. Donc, Q(R) est un (A)-anneau par

[[4], Proposition 2.14], et d'où Q(R)×Q(R) est un (A)-anneau par [[4], Proposition

1.3], ce qui implique que Q(R ./ I) est un (A)-anneau. Par conséquent, R ./ I est

un (A)-anneau par [[4], Proposition 2.14].

L'exemple suivante montre qu'en général la propriété d'un anneau R d'être un (A)-

anneau fort n'implique pas que la duplication amalgamé de R le long d'un idéal I

est un (A)-anneau fort, même si R est un domaine local et I leur idéal maximal :

Exemple 5.3.3 Soit K un corps et soit R = K[[X]] l'anneau des séries formelles

sur K. Soit I = (X) l'idéal maximal de R engendré par X. Considérons S = R ./ I

la duplication amalgamé de R par I. Alors,

1) R est (A)-anneau fort.

2) S = R ./ I n'est pas un (A)-anneau fort.
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3) S est un (A)-anneau.

Preuve: 1) Claire car R est un domaine.

2) Soit J = S(0, X) + S(X,−X) un idéal de type �ni de S, avec (0.X)(X,−X) =

(0, 0). On montre qu'il n'existe pas un (P, P+Q) ∈ S tel que (P, P+Q)J = 0. Sinon.

Il existe (P, P+Q) ∈ S\(0, 0) tel que (P, P+Q)J = 0. Mais, (P, P+Q)(X−X) = 0

implique que P = 0 (car R est un domaine) et (0, Q)(0, X) = 0 implique que Q = 0,

contradiction. Par conséquent, S n'est pas un (A)-anneau fort.

3) Par le théorème 5.3.2(2.b).
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CHAPITRE 6

LES ANNEAUX NOETHÉRIENS

FAIBLES

N. Mahdou and A. R. Hassani. On weakly-Noetherian rings. Rend.

Sem. Mat. Univ. Politec. Torino Vol. 70, 3 (2012), 289 � 296

Dans ce chapitre on introduit les anneaux Noethérien faibles et nous étudions le

transfert de cette propriété à les extensions triviales des anneaux, le produis directe

des anneaux, et à la duplication amalgamé d'un anneau le long d'un idéal.

Dé�nition 6.0.1 Soit R un anneau commutatif unitaire.

R est dit anneau Noethérien faible si pour toute paire d'idéaux I et J tel que I ⊆ J

et J est un idéal propre de type �ni alors I est un idéal de type �ni.

6.1 Principaux résultats

Un anneau Noethérien est naturellement un anneau Noethérien faible. Nous com-

mençons ce chapitre par donner un exemple d'anneau Noethérien faible qui n'est
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pas Noethérien.

Exemple 6.1.1 Soit K un corps, E = K∞ un K-espace vectoriel de rang in�ni et

soit R = K ∝ E l'extension trivial de K par E. Alors :

1) R est un anneau local Noethérien faible.

2) R n'est pas un anneau Noethérien.

Preuve: 1) Soit I ⊆ J deux idéaux de R tel que J est un idéal propre de type �ni.

Montrons que I est un idéal de type �ni. Soit J = 0 ∝ E ′ idéal de type �ni de R,

où E ′ est un sous espace de E. Donc, I = 0 ∝ E”, où E” est un sous espace de E ′.

Comme E” est un K-espace vectoriel de type �ni, alors I = 0 ∝ E” est un idéal de

type �ni. Par conséquent, R est un anneau Noethérien faible.

2) R n'est pas un anneau Noethérien car leur idéal maximal M = 0 ∝ E n'est pas

de type �ni (E est un K-espace vectoriel de rang in�ni).

Théoréme 6.1.2 Soit R un anneau. Alors :

1) Si R est un anneau Noethérien, alors il est Noethérien faible.

2) Supposons que R contient un élément régulier. Alors, R est un anneau Noethérien

si et seulement si R est un anneau Noethérien faible.

3) Supposons que (R,M) est un anneau local, où M est son idéal maximal. Alors,

R est un anneau Noethérien si et seulement si R est un anneau Noethérien faible et

M est un idéal de type �ni.

Preuve: 1) évident.

2) Si R est un anneau Noethérien alors il est Noethérien faible par (1). Inversement,

Supposons que R est un anneau Noethérien faible et soit I un idéal propre de R.

On montre que I est de type �ni. Soit a un élément régulier de R. D'où, aI ⊆ aR,

où aR est un idéal principal de R, et donc aI est un idéal de type �ni de R (car R

est un anneau Noethérien faible). Ce qui donne I est un idéal de type �ni de R car

aI ∼= I (car a est un élément régulier de R).
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3) (⇒) Claire d'après (1).

(⇐) Supposons que R est un anneau Noethérien faible et soit J un idéal de R. On a

J ⊆M (car R est local d'idéal maximalM) et donc, J est de type �ni (carM est de

type �ni et R est un anneau Noethérien faible). Par conséquent, R est Noethérien.

Théoréme 6.1.3 Soit A un anneau, E un A-module, et R = A ∝ E l'extension

trivial de A par E. Alors :

1-a) Si R est un anneau Noethérien faible, alors A l'est aussi.

b) Supposons que E est un A-module Noethérien. Alors R est un anneau Noethérien

faible si et seulement si A l'est aussi.

2) R est un anneau Noethérien si et seulement si A est un anneau Noethérien et E

est A-module de type �ni.

le preuve de théorème se base sur le lemme suivant :

Lemme 6.1.4 Soit A un anneau et soit I un idéal de A. Alors :

1) Si A est un anneau Noethérien faible et I un idéal de type �ni, alors A/I est un

anneau Noethérien faible.

2) Si A/I est un anneau Noethérien faible et I est un A-module Noethérien. Alors

A est un anneau Noethérien faible.

Preuve: 1) Supposons que A est un anneau Noethérien faible et I est un idéal de

type �ni. Soient J1/I ⊆ J2/I deux idéaux de A/I tel que J2/I est un idéal propre

de type �ni de A/I, où I ⊆ J1 ⊆ J2 sont des idéaux de A.D'où, J2 est de type �ni

car I est de type �ni. Donc, J1 est de type �ni car J1 ⊆ J2 est A est un anneau

Noethérien faible. Par conséquent, J1/I est un idéal de type �ni de A/I et donc A/I

est un anneau Noethérien faible.

2) Supposons que A/I est un anneau Noethérien faible et que I est un A-module

Noethérien. Soient I1 ⊆ I2 deux idéaux de A tel que I2 est un idéal de type �ni de

A. On montre que I1 est de type �ni. Posons J1 = I1 + I et J2 = I2 + I deux idéaux

de A contiennent I. D'où, J2/I est un idéal de type �ni car J2/I ∼= I2/I2 ∩ I et I2
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est de type �ni. Donc, J1/I est de type �ni car J1/I ⊆ J2/I et A/I est un anneau

Noethérien faible. Mais I1 ∩ I est de type �ni car I1 ∩ I ⊆ I et I est A-module

Noethérien. Par conséquent, I1 est idéal de type �ni car J1/I ∼= I1/I1 ∩ I. D'où A

est un anneau Noethérien faible.

Preuve du théorème : 1-a) Supposons que R est un anneau faible. Soient I1 ⊆ I2

deux idéaux de A tel que I2 est un idéal propre de type �ni de A. On veut montrer

que I1 est un idéal de type �ni de A. On a I2 ∝ I2E est un idéal de type �ni

de R car I2 est de type �ni. Donc, I1 ∝ I1E est un idéal de type �ni de R car

I1 ∝ I1E ⊆ I2 ∝ I2E et R est un anneau Noethérien faible. Par conséquent, I1 est

un idéal de type �ni de A et donc A est un anneau Noethérien faible.

2) Si R est un anneau Noethérien faible, alors A est l'est aussi par (1). Inversement,

supposons que A est un anneau Noethérien faible et que E est A-module Noethérien.

D'où 0 ∝ E est R-module Noethérien et donc R est un anneau Noethérien faible

d'après le lemme 6.1.4(2). (car R/0 ∝ E ∼= A).

3) Le théorème 2.3.5.

Le corollaire suivant est un e conséquence immédiate du théorème 6.1.3

Corollaire 6.1.5 Soit D un domaine, K = qf(D), E un K-espace vectoriel, et

R = D ∝ E l'extension trivial de D par E. Alors :

1) R est un anneau Noethérien faible si et seulement si D est un corps.

2) R est un anneau Noethérien si et seulement si D est un corps et E est un K-

espace vectoriel de dimension �ni.

Preuve: 1) Soit R un anneau Noethérien faible. On montre que D est un corps.

Sinon. Soit d un élément régulier de D. D'où, (d, 0) est un élément régulier de R

et donc R est Noethérien d'après le théorème 6.1.2 car il est Noethérien faible, un

contradiction avec [[41], Théorème 2.8(1)] (si D est un domaine qui n'est pas un

corps alors R est non cohérent donc non Noethérien). D'où D est un corps.

2) évident.
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Proposition 6.1.6 Soit (A,M) un anneau local où M est son idéal maximal, E est

un A-module de type �ni tel que ME = 0, et R = A ∝ E l'extension triviale de A

par E. Alors R est un anneau Noethérien faible si et seulement si A est l'est aussi.

La preuve du théorème se base sue le lemme suivant :

Lemme 6.1.7 Soit (A,M) un anneau local d'idéal maximal M , et E est un A-

module de type �ni tel que ME = 0. Alors E est A-module Noethérien.

Preuve: Soit F un A-sous module de E. On montre que F est un A-module de type

�ni. On a F est un (A/M)-sous espace vectoriel de E car MF ⊆ ME = 0. D'où F

est un (A/M)-sous espace vectoriel de type �ni de E (car E est de type �ni). Donc,

F est un A-module de type �ni. Par conséquent, E est un A-module Noethérien.

Maintenant on peut démontrer la proposition 6.1.6 :

Preuve: Si R est un anneau Noethérien faible, alors A est l'est aussi par le théo-

rème 6.1.3(1-a). Inversement, si A est un anneau Noethérien faible alors R est l'est

aussi d'après le théorème 6.1.3(1-b) et le lemme 6.1.7. La proposition 6.1.6 enri-

chi la littérature par des nouvelles exemples des anneaux non-Noethérien qui sont

Noethérien faible.

Exemple 6.1.8 Soit K un corps et R = (K ∝ K∞) ∝ (K ∝ K∞/0 ∝ K∞). Alors :

1) R est un anneau Noethérien faible d'après la proposition 6.1.3 car K ∝ K∞ est

un anneau Noethérien faible.

2) R n'est pas Noethérien d'après le théorème 6.1.3 car K ∝ K∞ n'est pas Noethé-

rien.

On sait qu'un anneau Noethérien est un anneau Noethérien faible et cohérent aussi.

L'exemple suivant montre qu 'il n y a aucune relation entre la propriétés Noethérien

faible et la cohérence.

Exemple 6.1.9 Soit K est un corps, X1, X2?... des indéterminées sur K, et R =

K[[X1, X2, ..., Xn, ...]] l'anneau des séries formelles dans X1, X2... sur K. Alors :
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1) R est cohérent.

2) R n'est pas un anneau Noethérien faible.

Preuve: 1) R est un domaine cohérent par [[16], le corollaire 2.3.4, p.48].

2) D'après le théorème 6.1.2 car R est un domaine non Noethérien.

Exemple 6.1.10 Soit K un corps et R = K ∝ K∞. Alors :

1) R est un anneau Noethérien faible par l'exemple 6.1.1.

2) R est non cohérent par [[34], Théorème 3.4] (car si R est cohérent donc R est

1-cohérent et de plus on a R est un (2,0)-anneau, donc R est un (1,0)-anneau,

contradiction).

Dans l'anneau des polynômes on a :

Proposition 6.1.11 Soit R un anneau et X une indéterminées sur R. Alors R[X]

est un anneau Noethérien faible si et seulement si R est Noethérien.

Preuve: Supposons que R[X] est un anneau Noethérien faible. D'où, R[X] est

Noethérien car X est un élément régulier de R[X] et donc R[X] est Noethérien.

L'inverse est claire.

Maintenant, nous étudions le transfert de la propriété de Noethérien faible au produit

directe :

Proposition 6.1.12 Soit (Ri)i=1...n une famille d'anneaux. Alors Πn
i=1Ri est un

anneau Noethérien faible si et seulement si Ri est un anneau Noethérien faible pour

tout i = 1...n.

Preuve: Par induction sur n, il su�t de montrer l'assertion pour n = 2. Si R1

et R2 sont Noethérien, alors R1 ×R2 est un anneau Noethérien et donc Noethérien

faible.

Inversement, supposons que R1 × R2 est un anneau Noethérien faible. Montrons

que R1 est Noethérien ( la même démonstration pour R2). En e�et, Soit I un idéal

propre de R1. D'où I×0 ⊆ R1×0 sont deux idéaux propres de R1×R2. Donc, I×0
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est un idéal de type �ni de R1 ×R2 car R1 ×R2 est un anneau Noethérien faible et

R1 × 0 est un idéal de type �ni de R1 × R2. Par conséquent, I est un idéal de type

�ni de R1 qui donne que R1 est un anneau Noethérien.

Soit R un anneau et I un idéal de R. La duplication amalgamé de l'anneau R le

long de I est le sous anneau de R×R dé�nie par R ./ I = {(r, r + i)|r ∈ R, i ∈ I}.

Il est facile de voir que si Πi(i = 1, 2) sont les projections de R × R dans R, donc

Πi(R ./ I) = R. D'où, si Oi = ker(Πi\R./I), donc (R ./ I)/Oi
∼= R. De plus,

O1 = {(0, i) | i ∈ I}, O2 = {(i, 0) | i ∈ I} et O1 ∩O2 = 0.

Théoréme 6.1.13 Soit R un anneau, I un idéal propre de R, et R ./ I la duplica-

tion amalgamé de R le long de I. Alors :

1) Si R ./ I est un anneau Noethérien faible et I est un idéal de type �ni de R,

alors R est un anneau Noethérien faible.

2) Si R est un anneau Noethérien faible et I est un R-module Noethérien, alors

R ./ I est un anneau Noethérien faible.

3) Supposons que R contient un élément régulier. Alors R est un anneau Noethérien

faible si et seulement si R ./ I est un anneau Noethérien.

Preuve: 1) Supposons que R ./ I est un anneau Noethérien faible. Donc, R est

un anneau Noethérien faible d'après le lemme 6.1.4(1) car O1 (ou O2) est un idéal

de type �ni de R ./ I (car I est de type �ni de R) et (R ./ I)/Oi
∼= R pour i = 1, 2.

2) Supposons que R est un anneau Noethérien faible. Donc, R ./ I est un anneau

Noethérien faible d'après le lemme 6.1.4(2) car O1 (ou O2) est (R ./ I)-module

Noethérien (car I est un R-module Noethérien) et (R ./ I)/Oi
∼= R pour i = 1, 2.

3) Supposons que R est un anneau Noethérien faible. D'où, R est un anneau Noe-

thérien car il contient un élément régulier et donc R ./ I est un anneau Noethérien.

l'inverse est claire.

Ce dernier théorème enrichi la littérature par des nouvelles exemples des anneaux

non noethérien qui sont Noethérien faible :

Exemple 6.1.14 Soit K un corps, R = K ∝ K∞, et soit I = 0 ∝ K∞. Alors :
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1) R ./ I est un anneau Noethérien faible d'après le théorème 6.1.13(2) car K ∝ K∞

est un anneau Noethérien faible et I est un R-module Noethérien.

2) R ./ I est non Noethérien car R est non Noethérien.
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CHAPITRE 7

LES G-ANNEAUX

N.Mahdou, About G-ring, Comment.Math.Univ.Carolin. 58,1 (2017)

13�18

Soit R un anneau commutatif et Q(R) son anneau total de fraction. On dit que

R est un G-anneau si Q(R) = R[u−1] pour un certain élément régulier u ∈ R (

Q(R) est un anneau de type �ni sur R)[1]. Cette dé�nition des G-anneaux généralise

la dé�nition de Kaplansky pour les G-domaines [17]. Aussi, Kaplansky a montré que

si R ⊆ T sont des domaines, T est entier sur R , et R est un anneau de type �ni sur

R, alors R est un G-domaine si et seulement si T est un G-domaine ([17], Théorème

22).

7.1 Transfert de la propriété de G-anneau au pro-

duit �bré

Soit R un anneau et Ru = R[1/u], où u est un élément régulier de R. Premièrement,

Nous donnons une extension du théorème de Kaplansky pour les anneaux avec
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diviseurs de zéros.

Théoréme 7.1.1 Soit R un sous anneau de T tel que tout élément régulier de R

est régulier dans R (par conséquence ,K = Q(R) ⊆:= Q(T )). Supposons que L est

entier sur K. Alors :

1) Si R est un G-anneau, alors T est un G-anneau.

2) Si T est un R-algèbre de type �ni, alors T est un G-anneau si et seulement si R

est un G-anneau.

Preuve: 1) Supposons que R est un G-anneau. D'où, K = Q(R) = Ru pour un

certain élément régulier u ∈ R. Mais, K = Ru ⊆ Tu ⊆ L = Q(T ). Donc, L est entier

sur Tu car L est entier sur K. Par conséquent, L = Tu car L est un anneau des

fractions de Tu et d'où T est un G-anneau.

2) Si R est un G-anneau, alors T est un G-anneau de (1). Inversement, Supposons

que T est un G-anneau. Donc, L = Tv pour un certain élément régulier v ∈ T et

T = R[w1, ....wk] pour certain wi ∈ T et k entier positif (car T est un R-algèbre de

type �ni). Alors, les éléments v−1, w1, ..., wk sont entiers sur K. D'où, en utilisant

l'équation de Kaplansky (voir preuve de [17], théorème 22) avec a, bi soient des

éléments réguliers de R. Soit R1 = R[a−1, b−11 , ..., b−1k ]. De la même manière dans

[[17], Théorème 22],L = R1[w1, ....wk, v
−1] et L est entier sur R1. Donc, K est entier

sur R1 et K = R1 car K est un anneau des fractions de R1. Par conséquent, R est

G-anneau.

Théoréme 7.1.2 Soit R ⊆ T une extension d'anneaux telle que mT ⊆ R, pour un

certain élément régulier m ∈ T . Alors, T est un G-anneau si et seulement si R est

un G-anneau.

La preuve de ce théorème se base sur le lemme suivant :

Lemme 7.1.3 Soit R un anneau et Rf = R[1/f ], où f est régulier dans R. Alors

R est un G-anneau si et seulement si Rf est un G-anneau.
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Preuve: Il est claire que Rf = {af−n; a ∈ R, n ∈ N}. Donc, Q(Rf ) = Q(R) car

af−n est régulier si et seulement si a est régulier dans R. (car f est inversible dans

Rf ).

Supposons que R est un G-anneau. D'où, Q(R) = Ru pour un certain u ∈ R. Mais,

Q(Rf ) = Q(R) = Ru ⊆ (Rf )u ⊆ Q(Rf ). Par conséquent, Q(Rf ) = (Rf )u et donc

Rf est un G-anneau.

Inversement, supposons que Rf est un G-anneau,i.e, Q(Rf ) = (Rf )u pour un certain

élémnet régulier u ∈ Rf . On peut supposer que u ∈ R car u = af−n pour un certain

élément régulier a ∈ R et n ∈ N , et car f−n est inversible dans Rf . De plus, On

montre facilement que (Rf )u = Rfu. Par conséquent, Q(R) ⊆ Q(Rf ) ⊆ (Rf )u ⊆

Rfu ⊆ Q(R), et donc, Q(R) = Rfu.

Preuve du théorème : Soit R ⊆ T une extension d'anneaux telle que mT ⊆ R ;

pour un élément régulier m ∈ T . Clairement, m ∈ R et m est un élément régulier

de R. Mais, Rm = Tm = {am−n; a ∈ T, n ∈ N} = {(am)m−(n+1); (am) ∈ R, n ∈

N} ⊆ Rm. Par conséquent, R est un G-anneau si et seulement si T est un G-anneau

d'après le lemme 7.1.3.

Corollaire 7.1.4 Soient D un domaine qui n'est pas un G-domaine, K = Q(D) et

T un domaine tel que T/M = K pour un certain idéal maximal M de T . Soient

f : T −→ K la surjection canonique et R = f−1(D). Alors :

1) T est un G-domaine si et seulement si R est G-domaine.

2) T n'est pas de type �ni comme un anneau sur R.

Preuve: 1) Déduit du théorème 7.1.2 car mT ⊆ M ⊆ ker(f) ⊆ R et Rm = Tm

pour tout m non nul dans M .

2) Supposons que T est de type �ni que un anneau sue R. Alors T = R[x1, x2, ..., xn],

pour un certain xi ∈ T , où n est un entier non nul. Donc,K = T/M = (R/M)[x̄1, ..., x̄n] =

D[x̄1, ..., x̄n]., contradiction car D n'est pas un G-domaine. Par conséquent, T n'est

pas de type �ni comme un anneau sur R.

79



Remarque 7.1.5 La partie (1) du corollaire 7.1.4 généralise ([29], Théorème 2.7,

p.341).

Une paire d'anneaux A ⊆ B est dit paire de G-anneau si D est un G-anneau pour

tout anneau D tel que A ⊆ D ⊆ B. Dans ([12], Théorème 2.1), Dobbs donne une

condition nécessaire et su�sante pour avoir une paire de G-domaine.

Corollaire 7.1.6 Soient T,R, et m comme dans le théorème 7.1.2. Alors (R, T )

est un paire G-anneau si et seulement si T (resp. R) est un G-anneau.

Preuve: Soit S un anneau tel que R ⊆ S ⊆ T . Donc, mS ⊆ mT ⊆ R et m est un

élément régulier de S. Par conséquence, le théorème 7.1.2 complète la preuve.

Remarque 7.1.7 Dans le théorème 7.1.2 l'hypothèse "m est un élément régulier de

T" est nécessaire ( voire l'exemple 7.3.4)

7.2 Transfert de la propriété de G-anneau aux ex-

tensions triviales

Théoréme 7.2.1 Soient A un anneau, E un A-module tel que Z(E) ⊆ Z(A) (Z(A)

l'ensemble des diviseurs de zéros de A et Z(E) = {a ∈ A/ae = 0, pour certain

e ∈ E − {0}}, et R = A ∝ E l'extension triviale de A par E. Alors R est un

G-anneau si et seulement si A est un G-anneau.

Preuve: Soit S = A−Z(A). Alors Z(R) = Z(A) ∝ E etQ(R) = Q(A) ∝ ES d'après

([19], p.164-65). Supposons que A est un G-anneau. D'où,Q(A) = Aa pour un certain

élément régulier a ∈ S. Alors, (a, 0) /∈ Z(R) et Ea = E ⊗A Aa = E ⊗A Q(A) = ES.

Donc, Q(R) = Q(A) ∝ ES = Aa ∝ Ea = {(xa−n, ea−m; (x, e) ∈ R;n,m ∈ N} =

{(xpp−n, eap−m)(a, 0)−p; (a, e) ∈ R;n,m ∈ N et p = sup(n,m)} ⊆ R(a,0) ⊆ Q(R).

Par conséquent, Q(R) = R(a,0) et R est un G-anneau.

Inversement, supposons que R est un G-anneau. Donc, Q(R) = R(a,e) pour un
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certain (a, e) /∈ Z(R). Si Q(R) = Q(A) ∝ ES et p : Q(R) −→ Q(A) est l'application

p(x, y) = x, on montre que Q(R)(= p(R(a,e)) = Aa. En e�et, Soit (x, y)(a, e)−n ∈

R(a,e), où (x, y) ∈ R et n ∈ N . D'où, anp((x, y)(a, e)−n) = p((a, 0)n(x, y)(a, e)−n) =

p((x, y)((a−n, 0)(a, e)n)−1) = p((x, y)((a−n, 0)(an, en))−1) = p((x, y)(1, a−nen)−1) =

p((x, y)(1,−a−nen)) = p(x, y − xa−nen) = x ∈ A, D'où, p((x, y)(a, e)−n) = xa−n ∈

Aa. Par conséquent, Q(A) = Aa et A est un G-anneau.

Corollaire 7.2.2 Soient A un domaine, E un A-module sans torsion et R = A ∝ E

l'extension triviale de A par E. Alors R est un G-domaine si et seulement si A est

un G-domaine.

Si R = A ∝ E est l'extension triviale de A par E. Nous n'avons pas en général R est

un G-anneau si et seulement si A est un G-anneau, comme la proposition suivante

nous montre :

Proposition 7.2.3 Soit (A,M) un anneau local, et E un A-module tel que ME =

0. Alors l'extension triviale de A par E est un G-anneau.

Preuve: l'extension triviale de A par E est un G-anneau. est un G-anneau car

A ∝ E est un anneau total (car (M ∝ E)(0, 1) = (0, 0) et M ∝ E est l'idéal

maximal de l'anneau local A ∝ E).

7.3 Exemples

Exemple 7.3.1 Soit T = Q[[X]] = Q + XT l'anneau des séries formelles sur le

corps Q et soit R = Z +XT . Alors :

1) R est un G-domaine d'après le théorème 7.1.2 car T est un G-domaine local et

XT ⊆ R.

2) R est un domaine cohérent d'après([10], Théorème 3) et il n'est pas Noethérien

d'après ([2], Théorème 4).

3) T n'est pas de type �ni comme un anneau sur R d'après le corollaire 7.1.4.
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4) Z −→ R est une extension d'anneaux �dèlement plat et Z n'est pas un G-

domaine.

Exemple 7.3.2 Soit T = R[X](X) = R+XT , où X est un indéterminée sur R et

soit R = Z +XT . Alors :

1) R est un G-domaine d'après le théorème 7.1.2 car T est un G-domaine local et

XT ⊆ R.

2) R n'est pas cohérent d'après([10], Théorème 3)

4) Z −→ R est une extension d'anneaux �dèlement plat et Z n'est pas un G-

domaine.

Exemple 7.3.3 Soit A un G-domaine qui n'est pas un corps, K = qf(A), et soit

R = A ∝ K l'extension trivial de A par E. Alors :

1) R est un G-anneau d'après le corollaire 7.2.2 car A est un G-domaine.

2) R n'est pas cohérent car R(0, 1) est un idéal de type �ni qui n'est pas de présen-

tation �nie par la suite exacte suivante :

0 −→ 0 ∝ K −→ R
u−→ R(0, 1) −→ 0

où u(a, e) = (a, e)(0, 1) = (0, a) (car 0 ∝ K est un idéal de R qui n'est pas de type

�ni)

Exemple 7.3.4 Soient A un non G-domaine, K = qf(A), T = K ∝ K l'extension

trivial de K par K, et soit R = A ∝ K l'extension triviale de A par K. Alors :

1) T est G-anneau car T est un anneau total.

2) R n'est pas un G-anneau par le corollaire 7.2.2 car A est non G-domaine.

3) (0, 1)T = 0 ∝ K ⊆ R

82



PERSPECTIVES

Au terme de ce travail, nous allons essayer d'éclaircir des perspectives de notre

recherche. Nos questions visées sont regroupées en trois parties et sont comme suit :

Premier axe de recherche :

Comment nous pouvons généraliser le théorème 5.3.2 sur la propriété (A)-forte à

l'amalgamation d'anneaux ?

Deuxième axe de recherche :

Un anneau est dit Noethérien faible si tout idéal de type �ni est un module Noe-

thérien. Qu'est ce qu'on peut dire si cette propriété est véri�é seulement pour les

idéaux premiers ?

Troisième axe de recherche :

Nous allons essayer de transférer la propriété des G-anneaux à l'amalgamation d'an-

neaux.
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