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Liste des notations

Les notations dans R®.

Uy U1
U = U , U= 1 vg
Uus Us

deux fonctions vectoriels

— v, :dérivée partielle de v par rapport a t

v
v = —
ot
— Aw :laplacien de v
Pv  0*v %

Av

= oot et
dz?  0x3  0x3
— (v.V)v : le terme bilinéaire

(v.V)v = Ulﬂ + 02@ + 03@

81'1 3x2 81’3
— u ® v : produit tensoriel entre v = (v1, Vg, v3) et u = (ug, Uz, ug)
(wrv1)  (ugur)  (uzvr)
u®v = | (uvy) (ugva) (usv)

(U1U3) (U2U3) (U3U3)



— V.(u® v) : divergence du produit tensoriel © ® v. On a:
V.(u®v) = | o (uvs) Oa(ugva) d5(usve) | = (Vv + (w.V)v

— Vp : le gradient de p,p fonction scalaire.

_,0p Op Op
VP_(ax1’8x278x3)

— [ = F(f) : transformée de Fourier de f

~

fie) = | ean(—iz.)f(@)a m

— F(f) : transformée inverse de Fourier de f

FNa) = 2m) 7 [ capling) f6)de @

0

— R; = Dj(—A)‘% Jj =1,2,3. : les transformation de Riez.
— P =id — VA~V : I'opérateur Leray-Hopff.

1
— S(t) = exp(th) = (4_7rt>% exp(—‘ﬁ)* : semi groupe de la chaleur(opérateur de convo-

4t
lution ).

— supp(f) :support de la fonction f : E — F

supp(f) ={z € E, [f(z)# Or}.



Introduction

Les équations aux dérivées partielles jouent un role trés importants dans les domaines Eco-
nomique, Biologique et physique .... Parmi ces équations il existent les équations Magnéto-
Hydrodynamique, Boussinesq et Navier-Stokes ....

Les équations de Navier-Stokes sont des équations non linéaires qui décrivent le mouve-
ment des fluides, ces équations sont nommées pour honorer les travaux de deux scientifiques du
XTX®¢ siecle, le mathématicien et I’ingénieur des ponts Henri Navier qui introduit la notion
de viscosité dans les équations d’Euler en 1823, et le physicien George Gabriel Stokes qui a
donné sa forme définitive a I’équation de conservation de la quantité de mouvement en 1845.

Les équations de Navier-Stokes c’est I'un des sept problemes de mathématique du millé-
naire posés par la fondation Clay en 2000.

Les équations de Navier Stokes forment un modele bien accepté. Ces équations bien évide-
ment compliqués, cette complication est dii au terme linéaire de diffusion pAuv et le terme non
linéaire cinématique p(v.V)v qui rend difficile le choix d’un espace fonctionnel bien adapté au
probléme, c’est pourquoi jusqu’a présent il n’y a aucune théorie capable d’étudier I’existence,
unicité, régularité et le comportement asymptotique des équations de Navier-Stokes.

Ce projet s’organise de la fagon suivante :
Dans le premier chapitre on donne quelques équations d’hydrodynamique (équation de

conservation de masse, équation de mouvement d’hydrodynamique ...) et on rappelle les construc-



tions physiques des équations de Navier-Stokes et 1’approximation de Boussinesq.

Dans le deuxieme chapitre, on introduit la décomposition de Littelwood-Paley qui est tres
importante dans la démonstration du théoreme fondamental (d’existence et d’unicité de la so-
lution locale du systeme des équations de Navier-Stokes). on utilisant le principe du Duhamel,
pour transformer le systeme des équation de Navier-Stokes en une forme intégrale. On distingue
par les définitions entre la solution fort "mild" et la solution fort "classique" et nous définissons
I’espace de Banach qui s’adapte aux-équations de Navier-Stokes. On termine ce chapitre par la
démonstration du théoreme fondamental (d’existence et d’unicité de la solution locales du sys-
teme des équations de Navier-Stokes) dans un espace adapté aux équations de Navier-Stokes.

Dans le dernier chapitre, on va donner certains résultats classiques, dans les espaces qui
s’adaptent aux équations de Navier-Stokes, par exemple dans les espaces de Lebesgue LP(R?),
p > 3, les espaces de Sobolev H*(R3), s > %, les espaces de Holder Zygmund, en général dans
les espaces de Besov BSY(R?) et de Triebel F¢(R?).



Chapitre 1

Construction physique des modeles

Dans ce chapitre, nous rappelons les constructions physiques des différents modeles

1.1 Les équations de I’hydrodynamique

les équations de I’hydrodynamique nous donne des différentes lois de conservations de la
physique. Pour ce faire, nous suivons la présentation faite dans le chapitre 2 du livre de Chan-
drasekhar [6].
On considere un fluide dont la densité p ou z € R® et ¢ € [0,00[. On note par v(t,z) =

(v1(t, ), va(t, ), v3(t, x)) la vitesse de fluide.

1.1.1 [I’équation de continuité

0

exprime la conservation de la masse. Une autre forme de (1.1) qui pourra étre utile, est la

suivante :
3

dp ’ dp v,
- o —J
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Pour un fluide homogene incompressible ( p = pg est constante ), I’équation de continuité est
réduite a : ;
an

=0, (1.3)
1 035]-

]:
dans ce cas, la vitesse est donc un champ de divergence nulle. les équations de mouvement de

I’hydrodynamique :
3

an i 81}7; (9P,]
T +p;vja—%—pxi+2 5 (14)

Jj=1

y€me

ou X; est la :°™ composante de toute force extérieure qui pourrait agir sur le fluide.
P;; est la tenseur des contrainte exercée dans la direction x; sur un élément de surface normal a

x;. Cette force doit dépendre du taux de croissance de déformation dans le fluide donné par :

1 a’Ui ov;

= = 4+ =2 1.5

“i z(axj 8@) (15)

D’apres une des hypotheses de la dynamique des fluides, nous donne 1’équation suivante :

3
Py = wi; + Z Qijikl €k (1.6)
k=1
ol w;; = —pd;; est un tenseur symétrique vers lequel tend P;; quand e;; = 0, et g;j; =

A6i0k1 + 1 (031051 + 6;10,1) est un tenseur d’ordre 4.ou p, A et i sont des fonctions (scalaires).
Dans le cas d’un fluide isotropique, la forme de (1.6) doit €tre invariante a toutes rotations et
translations des coordonnées du systeme. Ca implique donc que w;; et g;.1; sont des tenseurs

isotropiques. On trouve :

3

P’ij = _pézj + Queij + )\51] Z CLk- (17)
k=1

On définit p comme étant la pression isotropique en z; quand il n’y a pas de déformation, dans

ce cas,
3

3 3
D Pi=-3p=-3p+2u) eit3A) ew. (1.8)

=1 =1 k=1
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On trouve alors, dans le cas ou le fluide n’est pas forcément incompressible :

2
A= —— 1.9
3 (1.9)
2
et Pij = —p(SU —+ 2ueij — 5,&(51] E Ckk- (110)

Le coefficient ;o qui apparait dans cette équation est le coefficient de viscosité. Les termes dans

(1.10) qui sont proportionnels a ;. définissent les contraintes dues a la viscosité. Si on les note

par
an 8vj 5 2 é)vk
i = — ——0;i | - 1.11
bij M[(@xj—i_axi) ;?th J ( )
Dans le cas d’un fluide homogene incompressible, le tenseur visqueux a la forme plus simple :
an 81}]'
i = ) 1.12

En remplacant P;; dans (1.4) par son expression, on trouve :

ov; 3 81)2
ot +vaJ -

O = 0 v v\ 2 o
— - = . 1.1
9 ﬁ;axj [“ (axj 8@) 3# Z (1.13)

k=

Dans le cas d’un fluide homogene incompressible pour lequel p est constante, I’équation (1.13)

est réduite a :

o iv%_ X.— P A, (1.14)
P ot pj:l ]axj_pl Oz; e |

1.1.2 Le taux de dissipation visqueux :

En multipliant (1.13) par v; et en intégrant sur V', on obtient

3

1 0 OF;;
5/‘/,0(%1) dr + = /pZUJa v; dx—/vpviXidx—i—/vviZaTjjdx. (1.15)

j=1
on a

0 oy 0
&(P%)—(a—

0
2 4 H?
tp)vi —i—,oatvZ (1.16)
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et d’apres le théoreme de Gauss pour ’intégrale, on a :

/va]a vl dr = — /sza (pv;) dx—i—/ ZUJU dn; (1.17)

3
/VU; axj dx /Z ”a /Z vidn (1.18)

ou n; est le vecteur normale a la surface S, dirigé vers I’extérieure et dont la norme est égale

qu’il représente. et d’apres des simplifications, I’équation (1.15) devient :

10
2at/pv dx—/psz dx+Z/UZPUdS
3

1 ov;

j=1"V

(1.19)

Cette relation donne le taux auquel I’énergie cinétique contenue dans un volume V' du fluide va-
rie et on observe qu’il est la somme de quatre termes. Les trois premiers termes représentent res-
pectivement le taux auquel agit la force externe sur le fluide dans V/, le taux auquel la contrainte

P;; agit sur la surface au bord de V/, et enfin, le taux auquel I’énergie se dissipe au dela de S. Il

reste a interpréter le dernier terme du coté droit de 1’équation (1.19), il s’agit d’une intégrale de
la quantité :
ﬁvi

— Py—. 1.2
o, (1.20)

En utilisant les définitions de e;; et de P;;, alors on peut écrire :

aUZ' 2
Pijn— oz, = Pijei; = <—P5ij + 2pe;; — MZ%@%) —pej; + 2ue; — gueﬂ (1.21)

Le premier terme du c6té droit est :

3

3
v ) )
—PZ%’: pz ]—§<_+Z“ja_£.) Z;af; (1.22)
i=1 : !

Jj=1
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I’intégrale de cette quantité représente donc la variation de 1’énergie interne due a la compres-

sion subie par le fluide. Le terme restant dans (1.21),

3 3
2
o= E (2,u E e?j - §M€§j> , (1.23)
j=1 i=1

doit donc désigner le taux auquel I’énergie est dissipée, de facon irréversible, par viscosité dans
chaque élément de volume du fluide. De plus, ¢ est en fait définie positive. Pour le voir, on doit

réécrire ¢ sous la forme :

2
(b = 4,u (6%2 + 633 —+ 631) + g/ﬁ [(611 - 622)2 + (622 — 633)2 -+ (633 — 611)2] . (124)
) Sy . 3 3 81}
Dans le cas d’un fluide incompressible, » =16 = > i1 (9 = 0 et ’expression correspon-
dante de ¢ est :
3
=20 e (1.25)

ij=1
1.1.3 L’équation de conduction thermique

Les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement menent respective-
ment aux équations de continuité et de mouvement. Il reste a interpréter la loi de conservation
de I’énergie. Comme on va le voir, elle conduit a 1’équation de conduction thermique. A une

constante additive pres, 1’énergie ¢; par unité de masse du fluide peut s’écrire :

1
g:§ﬁ+wa (1.26)
ou cy est la chaleur spécifique a volume constant et 6 est la température. En prenant en compte
les gains et les pertes d’énergie qui interviennent dans un volume V' de fluide, par unité de

temps, on trouve :

3 3
0 0 v,
pcve E a— pCVHUJ E 8_ ( 8_33]> P E 0 - + Qb (127)
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Avec I’aide de I’équation de continuité, on peut simplifier I’équation précédente comme suit :

5 "9 &9 [ 00 "
P&(Cve) + ﬂ;?}ja—%@v@) = ; o, (ka—x) —pj:1 oz, + ¢. (1.28)

Les équations (1.1), (1.11), (1.13), (1.24) et (1.28) forment les équations de base de 1’hydrody-
namique. Elles sont complétées d’une équation d’état. Pour la plupart des substances, on peut
écrire :

p=po[l—pB(0—0), (1.29)

ou [ est le coefficient d’expansion volumique et , est la température pour laquelle p = py .

1.2 DL’approximation de Boussinesq

Maintenant que nous avons formulé les équations de I’hydrodynamique, nous essayons de
les simplifier dans le but d’obtenir les équations de Boussinesq. En effet, L’approximation de
Boussinesq consiste a considérer que les variation de la masse volumique du fluide en fonction
de la température sont négligeable sauf qui interviennent dans le terme p.X; dans I’équation du
mouvement, ne peuvent étre ignorées . On peut ainsi considérer p comme constant pour tous les
termes de I’équation du mouvement a part celui devant la force externe.

En se basant sur les remarques précédentes, on remplace (1.3) par
Z g;’j —0. (1.30)

Avec cette condition sur v , I’expression du tenseur de contrainte visqueux est :

ov; v,
= n 131
Pig = # <8xj 8951-) ’ (1.31)

ou, pour la méme raison, on peut considérer ;- comme une constante. L’ équation du mouvement
(1.13) devient alors :

3

ov; ov; 1 8p op
ot +Z%3_ﬁé‘j © po O (1+ po) it vdu 4
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ol v(= u/po) désigne la viscosité cinétique, py la densité a une température choisie 6, et :

dp = —poB( —bh). (1.33)

On s’intéresse maintenant a 1’équation de conduction thermique (1.28). On peut considérer cy
et £ comme étant des constantes et les sortir des signes dérivés. On ignore aussi le terme :
—pV - v du coté droit. Le terme de dissipation visqueuse ¢ peut aussi étre ignoré. Sous ces

conditions, 1’équation de conduction thermique (1.28) devient :

ik us— = kA, (1.34)

ol k(= k/pocy) est le coefficient de conduction thermique. Les équations (1.30), (1.32), (1.33)

et (1.34) forment les équations de base dans 1’approximation de Boussinesq.



Chapitre

EXISTENCE ET UNICITE LOCALE

Nous avons vu que 1’on peut modéliser les équations de Navier-Stokes, pour un fluide vis-

queux homogene incompressible de viscosité constante, a I’aide du systeme suivant :

ov; 3 ov; D
Pot TP w1t Ox; P Ox; HEY
0v;
3 J
. —2 =0
Z]:l 8.7;]

Nous donnons maintenant le systeme des équations de Navier-Stokes que nous considérons

dans la suite :

@
P o
V=0

v(0,2) = vy

+ p(v.V)v = pX — Vp+ pAv.

ol la variable en temps ¢ appartient a I’intervalle [0, 7] , la variable x est dans I’espace R®
tout entier, les inconnues sont le champs de vitesse du fluide v = (vy, vy, v3) et la fonction p
qui représente la pression du fluide et la fonction X = (X, X5, X3) qui représente la force

extérieure. Pour simplifier, nous considérons le cas d’un fluide homogene et incompressible de

16
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densité p = 1 et viscosité ;n = 1 et X = 0, Notre systeme devient :

0

8—?—Av+(v.V)v+Vp:0

V=0 2.1
v(0) = vy

Il convient évidement de préciser, des le début. le sens mathématique que nous voulons donner
aux équations du systéme (2.1). Car souvent, dans la littérature concernant la résolution des

équation de Navier-Stokes, le mot "solution" a été utilisé de maniere fort différente.

Définition 2.1. On dira que v(t, x) est une solution forte classique des équations de Navier-
Stokes s’il existe deux espaces de Banach E et F de distributions de x tels que les propriétés

suivantes soient vérifiées :

v(t,z) € C([0,T); E)nC*([0,T]; F) (2.2)

E — F  (injection continue ) (2.3)
veFE=AveF (opérateur continue) 2.4)
vEFE= (vV)veF (opérateur continue) (2.5)

Définition 2.2. On dira que v(t, x) est une solution fort "mild" des équations de Navier-Stokes

s’il existe un espace de Banach E tel que v(t,x) € C([0,T[; E) et si v(t, x) vérifie :

() = S(t)vo — /0 "PS(t — 5)(0.V)u(s)ds 2.6)

S(t)=exp(t\) et P étant respectivement le semi groupe de la chaleur et I’opérateur de projection
sur les champs de vecteurs a divergence nulle et ’intégrale fg PS(t — s)(v.V)v(s)ds étant

considérée au sens de Bochner.

Remarque 2.1. L’équivalence entre la recherche de solutions classiques et de solution "mild"

pour le probléeme de Cauchy d’une équation d’évolution arbitraire n’est pas toujours assurée



18

car, en général, une solution "mild" n’est pas différentiable par rapport au temps ([15],page
106). Cependant, I’intérét de solution "mild" vient de ce que, si le probleme admet une solution

classique, alors cette solution vérifie I’équation intégrale([15],page 183).

Dans ce projet nous nous concentrons seulement sur la recherche de solutions "mild" des

équations de Navier-Stokes.

2.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Nous rappelons ici les résultats classique sur la décomposition de Littlewood-Paley.

~

fi6) = [ enpt=iz€)f(wyis @)

On fixe désormais une fonction o(x) de la classe de Schwartz S(R?), invariante par rotation,

réelle et dont la transformé de Fourier p(€) vérifie

0<BE) < 1,5(6) = 1sile] <2, G(e) =0si e > 5. 2.38)
On pose alors
U(z) = 8p(2z) — p() (2.9)
et
() = 2Y4(2x) = (@) — pj(2) (2.10)
ou
pi(r) = 29 () 2.11)

On désigne par: A; = etpar S; = p;* ceci pour tout j€ Z. Pour toute distributionf €
S'(R3), on définit pour o € R, p # oo, 0 < p,q < o0,

| Nega=Il Sof llp + 1 {2279 1 Asf )7} Iy (2.12)

J=0
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et, pour les mémes indices, p = oo

| £ lsga=l Sof Il +{>_ 2% | Asf [l,)7} (2.13)

Jj=0
F9(R?) (Bs9(R?)) sont respectivement I’espace de Tribel-Lizorkin (Besov).
On a la décomposition de 1’unité est :
I=S+) A=) A (2.14)
7>0 JEL

En fait, on devrait dire une décomposition, car il y a divers choix possibles pour la fonction .
Dr’ailleurs, nous faisons remarquer que seule la premiere des deux séries qui apparaissent dans
(2.14) s’applique a une distribution tempérée arbitraire f € S’(R3). En effet, si par exemple
f=LlLalors A;f=0VjeZetf=>
f=Sof +yn0 Asf-
Plus généralement, A;f =0 Vj € Z sietseulementsi A;f = 0 Vj € Z si et seulement si
Ui (€)F =0 V) € Z. or supp(iy;) C {6 € R? | 22 <| ¢ < 227} alors supp(f) = {0} donc

d’apres le théoreme ponctuelle f est une polyndome. Il convient alors d’interpréter 1’identité

jez A f donnerait 1 = 0, tandis que Spf = 1 et donc

I = ZjeZ A; modulo les polyndmes [8].

Plus précisément, on a, pour tout k € Z,

I=8,+ Z A, (2.15)
Jj>k
On a alors
f=> A1 (2.16)
JET

dans S'(R?) /Polynome, (voir [14] page 77 et page 179)
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Pour réduire le systeme différentielle (2.1) sous la forme d’intégrale "mild", il faut intro-
duire I’opérateur de projection IP sur les champs de vecteurs a divergence nulle. soit v(x) =

(v1(x), ve(x),v3(x)) un champs de vecteurs arbitraire, on pose d’abord

Z(l’) = R1U1 + RQUQ + R3U3 (217)

R, = —iﬁj(—A)*% (1 < j < 3) étant les transformations de Riez classiques, et I’on désigne
par

]P)(Ul, Vo, Ug) == (Ul — Rlz, Vg — RQZ, U3 — RgZ) (218)

On vérifie les propriétés suivantes,

Vuov=0=Pv=vw (2.19)
Pv=0=v=Vp (2.20)
VPv=0 Yvu (2.21)

Démonstration. Ces propriétés sont facile a vérifiés en passant par la transformé de Fourier. En

effet,ona:
—~ - 34
Po;(€) = > (66 — 755 ) k(&) (2.22)

]

0
On sait aussi que si V.v = 0 alors V.a—/;} = 0 et V.Av = 0. On applique la divergence sur
I’équation de Navier-Stokes (2.1) on obtient :

V.g—: —V.Av+V.(u.V)u+V.Vp=0

d’apres la simplification

Ap =—-V.(v.V)v (2.23)
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On applique la transformé de Fourier a (2.23)

N

d’ou

—

—[£]*p = —V.(v.V)v

—

p=—|¢7*V.(v.V)v

Par transformé de Fourier inverse, on obtient :

d’ou :

on remplace le gradient de pression p par sa formule, dans 1’équation (2.1) :

ov
ot

alors

ov
ot

P : I’opérateur de projection sur les champs de vecteurs a divergence nulle. alors

p=—-AYV.(v.V)V)

Vp=-VAHV.(u.V)v)

— —Av+ V.(u.V)v — VA Y(V.(0.V)v) =0

— —Av = —[id — VA'V|(V.(v ®@v))

=—-PV.(v®wv)

v
i Av =—-PV.(v®v)

alors, d’apres le principe de Duhamel, on a I’équation intégrale

u(t)

S(t)vy — /0 PS(t — s)V.(v®@v)(s)ds

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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= S(t)vo + B(v,v)(t) (2.28)

S(t) = exp(—tA) est un Cy semi groupe dans E . et si v(t) est une solution de (2.27) et que
V.vg = 0 et d’apres 1’équation (2.21) alors nécessairement V.v = 0.

On forme
r(t) = v(t) — S(t)ve + /Ot S(t—s)V.(v®uv)(s)ds (2.29)

et’on a Pr(t) = 0, donc () est un gradient.
Nous nous concentrons sur la recherche de solutions "mild" de (2.27) qui sont les champs de
vecteurs v(t, z) dans C([0, T'[, E), continue en ¢ € [0, '] a valeurs dans un espace de Banach £

de distribution de x.

Remarque 2.2. La pression p n’apparait plus pas dans les équations de Navier-Stokes sous la

forme d’intégrale "mild" et dans ce cas elle est déterminée, par la formule suivante

3 3
p=—Y_> RiRi(vju) (2.30)

Nous allons maintenant donner les hypotheses portant sur I’espace de Banach E pour étre
en mesure de résoudre I’équation (2.27) par 1’algorithme des contraction de Picard (Théoréme

de Point fixe).

2.2 Enoncé du théoréeme fondamental

Définition 2.3. [’espace E est adapté aux équation de Navier-Stokes si les conditions suivantes

sont vérifiées :

1. E est un espace de Banach fonctionnel :

S(R?) — E < S'(R*)(injectioncontinue) (2.31)
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2. la norme|| || dans E est invariante par translations
VieE,  VEkeR’ |If()=If(+R) (2.32)

3. le produit ponctuel entre deux distributions tempérées dans E est encore une distribution

tempérées
Vfek, Vg€ E, fgecS' (R (2.33)

et enfin

4. il existe une suite de réels m; > 0 j € Z telle que

—+00
327y, < o (234)
et que
Vj€LZ, VfeE, Vge£L, |Ai(fo)ll <nllflllgll (2.35)

Remarque 2.3. Dans ce qui suite, nous nous intéresserons a des estimations composante par
composante pour cela On a supposé que f et g sont des distributions a valeurs scalaires
dans (2.32), (2.33), (2.35), Aj est le bloc dyadique qui apparait dans une décomposition de
Littlewood-Paley.

Remarque 2.4. On désigne par B%’l I’espace (du type Besov homogeéne ) des distribution f € E

telles que dans une décomposition de Littlewood-Paley, on ait

“+o0o
> o, fll< oo (2.36)

On a alors :

Théoreme 2.1. Soit E un espace de Banach adapté aux équation de Navier-Stokes. Alors pour

toute donnée initiale vy € F, vérifiant au sens des distributions V.vg = 0, il existe un T =
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T(|lvol]) > O et une unique solution locale "mild" v(t,z) € C([0,T], E) des équations de
Navier-Stokes telle que v(0, z) = vg. En outre, v(t) — S(t)vy € C([0,T7, B%l) et

lim sup |[v(t) — S(t)ve]| =0 (2.37)

0 wol<1
Plus précisément, pour tout t € [0, 1]
lv(t) = SE)voll < en(®)lfvol* (2.38)
avec
n(t) =ty Pn+ Y 27y, (2.39)
4-i>t 4-i<t

n; est définit, pour tout j € Z par (2.35).

Dans le cas d’espace de Banach non séparable mais adapté aux équations de Navier-Stokes,
le théoreme (2.1) s’ applique encore mais fournit seulement une solution v (¢, z) € C,([0,T[; E),

c’est a dire bornée et faiblement continue :

Définition 2.4. Soit E un espace de Banach fonctionnel et soit v(t,x) un champs de vecteurs
définit de [0, T'| a valeurs dans E. On dira que v(t, x) est continu au sens "faible-strict" et I’on
écrira v(t,x) € C.([0,T[; E), si v(t,x) est borné dans E c’est a dire v(t,z) € L>([0,T[; E)
et si la continuité de I’application v(t,x) : [0, T[— FE est celle définit par ’injection de E dans

S'(R3), c’est a dire la convergence au sens des distributions.

2.3 Preuve du théoreme

La démonstration du théoreme (2.1) repose sur d’établir la continuité de I’opérateur bili-

néaire

B(v,u)(t) = — /t PS(t —s)V.(v @ u)(s)ds (2.40)

0
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Comme [5], Nous avons 1’opérateur scalaire

BUF)(0) = = [ (=320 = () (5)ds @41

ou f = f(t,x) et g = g(t, z) sont deux champs scalaires et § = 6(z) une fonction analytique
d’intégrale nulle , [, @ = 0, qui est O(|z|~*) pour |x| — oo.Pour simplifier on choisira pour

6 la fonction dont la transformé de Fourier est donnée par

0(€) = | exp(—|€]?). (2.42)

L’importance de cette remarque vient de ce qu’elle nous permet de considérer I’opérateur de
projection P, celui de divergence V. et le semi groupe de la chaleur S(¢) comme un seul opéra-
teur de convolution 6. Alors on remplace 1’opérateur matriciel PS(¢)V. par 1’opérateur scalaire
AS(t) ot A = (V=A)z est opérateur de Calderon pseudo différentielle de transformé de
Fourier est |£|. On remarquera que PV. est un opérateur pseudo-différentiel classique d’ordre 1

tout comme A.

Lemme 2.1. si E est un espace de Banach adapté aux équations de Navier-Stokes. il existe une
fonction w(t) € L'([0,1]) telle que, pour tout t € [0,1] et toute fonction (scalaire) f € E et
g € E, U'on ait

IAS@)(fo)ll < w @Il (2.43)

ou,sit € J,, =[4"™ 4™ etona:

w(t) < C Z 2j77j +c Z 2_2j+3mT}j (244)

j<m j>m

et les constantes 7; sont définis par les estimations (2.34) et (2.35).



26

Démonstration. w(t) € L*([0,1]), car

/ t)dt = Z/

<Y [sup wlt) / dr

m—0 t€Jm —-m

:3Zsupw -

o t€Jm

<c Z Z 217 + ¢ i Z 2 Ay,

m=0j<m m=0j>m

4= m—+1

oo j—1

—CZZQJ 2mnj+CZZ2 2J+m

j<m m=0 7>m m=0

<022377]22 2m+c22 %7]22’“
j<m j>m
“+oo

< CZTMW < 00
d’ot w(t) € L'([0,1]) . d’apres I'unité de la séries on a
+o0o
S(t) =Y AAS() (2.45)

Soit ANj( f) =[x @Ej ol zﬁj est définie comme ); et la transformé de Fourier de 1; égale 1 si
3 3 3
1 < €< 3etnullesi| € |< g ou | € |> 6. Puisque spect(;) C {€ € R, 1 < €1< 3}

alors Aj Aj; = A,. on considere que tous les opérateurs commutent entre eux donc
too
=Y AASH)A, (2.46)

On note

AjAS(t) =22W,, si j<m (2.47)
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et
AGAS(t) = 2758m™ si j>m+1 (2.48)

ou
Wii(f) = fxwjy (2.49)

ou

w;j+ est une fonction qu’on déterminera par les formules (2.57) et (2.58)

telle que pour tout t € J,,
Jwielhi<e Vi€ (2.50)

En effet, Si m=0, ces estimations sont facile, on passe aux transformées de Fourier dans

0 +oo
S(t) =Y VNW,,+ Y 27T AW, (2.51)
(%) 1
on a
+OO N
€] exp(—t[¢]) }:W% 5(0) + ) 27%9(9)@;.4(8) (2.52)
1
avece

06 = [ explivyisla)in = [ ez g2 v

onpose 2z =y et dy = 2%dx alors

96 = [ el p. vy = D26 .53

donc (2.52) devient

€] exp(—t[¢]?) sz 2796)@ +Zw ~2E)3;4(€) (2.54)
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On a la transformé de Fourier de (2.46) donne :

€] exp(—t]¢[?) Z|s|exp —tle)p(27 )b (2e)

B(E) = D))
Par identification, on définit w;, par
B;0(2€) = [l (€) exp(—t4[€l?) si j <0.
et par
5;0(27€) = SI[ED(E) exp(—t4[eP) si G > 1.

Maintenant montrons que pour tout ¢ € Jy,w;; € L'(R?) Vj € Z
Montrons d’abord que || F~(&;,(27.)||1 = ||wj.|l1- En effet

F@,50(20)(2) = (27) / exp(+iz.£)D;(27€)de

]R3

On pose 27¢ = netdn = 273dEd’ ol :

FH@;,(27 ) (x) =279 (2m) 73 /}R3 exp(+ix.277€)w; (n)dn

=27V F (@5(.))(27)
=2"%w;,(27z)

on a

1771 (@502 )l = 27 ||wza(27)

:2_3j/ |wj7t(2_jx)|dx
R3

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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On pose 2790 =y et dv = 2¥dy d ou:

177 @52l = [l

= [lwjelln
1 cas:si 7 <0
IF @527 )W) = IF2 (L) exp(—t47| ) () s
= | F ML) * FH exp(—t47|)) 1 (2.60)

On a

F~Hexp(—t4’|])(y) = (2m)~° / exp(+iy.€) exp(—t4?|¢[?)dE

RS

On pose 27¢ =n et dn = 2%d¢ d’ou:

F~H exp(—t4? ) (y) = 27% (2m) /RS exp(+i2~7y.n) exp(—t|n|*)dn

=27 F  (exp(—t[.))(27"y)
d’apres I’inégalité de Young de (2.60) on a

lwsells < 29 F (LO)IF exp(=] D))l
<NF D)L IF (exp(=l[*)) Il
(2.61)

Ona F(|.]i(.)) € S(R3), alors F~1(|.|4(.)) € L'(R?), on a aussi pour tout ¢ € Jj,
exp(—t|€|?) estde classe C*°(R?) indépendant de t, Vt € Jy F'(exp(—t|.]*)) € S(R?) donc,
pour tout ¢ € Jy, w;, € L'(R?) pour tout j < 0.

2°M¢ cas, si) > 1

0,4(27€) = S71€]ib(€) exp(—t47|€]?)
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On pose 27¢ = 7 alors

@y0(n) = 47 [n]eb(279n) exp(—t[n[?) (2.62)
wya(n) = F1 (& ]2 ) exp(—t]n[?) (2.63)
= P F1P(277n) « FH(|n] exp(—t[n|*)) (2.64)

d’apres I'inégalité de Young on a
lwjells < 4IF @)l 17 (Il exp(—tnf*)) | (2.65)

On a

~

FOC7)0) = n)° [ explring)iz e
On pose 279¢ = petdn = 23dE d’ ou :

F (27 () = 29 (2m) /

= 2 () (2'y)
= 2%94)(27y)

3 exp(-+iy.2'n) (n)dn

d’ou :

leojell < 2971927 ) 217 (1. exp(=¢]-[) s

lejell < 12174 (1- exp(=t]- )l (2.66)

on a pour tout t € Jy, €] exp(—t|£[*) est de classe C*(R?®) indépendant de t, et puisque
|Elexp(—t¢]?) € S(R*)Vt € Joona Ft|¢|(exp(—t|.]?)) € S(R?) donc, pour tout t €
Jo, w;; € LY(R?) pour tout j > 0. par suite, pour tout t € Jo,w;; € L'(R?) Vj € Z.
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Pour passé au cas général ou t € J,,, on pose d’abord ¢t = 4™™s ou s € [4™,4™"1] et on

remplace ¢ par 2™¢ dans (2.54). On obtient :
27|¢] exp(—4 "4 EP) = _izj&z—j-mow 27m¢) +22 (27N E,,(27E)
alors
el exp(—2 7" s[é ) Zzﬁmw 27T mE)EH(E) exp(—2 74| [?)
+;r%*%@ﬁ%s)!s@(@ exp(—27""s[¢]%)

Onpose k=j+m

m

€l exp(=27 s |¢[?) = 3 2 () I€l(€) exp(—2- " s[¢?)
+ Z 2 (&) €] (€) exp(—2 s ¢ ) (2.67)
m+1

pour toutt € [47™ 47! Onas € [4™ 4™ et 472"s € [47™, 47 ] on pose t = 472",

et par transformé de Fourier inverse de (2.67) on a le résultats suivant :

AS Z PFANS(t) g + Z 272K ANS(t) Ay (2.68)

m+1

Finalement, puisque la norme dans E ( un espace de Banach ) est invariante par translation, pour

feFE et we L'(R?) ona f*w € FE .Eneffet

Il =1 [ FC=l < [ wWllfc=nl = lellfl - @69

pour terminé on a

“+00

IAS(#) fall < HZQ'“AAS( )OSl + 11 ) 2 AASE) At gl (2.70)

m+1
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ona AAS(t) € S(R?) — L'(R?) alors

[AS (@) fgll < ZQkCHAkfg“ +22 Akl (2.71)

m+1

d’apres I’estimation (2.35), d’espace adapté aux équation de Navier-Stokes

|AS(t) fal < Z2kcm||f|!||gll+22‘2"”nk||f|lllg|| (2.72)
m-+1
d’ou
IAS(t) fgl < Z2kcnk+222k+3m Mgl (2.73)
m—+1
]

Relions ce lemme a la preuve du théoreme (2.1). Plus précisément, on a
v(t) = S(t)ve + B(v,v)(t)
ol

B(v,u)(t) = —/0 PS(t — s)V.(v @ u)(s)ds

et le lemme 2.1 entraine

sup |1B(w,u) (1)) < [ / w(t)dt] Csup o@D sup u(®)]) 2.74)

o<t<T o<t<T o<t<T

avec w(t) € L'([0,T]).
le lemme suivant assurant 1’existence et ’unicité de solution v(t, z) de I’équation (2.28) dans
C([0,T[; E)

Lemme 2.2. Soit X un espace de Banach et B : X x X — X une application bilinéaire telle

que || || désignant la norme dans X,on ait, pour tout z, € X et x5 € X,

1By, z2)l| < mll [l x [l x (2.75)
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Alors, pour tout y € X vérifiant
nllyl <1 (2.76)
[’équation
r=1y+ B(z,2) (2.77)
admet une solution x dans X. En outre, cette solution x vérifie
2]l < 2]yl (2.78)

Pour démontrer ce résultat on considére la boule Br = {x € X;|z| < R} de X, oi R est

définie par

R L=Vl (2.79)

21
il est claire que R est solution de I’équation
lyll +nR* =R (2.80)
et que
R <2yl (2.81)

Démonstration. soit x,, la suite définie par

To =Y
(2.82)
Tpe1 =Y+ B(xp,z,) neN
montrer que la suite (z,), estde Cauchy,ona z,; € Bg :
[Znrall < Nyl + 1Bz, z0) | < Yl + 0l (2.83)

<yl +nR* =R (2.84)
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et

[Zn11 — 2nll < @NR) |20 — Tpa || (2.85)
< (2nR)"||x1 — 0| (2.86)

soient (p, q) € N?, tel que p > ¢,

2y = ol < [(20R)"™ + 20R)P7 + ...+ (20R)") |21 — o

= (2nR)Y[1 + (2nR)* + (2nR)*> + ... + (2nR)P "7 ]||z1 — 20|
1— (2pR)P

= oR) [

a1 — 2ol

qui converge vers 0 quand p et ¢ tend vers oo, alors la suite est de Cauchy dans un espace de
Banach X alors elle est convergente vers z, on a x,, € By et puisque By fermé donc = € B et
vérifie la propriété (2.78) .
2] < llyll + [1B(z, 2)|
<yl +nllzl” < llyll +nR* = R < 2|ly|

L’unicité de la solution dans la boule Bg, soient x et y deux solution de (2.77)
|z —yll = | Bz, z) — Bly,y)||
< Bz —y,2)|| + | By, — )| < 2nR|z —y|
<z —yl
Donc x=y dans la boule Bg, [

Remarque 2.5. -L’espace X qui nous intéresse est C([0, T, E') normé avec la norme

loll = sup [ju(t,.)] (2.87)

bx

il nous reste a démontrer (2.76), c’est a dire

4n(T) sup [|S(t)voll = 4n(T)]|voll (2.88)

0<t<T
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(T lwoll = 4n(T)]| Jim S(t)eo| = lim 4(T)]|S(E)oo

< 4n(T) sup [|S(t)voll

0<t<T

on a I’estimation (2.69) nous donne
1S()vo [I< [[S(E)[I1][voll

et le semi groupe de la chaleur S(t) € L'(R?). En effet :

2
_3 X
5@l = [ lamt) 2 exp(—EDa
R3
onpose y = 3%, dy= —(25/“’%)3

ISl = [ (rt) exp(—lyP) 2Dy

= (4mt)" 2 (m)2 (4t)7 = 1
par suite,

4n(T) sup ||S(t)voll = 4n(T)[voll

o<t<T

(2.89)

(2.90)

(2.91)

On trouve alors que pour 7" = T'(||vg||) suffisamment petit, la condition 47n(T")||ve|| < 1 est

vérifiée. alors il existe v(t,z) € (C([0, T, E) de I’équation intégrale (2.28).

Montrons 1’unicité d’une solution v(t, x) (dans la boule Bg) C([0,T'[, E') de 1’équation in-

tégrale (2.28). En effet :

soit v/(¢, x) € Bg un autre solution de I’équation intégrale (2.28) et R # R’ , on aurait :

lo = | = [|B(v =2 ,v) + B(',v = V)|
<n(T)(R+ R)llv =]

d’ou, pour T suffisamment petit, n(T)(R + R') < 1, v = o’ (voir, a ce propos ([11], page

254),([91, page 290) et([10], page 143)
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Lemme 2.3. soit v(t) la solution des équation de Navier-Stokes donnée par le Théoréme (2.1).

Alors, pour tout t € [0,T], on a
[u(t) = S(t)voll < en(t)||vol| (2.92)
avec

n(t) =t Z 27m; + Z 279n; (2.93)

4-i>t 4-i<t

En particulier, on en déduit facilement que

lim sup [[v(t) — S(t)vo|| =0 (2.94)

E=0 g 1<1

La rapidité de convergence (2.94) est donnée, via (2.93),

Démonstration. d’apres (2.78) et(2.74). On a I’estimation (2.92) est évident. En effet

Jot6) = SOl < | wds) s o)) 295)
<af [ ws)asl( sup [15(s)eal (2.96)

et d’apres (2.88) on obtient
t
loto) - Stoyall < 4| [ wto)ds| (ul? 2.97)
0
Maintenant calculé fot w(s)ds, soitd™™ < s <4 ™ ona

ws) <) 2+ Y 27y, (2.98)

j=zm i>m
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les constantes 7); étant définies par (2.34) et (2.35), pour tout ¢ > 0 il existe myq telle que

47m0 Lt < 4—mo+1

/0 ' (s)ds

d’ou finalement,

4—m+1

<) /_m w(s)ds

mz=mo

<c Z sup  w(s)4™

—m —m+1
mzmo 4 <s<4

<e Y Y X7 Yy 2y,

m>=mg j=m mz=mg j>m

1
=c Z 2—2m Z 2n; + ¢ Z JZ 2 H My,

m>=mgo Jj<mo 7>mp m=0

i—1
<A™ 27N " 2ip e Y 27y, JZ om
m=0

k>0 j<mo j>mo

<ed™™ > Vpite Y 27

J+1<mo Jj>mo

t
/ w(s)ds < c4™™° Z 2n; + ¢ Z 270, = n(t)
0

La démonstration du Théoreme 2.1 sera terminée si I’on montre ce lemme suivant.

4=i>t 4-I9>t

(2.99)

Lemme 2.4. Soit v(t) la solution des équations de Navier-Stokes donnée par le théoréme (2.1).

Alors pour tout t € 0,77,

u(t) = S(tyw € C([0,T[; By (R%))

(2.100)
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Démonstration. Revenons a (2.27) et (2.46)
t
v(t) — S(t)vy = / PS(t —s)V.(v®@v)(s)ds
0
00 t B
= Z/ AGPS(t— s)A;V.(v @ v)(s)ds
= Jo

= d;(t)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

On remarque que la transformé de Fourier de d; est porté par la couronne a2/ < [¢] < 527 ou

(B>a>0).

d;(t) = /Ot d;(t — s,)ds

pour montrer le lemme, il faut vérifier que "% ||d;(t)|| < oc.

(2.104)

Alors soient f et g deux fonctions (scalaires) € Esi4™™ <t—s <4 ™etj<mona

AGAS(t = $)A;(fg)(s) = 2 W (fg)(s)
par suite

1A,AS(t = $)85(f9)(s)] < 2ellA; fll

< 2n; sup (|f(s)l) sup (llg(s)Il)

0<s<T 0<s<T

etsij > m,ona
AGAS(t — 8)Nj(fg)(s) = 27253mW; . Ni(F9)(s)
alors

18;AS(t = 5)A;(fg) ()| < 27| A f g

<2777, sup ([If(s)]) sup (lg(s)l))

0<s<T 0<s<T

(2.105)

(2.106)
(2.107)

(2.108)

(2.109)
(2.110)
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Soit v(t) une solution de 1’équation de Navier-Stokes donc, si 4=

on a

<t—s<4 ™ etj <m,

Id; (¢ = s, )] < 2n;( sup_[lo(s)])? (2.111)
0<s<
etpourtout4 ™ <t —s<4 ™ letj>m+1,0na
Id; (¢ = s, 8)|| < 272 sup [Ju(s)[])? (2.112)
0<s<T
d’ou
+o00 t +oo
>l </ Zl!d s)lds (2.113)
) 4—mtlyg B 4—mtl g
37 BN STXEERITED 3y SN S ARSI
m=>0 47 +s j<m m=0 M+ts j>m+1
(2.114)
<ed D 27 mp(sup [lu(s))P+ed ) Y 27 sup [u(s)])?
m2=0j<m OSs<T m2=0 j>m+1 OSs<T
(2.115)
<cY 27V (sup [lu(s)]])? 2.116
Z (s o(s)l) @.116)
d’ou
(D)1 < 27V sup o (s)[])? (2.117)
0<s<T
ce qui termine la démonstration du lemme [



Chapitre

Applications

Dans ce chapitre on applique le théoreme fondamentale sur certaines espaces de Banach
classiques(Lebesgue, Sobolev, Holder-Zygmund, Besov et Triebel Lizorkin ...) qui sont adaptés
aux équation de Navier-Stokes au sens de la Définition(2.3). Les exemples d’espaces qui sont

évidentes au sens de la Définition, si £ est une algebre de fonction car

12 (Fl < Nlslllfall < el Al (3.1
d’ou
nj<c JEL
de sorte que
o0 .

Les exemples intéressants sont donc ceux ou E n’est pas une algebre de fonctions,

3.1 Les espaces de Lebesgue L”(R?)

Théoréme 3.1. Soit p > 3 fixé. Alors, pour toute donnée initiale vy € LP(R3) vérifiant au sens

des distributions Vv = 0, il existe un T = T'(||vo]|,) > 0 et une unique solution locale " mild”

40
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v(t,z) € C([0,T[; LP(R?)) des équations de Navier-Stokes. En outre

u(t) = Sty € C([0, T[; B, " (R?)) (3.2)
et aussi

v(t) = S(tyv € C([0, T[; BS™(R?)) (3.3)
a=a(p)=1- 1% > 0 et, pour tout t € [0, T, on a uniformément en v,

sup [|v(t) — S(t)voll, < ct20 %) (3.4)

[[voll<1

Pour démontrer ce théoreme il faut d’abord montrer le lemme suivant.

Lemme 3.1. L’espace de Lebesgue LP(R3) est adapté aux équation de Navier-Stokes si et
seulement si p > 3. Plus précisément, il existe deux constantes ¢ > ¢ > 0 telles que, pour tout

p=2ettoutj € 7,

Démonstration. simple application de I’inégalité de Young entraine si (p > 2)

1A;(fo)llp < Nlollell.f gl (3.5)
avec
1 2 1
—=4--1 (3.6)
p p T
On a ¢;(x) = 2%(2/x)
1y, < 290-D = 2% (3.7)

et (I'inégalité de Holder)

1fgllz < 1 1pllglle (3.8)
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D’ou, finalement
n; < c2r (3.9)

Pour terminé la démonstration du lemme, il ne nous reste qu’a prouver I’'inégalité en sens in-

verse,

13

n; =c2e j e L. (3.10)

(voir[5],page 51 ),
[

Nous allons maintenant trouver de nouveau les résultats du théoreme (3.1) en particulier la
valeur limite p > 3, par une méthode directe assez standard (voir 2.3) pour utiliser le lemme
de point fixe , il suffit d’étudier la continuité de I’opérateur bilinéaire donné par (2.41), agissant

sur les fonctions scalaires f = f(t,z) et g = g(t, x),

Lemme 3.2. Soit p>3 fixé. Alors I’opérateur bilinéaire B(f, g)(t) donné par (2.41) est pour
tout T > 0, continue de C([0,T[; LP(R3)) x C([0, T[; LP(R?)) — C([0, T'[; LP(R3))

eqe . 7 M 2z 1
Démonstration. On utilise encore ’inégalité de Young (p > 2) et — + — = — + 1, pour tout
q P p

t>0

t
=) .
B0 < [ =210 o)) G310
avec une changement de variable et 1’inégalité de Holder entraine
t
943
IB(f,9)()]lp < [/ (t =) " 2ads]||0l(sup [[£()]lp)(sup flg(s)ll,) (3.12)
0 0<s<t 0<s<t

En prenant le supy,.r on trouve

sup [ B(£,9)®)ll» < 0/ w(t)dt( sup £ (s)llp)( sup {lg(s)ll,) (3.13)

o<t<T 0 0<s<T 0<s<T
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avec

S

w(t) =t~ (3.14)
et pour tout 7" > 0 on a

T
/ w(t)dt = 72075 (3.15)
0

pour termine le lemme il faut montrer (3.2) et (3.3). Soit p > 3, v(t) € C([0, T[, LP(R?)) alors
d’apres I’estimation (2.101), Vk € Z,on a

t
184000 = S0l = 18 [ BS(t—8)7.(080)(s)as], (3.16)
0
o0 t
= [|Ag Z/ APS(t — s)A;V.(v @ v)(s)ds]|l,, (3.17)
o
k+2
1Y Al (3.1
j=k—2
k+2
<3 1M, (319
j=k—2

les opérateurs A, sont bornés dans LP(IR3) et I’estimation (2.117), nous donne

1Ak(u(t) = SE)vo)ll, < c(27 k) ( sup_[lu(s)]])? (3.20)

0<s<T

v(t) € C([0,T[, LP(R3)) solution local "mild", alors d’aprés I’estimation(2.78) et le lemme

(3.2) on trouve :

1AL () = Sty < e(27 M2 ) (leoll,)? (3.21)

N

d’ ol

sup(27 [ Ax(v(t) = S(E)vo))| < el[luol,)? sup(2 G (3.22)
keZ keZ
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donc
u(t) = S(tyvo € C([0, T[; B, "*(R))
Soit o = 1—% > 0etVk >0,
20| Ap(u(t) = S@wo)l < elllvoll,)? (3.23)
alors en fait les méme étapes de (3.21), on obtient
v(t) — S(t)vy € C([0, T[; Bo™(R?))
]

A Taide de ce lemme on peut démontrer le théoréme (3.1) sans passé a la Définition (2.1)
d’espace adapté aux équations de Navier-Stoke. c’est a dire le théoréeme (2.1) suit directement
des lemmes(2.2), (3.2). On peut aussi le démontrer avec des lemmes (2.2), (2.3) et (3.1), il reste

a calculer 7)(t). En effet soit t > 0, il existe m > 0 telle que 4™ < j < 4™ ™!
n(t) =ty 2mi+c Y 27n; <4 "2l Y 27y, (3.24)
4-i>t 4-3>t 4-3>t 4-3>t

on a dans (3.24) que 477 > ¢ équivalent 2 m > j et 47 > t équivalent a m < j et n); provient

du lemme (3.1), alors on a

n(t) <4y 22w ey 27y (3.25)
m2j m<j
onpose j =m+k,
—m m (m+k)3 —(m+k) o2 (m+k)
n(t) <47y TRy 4 ey T 20 (3.26)
0>k 0<k
d’ou

0=k 0<k
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n(t) < 2D (3.28)
d’ol

n(t) < etz (3.29)

ce qui termine la démonstration.

3.2 Les espaces de Sobolev H*(R?)

Il s’agit de I’espace de Banach H*(IR?), définit par la norme suivante.

Il = [ [ @+ lepyifior] 330
Lemme 3.3. si
0<s< g fe H (R, geH(R¥,alors  fge H* 2(R?) (3.31)
et si
s > g feH (R, g H R, alors  fge H(R?) (3.32)

3
H*(R?) est un espace de 1’algebre pour s > 2 voir ([18]).

3
Remarque 3.1. L’énoncé est inexacte dans les cas limites s = 0 et s = > En effet, si l’on
utilise pour s = 0 'information minimale est f € L*(R®) et g € L*(R?), alors fg € L*(R?).
3
On a L*(R®) - H~2(R®). De méme, si s = 3 Iénoncé du lemme serait que H?(R?) est une

algebre, ce qui est faux.

Lemme 3.4. L’espace de Sobolev H*(R?) est adapté aux équations de Navier-Stokes si et seule-

: 1 :
ment si s > 5> Plus précisément.

0<s< o, =0, <2762 (3.33)

DN W



46

3
$=3 j=20,m<c(j+1) (3.34)
3 .
S> 55 >0,m; <c (3.35)
§20, j<0,m<c (3.36)

Pour démontrer le lemme 3.4, nous utilise l'algorithme du paraproduit de J.M.Bony
(voir par exemple, [1], [3], [13]). L’importance de cet algorithme vient de ce qu’il facilite consi-
dérablement I’évaluation de la quantité || A;(fg) || pour f et g dans un espace de Banach, dont

la norme sera définie a I’aide de Littlewood-Paley.

F=Y_0f (3.37)
JEZ
F9=0 000 0ig) =D [Sus1fSni19 = SufSugl + Sof Sog (3.38)
JEZL JEZ n=0
=Y U(Suf + Auf)(Sug + Aug) — SufSugl + SofSog (3.39)
n=0
=Y [AufSug + AngSaf] + Sof Sog (3.40)

I
o

n

=) AufSuag+ Y AugSuaf+ ) ( D ALfAG+ Ang(Anof + Anlf)>
n=0 n=0 n

=0 \l=n—-2

(3.41)
+ So0.fSog

1
Les spectres du produit A,, fS,,_2g appartiennent a la couronne dyadique 12’“ < €] <253 +

1

5) D’autre part, les spectres de chaque produit A; fA;g pour tout {7, 5} € {n —2,n — 1,n},
appartiennent a la boule |£| < 2" et le spectre de Sy fSog appartient a la boule || < ¢
Tout cela signifie que A;( fg) se compose en trois morceaux : A; (A, fS,_2g) pour |j —n| < 2,
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Aj (Angsnfzf) pour ‘]_n’ < 25 etenfin Aj Ezo:j,z; (Z?ZH,Q Aanlg + Ang(An72f + Anflf))
Dans chacun des trois cas, nous ne retiendrons que les termes typiques pour ne pas alourdir les

notations, avec ces simplifications,

l7—n|<2 l7—n|<2 nzj
la norme dans H*(R?) est caractérisé dans une décomposition de Littlewood-Paley par

o0

e = [1Sof Il + O 24| Aj f13)2 (3.43)

J=0

/1

est équivalente a la norme (3.30) (voir [2],[16] ).Alors venons-en a I’estimation de 7); dans

3
I’espace HS(R3), analysons d’abord, pour j > Oet( < s < 5

| A fSk—29|l2 :(/R3 A fSk—2g]?)? (3.44)
< Ak f 2]l Se-291l (3.45)
ona
1Sk-2glloc < [S0glle + D 1400 (3.46)
0<j<k—2

et, d’apres I’inégalité de S.Bernstein (voir [14], page 14)

I1Sk-2glloo < 1S0gll2+ Y 27212l (3.47)

0<j<k—2

3
Ona0<s<§d’ofl

(3 _g
1529l < 27799

s (3.48)
) ) 3
tandis que, si s = 5

155-29llee < (G + Dllgll s (3.49)
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D’ailleurs, pour tout s > 0

1A, fll2 <275 fllare (3.50)

pour tout s > 0, grice a I’inégalité de Young et Holder

12 (ArfAeg)ll2 < 15112 D (A fArg)lls (3.51)
k>j k>j
<2 Y [ Acf ]2l Avgll (3.52)
k>j
< 27 27952755 £l e g e (3.53)

: 3 o :
Enfin, si s > 5> on utilise le fait que H*(R?) est une algebre Banach (3.1). alors, pour tout

J =0,

18 fgllms < [[¢sllall fall s (3.54)
< cllfllasllgllas (3.55)
si s > 0, pour tout j < 0 d’apres inégalité de Young
128 fgllus < cllB;fgll2 (3.56)
< NWsll2ll ol < el fllallgll2 (3.57)

. o 3 .
p montrons la premiere estimation du lemme (3.4), pour tout 0 < s < 5 pour tout 7 > 0 et

d’apres les estimations précédentes on a

14 fg]

ms = [[SoA; fglla + (Z 22ks||AjAkfg||§>

k>0
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pour tout j > 2ona |[SoA; fg|| =0, ||SoA; fgll < c|lf|lu=lgll - alors

12 fallms < ellfllmsllgllas + [ D 2% 118;A0f9l3
|k—j|<2
3
<clfllalgla+c| D 22CI| £l gl
|k—j]<2
. §_s
< 2% fllus gl s

we < 2G| f]

gl

estimations sont traités de méme analogue.

3 )
alors ||A; fg] us||gl| s, pour tout 0 < s < 5 et pour tout j > 0, et les autres

Alors le lemme est completement démontré, I’espace de Sobolev H*(R3) est adapté aux équa-
tions de Navier-Stokes si et seulement si s > 5 Sl s = 3 est traité par Cannone(voir [5] le

chapitre 3) on passe a le théoréme suivante :

P . 1 o .
Théoréme 3.2. Soit s > 3 fixé. Alors, pour toute donnée initiale vy € H*(R?) vérifiant au
sens des distributions V.vy = 0, il existe un T = T(||vo||gs) > O et une unique solution locale

1
"mild" v(t,z) € C([0,T[; H*(R3)) des équations de Navier-Stokes. En outre, si 5 <3 <

5;
pour tout € > 0,
v(t) — S(t)vo € C([0, T[; H*27*(R%)) (3.59)
etsis > §p0ur tout € > 0,
v(t) — S(t)vy € C([0,T[; H75(R?)) (3.60)
: . . 1 3
On a aussi, pour tout t € [O, T[, uniformément en vy, Si 5 <s< 5,
sup [[v(t) — SE)vol|ss < etz (3.61)
lluoll<1
si s> §
2)
sup ||v(t) — S(t)vollms < ct? (3.62)

lvoll<1
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Démonstration. L’espace de Sobolev H*(R?) est adapté aux équations de Navier-Stokes si et
1
seulement si s > 3 v(t) solution de 1’équation de Navier-Stoke pour tout ¢ € [0, 7T, alors

d’apres le lemme (2.3) on a

lo(t) = S(t)voll < en(t)vol?

n(t) =t Z 2n; + ¢ Z 279n;

4-3>t 4-7>¢
nous cherchons a estimer 7(¢), En effet :

soit 47™0 L t < 47™ot ona 477 >t équivalent a m, > j, et 477 < t équivalent a my < 7,

d’ou:
n(t) <47 "2 e Y 2y, (3.63)
Jj<mo j=mo
on pose j — mgy = k,
TI(t) < 4im0+1 Z 2m0+k77k+m0 +c Z 27m07k77k+m0 (364)
k<0 k>0
< ¢272mo [ > 2 et > 2" g [ e 27 g, (3.65)
k<—mgo —mo<k<O0 k>0

1 3
si 3 <s< 2’ d’apres le lemme (3.4),on a :

n(t) < 272 | y2mo Z okg—(k+mo)(s—3) +C27mo(37%)22k(%—s)

—mo<k<0 k>0
g C272m0 +27m0(87%) Z 2"3(14’%*8) _’_CQ*WLO(S*%)
—mo<k<0

puisque 272m0 9-m0(s=3) alors

n(t) < 12672 (3.66)
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3
81 s = 2 I’estimation (3.64) nous donne

n(t) <27 | Y amotbep N 2 (kpmg + 1) | +c Y270 (k+mg + 1)

k<—mg —mop<k<0 k>0
(3.67)
d’ou
n(t) <t (3.68)
1 3
on conclut que pour tout 3 <s< 5
[o(t) — SE)volas < 22 ||vg|| s (3.69)

donc

sup [[v(t) = S(t)vo| < etz 2)

[[voll<1

3
sis > 5 on peut démontrer 1’estimation (3.62) sans peine comme la démonstration de (3.61).
En effet

d’apres le lemme (3.4) et I’estimation (3.64) on a

n(t) <47y Sometke ey " ammehe (3.70)
k<0 k>0

< ¢272moQmo 4 9=mo (3.71)

< Q7m0 (3.72)

d’ou le résultats

o o1 3
(3.59) et (3.60) sont conséquence de I’estimation (2.117). En effet si 3 < s < 2 I’espace
H? est adapté aux équations de Navier-Stokes, alors 1’estimation (2.117) nous donne pour tout

t €[0,T[ettoutj > 0.

1A;(w(t) = SE)vo)lls= < 27 n;voll - (3.73)
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1

150 (0(t) = SEeo)lla + (3 @A (0(t) — S(Heo)ll2)2)? < 2726 D  (3.74)

lk—j|2
- e _ 1 3
on utilise série d’unité (2.14) alors, pour tout € > 0, tout ¢t € [0, 7] et tout j > 0 et 5 < s < 5
1A (w(t) = SEvo)ll2 < D 1AA;(w(t) = S(t)vo)l2) (3.75)
lk—j|<2
< 2 i@s—3 =99 (3.76)

) 3 .
sis= §,pourt0ute>0,toutt€ [0,T[ettoutj >0,

128 (v(t) = S(t)vo)|l2 < 279G79279¢(j + 1) (3.77)

NN GV

1
et51§<s<

1So(v(t) — S(t)vo)lla < et2C=2 vy

Hs (3.78)

alors les estimation (3.75), (3.77 )et (3.78) nous donne finalement (3.59).

(3.60) se déduit d’une maniere analogue. ]

3.3 Les espaces de Holder-Zygmund C°(RR?)

Nous nous intéressons ici aux espaces C%(R?), a > 0, non homogenes définis par :
1711 = 1150 lloe + sup(2*[IA; £ o) (3.79)
]/

Dans ce cas particulier, nous disposons d’une information supplémentaire, a savoir que C*(R?)
est une algebre et donc adapté aux équations de Navier-Stokes. En rappelant que C*(R?) est un

espace de Banach non séparable, on obtient facilement le théoreme suivant :

Théoréme 3.3. Soit a > 0 fixé. Alors pour toute donnée initiale vy € C*(R?) vérifiant au

sens des distributions V.vy = 0 il existe un T = T(||vg]|) > 0 et une unique solution locale
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"mild" v(t,x) € C.([0,T[; C*(R?)) des équations de Navier-Stokes. En outre v(t) — S(t)vy €
C.([0, T[; C*TY(R3)) et on a aussi, pour tout t € [0, T|, uniformément en vy, I’estimation sui-
vante :

sup [|v(t) — S(t)voll < ev't (3.80)

[lvoll<1

Démonstration. .
montrons que, pour tout ¢ € [0, 7], n(t) < cv/t, En effet :
n; < cpour tout j € Z, car ’espace de Holder-Zygmund est une algebre, soit ¢ € [0, 7] il existe

my telle que 4™ < t < 4™ Testimation (3.64) nous donne :

n(t) < 47motty Tometke ey Stk (3.81)
k<0 k>0

< 27 Fmogmo 4 gmo (3.82)

< e27mo (3.83)

d’apres le théoreme fondamental, on a

sup [|[u(t) — S(t)vollce < eVt

flvoll<1

C*(R?) est adapté aux équations de Navier-Stokes, pour tout o > 0, pour tout j > 0, on a

14;(v(t) = S(t)vo)llea < 27n;l|vollca (3.84)
d’ou
27| (v(t) = S(t)vo)llee < c277[|vo| e (3.85)
et
1So0(v(t) = S()vo)llso < eVE|vo]lce (3.86)

d’apres (3.85),(3.86) et pour tout ¢ € [0,7[,« > 0ona

v(t) — S(t)vy € C.([0, T[; C“TH(R?))
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3.4 Les espaces de Besov B /(R?)

Comme on I’a déja vu, Les espaces de Besov B! (R3) sont définis par la norme suivante :

1F1F= 1Sof 1l + {Z(Z"‘jHAijp)q} (3.87)

Jj=0
Pour que la condition (2.33) soit vérifiée, on est amené a supposer o > 0 (voir [18], page 145)

et, pour que Bl?’q(R?’) soit un espace de Banach, on demandera en outre que 1 < p < oo et que

1 < g < o0

Lemme 3.5. [’espace de Besov B;"’q(R?’) est adapté aux équations de Navier-Stokes dans les

cing cas suivantes :

3
p
3
p
3 3
2<p<3, 1<g<o0, ——1<a< - (3.90)
p p
3
3<p<oo, 1<, 0<a<g - (3.91)
p
et
3<p<Loo, 1 <qg<2 a=0. (3.92)
Démonstration. d’abord que, dans les deux cas suivants :
3
I<p<oo 1<g<oo, a>— (3.93)
b

et

3
p
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By (R3) est une algebre voir ([18], page 145) et donc un espace adapté aux équations de

Navier-Stokes.

D’ailleurs, si 0 < a < % etp # oo, (7 = 0),

||S] zngng ||S] 2f||00||A39||p
< 27927279 £ llg]-

tandis que si a = % >0,(7 =20),

1552 Aj9llp < 195-2f llooll A9l
c(G+ D27 f1lgll

L’inégalité de Young donne, si2 < p < oo, eta # 0, (j = 0),

183" AfA)lp < 27 3 ATl Axglly

k>j kzj
02 b sup(||Akg|| Z 1AL Sl
k>=j
< 2w sup((|Auglly) Y (2" Awf ;27
k=j k>j

1 1
d’apres I'inégalité de Holder, — + — =1
q T

SR farf 27 < Qo (@1 Akf ) (Y 27For)

k>j k>j k>j

<27 f
etonal? — [*, carqg < 00

sup([|Arglly) < 2777 sup(2*[| Agg]l,)

k>j k>j

< e27gll

(3.95)
(3.96)

(3.97)
(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)
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donc

31 —Jan—ja
18,00~ AfArg)llp < 27277227 £l g (3.107)

kzj

tandisquesi2 < p<oo,a=0etl1 <qg<2,72>0.

180" AcfArg)lly < 27 > ARl Akgll, (3.108)
k>j k>j
<e2v (1A (S 1Al (3.109)
k>j k>j
(3.110)

q < r d’apres I'injection continue de [? — [", on a

125007 Arfarg)lly < 27 O 1ARfID 1 1Akglg) e (3.111)
k>j k>j k>j

<27 | fllgll- (3.112)

0

Le théoréme (2.1) s’applique et fournit une et une seule solution "mild" v(t, z) € C([0,T'[; Bg»*(R?)).

Remarque 3.2. On aura remarqué que sip = q = 2, alors B3 (R3) «~ H*(R3) et I’on retrouve

o> 3. 8ip=q=00, alors BL®(R?) v C*(R?) et 'on a bien o > 0.

3.5 Les espaces de Triebel F"/(R?)

On rappelle que ces espaces F;’q(R3) sont définis dans une décomposition de Littlewood-

Paley par :

1 @9)A, )} (3.113)

>0

11l = [1Sof1l» +

p
on est amené a supposerque 1 <p<oo, 1 <g<oo,et a=>0.
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Lemme 3.6. L’espaces de Triebel F;’Q(R?’) est adapté aux équations de Navier-Stokes dans les

six cas suivantes :

3
l<p<oo, 1<qg<oo, a>— (3.114)
p
3
1<p<g<<oo, a>- (3.115)
p
3/1 1
1<q<p<oo,a>—<—+—) (3.116)
2\p ¢
3 3
2<p<3, I1<goo, ——1<ag - (3.117)
p
3
3<p<oo, 1<g<oo, 0<a< - (3.118)
p
J<p<oo, 1<qg<2 a=0. (3.119)

Dans les trois premiers estimations L'espaces de Triebel F" (R3) est une algebre multipli-
cative, pour les estimations qui reste en fait les mémes démonstration du lemme précedent .

Le théoreme (2.1) s’applique et fournit une et une seule solution "mild" v(t, z) € C([0, T'[; F5"(R?)).



Conclusion

Nous déduisons que la solution forte "mild" des équations de Navier-Stokes existe et elle
est unique dans I’espace qui adapté aux équations de Navier-Stokes.

Nous vous donnons quelques limitations liées a la méthode de résolution de 1’équation de
Navier-Stokes tout long de ce projet :

Dans I’étude de v(t) — S(t)vy = B(v,v)(t) nous avons toujours remplacé le terme bili-
néaire B (v, u) par sa version scalaire simplifiée et, en conséquence, nous nous sommes limités
a donner seulement des estimations composante par composante. alors est ce que on peut mieux
exploiter le caractere oscillant du terme bilinéaire B(v, u),

En réalité, on ne doit pas calculer une solution v(¢,z) dans I’espace R? tout entier. Il
conviendrait, en conséquence, de remplacer, dans les théorémes que nous avons énoncés, 1’es-
pace R3 tout entier par un ouvert {2 suffisamment régulier. Dans ce cas, la méthode d’analyse
de Littlewood-Paley ne s’applique plus.

Un difficulté qui se pose est la suivante. Lorsque 1’on consideére un ouvert {2 au lieu de
I’espace R3, on ne doit pas se donner seulement une condition initiale vo(x), mais aussi des
conditions aux limites, a savoir des conditions qui doivent étre satisfaites par la solution aux

bords de I’ouvert (2.
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