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Introduction

Un grand nombre de systémes fonctionnent comme des réseaux de
systémes dynamiques, citons -en guise d’exemple- les réseaux d’oscilla-
teurs mécaniques, chimiques ou biologique, évolution de l'activité des
réseaux informatiques, comportement d’individus (humains ou animaux)
groupés en sociétés etc. Parmi ces domaines, un domaine s’affirme comme
particuliérement intéressant : Les neurosciences. En effet, le cerveau est
composé de neurones connectés entre eux par des liaisons synaptiques. 11
est donc normal d’essayer de modéliser les systémes neuronaux comme
des réseaux de systémes dynamiques. Dans ce travail, nous nous intéres-
sons particulierement a 1I’étude théorique et numérique des réseaux de
type FitzHugh-Nagumo.

Ce travail est divisé en 3 chapitres :

Le chapitre 1 : Nous présenterons dans ce chapitre la notion de sys-
téme dynamique, tout en définissant le systéme dynamique a temps
continu et le systéme dynamique & temps discret et nous indiquerons
aussi la notion des équations différentielles ordinaires autonome.

Puis nous étudierons les éléments remarquables les plus simples du por-
trait de phases d'un systéme dynamique : les points d’équilibre.

Nous définirons ensuite les concepts de trajectoire, d’orbite et d’ensemble
limite d’un systéme dynamique.

Nous établirons la stabilité des points d’équilibre, puis la linéarisation
au voisinage d’un point d’équilibre au cas ot le systéme dynamique est
non-linéaire.

Le chapitre 2 : Nous nous intéresserons a la modélisation du neurone
avant d’expliquer la modélisation (H-H) et ensuite I’analyse mathéma-
tique du systéme (FH-N).



Le chapitre 3 : Nous étudierons dans ce chapitre la simulation nu-
mérique du modéle en question, en utilisant les méthodes RK4, Adams-
Bashforth et prédiction-correction (AB-AM).



Chapitre 1

(Généralité sur les systémes
dynamiques

1.1 Notion sur les systémes dynamiques

Definition 1.1.1 On appelle systeme dynamique a temps continu sur un
ensemble Q une famille d’application y;; t € RT (ou t € R), vérifiant
les propriétés suivantes :

(1) Chaque application o, est définie sur une partie U, de 2, et a valeurs
dans ().

(11) L’application po, définie sur Q) entier, est idg,.

(iii) Soient t et s deux éléments de l'ensemble (R ou R) qui para-
metre la famille d’application considérée. Soit x € Us. Alors @s(x) est
élément de Uy si et seulement si x est élément de Ugyy et, lorsque c’est le
cas,

©r(ps(x)) = Poge().

L’ensemble € est appelé espace des phases du systéme dynamique.

Definition 1.1.2 On appelle systeme dynamique a temps discret sur un
ensemble Q2 une famille d’applications ¢,; n € N (oun € Z), paramé-
trée soit par I’ensemble N des entiers naturels, soit par l’ensemble Z des
entiers relatifs, vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Chaque application p,, est définie sur une partie U, de S, et & valeurs
dans §2.

(11) L’application g, définie sur S entier, est idg,.
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(11i) Soient n et m deux éléments de l’ensemble (N ou Z) qui para-
metre la famille d’applications considérée. Soit x € U,,. Alors o,(x) € U,
st et seulement si x € U, 1, et, lorsque c’est le cas,

n(Pm (7)) = Pmin(T).

Definition 1.1.3 Une équation différentielle ordinaire, également notée
EDO, d’ordre n est une relation entre la variable réelle t, une fonction
inconnue t — x(t) et ses dérivées o', x",...,x™ au point t définie par

F(t,z, o' 2", ..., a™)=0
, ot F n'est pas indépendante de sa derniére variable x(™

Definition 1.1.4 On appelle équation différentielle autonome d’ordre n
toute équation de la forme

2™ = flx, 2 27, .,z Y),
Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de t.

Remarque : Les équations autonomes sont trés importantes lorsqu’on
cherche des solutions stationnaires ainsi que leur stabilité.
Exemple 1 : équation du premier ordre autonome :

Exemple 2 : équation du premier ordre autonome pour le modéle de
FitzHugh-Nagumo que nous définirons dans le prochain chapitre :

v _ 1,3
i =UV—3v w+ 1,

dw

G =bv—w
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1.2 Généralités sur les points d’équilibre

Dans le cas d’un systéme de deux équations différentielles du premier
ordre, un point (z*,y*) est un état stationnaire du systéme si et seulement
si:

= f(z*,y*) =0
y*=g(x*,y") =0

1.2.1 Stabilité des systémes dynamiques linéaires d’ordre
2

Nous nous limiterons au cas des systémes linéaires non dégénérés, i.e.
% = A.X, avec A inversible. En se plagant dans une base de vecteurs
propres, ou si c’est impossible dans une base ou 1'un des vecteurs est
propre, nous obtenons alors les cas suivants pour les trajectoires au voi-
sinage de l’origine :
Soit le polynome caractéristique de la matrice A :
Pi(x) = det (A -xI) = (z — A\)(z — p).
Les signes des deux valeurs propres A et pu nous meéneront a déduire le
type de stabilité du systéme précédent :
* 1¢" cas :
x A > > 0 : noeud instable, répulseur pour t > 0 ( les trajectoires
s’écartent de l'origine), attracteur pour t < 0 ( les trajectoires s’en rap-
prochent) ;
* A= > 0:si A est diagonalisable, nceud instable en étoile ( toutes
les directions sont propres ; homothétie), répulseur pour t > 0, attracteur
pour t < 0; et si A n’est pas diagonalisable ( une seule direction propre),
noeud instable ( comme le cas précédent) dit impropre;
* A < i < 0: comme dans le premier cas, en inversant le sens du temps :
nceud stable ;
* A =p < 0 : comme dans le second cas, en inversant le sens du temps :
nceud stable étoilé ou impropre ;
* 2™¢ cas :
* R(N) =~ =0, (e, Pa(x) = 2 + 6?) : centre (trajectoires : ellipses) ;
* R(N) < v =0 : foyer stable ( attracteur pour t > 0, répulseur pour t
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<0);

* R(N\) > v = 0: foyer instable ( répulseur pour t > 0, attracteur pour t
<0);

* A < 0 < p: point selle, attracteur et répulseur dans deux direction
distinctes.

4

Unstable
node

0 trd

Stable node

FIGURE 1.1 — Cette figure est tirée du livre Mathematical Biology de
J.D.Murray (Springer-Verlag éditeur), p 700. Elle représente, en fonction
des deux quantités tr(A) et det(A) les différents types d’équilibres, centre,
foyer(spiral), noeud(node) et col (ou point selle (saddle point).
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NB : Pour simplifier le calcule nous pouvons utiliser plutot le déter-
minant et la trace de la matrice A ( toujours supposée inversible) : det
A= Xpettr A= X+ pu. Sidet A <0, lorigine est un point selle, donc
instable. Si det A > 0, mais tr A > 0, 'origine est encore instable (nceud
instable si le discriminant (trA)? —4det A est positif ou nul, foyer instable
dans le cas contraire). Si det A > 0, avec tr A < 0, l'origine est stable
(noeud stable si le discriminant (¢rA)? — 4detA est positif ou nul, foyer
stable dans le cas contraire). Et si det A > 0, avec tr A = 0, l'origine est
un centre ( pas de stabilité, du moins pas au sens d’un point fixe stable
d’un systéme linéaire).

1.2.2 Stabilité d’un point d’équilibre au sens de lya-
pounov

Definition 1.2.1 (fonction de Lyapounov) Soit x* un point d’équilibre
d’un systeme & = v(z) défini dans un domaine Q@ C R" , ot v est Lip-
schitz. On appelle fonction de Lyapounov (centrée en x*) une fonction
V:Q — R qui vérifie les trois propriétés suivantes :

1. V est continue et posséde des dérivées partielles continues

2. V(x*) = 0 et V(z) >0 sur Q~ z*

3. V(z)= < vV(x),v(z)> <0 pourtouts € Q (autrement dit V est
décroissante le long des trajectoires).

Definition 1.2.2 Soit ¢;; t € © un systéme dynamique sur un en-
semble 2, dont l’ensemble des temps O peut étre R, R*, N ou Z.
On suppose que ) est un espage topologique séparé. Soit a € ) un point
d’équilibre.

1. On dit que le point d’équilibre a est w — stable au sens de Lyapounov
st pour tout voisinage V de a, il existe un autre voisinage W de a tel que,
pour tout point x € W et tout t € © vérifiant t > 0, @i(x) est défini et
appartient a V.

2. On suppose que l’ensemble des temps © est R ou Z. On dit que le point
d’équilibre a est o — stable au sens de Lyapounov si pour tout voisinage V
de a, il existe un autre voisinage W de a tel que, pour tout point v € W
et tout t € © vérifiant t <0, @i(x) est défini et appartient a V.

Théoréme 1.2.1 (Stabilité et stabilité asymptotique locale par une fonc-
tion de Lyapounov). S’il existe une fonction de Lyapounov V (x) dans un
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voisinage centré en x* alors x* est un point d’équilibre stable. St de plus,
% < 0 pour tout x € QN z*, alors x* est un point d’équilibre (localement)
asymptotiquement stable.

Théoréme 1.2.2 (Stabilité asymptotique globale par une fonction de
Lyapounov). S’il existe une fonction de Lyapounov V(x) définie sur R"
non bornée radialement telle que ‘fi—‘t/ < 0 pour tout x # z*, alors x* est
un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

1.3 Linéarisation au voisinage d’un point d’équi-
libre

Nous considérons un systéme dynamique général écrit sous la forme
suivante :

& — f(z,y)
W — g(z,y)

et admettant un point d’équilibre (x*, y*) solution de :

&= f(z*,y") =0
y=g(z*,y*)=0

Nous introduisons, les coordonnées locales ( ou variables locales) :

Nous nous plagons dans un voisinage de (z*,y*) et on procéde a un
développement en série de Taylor au premier ordre des fonctions f et g :
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b= & = (" 5) & Ly — ) + B gy — 1)

0 =9 =g(@" y") + @y (@ — ) + 52y (v — y)
Chacune des fonctions f et g est cette fois approchée par ’équation d’un

plan.
Or f(z*,y*) = g(z*,y*) = 0, d'our :

U = a1t + av .

u u
. v (%
UV = 21U + A9V

Ou A =[a;;] est la matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre avec :

of of af of

or Oy oz |($*,y*) dy |(df*7y*)
A= etA* =

% g o o9

ox oy ox |(x*’y*) dy |(x*7y*)

Le systéme U = A*U est un systéme linéaire qui approxime le systéme
de départ au voisinage du point d’équilibre (x*, y*). Ainsi, si un systéme
posséde plusieurs points d’équilibre, il y aura autant de systémes linaires
que de points d’équilibre.

Théoréme 1.3.1 linéarisation Soit le systéme non-linéaire X = ¢(X)
admettant un point d’équilibre (x*,y*) et supposons que , ot
A* est la matrice Jacobienne associée au systéme au point (x*,y*). Alors
dans un voisinage du point d’équilibre, les portraits de phase du systeme
X = ¢(X) et de sa forme linéarisée U = AU sont qualitativement équi-
valents sous réserve que le systeme linéarisé ne correspond pas a des
centres.

15



1.4 'Trajectoires, orbites et ensembles limites

Nous considérons dans ce paragraphe un systéme dynamique a temps

continu ¢;; ¢ € R sur un espace des phases (), paramétré par ’ensemble
des réels R.

Definition 1.4.1 Soit ¢;; t € R un systéme dynamique a temps continu
sur un espace des phases ), paramétré par ’ensemble des réels R. Pour
tout t € R, on note Uy la partie de €2 sur laquelle 'application p; est
définie. Pour tout point x de §2, on note I, l’ensemble dest € R tels que

x € Uy, c’est-a-dire tels que @i(x) soit défini.

1. On appelle trajectoire d’un point x de Q) Uapplication, définie sur I, et
a valeurs dans Q, t — ().

2. On appelle orbite d’un point x de Q la partie @(x); t € I, de l'es-

pace des phases 2.

3. Un élément x de ) est dit point fize, ou point d’équilibre du systéme

dynamique si son orbite est x.

4. L’orbite d’un point x de ) est dite périodique si x n’est pas un point

d’équilibre et s’il existe un élément T de I, vérifiant T > 0 et pr(z) = x.

On dit alors que T est une période de l’orbite périodique considérée.

16



Chapitre 2

Modéle Fitzhugh-Nagumo

2.1 physiologie du neurone

Les neurosciences se définissent comme 1’étude scientifique du systéme
nerveux. Elles concernent donc principalement la biologie et la médecine,
mais attirent aujourd’hui d’autres disciplines telles que la physique, la
chimie, la psychologie, mais aussi I'informatique et les mathématiques.
L’unité de base du systéme nerveux est le neurone ou la cellule nerveuse.
Pour avoir plus de description biologique structurelle et électrique du
neurone voir [8|.

2.2 Modélisation mathématique du neurone

2.2.1 qu’est ce qu'un modéle ?

Dans le langage scientifique, un modéle est un outil qui permet de
donner une représentation simplifiée d’'un phénoméne. Il peut servir a
comprendre ou & analyser, dans un mode de représentation objectif, les
faits « importants » du phénoméne. La formulation d'un modéle théo-
rique débute toujours de l'observation des expériences scientifiques qui
vont permettre d’élaborer des lois qui prévoient certaines caractéristiques
du phénomeéne étudié. « tous les modeéles sont faux, mais certains sont
utiles » disait le statisticien George Box.

Un bon modéle n’est pas un modele qui se rapproche le plus possible de
la réalité mais est un modéle utile, qui répond aux questions ayant mo-
tivé sa conception ; un modéle met en évidence certaines caractéristiques
pour mieux comprendre le systéme étudié, mais au détriment des autres,
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pour que sa structuration reste simple.

Un modeéle peut étre physique, économique, biologique ou encore ma-
thématique et selon les différentes disciplines un modéle peut se pré-
senter sous différentes formes. Les lois physiques essayent de décrire et
prévoir un état futur d’'un phénomene ou d'un systéme. Un organisme
modeéle est une espéce étudiée de maniére approfondie pour comprendre
un phénomeéne biologique, en supposant que les résultats de ces expé-
riences seront valables pour la connaissance d’autres organismes. Dans
les modeéles mathématiques, la réalité est traduite en grandeurs de réfé-
rence (par exemple la pression, la température, le courant électrique...)
et en fonction de ces grandeurs. Ainsi, I’évolution de nombreux systémes
physiques, économiques ou biologiques, par exemple, peuvent étre re-
lativement bien décrits par des modéles mathématiques composés d'un
ensemble d’équations différentielles ordinaires, d’équations aux dérivées
partielles ou autres.

Tel a été le cas du fonctionnement des neurones, qui, dés les années
cinquante, a pu étre modélisé par un systéme dynamique d’équations
différentielles ordinaires. Cela afin de mieux comprendre comment les
potentiels d’action sont créés puis propagés par les membranes des cel-
lules nerveuses.

2.2.2 Modéle Hodgkin-Huxley

En 1963, Hodgkin et Huxley recoivent le Prix Nobel de médecine
pour leurs travaux sur les mécanismes ioniques qui permettent 'initiation
et la propagation des potentiels d’action dans I’axone géant du calmar.
Pour simplifier, ’axone est un long tube partant de chaque neurone et
sa membrane extérieure, sensible aux courants et potentiels électrochi-
miques, permet la propagation des signaux électriques. En particulier,
elle présente une différence de potentiel au repos, on peut ainsi mesu-
rer la perturbation de ce potentiel suite & un changement chimique ou
électrique. Cette perturbation peut se propager le long de ’axone pour
transmettre une information entre neurones.

Hodgkin et Huxley ont considéré le courant sodique Iy, et le courant po-
tassique [ comme les deux principaux courants qui circulent le long des
axones. L’hypothése de base du modéle de Hodgkin-Huxley est de consi-
dérer la cellule comme un circuit électrique. La membrane est représentée
par un condensateur tandis que les flux d’ions sodium et potassium sont
modélisés comme des conductances électriques variables en fonction du

18



potentiel de membrane. Le modéle de Hodgkin-Huxley propose des équa-
tions différentes pour les conductances des canaux a sodium et des canaux
a potassium.

Milieu Extra-cellulaire

= Cl
Canal ionique

Membrane cellulaire

Milieu Intra-cellulaire

FIGURE 2.1 — La membrane cellulaire est considérée comme un circuit
électrique.

Pour traverser la membrane, un ion est soumis a un gradient électro-
chimique, qui s’exprime par la différence de potentiel de membrane et
le potentiel d’équilibre de I'ion considéré. Le flux d’un espéce d’ion au
travers de ses propres canaux est proportionnel & ce gradient électrochi-
mique. Lorsque les canaux ioniques sont fermés, les ions ne peuvent pas
passer d’une part a l'autre de la membrane. Mais lorsqu’ils sont activés,
chaque canal ionique devient un passage ouvert par lequel les ions tra-
versent la membrane cellulaire. Ce passage d’ions, qui se traduit en un
courant électrique traversant la membrane cellulaire, se fait dans le sens
du gradient électrochimique de Iion concerné.

Afin de reproduire une telle cinétique, Hodgkin et Huxley ont considéré
que chacun des deux canaux devait étre composé de quatre composants
indépendants, chacun pouvant étre ouvert ou fermé.

Dans le cas des canaux a potassium, ces quatre composants seraient iden-
tiques avec une probabilité n d’étre en position ouverte. L’ouverture et
la fermeture d’un canal potassique étant dépendantes du potentiel de
membrane, ils ont donc considéré que chacun des composants passait de
la position ouverte a la position fermée en fonction du potentiel de mem-
brane. Ainsi, un composant passe de ’état fermé (de probabilité 1-n)
a l'état ouvert (de probabilité n) suivant les coefficients «, et 5,, eux-
mémes dépendants du potentiel de membrane.

Hodgkin et Huxley ont utilisé un formalisme similaire pour décrire le
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courant sodique, Iy, . Cependant, dans le cas des canaux Na, il existe
un état supplémentaire. FEn effet, un canal a sodium peut étre ouvert et
actif, ouvert et inactif ou fermé. Afin de modéliser ces différents états,
ils ont considéré qu'un canal sodique pouvait étre composé de quatre
composants, dont trois controlent ’ouverture et la fermeture, tandis que
le dernier contrdle 'activation ou l’inactivation. Les trois composants
controlant 'ouverture et la fermeture ont chacun une probabilité m d’étre
en position ouverte, tandis que le composant qui controle I'activation et
I'inactivation a une probabilité h d’étre en position active.

Le modele de Hodgkin-Huxley traite de l'ouverture (m) et de Iactiva-
tion (h) indépendamment. Ces deux processus dépendent du potentiel
de membrane. Comme pour ’évolution de la variable n des canaux po-
tassium, la transition de la position ouverte (de probabilité m ) ou fermée
(de probabilité 1-m) de chaque composant est donnée par les coefficients
et B

De méme pour h, dont les transitions de la position active (de proba-
bilité h) a la position inactive (de probabilité 1-h) sont données par les
coefficients oy, et ), . Les paramétres n, m, h sont donc des fonctions qui
dépendent du potentiel de membrane que Hodgkin et Huxley décrivent
par des équations différentielles du premier ordre :

‘é—? = (1 —n)a, —np,

dd—T =(1—m)a,, —mpy,

% = (1 —h)ah—hﬁh

De plus,si on remplace chaque paramétre m, n et h avec la variable z on a :

_ 1
az+PB

—_ Oz I
Zoo = 1A et 7, =

Ou z,, n’est autre que la valeur z d’équilibre et 7, est la constante de
temps d’approche de cet équilibre. On peut réécrire ’équation différen-
tielle de chaque paramétre comme :

de _ zeo—z

dt Tz
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Le bilan de charge électrique totale est donné par 1’équation :

[:C%+1Na+[k+[L

O C est la capacité de la membrane cellulaire, qui est supposée constante,
Iy, est le courant de Sodium, I le courant de potassium et I, le courant
de fuite ( cet indice est utilisé donc pour désigner I’ensemble des ions qui
circulent & travers des canaux ioniques toujours ouverts).

De plus chaque courant est définit en utilisant la loi de Ohm par :

Ou V est le potentiel de membrane, E, le potentiel d’équilibre des ions
(z =mn, m, h) et g.(V) est la conductance de chaque canaux.
On a donc :

—CC;—‘;:INCL—FI]C—FIL—[

Ainsi on obtient le modéle d’influx nerveux proposé par Hodgkin et Hux-
ley :

—CY = Ina+ Ix + I = mPhgna(V — Ena) + nlgi(V — Bi) + g(V)(V — Ey)

Cé—? =(1—n)ay, —np, = Hoett
dm Moo —M

=10 —=m)ay, —mpB, =
% = (1 — h)ah — hﬁh — hoo=h

Th

Tm

2.2.3 Les modéles réduits :

Pour le modeéle de Hodgkin et Huxley la non-linéarité et la complexité
(4 équations Différentielles, pour V, n, m et h) rendent difficiles sa réso-
lution analytique et la visualisation de la dynamique dans I’espace des
phases. C’est pourquoi les modeéles réduits bidimensionnels sont beau-
coup plus utilisés, afin de reconstruire les caractéristiques essentielles du
modeéle complet sans trop affecter son comportement. Bien que le mo-
déle de Hodgkin-Huxley soit plus réaliste biologiquement (car il prend
en compte beaucoup de caractéristiques du phénomene), il reste trés peu
utilisé a cause de sa haute complexité.
Les modéles a deux dimensions, plus simples, permettent en revanche
d’avoir une vue des solutions complétes grace a une analyse numérique
dans le plan des phases. Cela permet d’avoir une explication géométrique
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des phénoménes importants liés & I'excitabilité du systéme et aux méca-
nismes qui portent a la génération de potentiels d’action. A partir du
modéle de Hodgkin et Huxley on va justifier qualitativement les idées a
la base de la réduction de son systéme a deux dimensions.

La premiére observation qui permet de réduire la complexité du modéle
de Hodgkin et Huxley est que biologiquement, I’activation du sodium est
trés rapide et donc on peut considérer qu’il atteint instantanément sa
cible my,. Cela permet de pouvoir remplacer m(V) avec sa valeur sta-
tionnaire mq

m = Moo

et ne plus considérer I’équation %
Cela permet de supprimer une premiére équation du modeéle de Hodg-
kin et Huxley. La seconde observation concerne les deux autres variables
d’activation n et h, les parameétres qui représentent respectivement 1'ou-
verture des canaux K et I'inactivation des canaux Na™. Les deux com-
portements sont en quelque sorte antiparalléles au cours du potentiel
d’action, différentes expérimentations on permit de considérer n(V) +
h(V) = constante ~ 0.8.
Soit w une nouvelle variable qui est définie comme suit : w(V ) = 0.8 -
h(V) =n(V).
On a alors :

dw _ Woo (V) —w

dt o (V)
Cela nous permet a nouveau de simplifier le modéle & 4 dimensions en
regroupant deux variables en une seule .
Le nouveau systéme simplifié prend donc en considération uniquement
les 2 équations ‘fj—‘t/ et ‘fl—‘f et permettra ainsi de mieux étudier le plan de
phase(V,w).
Le systéme a quatre équations se réduit ainsi a deux dimensions comme
suit :

& = CmEgna(08 = w)(Bxa = V) + whgk(Ex = V) + g0 (B = V) + 1]

dw Woo —W

dt Tw (V)

22



2.3 Le modéle de FitzHugh-Nagumo :

L’un des modeéles réduits les plus célébres est le modéle de FitzHugh-
Nagumo (1961), introduit initialement par Van Der Pol comme modéle
d’oscillateur non linéaire, et puis utilisé pour décrire la dynamique du
neurone et beaucoup d’autres systémes excitables, comme par exemple
la modélisation des ondes électriques du coeur.

Ainsi, son modeéle consiste a considérer uniquement deux des quatre va-

riables du modéle de Hodgkin et Huxley 2¥ et %} dans le plan étant

donné que dd—T est essentiellement Constantéltet Cé—? et % sont regroupés
sous 'unique variable %_

Ici nous utiliserons la version suivante o v représente une différence de
potentiel transmembranaire, w une variable générale d’excitabilité et I,
est un courant appliqué externe, parameétre du systéme :

L= flv)—w+1I,

dw

= bv—qw

Avecf(v):v—%v3et0<7<1,72<b.

2.3.1 Etude théorique de la stabilité :

Les points d’équilibre de la dynamique :
0= f1(v,w)
W= fo(v,w)
sont définis par le systéme :
fi(vi, wi) =0
fa(vi, w;) =0

Nous supposons que f et g sont des fonctions continument différentiables.
Soit (v*,w*) un état stationnaire, étudions sa stabilité :

Of1(v*w*)  If1(v*,w*)
ov* ow*

J(v*,w*) =
8f2 (’U* 7w*) 8f2 (U* 7w*)
ov* ow*

()
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Avec (v, w*) = (v, %U*) :
. flw)=x -1
det(J(v*,w*) — \I) = b A
) = NN+

= X2+ Ay = f'(v) + (b= f'(v)7)

L’origine est stable si et seulement si det A > 0 avec trA < 0 :

trA < 0 <= f/(v*) =7 <0 <= | f(v") <~

L’origine est instable si et seulement si detA > 0 avec trA > 0 :
trA > 0 <= f/(v*) — 7> 0 ffv") >y 1-v2>7y

S <l-ye= /T 7<v < /I—7|-c<v <(
avec ¢ = /1 — 7

Maintenant, montrons que (c,%c) est un point stationnaire en fonc-
tion de I,.

Nous posons I, = —0 = —c + 3¢* + %c

0= fv) —w—c+z+ e
w=bv —yw

3 v

t=c—3F¢—Lte—ct il + =0
w=0bc—bc=0

b

De méme pour (-c,- 2c) avec [, =0 =c — 1c3 — 2
ol

3C —;CI

@z—c—i-%c?’—i-%c—kc—%c‘g—%c:O
W= —bc+bc=0
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Chapitre 3

Simulation numérique du
modeéle de Fitzhugh-Nagumo

Généralement, la plupart des systémes différentiels modélisant des

des situations biologiques sont difficiles & résoudre analytiquement, c’est
pour cela que ce paragraphe a comme but de résoudre numériquement le
systéme dynamique donné par FitzHugh-Nagumo.
Nous utiliserons trois schémas numériques différents : la méthode de
Runge-Kutta d’ordre 4 qui est une méthode a un pas, Adams Bashforth
qui est une méthode explicite a pas multiples et prédiction-correction qui
est un couple d'une méthode explicite et d’'une méthode implicite & pas
multiples .

oo

On fixe b= 55, v = %42, I, = 547, intervalle d’étude : [a,b] = [-2,2].
3.1 Runge-Kutta appliqué au modeéle de Fitzhugh-
Nagumo

3.1.1 Principe de la méthode :

L’idée de cette méthode a pas séparés est d’essayer de répartir les
endroits ot 'on évalue f(x) entre les abscisses x et x-+h, plutot que de
calculer les dérivées successives jusqu’a un certain ordre de f en un point.
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Les méthodes a pas séparés sont de la forme :

{ Ynt1 = Yn + h(¢<xna Yn, h))

Yo = cond.initiale

avec Tg = @, ...,Tpr1 = Ty + h

¢ une application continue de [a,b] xRPx[0,b-a| dans RP.
Ot le choix de ¢ dans la méthode de Runge-kutta est :

o(x,y, h) bex+c]hy])

7j=1

On cherche a déterminer la valeur y,,,1 de la fonction au point z,,11 a
partir du point (x,,y,) et q points intermédiaires (z,; = T, + ¢;h, Yn.i),
avec 0 < ¢; <1,1=1,...,q, ou les y; sont donnés par le schéma :

q
Yni = Yn + N 21 @i f(Tng,Yng)y T=1,..,q
i=

q
Ynt+1 = Yn + h Z:l bjf<xn,j; yn,j)
j=

avec : Tpn; =T, +chyi=1,..,q,¢ €[0,1]

L’application de cette méthode au modéle en question nous méne vers
le systéme suivant :

4

Y, Y+h2awf( nis Ynj), 1=1,..¢q

Jj=

Yo = Y+h2bf( nj» Ynj)

=
avec : tp; =ty +cihyi=1,...,q;¢; € [0,1], Y1 = {%H} |

Wnt1
f(tn,j,Yn,]J —_= (fl(tn,], U'I’L,j; wn’])) ’

Jo(tn g, vn s wn ;)
| fi(t,v,w) =v — %03 +w+ 1, folt,v,w) =bv—~vyw.
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3.1.2

FIGURE 3.1 — Solution du systéme par la méthode de Runge-Kutta

Application et interprétation

08

06~

04k

d’ordre 4 pour le pas At = 0.4

At Erreur Temps CPU (s)
0.4 |231x10? 0.005794
0.1 |0.10 x 1072 0.003942

TABLE 3.1 — Table 1 :Etude de I'erreur et du temps d’exécution pour le

schéma de Runge-Kutta

3.2 Adams-Bashforth appliqué au modéle

FitzHugh-Nagumo

3.2.1 Principe de la méthode :

Les méthodes d’Adams Bashforth sont des schémas a pas multiples,
contrairement aux méthodes de Runge-Kutta qui n’utilisent qu'un seul

pas.

On considére le polyndéme d’interpolation de Lagrange suivant :

P,,= Z fn—iLln,i,r(t)
i=0
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, avec les polyndémes de Lagrange :

Lnir(t) = H b=l

t,_i — b,
o<

On fait alors I'approximation :

T

tws) =yt [ D fuminir Ot = y(t)+ Y focs |
tn i=0 i=0

tn+1
tn

Ly, (t)dt

1

La méthode d’Adams Bashforth a r+1 pas s’écrit comme :

Ynt1 = Yn + Z fn—ibn,i,r
=0
toar = t, + At

fn+1 = f(tn—l—layn-i-l)

Avec bn,i,r =1 fin+1 Lnﬂ'ﬂ«(t) dt

tn+1*tn

Un exemple de la méthode d’Adams-Bashforth en ordre 4 que nous ap-
pliquerons est le suivant :

h
Y1 =Y, + ﬂ(55fn —59fn—14+37fn—2—9fn_3)

avec

Un,
Yn+1 = |: +1:|

wn+1

_ fnl
fn B |:fn2:|

et fnl(tna vnawn) = Up — %’Uz +w, + [a fn?(tna Un, wn) = bnv — YWn .

et
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3.2.2 interprétation des résultats

08 =
06~ -

04r- 4

2} /‘_/_///
i} 1 1 | | 1 |

FIGURE 3.2 — Solution du systéme par la méthode de Adams-Bashforth
pour le pas At = 0.4

At Erreur Temps CPU (s)
0.4 | 4.82x 1072 0.005794
0.1 | 1.18 x 1072 0.011955

TABLE 3.2 — Table 1 :Etude de lerreur et du temps d’exécution pour le
schéma d’Adams-Bashforth.

3.3 Meéthode de Prédiction-Correction ap-
pliqué au modéle de Fitzhugh-Nagumo

Définissons d’abord les méthodes d’Adams Moulton :
Les méthodes d’Adams Moulton (AM ), reprennent 'idée des méthodes
d’Adams-Bashforth mais en y incluant le point ,,1. Ces méthodes sont
ainsi des méthodes implicites.
Le schéma s’écrit : i

Ynt1 = Yn + D Z bir fr—i

i=—1

avec b, = + :"“ L;, ; .(t)dt ot le polynome L, ;, est le polynome d’in-
terpolation associé aux instants t,_;, —1 < <r
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3.3.1 Principe de la méthode :

Les méthodes de prédiction correction aussi appelées PECE (prédiction
évaluation correction évaluation)couplent une méthode explicite et
une méthode implicite. D’abord on utilise une méthode explicite pour
calculer y,.; puis on évalue fnﬂ = f(tas1,Yns1) et on utilise cette
valeur dans une méthode implicite.

On peut ainsi coupler une méthode (AB) avec une méthode (AM). Le
schéma d’Adams-Bashforth-Moulton (A-B-M) est une combinaison du
schéma d’Adams-Bashforth qui est un schéma explicite et du schéma
d’Adams-Moulton qui est un schéma implicite. Cette stratégie permet
d’obtenir une meilleure précision tout en évitant la résolution d’un
systéme implicite.

Un exemple de schéma Prédiction Correction que nous appliquerons au
modele est comme suit :

Prédiction :

Vidin = Vb o35 (b, Vi) =89 (b1, Yo 11437 (2, i 29 (s, Vo))
Adams-Bashforth

Correction :

Vier = Yack ga 98 (e Vi 419 (b, Vo) =5 (b1, Vo i) (2 Vo).

Adams-Moulton

Avec :

Yn+1 = [Un+1:| ) f(tn,j7 Ynyj) = (fl (tn’ﬁ Unad wn’j)) )

Wn+1 fQ(tn,j;vn,ijn,j)

1
filt,v,w) =v — 51}3 +w+ 1, folt,v,w) = bv—yw.
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3.3.2 Application et interprétation :

K=10

08 =

06 =

04 =

02 =

FIGURE 3.3 — Solution du systéme par la méthode de prédiction-
correction pour le pas At = 0.4

At Erreur Temps CPU (s)
0.4 |3.30x 1072 0.005118
0.1 |0.97 x 1072 0.010579

TABLE 3.3 — Table 1 :Etude de l'erreur et du temps d’exécution pour le
schéma de prédiction-correction.

3.4 Comparaison des trois méthodes

A chaque fois que le nombre de points N augmente le pas h diminue, un
petit pas h aide a diminuer I’erreur.

On remarque que méme avec un nombre trés petit de points (N=10)
les trois méthodes restent stables. On remarque aussi d’aprés les
figures [3.1.2) [3.2.2) [3.3.2] et les tableaux |3.1.2] [3.2.2] [3.3.2] que la
méthode de rk4 est plus précise et moins couteuse que la méthode
de prédiction-correction. De méme, les résultats présentés dans ce
chapitre montrent que la méthode de prédiction-correction (AB-AM)
est plus précise et moins couteuse que la méthode d’Adams Bashforth
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(méthode explicite & pas multiple). Nous notons enfin que les trois sché-
mas ont tous le méme ordre (ordre 4) malgré cette différence de précision.
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Conclusion

Tout au long de nos recherche pour réaliser ce mémoire, nous nous
sommes intéressés particulierement & la biologie par le biais des sys-
téemes dynamiques. Ces derniers présentent un outil mathématique trés
puissant permettant de modéliser des phénomeénes dans de différents
domaines, notamment notre domaine d’intérét : la biologie. Nous nous
sommes donc focalisés sur I’état de stabilité de ces systémes pour assurer
la précision ainsi que la fiabilité du modéle en question.

Dans le cas d'un systéme non linéaire la notion de la stabilité est plus
complexe et nécessite 1'utilisation de nouvelles méthodes tels que : la
méthode de Lyapounov, la linéarisation ect.

Nous avons présenté les notions de neuro-physiologie qui permettent de
comprendre les différentes étapes de la modélisation mathématique du
fonctionnement des neurones. les modéles Hodgkin-Huxley et FitzHugh-
Nagumo ont été présentés, c’est sur ce dernier que notre intérét s’est
particuliecrement porté.

Apreés avoir étudier numériquement le modéle FitzHugh-Nagumo, nous

avons remarqué ; entre les trois méthodes RK4, AB et P-C; que RK4 est
la méthode la plus efficace et la plus précise.
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Annexe

1. Programme de runge-kutta en MATLAB
function [v,w|=rkuttasm(a,b,v0,w0,N,{1,{2)
tic

dt=(b-a)/N;

v=zeros(1,N);

w=zeros(1,N);

v(1)=vO0;

w(1)=w0;

for i=2 :N+1

tn=a-+dt*(i-2) ;

vn=v(i-1);

wn=w(i-1);

v1=f1(tn,vn,wn);

wl=f2(tn,vn,wn);

v2=f1(tn+0.5*dt,vn+0.5*dt*v1,wn+0.5*dt*w1) ;

34



w2={2(tn+0.5*dt,vn+0.5*dt*v1l,wn+0.5*dt*w1) ;
v3=f{1(tn+0.5*dt,vn+0.5*dt*v2,wn+0.5*dt*w2) ;
w3=12(tn+0.5*dt,vn-+0.5*dt*v2,wn+0.5*dt*w2) ;
v4={1(tn+dt,vn+dt*v3,wn+dt*w3) ;
wd=f2(tn-+dt,vn-+dt*v3,wn+dt*w3) ;
v(i)=v(i-1)4dt/6*(v1+2*v2+2%v3+v4) ;
w(i)=w(i-1)+dt/6*(wl+2*w2+2*w3-+w4) ;

end

toc

end

2. Programme d’Adams-Bashforth en MATLAB
function|v,w|=adams(a,b,v0,w0,N f g)

tic

h=(b-a)/N;

v=zeros(1,N);

w=zeros(1,N);
[r,s]=rkuttasm(a,a+3*h,x0,y0,3,f,g) ;

v(l :4)=r;

w(l :4)=s;

for i=5 :N-+1
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tn=at (i-5)*h

vn=v(i-1);

wn=w(i-1);

f1=f(tn,v(i-4),w(i-4)) ;

f2=f(tn+h,v(i-3),w(i-3)) ;

f3=f(tn+2%*h,v(i-2),w(i-2)) ;

fA=f(tn+3*h,vn,wn) ;

gl=g(tn,v(i-4),w(i-4));

g2=g(tn+h,v(i-3),w(i-3)) ;

g3=g(tn+2%h,v(i-2),w(i-2)) ;

gd=g(tn+3*h,vn,wn) ;
v(i)=vn-+(h/24)*(55*£4-59%£3 + 372-9%f1)
w(i)=wn+(h/24)*(55%*g4-59*g3+37*g2-9%gl) ;

for j=1 :34

a0=v(i);

b0=w(i);

v(i)=vnt (h/24)*(9*f(tn + 4%h,a0,b0) + 10*F4-5%63 | £2) ;
w(i)=wn-+(h/24)*(9*g(tn+4*h,a0,b0)+19*g4-5*g3+g2) ;

i f (norm(v(i) — a0,2) < 1.100 — 12) * (norm(w(i) — b0, 2) < 1.10( — 12)))
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break

end

end

end

toc

end

3. Programme de Prédiction-Correction en MATLAB
function [v,w|=Adamsm/(a,b,v0,w0,N 1,2)
tic

dt=(b-a)/N;

v=zeros(1,N);

w=zeros(1,N);
|q,s|=rkuttasm(a,a+3*dt,v0,w0,3,f1,{2) ;
V(L 4)=q;

w(l :4)=s;

for i=5 :N+1

tn=a+dt*(i-5) ;

vn=v(i-1);

wn=w(i-1);

k1=f1(tn,v(i-4),w(i-4)) ;
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k2=f1(tn+dt,v(i-3),w(i-3)) ;

k3=f1(tn+2*dt,v(i-2),w(i-2)) ;

k4=f1(tn+3*dt,vn,wn) ;

gl=12(tn,v(i-4),w(i-4)) ;

g2=12(tn+dt,v(i-3),w(i-3)) ;

g3=12(tn+2*dt,v(i-2),w(i-2)) ;

gd=f2(tn+3*dt,vn,wn) ;

v(i)=vn+(dt/24)* (55k4-50%k3+37*k2-9%k1) ;
w(i)=wn-+(dt/24)*(55%g4-59*g3+37*g2-9*g1) ;

for j=1 :10

sv=v(i);

sw=w(i);
v(i)=vn+(dt/24)*(9*f1(tn+4*dt,sv,sw)+19*k4-5*k3+k2) ;
w(i)=wn-+(dt/24)*(9*f2(tn+4*dt,sv,sw)+19%g4-5*g3+g2) ;
if (norm(v(i)-sv,Inf)<107')*(norm(w(i)-sw,Inf)<107'2)
break

end

end

toc
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end
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