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1 Introduction

La premiére famille des polynomes orthogonaux apparait avec les
premiers travaux de Legendre sur les mouvements planétaires en 1784.
Dans ces travaug, il avait établi plusieurs propriétés communes de ces
familles. Il a notamment explicité 1’équation différentielle du second
ordre ayant pour solution ces polynomes et étudié les zéros de ces po-
lynomes. Cette famille porte aujourd’hui le nom de "polynomes de Le-
gendre". Par la suite, d’autre familles ont été introduites notamment
celle de Hermite(1864), qui est utilisé dans la théorie des approxima-
tions. Nous pouvons citer aussi les travaux de N.H.Abel, V.L.Lagrange,
P.L.Tchebychev qui a commencé, avec T.]J.Steiltjes, la création et le déve-
loppement de la théorie générale des polynomes orthogonaux a 1’aide
des fractions continues. En 1879 Laguerre avait introduit une famille
des polynomes qui portent son nom aujourd’hui.Il a montré entre autre
que ces polynomes orthogonaux sont liés a certaines fractions conti-
nues.Au milieu du XX siecle,Jacobi introduit une nouvelle famille qui
généralise les polynomes de Legendre et de Tchebychev.Aujourd hui,ces
trois familles Jacobi,Laguerre et Hermite,sont connues par le nom des
"vrais polyndomes classiques". Le premier ouvrage consacré entiere-
ment aux polynomes orthogonaux est celui de Shohat édité en 1934
sous le titre "Théorie Générale des Polyndmes Orthogonaux". Vient en-
suite, en 1939, le livre de Szeg6 intitulé "Orthogonal Polynomials" qui
traite la théorie générale des polynomes orthogonaux et leur compor-
tement asymptotique. De nos jours on peut citer le livre de Chihara
(1978) qui traite la théorie algébrique de I'orthogonalité et des nou-
velles notions introduites ces dernieres années. La notion de 'ortho-
gonalité usuelle a subi beaucoup de généralisation, ca a commencé
par la notion des p-(p > 1)orthogonalité (Boukhemis 1988) puis la d-
orthogonalité (P. Maroni 1989), vient ensuite notamment la biorthogo-
nalité (Brezinski 1992) et enfin 1'orthogonalité multiple (Aptekarev, Van
Assche...).Bien siir toutes ces notions ont été introduites afin d’amélio-
rer les méthodes de 'approximation qu’elles soient fonctionnelles au
sens des Hermite-Padé généralisée, d’augmenter I’ordre des équations
différentielles ayant pour solution ces polynémes et par suite rendre
plus compréhensibles les phénomenes modélisés par ces équations dif-
férentielles.Dans ce mémoire, qui traite la classe des polynomes de
Tchebychev (les quatres especes de Tchebychev) nous nous somme beau-
coup référés aux 2 ouvrages de Mason et Handscomb et de Chihara.



Motivation

**“Chebyshev polynomials are everywhere
dense in numerical analysis.”**

Cette remarque a été attribué a un certain nombre d’éminents ma-
thématiciens et numériciens. Il peut étre di a Philip Davis, a certaine-
ment parlé par George Forsythe, et ¢’est un attrayant et apte remarque.
Il n’y a guére de domaine de ’analyse numérique ou de Tchebychev ne
chute pas en surprise comme visiteurs, et en fait, il y a maintenant
un certain nombre de sujets dans lesquels ces polynomes prendre une
position importante dans les développements modernes - y compris les
polyndémes orthogonaux, approximation polynomiale, intégration numé-
rique, et des méthodes spectrales pour des équations aux dérivées par-
tielles.

Cependant, il y a un autre aspect que 1’on peut donner a la citation ci-
dessus, a savoir que par 1’étude de Tchebychev I'un est pris dans un
voyage qui mene a tous les domaines de ’analyse numérique.

D’ailleurs,parmi leurs célébres applications Les polynémes de Tche-

bychev permettent de démontrer le théoreme de Weierstrass selon le-
quel toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d'une
suite de fonctions polynomiales.
Ils sont également impliqués dans le calcul de filtres en électronique
analogique, "les filtres de Tchebychev". Enfin, ils permettent une expli-
cation théorique de l'efficacité supérieure de la transformée en cosinus
discrete dans le cadre de l'interpolation d’un signal numérique échan-
tillonné, par rapport a d’autres méthodes comme le « zéro-padding +fil-
trage passe-bande».



2 Les polynomes de Tchebychev : propriétés
et orthogonalité

Nous rappelons dans ce chapitre les définitions des polynémes de
Tchebychev ainsi que quelques propriétés pour chaque espece.

2.1 Généralités sur I'orthogonalité

La théorie des polynomes orthogonaux est un sujet lié avec des
branches tres importantes de 1’analyse. Les polynémes orthogonaux,
c’est a dire les fonctions trigonométriques, hypergéométriques, Bessel
et elliptiques, rentrent dans le cadre des fractions continues, les pro-
blémes d’interpolation (de Lagrange, de Hermite), la théorie des équa-
tions différentielles et intégrales. Pour motiver cette idée, remarquons
que l'identité

2cosmbcosnf = cos(m + n)d + cos(m —n)6 (1)
donne la formule d’intégration suivante :

” 0 sim#n,mn=0
/ cos(mb)cos(nf)dfd = ¢ 5 sim=mn,m,n#0 (2)
0 7 sim=n=0
de la formule d’intégration précédente, quand l'intégral s’annule, on
dit que cos(m#@) et cos(nf#) sont orthogonaux dans l'intervalle [0; 7] , pour
m # n.
Si on pose :

T = cosb,

alors la formule s’écrit comme suit :
1
/ To(2) T (x)(1 — xQ)%ldx =0,m#n (3)
—1
ou
cos(nf) = T,,(x) = cos(narccosz), —1 < x < 1, (4)

ona:



Voici les graphes des polynémes Ty(x), T1(x),Ta(x), T5(x), Tu(x), T5(x)
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Définitions 2.1. On appelle fonction poids sur intervalle [a;b] C R,
toute fonction w qui vérifie les deux conditions :

Vo € [a;b],w(z) >0 et
[ w(z)de < co

exemple : Toutes les fonctions continues positives sur un compact sont
des fonctions poids .

Définitions 2.2. Soit { P,(z)},>0 une suite de polynémes avec deg(P,) =
n,et soit w une fonction poids sur [a;b], on dit que {P,(z)},>0 une suite
de polynémes orthogonaux par rapport a la fonction poids w dans [a; b]
Si

/b P, (z)Pp(x)w(z)dr = 0,m #n (5)

d’aprés (3), on peut dire que {T,,(x)},>0 sont des polynémes orthogo-
naux par rapport a la fonction poids (1 — xQ)%l dans [-1;1] .



2.2 Les polynomes classiques

Les trois familles de polynémes orthogonaux Hermite, laguerre et
Jacobi (contient aussi les cas particulier de Tchebychev), ont plusieurs
propriétés communes qui sont, en fait des caractérisations. Ces trois
familles sont appelées les vrais polynomes orthogonaux classiques.

(a) La premiere caractérisation est celle de S.Bochner. Les polynomes
orthogonaux classiques sont les seuls solutions de 1’équation différen-
tielles suivantes :

o (2)y" + oan(2)y' + ao(z)y = My,

avec ay(z) , aq(z) et ap(z) sont des polynomes de degrés au plus 2, 1 et
0 respectivement et A # 0, Cette équation peut s’écrire aussi sous une
autre caractérisation de la forme (x).

(b) Une deuxiéme caractérisation est la formule d’orthogonalité (ap-
pelée formule de Rodrigues ), ces polynomes sont donnés a 1’'aide des
fonctions poids par :

1 d™

Bu(r) = 7o

e o @0 )]

tel que p(z) est un polynéme indépendant de n de degré < 2.

Ainsi,y(x) = P,(r) satisfait une équation différentielle de la forme
suivante :

T[] EPWIEVET NG

(c) la troisieme caractérisation est que Les polynomes classiques, véri-
fient I’équation de Pearson suivante :
w'(z) ar+b

@)~ o) ,deg [p(z)] < 2.




2.3 Les polynomes de Hermite

En mathématiques, les polynémes d’ Hermite sont une suite de po-
lyndmes qui a été nommée ainsi en I’honneur de Charles Hermite (bien
qu'ils aient surtout été étudiés par Joseph-Louis Lagrange lors de ses

travaux sur les probabilités). Ils sont parfois décrits comme des poly-
nomes osculateurs .

Définitions 2.3. IIs sont définis comme suit :

22 dV 22

H,(z) = (—1)"67d ez (forme dite probabiliste)
xn
A 2 dTL 2 . .
H,(x) = (-1)"€® d—egﬁ (forme dite physique)
xn

Les deux définitions sont liées par la propriété d’échelle suivante

A

H,(z) = 23 H,(2V/2)

IIs peuvent également s’écrire sous forme de développement polyno-
mial :

n! n—2k
Hyw) = 3 (_1)k2kk!(n ST

n!

D a2

k=0
ou E(%3) désigne la partie entiére de &

Les premiers polynomes d’ Hermite sont les suivants :

Hy(z) =1, HAO(x) =1

Hi(x) ==z, ﬁl(x) =2z

Hy(z) =2 —1, }/}g(x):4a:2—2

Hs(z) = 2° — 3z, I:/}g(x) =8z% — 122
()

A
r) =a' — 62> +3, Hy(r) = 162" — 482% + 12

10



2.4 Les polynomes de Laguerre

En mathématiques, les polyn6mes de Laguerre, nommés d’apres
Edmond Laguerre, sont les solutions normalisées de 1’équation de La-
guerre :

zy'+(1—2)y +ny =0

qui est une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 et se
réécrit sous la forme de Sturm-Liouville :

(e W e
. xe . =ne "y.

Cette suite de polynomes peut étre définie par la formule de Rodrigues

Lo(z) = et d"

 nldzn (e™2")

Les polynomes de Laguerre apparaissent en mécanique quantique dans
la partie radiale de la solution de I’équation de Schrodinger pour un
atome a un électron .

Le coefficient dominant de L, (z) est (_nﬁ Les physiciens utilisent sou-
vent une définition des polynomes de Laguerre ou ceux-ci sont multi-
pliés par (“1)"n!, obtenant ainsi des polynémes unitaires.

Voici les premiers polynémes de Laguerre :

Lo(z) =1

Li(z) =—x+1

Lo(z) = %(ﬁ — 4+ 2)

Ls(z) = é(—x?’ +92% — 187 + 6)

Ly(x) = i(gf‘ — 162° + 722* — 962 + 24)

11



2.5 Les polynomes de Jacobi

Les polynémes de Jacobi p?) (x), sont les polynémes définis par la
formule :

(1—2)*(1+ I)ﬂpr(baﬁ)(m) = %% [(1 — Ji)n+a(1 + x)nﬂq , (xx)

tels que «, § sont deux parametres vérifient des conditions d’ortho-
gonalité a > —1 et § > —1. Les polynémes de Jacobi vérifiant la relation
de récurrence d’ordre deux i.e.

PP (z) = PP (@) + B, P (x) + 7, PP (),

n—1

avec
62_052
fn = 2n+a+B)2n+a++2)
B dn(n+ a)(n+ B)(n+a+p)
= 2n+a+B8-1D02n+a+p)22n+a+B+1)

A l'aide de la formule de dérivation de Leibneiz, et a partir de (**),
on obtient la formule explicite de 2" (x) suivante :

Théoreme 2.1. Les polynémes de Jacobiy = Pyga’ﬂ)(x), satisfont I’équa-
tion différentielle linéaire homogene du deuxieme ordre suivante :

(1—2y" +[B—a—(a+2+B)r]y +nn+1+a+3)y=0,

ou bien sous la forme :

d

e [(1 — )1+ :1:)1+6y'] +nn+a+p+1)1—2)(1+ )’y =0.

12



2.6 les polynomes de Chebychev 7, (z)

Définitions 2.4. Les polynémes de Tchebychev de la premiére espéece
T, (z) (polynéme de Jacobi pour o = 3 = _71 )sont des polyndémes en x de
degré n définis a I’aide de la relation suivante :

cos(nf) = T,,(x), avec x = cosb, (6)

pour tout x dans [—1;1] , alors ¢ appartient a [0;7] , on peut véri-
fier facilement que 7, (z) est un polynéme de degré n, voici quelques
polynémes T,,(x) :

To(z) =1,Ti(z) = =z,
Ty(z) = 20 — 1 Ty(x) = 42 — 3z, ...

on donne quelques valeurs de 7),(x) :
To(1) = 1,T(~1) = (=1)", T5,(0) = (=1)", Ty11(0) = 0.

Proposition 2.1. Les polynémes de Tchebychev de la premiéere espéce
T, (z) sont orthogonaux dans l'intervalle [—1; 1| par rapport a la fonction

1

poids w(z) = (1 — 2?)7
ie.

1
/ L) T ()1 — %) T = 26,
-1
preuve : voir annexe.

Proposition 2.2. Les polynémes de Tchebychev de la premiéere espece
T, (z) vérifiant la relation de récurrence d’ordre deux suivante :

{ Toi1(x) = 22T, (x) — To1(x),Yn > 1 )

To(x)=1 et Ti(x) ==z

Preuve 2.1. Soit z € [—1;1], posons § = arccosx, ainsi 0 € [0; 7],
pour toutn € N on a :

(n+1)0+ (n— 1)6’} cos [(n +1)0 — (n—1)0

cos(n + 1)0 + cos(n — 1)0 = 2cos [ 5 5

= 2cosnbcost.
donc

cos(n + 1)0 + cos(n — 1)0 = 2cosfcosnd,

13



d’ou le résultat i.e.
Toi1(x) + Ty (x) = 22T, (x),Vn € N
AvecTy(x) =1 et Ti(z) =z

Remarque 2.1. D’aprés (7), les polynémes de Tchebychev de la pre-
miére espéce T, (x) sont des polynémes de degré n en x.

Proposition 2.3. Les polynémes de Tchebychev de la premiéere espéce
T, (z) sont les solutions de I’équation différentielle suivante :

(1 —2*)y"(z) — 2y (z) + n’y(z) = 0. (8)
Proposition 2.4. Les zéros du polynéme T,(z) sont de la forme :

k—YHr
Tk = cosg,k =1,2,3,....n
n

Preuve 2.2. De la définition (6); les zéros pour x dans [—1; 1] de T,,(x)
doivent correspondre a les zéros pour 0 dans [0; 7| de cosnb, i.e.

1
nd = (k — §)W, k=1,2,....n.
d’oti les zéros de T,,(x) sont :
k—YHn
Ty = cosg, k=1,2,3,...,n.
n

Exemple 2.1. on considere le polynéme T3(x) tel que
Ts(z) = 4a® — 3u,

les zéros du polynéme T5(z) sont :

x —cosz—\/—g
1 — 6_ 27
s
:ngcosgzo,
5% V3
r3 = COS— = ——.
6 2

on remarque que T3(x) admet trois racines réelles,simples et distinctes
dans [—1;1].

14



Proposition 2.5. L’'orthogonalité des polynémes {7;(z),i =0,1,.....n}
dans le cas discret

On peut vérifier que les polynémes de Tchebychev de la premiére es-
péce {T;(z),i=0,1,....,n} sont orthogonaux dans I’ensemble de (n + 1)

points {z;}7*] , a savoir :

(k—3)m
= cosly, Op = — 27
Ty = costy, O nrl
ie.
n+1 0 ,Z#]
> Ti(ak) Ty () = Hi=3j#0
k=1 n4+1,i=5=0

En effet, on considére la somme suivante :

n+1

1 1 3 1
Sn(0) = ; cos(k — 5)0 = 00859 + 60859 + ...+ cos(n + 5)9, 9)

si on pose z = €'?,alors

Sa(0) = Re |27(14 24 22+ ... —|—z”)}
:1 1—Zn+1
=R 2
e_z( . )}
_1 Zn+1—1
=R 2
e|z2( o )}
r 1Z:TLTJrl Zn;l_z_njztl
= Re |22 ——(— — )]
Z2 22 — 272
- ZnTl z_n;l
w1 _
= Re |z ? (— — )],
22 — 273

on sait que

15



par conséquent

sin(3)
n+1 o+ 1 ] sin(24)0
= Re {cos( )0 + isin( 5 )9} sin(1)6
_ ~ 2cos(™H)0sin("5)0
25271;9
donc n( 16
sin(n +
Sp(0) = ————, 10
(6) 2sin(1)6 (10)
d’apres(9)
Sp(0) =n+1,
ona:pour0<i,j5<n,
n+1 n+1
ZTl(:Uk)TJ(:Ek) = Zcos(i@k)cos(ﬁk)
k=1 k=1
1 n+1
=3 Z [cos (i + §)0y, + cos(i — 7)0%]
k=
1 i+7) (1—g)m
_2{ ( n+1 )+S”< n+1 /)|’

sit =75 =0, alors :

S Tolw)Tolaw) = 5 [51(0) + 5,(0)
1 [2(n+1)]
=n+1,

sii =75 #0, alors :

d’apres (10), on a :

16



g ( %% ) sin [(n + 1)(51”1)]

n—+1 2sin [%(jfl)}
_ sin(2im)
B 23in(nifrrl)
=0,Vi <n,
donc,
n+1
> Ti(wi) i) = 5 [0+ (n+ 1)]
k=1
~n+1
=—
sii # j alors
n+1 . . . .
_ 1 (i +j)m (t—Jj)m
> it = 3 s (GA7) . ()]

or,d’apres (10) on a :

S, (@H)ﬂ) _ sinlita)r o ((z’ —m) _ sin(i—j)

1 - ()7 1 ) e (=i’
n+ 2sin (2(ni1)> n+ 2sin (2(nil)>
donc
n+1
> Ti(wi)Ty(ae) = 0,¥i,j < nyi # j,
k=1

d’ou le résultat i.e.

n+1 0 ,Z;’é]
> Ti(aw)Ty(e) = B Li=5#0
k=1 n+1l,i=j=0

Propriétés
1. Le coefficient dominant des polynémes T),(z) est 2", ¥n > 1,
2. T, (z) a la parité de n.

17



Preuve 2.3. 1) Soit le polynéme T,,(x) tel que
To(2) = apa™ + ap_12™ ' 4 ...,
supposons que a, # 0, de la relation (7) on obtient :
U1+ = 20(a 2™ ) — a T —
= 2a,2" + ...

par identification on trouve

Apt1 = 20,
ie.

Qpy1 = 20, = 20,1 = 2"ay,
puisque Ti(x) = z, alors
a, = 2" ¥n > 1.
2)
T, (—x) = T,(—cosnb)

= T,(cosn(0 + ))

= cos(nf + nm)

= (—1)"cos(nh)

= (=1)"T,(cosb),
d’ou le résultat i.e.

To(—z) = (=1)"T,(cosh) = (—1)"T,,(x).

|

3 D’autres especes de polynomes de Tche-
bycheb

3.1 Le deuxiéme espece U, ()

Définitions 3.1. Les polyndémes de Tchebychev de la deuxieme espéece
U, (z)(polynéme de Jacobi pour o = 8 = 1))sont des polynémes en x de

degré n définis a I’aide de la relation suivante :
) 1)6
% = Up,(x), avec x = cosb, (1)

18



pour tout x dans [—1; 1] , alors § appartient a [0; 7] , voici quelques
polynomes U, (z) :

Up(z) =1, Up(x) = 2z,
Us(z) =42? -1,
Proposition 3.1. Les polynémes de Tchebychev de la deuxiéme espéce
U,(x) sont orthogonaux dans I'intervalle [—1; 1| par rapport a la fonction
poids w(z) = (1 — 2?)2
ie.

/_ Un(e)Un (@)1~ )bl = 7 6

1

preuve : voir annexe.

Proposition 3.2. Les polynémes de Tchebychev de la deuxiéme espéece
U,(z) vérifiant la relation de récurrence d’ordre deux suivante :

Un(z) = 22U, _1(x) — Up_o(x),Vn > 2 (12)
Up(x) =1 et Uy(z) =2z
Preuve 3.1. Soit x € [—1;1], posons 0 = arccosx, ainsi § € [0; 7],
pour toutn € N on a :
sin(n 4+ 1)0 = sinnfcos + cosnfsinf (13)
sin(n — 1)0 = sinnfcosn — cosnfsinb, (14)

les relations (13) et (14) donnent

sin(n + 1)0 + sin(n — 1)0 = 2sinfcosb,
on divise par sinf on obtient :

sm(@ +1)0 szn(@ —-1)0 _ 20086527-m97
sind sind sind

d’ou le résultat i.e.

19



Remarque 3.1. D’apres (12), les polynémes de Tchebychev de la deuxiéme
espéce U, (z) sont des polynémes de degré n en x.

Proposition 3.3. Les polynémes de Tchebychev de la deuxiéme espéce
U,(x) sont les solutions de I’équation différentielle suivante :

(1 —2%)y"(x) — 321/ (x) + n(n + 2)y(z) = 0. (15)

Proposition 3.4. Les zéros du polynéme U, (z) sont déterminés a partir
des zéros de sin(n + 1)8,0 € [0; 7] comme suit :

lml,k:1,2,3,...,n.

T = Y = COS
n

Preuve 3.2. De la définition (11); les zéros pour x dans [—1; 1] de U,,(x)
doivent correspondre a les zéros pour  dans [0; 7| de sin(n + 1)0, i.e.

n+1)0=kmk=1,2,....n.

d’oti les zéros de U, (x) sont :

Y = COS k=1,2,...n
n

+1’
[

Proposition 3.5. Le coefficient dominant des polynémes U,,(x) est2",Vn >
2.

Preuve 3.3. Soit le polynoéme U, (z) tel que
Un(7) = apa™ + ap_12" ' + ...,
supposons que a,, # 0, de la relation (12) on obtient :

A" 4 oo = 20(ap 2" ) = (@R L),

= (apz" + ....) = 2(ap_12" + ....),
par identification on trouve
Qp = 20,1,
ie.
an = 2a,_1 = 2" 1a; = 2"ay,
puisque U;(x) = 1, alors

a, = 2",¥n > 2.
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Proposition 3.6. L’'orthogonalité des polynémes {\/1 — 22U;(x),i =
0,1,....,n} dans le cas discret

On peut vérifier que les polynémes {v/1 — z2U;(z),7 = 0,1,....,n} sont
orthogonaux dans I’ensemble de (n + 1) points {z;}7*] , a savoir :

(k- Yr
xr = cosly, 6, = n—+21’
ie.
n+1 0 st 1#75,0<4,57<n
S (=2 U@ Uj(zp) = M2 sii=jet0<i<n
k=1 n+1 St ,i=j=mn

Preuve 3.4. on note pour(0<1i,5 <n,

ot {x;} sont les zéros du polynéme T, .puis on a

n+1
a;; =Y sin(i+ 1)0ysin(j + 1)0y

k=1
1 n+1

=3 [cos(i — 7)0r — cos(i+ 7 + 2)6y]

k=1

1 g (1 —j)m g (i4+7+2)m

217"\ n+1 " n+1 '

ainsi en utilisant la formule de la somme S,, déja définie dans I’'exemple
(2.2) on obtient

n+1 0 st 1#7;,0<4,7<n
Z(l — VUi () Uj(z) = ¢ 2 sii=jet0<i<n
k=1 n+1 st ,i=j=mn

3.2 Le troisieéme espece V()

Définitions 3.2. Les polynoémes de Tchebychev de la troisiéme espéce
V.(x) (polynéme de Jacobi pour f = —a = %)) sont des polynémes en x
de degré n définis a l’aide de la relation suivante :

cos(n+ 3)0
cos(L0)

2

= Vu(x), avec x = cosb, (16)
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pour tout x dans [—1; 1] , alors § appartient a [0; 7] , voici quelques
polynomes V,,(z) :

Vo(z) =1, Vi(z) =22 — 1, ...,

Proposition 3.7. Les polynémes de Tchebychev de la troisiéme espéece
V,.(z) sont orthogonaux dans l'intervalle [—1; 1] par rapport a la fonction
1 1

poids w(x)=(1+=x)2(1—2)2

1
/ Vo () Vi (2)(1 + 2)2(1 — 2) 2 da = Ty
—1

preuve : voir annexe.

Proposition 3.8. Les polynémes de Tchebychev de la troisieme espéece
V,.(z) vérifiant la relation de récurrence d’ordre deux suivante :

{ Vo(x) =22V, 1 (x) — Vo(x),Vn > 2 (17)

Vo(z) =1 et Vi(z)=22—1

Preuve 3.5. Soit x € [—1;1], posons 6 = arccosz, ainsi § € [0; ],
pour toutn € N on a :

cos(n + %)9 = cosfcos(n — 1 + %)9 — sinfsin(n — 1 + 1)9, (18)

2
1 1 1
cos(n — 2+ 5)0 = cosfcos(n — 1 + 5)0 + sinfsin(n — 1 + 5)0, (19)
les relations (18) et (19) donnent :
1 1 1
cos(n + 5)9 + cos(n — 2+ 5)9 = 2cosfcos(n — 1 + 5)9,
on divise par cos%@ on obtient :
cos(n+%)0  cos(n —2+ )0 cos(n — 1+ 3)0
T T = 2cosb T ,
cosz0 cos30 cos30

d’ou le résultat i.e.

Volz) =22V, 1 (z) — Vo(z),Vn = 2
AvecVy(z) =1 et Vi(x) =2z —1
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Remarque 3.2. D’apreés (17), les polynémes de Tchebychev de la troi-
siéme espéece V, (z) sont des polynémes de degré n en x.

Proposition 3.9. Les polynémes de Tchebychev de la troisiéme espéce
V.(x) sont les solutions de I’équation différentielle suivante :

(1 —2%)y"(z) + (1 —22)y/(z) + n(n + 1)y(x) = 0. (20)
Proposition 3.10. Les zéros du polynéme V,,(z) sont de la forme :
(k—3)m

2 k=1,2,3,...,n.

T = T = COS T
2
Preuve 3.6. De la définition (16); les zéros pour x dans [—1; 1] de V()
doivent correspondre a les zéros pour 6 dans [0; 7] de cos(n + %)0 ie.

1 1
(n+ 5)9 =(k— E)W’ k=1,2,...n.
d’ou les zéros de V,,(z) sont :
k—1
yk:cos( 21)7T,k::1,2, ;M
n+ ;3

Proposition 3.11. Le coefficient dominant des polynoémes V,(z) est
2" Nn > 2.

Preuve 3.7. Soit le polynéme V,,(z) tel que
Vo(2) = anz™ + ap_12™ "t + .,
supposons que a,, # 0, de la relation (17) on obtient :

@™+ oo = 20(ap_ 12" ) = (Apoz™ R L),

= (apx™ +....) = 2(ap_12" + ....),
par identification on trouve
An = 2Qp_1,
ie.
an = 2a,_1 = 2""1a; = 2"ay,
puisque Vi(x) = 1, alors

a, =2",Vn > 2.
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3.3 Le quatrieme espece W, ()

Définitions 3.3. Les polynémes de Tchebychev de la quatriéme espéce
W, (z) sont des polynémes(polynéme de Jacobi pour a = —( = %)) en x
de degré n définis a I’aide de la relation suivante :

sin(n + $)0
sin(L0)

2

= W, (z), avec z = cosb, (21)

pour tout x dans [—1;1] , alors 6§ appartient a [0; 7] , voici quelques
polynomes W, () :

Wo(z) =1, Wi(z) =22 +1,....,

Proposition 3.12. Les polynémes de Tchebychev de la quatrieme es-
péce W, (z) sont orthogonaux dans l'intervalle [—1;1| par rapport a la
fonction poids w(z) = (1+z)2 (1 —z)2

ie.

W (2)Win(2)(1 + 2) 2 (1 — 2)2dz = 76

—1
preuve :voir annexe.

Proposition 3.13. Les polynémes de Tchebychev de la quatriéme es-
péce W, (z) vérifiant la relation de récurrence d’ordre deux suivante :

{ Wh(x) = 22W,_1(z) — Wy_o(z),Vn > 2

Wolz) =1 et Wi(x) =2z +1 (22)

Preuve 3.8. Soit z € [—1;1], posons § = arccosx, ainsi 0 € [0; 7],
pour toutn € N on a :

1 1 1
sin(n + 5)9 + sin(n — 2 + 5) = 2cosfsin(n — 1 + 5)9,

on divise par sin%& on obtient :

sin(n+3)0  sin(n —2+ 3)0 sin(n — 1+ 3)0
— — = 2co0s6 —
sinz0 sinz0 sinz0
d’ou le résultat i.e.
Wy (z) = 22eW,_1(x) — Wy_a(x),Vn > 2
AvecWy(z) =1 et Wi(z)=22x+1 B
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Remarque 3.3. D’apreés (22), les polynémes de Tchebychev de la qua-
trieme espéce W, (x) sont des polynoémes de degré n en x.

Proposition 3.14. Les polynémes de Tchebychev de la quatriéme es-
péce W, (z) sont les solutions de I'équation différentielle suivante :

(1 —2%)y"(x) — (1 + 22)y (z) + n(n + Dy(z) = 0. (23)
Proposition 3.15. Les zéros du polynéme W, (x) sont de la forme :
km

T =1 =cos—,k=1,2,3,...,n.
nTs

Preuve 3.9. De la définition (21), les zéros pour x dans [—1; 1] de W,,(x)
doivent correspondre a les zéros pour 0 dans [0; 7| de sin(n + 3)0, i.e.

1
(n+ 5)9 =km,k=1,2,....,n.

d’oti les zéros de W, (z) sont :
km

Yr = COS Jk=1,2,...n

1
2

Proposition 3.16. Le coefficient dominant des polynémes W, (x) est
2", ¥n = 2.

Preuve 3.10. Soit le polynéme W, (z) tel que
Wo(z) = ana™ + ap2™ '+ ...,
supposons que a,, # 0, de la relation (22) on obtient :

@™+ oo = 20(ap_1 2" ) = (Apgz™ R L),

= (apz" + ....) = 2(ap_12" + ....),
par identification on trouve
p = 20,1,
ie.
an = 2a,_1 = 2""1a; = 2"ay,
puisque Wy(z) = 1, alors

a, = 2",¥n > 2.

25



Proposition 3.17. L’'orthogonalité des polynémes {/1 + zV;(z),i =
0,1,....,n} et {/1 —zW;(z),i =0,1,....,n} dans le cas discret

les polynémes {\/1 + zV;(z),i =0,1,.....n} et {/1 — zW;(x),i =0,1,....,
sont orthogonaux dans I'ensemble de (n + 1) points {z;}}] , & savoir :
(k—3)m
= cosly, O = —2—
Ty = COSUE, Ug n+l
ie.
— 0 sii#§:0<i,j<n
et
U 0 siit7;0<ij<n
> =1, G2 L
Preuve 3.11. on note pour(0<1i,j5 <n,
n+1
bij = Y (1 + k) Vi(zx) V()
k=1

ou {x} sont les zéros du polynéme T, .puis on a :

Lo,

+
Z cos(i + = chos(j +3

k=1
n+1

M

[cos(i + 7+ 1)0k + cos(i — j)0k]
k=1

oo

ainsi en utilisant la formule de la somme S,, déja définie dans la propo-
sition () on obtient

bi=n+1, sti=j7et0<1<n

de méme on peut montrer facilement que

n+1 .. . ..
0 sii#75;,0<i,57<n
1 ‘/'/» ‘/‘/< =
Zk_1< + 21 ) Wila) W (21) { n+l sii=jet0<i<n
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4 les quatres especes

4.1 Propriétés communes

Corollaire 4.1. Les polynémesT,,, U,, V,,, et W,, vérifiant les propriétés
suivantes :

1) Up(z) = 3 n(x) W, (x)], pour toutn € N,
2) Vo(z) = Un(z) = Ui (),

3) W, (x) = n(m)+Un1x)

) V(@) + Veoa(2) = Wa(2) — Wi (z) = 2T (),
5) Tn/( ) = nUn,l( ),

6) U, (z) — U,_o(z) = 2T,,(x) Vn > 2.

preuve :voir annexe.

Corollaire 4.2. Si on pose u = cos%@, alors
a)l,(x) = To,(u),

b)U,(z) = u " Uspy1(u),

HVp(z) = u ' Ton i1 (u),

d)W,(x) = Uz, (u).

Preuve :voir annexe.

4.2 Polynomes de Tchebychev de la variable complexe

Définitions 4.1. On considére la variable complexe z donnée par :

z = §(w + wil), avec w = rcosf + irsinf = reia, 24)
on obtient ainsi I’équation :
w? — 22w +1=0,
qui a pour solutions
w=1w;p=2z=xk \/ﬁ

lorsque

‘w|:17
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ie.
z = cosb,

alors, les polynémes de Tchebychev de la premiere espéce sont donnés
dans C par :

1
T.(2) = i(w” +w™). (25)
en utilisant (25)
1
T.(z) = 5((z +V2-1)"+(z—V22=-1)"),
de la méme facon, en utilisant le fait que lorsque z = cost, on obtient

la forme des polynémes de Tchebychev de la deuxieme espéce dans C
suivante :

o= 222
B wh —w "
 w—w!
1V D)+ (V2 1)
T2 22 —1 7

ainsi, on obtient la forme des polynémes de Tchebychev V, (z) et W,,(z)
dans C suivante :

1
Va(z) = T -
w2 +w™ 2
1 1
wn+§ —w "2
Wa(z) = 7 —
w2 —w 2
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4.3 Synthese générale

les propriétés de base pour les quatres especes de polynomes :

kind 1st 2nd 3rd 4th
-Pn = Tn U’n 1’;1 ”—n
sin(n + 1)0 cos(n + 1)8 sin(n + 1)6
RL(COS(O)) - cos nO (~—0J (—12) (—12}
sin cos 50 sin 50
'.‘1-‘“+1 - .u;,—n—l TH)H_% + ?1-‘_“_% u;,u+é —_ ?1,-'_}'_%
P, (3w 1)) = Liwm T
n(z(w+w™)) (W +w™) w— w1l w? 4+ w—F wr —w— %
Py(r) = 1
Py(z) = T | 2z 2r—1 2r 41
recurrence Po(z) =22P,_1(x) — P,_2(x)
™ coefficient || 27=1 (n > 0) | an
(k—%)‘ﬂ km (k‘—%)‘ﬂ km
ZeTos Thop 1= CO§ ——=—— cos cos ——=— cos T
n n+1 n+ s n+ sz
kw
extrema Yk 1= COS — no closed form
n
|Pall o = 1 n+1 | n+1

Remarque 4.1. les fonctions poids qui nous assure I’orthogonalité pour
chaque espece est obtenus a l’aide de la formule suivante :
(1—x)*(1+x)” et on peut aussi vérifier que ces fonctions poids vérifient
les deux conditions de la définition (2.1)

Exemple 4.1. la fonction poids du quatrieme espece est une fonction
positive :

Vi = (1+2)2(l—z)z etona

/1(1 —2)i(l+2)2de = /1(1 —a)i(l+2)T(1—2)2 (1 —1)2
! 1
= — (1 -2z de’
-1 (1—$2)< )

1

—d

— / W(l —x)dx  (on pose x = cosf alors)
1 T

0 T T
= —/ dO(1 — cosh) = / do — / cosfdl = m
T 0 0
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les propriétés d’orthogonalité pour les quatres especes de po-

lynémes :
kind 1st 2nd 3rd 4th
P, n = T‘u L'T‘.u I”n I-"rn
1 . 14z rfl -
o1 ) = — 1 — 72 f
weight w(x) i Vi—z \; T— % V T
1
orthogonality (Frn s Bn) = / (@) P () Pa () d
hogonality ],
= 0(m#n)
(P,, P,) = im (n>0) i T
les propriétés d’orthogonalité dans le cas discret pour les
quatres especes de polynomes :
kind 1st 2nd 3rd 4th
P, n — :r'u L'ru ‘L'n T"I':'u
1 [1+x 1=z
reicht w(x) = S V1 — 22 /
weight w(x) A 1—1 V 1 —2 1‘/ e

abscissae zp,n+1 = cos{(k = 3)7/(N + 1)}
N+1
discrete (Pp, Pn) = Z P (zk,N+1) Pu (2 N1 )w(Zr N 41)4 /1 = T3 N1t
orthogonality k=1
= 0(m#n<N)
(Pn. Pn) = IN+1) (0<n<N)|LN+1) (N +1)
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4.4 Relation entre les polynomes de Tchebychev et
les puissances de x

Pour exprimer z" en fonction de 7, (x), on utilise la formule de ré-
currence suivante :

{ 2T (x) = § [T (z) + Thoa ()]
zTo(z) = Ty (z).

Exemple 4.2. Prenons n = 4, alors

4Ty (z) = 23T ()

— 22T (2)
= 2 B [Ty(x) + To(x)]]

=7 ——[L‘ [TQ(J?) + TO(£)]:|

puisque Ty(x) = 1, alors

=g HTg(x) + iTl (z) + %Tl(x)]

— ETg(x) + ZTl (x)}

_ }leg(:@) + ngl (z)

- i% [Ty(z) + To(z)] + % [Ty () + To(x)]
= ST(@) + JTo(a) + 2T(e) + STo(w)

_ %T4(:U) + %Tz(x) + gTo(:v)
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5 Théorie d’approximation polynomiale et po-
lynomes de Tchebychev

Tchebychev a découvert ces familles de polynémes en travaillant sur
le probleme de convergence des interpolations de Lagrange. On peut
démontrer qu’en choisissant les racines des polynémes de Tchebychev
comme points d’interpolation, On peut minimiser I’oscillation des poly-
nomes interpolateurs en utilisant les abscisses de Tchebychev au lieu
de points équirépartis pour interpoler.

5.1 Forme de Lagrange du polynome d’interpolation

Soit a = 29 < ... < z; < ... < x, = b une division de 'intervalle [a, b]
et {y;}!' ,,des valeurs correspondantes. Le probleme est de trouver un
polynéme de degré inférieur ou égale a m,S,, € P,,, appelée polynéme
d’interpolation, vérifiant S,,(x;) = y;, Vi. Posé sous cette forme, ce pro-
bléme peut avoir un nombre infini de solutions, une seule solution ou
aucune. Toutefois, il y a une et une seule solution, si on cherche cette
solution dans l'espace P, (m = n). En effet, en définissant les polynomes
caractéristiques de Lagrange /; € P,, associés aux nceuds {z;}},,

(- a)
li(z) = St Yy
jll_j[#z‘ (s = 3)

on remarque qu’ils forment une base de P,. Comme /;(z;) = ;;, on peut
déduire que le polynome d’interpolation recherché se laisse écrire sous
la forme suivante (formule d’interpolation de Lagrange) et est unique :

Sn() = Z yili().

Théoréme 5.1. Etant donné (n+1) points distincts x, ..., z, ainsi que
(n+1) valeurs associées vy, ..., Yy, il existe un unique polynéme S,, € P,,
tel que S, (z;) = y; pour i=0,...,n.

Soit W, .1 le polynéme nodal de degré (n+1) associé aux nceuds x; et
défini par



Le prochain théoréme donne l’erreur d’interpolation faite quand on
remplace une fonction f par son polynéme d’interpolation .S, f associé
aux noeuds ;.

Théoreme 5.2. Soienta = 2o < ... < z; < .. <z, =0b, (n+1) nocuds
distincts et f € C"*!([a,b]). L'erreur d’interpolation au point = € [a,b]
est donnée par

(n+1)
- ]En + l(f') Wi (@),
avec ¢ € [a,b] .

Il est clair, qu’on ne peut rien dire sur l’erreur d’interpolation £, si
on ne connait aucun renseignement sur la fonction f, sauf ses valeurs
dans les nceuds z;. Etudions maintenant plus en détail la convergence
uniforme du polynéme de Lagrange.

5.2 Stabilité et convergence du polynome de Lagrange

Notons la norme maximum d’une fonction f € C([a,b]) par || f ||eo:=

m[a:g} | f(z) |. Le polynome d’interpolation de Lagrange de f associé aux
z€la,

neeuds {z;}! , est donné par

Si on remplace les valeurs f(z;) par des valeurs approchées f; (par
exemple due aux erreurs dans les mesures expérimentales ou aux er-
reurs d’arrondi) on aura une erreur sur le polynéme d’interpolation

I = Bl 20 - Fl(a) S Ay maz | f@) = f; |
avec

Av = An(@) floe,  Anlz) = Z RACIAR
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La constante A,, qui dépend que de n, de [a,b] et des points z; est
appelé constante de Lebesgue et joue le role d’'une constante de stabi-
lité pour l'interpolation. On peut montrer en plus le théoreme suivant
de majoration de ’erreur d’interpolation.

Théoreme 5.3. Soit f € C([a,b]) et p, € P, son polynéme d’interpola-
tion associé aux nceuds x, ..., T,. Alors on a

| En o=l f = pn llo< L+ An)ER(f),  ER(f) = Zgﬁf I f=qllo -
qcin
On remarque que A,, dépend que des nceuds z; tandis que £’ dépend
que de f. Analysons ces deux termes.

Notons A_n I'infimum des constantes de Lebesgue pour tous les choix
possible de noeuds {z;}}, a n fixé. On peut montrer que

— 2 —
A, ~ =log(n), cad. lim A, =00. (x*x*)
™ n—>»00
Il est trés compliqué de trouver les noeuds qui menent vers la constante
de Lebesgue minimale A. Par contre, les points d’interpolation de Che-

byshev

__a+b+b—a 20+ 1 _0
T = 5 5 cos 2n+27r ,1=0...,n,

qui sont les zéros du polynome de Chebyshev de degré (n+1), sont
quasi optimaux. En ce qui concerne le deuxiéme terme, le théoreme
de Weierstrass montre que pour toute fonction f € C([a,b]) on a

lim E;(f) =0.

Il est important de remarquer maintenant que pour une fonction f €
C([a,b]) donnée, le choix des noeuds d’interpolation est crucial!!! Par
contre on peut montrer, due a la propriété (**¥), que pour n’importe
quel choix de nceuds z{, ..., z]. pour chaque valeur de n, on trouvera tou-
jours une fonction f € C([a,b]), telle que le polyndéme d’interpolation p,
ne converge pas uniformément vers f, pour n — oo. La propriété (***)
montre aussi que l'interpolation de Lagrange peut devenir tres instable
pour des grand n.
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La figure suivante montre le phénomene de Runge. Il s’agit de l'inter-
polation de Lagrange de la fonction
1

f(z) = 152
soit avec noeuds equirépartis soit avec les nceuds de Chebyshev. 11 est
particulierement évident que dans ce cas (fonction réguliere!) le poly-
néme d’interpolation avec nceuds équidistants ne converge pas unifor-
mément vers f, par contre le choix des points de Chebyshev méne a la
convergence uniforme.

-5 < x <5,

1.5

— f{x)
Lagrange
Chebyshev|

0.5

_1 s

-15 . . L L L L L n 1
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 ]

Figure 1 - Phénomene de Runge. Interpolation de Lagrange avec des
noeuds équidistants (trait discontinu) ainsi que les nceuds de Chebyshev
(trait pointillé).

5.3 Meilleure approximation au sens de Tchebychev

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b]. On se propose de
déterminer les points z;, : = 0, 1,,n, pour lesquels le polynéme d’inter-
polation de Lagrange P,(x) associé aux (n + 1)-couples (z;,y;) i = 0,n,
avec y; = f(x;), qui réalise la meilleure approximation de la fonction f.
D’apres le théoreme de 1’estimation d’erreur de l'interpolation on a :

f(nJrl)(C)

Va € [a,b],3c € ]a;b[/ f(z) — Pu(x) = (. — 20)(z — 21)...(T — $”>m
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Définitions 5.1. On appelle meilleure approximation au sens de Tche-
bychev de la fonction f par un polynéme de degré < n , le polynéme
de l'interpolation de Lagrange associé aux points d’interpolation x;,
1=0,1,...,n pour lesquels la quantité :

E(x0, 21, ooy Tp) = w&agg[ | (z —x0)(z — 21)...(x — 2) |

est minimale.

Lemme 5.1. Soit P un polynéme de degré n tel que le coefficient de ="
est égal a 1. Alors :

max | P(z) |>

ze[—1;1] 2n—1
preuve :voir annexe.

Théoreme 5.4. La meilleure approximation de la fonction f au sens de
Tchebychev est réalisée par le choix suivant :

_a+b n b—a
2 2
ou s;, i = 0,1,...,n sont les racines du polynéme de Tchebychev T, de
degré n+1,que nous avons déja vu dans le premier chapitre a savoir :

T; si, 1=0,1,...,n

21 +1
2n + 2

s; = cos( m),i=1,2,3,..,n

Preuve 5.1. soient xg, 21, ...,x,, (n + 1) — point de I’ intervalle [a,b] et
P,(x) le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux (n + 1) —
couples (x;,Y;)ion, avec y; = f(z;). Il est clair que I’application :

0:[~1,1] — [a, 8]

t—)b_at+b+a
2 2

est une bijective et que :

maz | f(x) — Po(z) [= maz | F(E(t)) = Pu(£(t)) |

z€[a,b] te[-1;1

Sion note part; = (7' (x;),1=0,1,....,n, Q.(t) = P,(£(t)) et g(t) = f(L(t)),
on vérifie facilement que le polynéme d’interpolation de Lagrange as-
socié aux (n + 1) — couples (t;,Yi)i—on, avec y; = g(t;) = f(x;), est égal a

Qn(t).
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Par conséquent, la recherche des points (z;);—o, qui réalisent la
meilleure approximation de f sur l'intervalle [a,b] est équivalente a la
recherche des points (t;);—o, qui réalisent la meilleure approximation
de g sur l'intervalle [—-1,1] .

Etant donné des points ()i, de I'intervalle [—1;1], le polynéme

P(t) = (t —to)(t — t1)on(t — £)

est de degré n+1 et le coefficient de t"*! est égal a 1, d’aprés le lemme
précedent :

1 Tn+1(t)
t—to)(t —t)...(t—tn) |> = = o
Jmaz | (= to)(t = ).t = t) [2 7 = mag | =00

D’autre part, on a :

Tn+1(t> = 2n(t — So)<t — 51)<t — Sn)
avec (s; = cos(3+5

chevT,,,. D’'ou :

7))i—on les (n + 1) racines du polynéme de Tcheby-

maz | (t —1to)(t —t1)...(t — t,) |> maz | (t —s0)(t — s1)...(t — sp) |
te[—1;1] te[—1;1]

Ce qui prouve que les points (s;);—o,, réalisent la meilleure approxima-
tion de g et par conséquent les points :
a+b . b—a
2 2
réalisent la meilleure approximation de f. B

$i,2=0,1,...,n

5.4 Approximation polynomiale

D’apres le théoreme de Weierstrass, a toute fonction continue, il
existe un polynéme P, de degré n, pour n suffisamment grand réalise
une approximation polynomiale de f i.e.

| f—Pnllo<eVe>0

Notation 1)L% (]a,b]) avec 1 < p < 400 désigne 'espace des fonctions
LP-intégrable sur [a, b] avec :

b
/ | f(@) [P w(z)dz < +oo,
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tel que w(x) est une fonction poids sur [a, b].

2)P, désigne l’espace vectoriel des polynomes sur } a coefficients réels
de degré au plus n.

3) Pour deux fonctions f et g de ’espace L2 ([a,b]) , on définit le produit
scalaire < f, g > comme suit :

< fg>= / f@glayu (@)

Théoréme 5.5. La meilleure approximation polynomiale P (z) de de-
gré inférieur ou égale a n dans L2 ([a,b]) d’une fonction f, est unique,
en plus elle est caractérisée par la propriété(nécessaire et suffisante)
suivante :

<f-PM P, >=0
pour tout polynéme P, (x) de degré n.
Corollaire 5.1. La meilleure approximation polynomiale P (z) de de-

gré inférieur ou égale a n dans L2 ([a,b]) d’une fonction f, s’exprime en
terme de la famille de polynémes orthogonaux {¢;};>o sous la forme :

Péw = Z CiPi
=0
avec
<[>
“T< iy bi >
Exemple 5.1. Cherchons la meilleure approximation PM () de la fonc-

tion f(x) = 1—2? dans l'intervalle [—1, 1)) par rapport a la fonction poids
w(z) = (1—3:2)%1. Dans ce cas les polynémes T;(x) sont appropriés, alors

PM(z) = cyTo(x) + e Ti (),

avec
o — < f, Ty > _1
O—<T0,T0>_2
et
< f, 11 >
01:—:
<T1,T1>
d’ou

PM(z) = %To(x) + 0T () = %
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5.4.1 Formule de Lagrange du polynome d’interpolation

Le polynéme d’interpolation de Lagrange est donné par :

n+1

Pa(e) = 3 f(ali(o)

avec
li(z) = I
J=1j#i
Remarque 5.1. {Y,(z)},>0 une suite de polynémes orthogonaux =
Y, (z) admet n racines réels distincts, pour toutn >0 .

Lemme 5.2. Soit Y,(z),., une suite de polynémes orthogonaux, si les
points d’interpolation x1, xs, ..., z,,+1 sont les zéros du polynémes Y, 1 (z),
alors les polynémes [;(x) peuvent étre écrits sous la forme :

Yn-i-l (:L’)
(x — )Y, (@)

Corollaire 5.2. Pour l'interpolation polynomiale aux zéros du poly-
némes de Tchebychev T, (x), les polynémes l;(x) sont donnés par :

Tn—l-l(x)
(x — @) T} 41 (1)

li(x) = avec T, (x;) = (n+ 1)U, (2;),

ou bien

cos(n + 1)0sinb;
(n 4 1)(cost — cosb;)sin(n + 1)6;

li(cosf) =

5.4.2 Formule d’interpolation de Tchebychev

On sait que les polynémes de Tchebychev {T;(x),i = 1,2,...,n} sont
orthogonaux dans I’ensemble des zéros {z;}7Z] de T, (z) dans [—1;1]
,tels que :

(k= Y
r=xp=cos—— k=1,2,3,...n+1 (26)
n+1

le polynéme d’interpolation de Tchebychev P,(x) de la fonction f aux
points x;, s’écrit sous la forme :

39



les coefficient ¢; sont donnés par le théoreme suivant :

Théoreme 5.6. Les coefficients ¢; dans la formule précédente sont don-
nés explicitement par :

2 n+1
= ;f(ﬂ?k)ﬂ(xk)-

Preuve 5.2. Sion suppose que f(x) égale a P,(x) aux points x; , alors
on obtient :

1

flzy) = §COT0(ZE) + Z ¢;Ti(x) (% * %)

1
= §CoT0(ZE) —+ ClTl ([E) + CQTQ(I) + s

multiplions (***) par —2<T;(x;), et en faisant la somme, on trouve :

e D Flan)Ty() = Zcin 1 > Tilan) Ty (),
k=1 i=0 k=1
d’apres la formule d’orthogonalité :
n+1 0 ,i 7é.]
> T Ty(an) = BELi=j#0
k=1 n+1l,i=75=0
on obtient :
2 n+1
;= Ti(xk).
c n+1;f($k) (@)
[ |
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Exemple 5.2. On considére la fonction f tel que : f(z) = sin (3z),

cherchons le polynéme interpolateur de Tchebychev P,(x) de la fonc-

tion f aux points {\/737 %g’ 0},

soit P,(z) tel que :

Pn({[') = §CoT0<I') —+ Z;CZT;(I')
avec
9 n+1
i = 7—‘7, )
c n+1kz:;f($k) (k)

tels que x; sont les zéros du polynéme T, 1 (z) donnés par (29),
on sait que r; = \/7§,332 = %g,xg = 0 sont les zéros du polynéme de
Tchebychev T3(x), donc le polynéme d’interpolation de Tchebychev de
la fonction f aux points {x1,x2, 3} s’écrit sous la forme :

Py(z) = %CoTO(x) + ZCsz(x), (% * *)

avec

pour i = 0, on obtient :

[f(20)To(x1) + f(22)To(xa) + F(23)To(23)] = ;

[GVRI )

Co =

[sm(%\/g + sm(%\@sm(o) =0,
pour i = 1, on obtient :

Lf (z1)To(21) + f(22)To(w2) + f(23)To(23)]

Ccl =

WIN WIN Wl

{sin(%\/g)xl + sm(%\/ﬁm + sm(O)xg}

[sm(z\/g)(g) + szn(%ﬁ)(—?)]
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pour i = 2, on obtient :

e =7 [Sm(%\@)(zxf 1)+ sin(_TW\/g)(ng . 1)]

2 . T \/g 2 . ™ \/g 2
-2 [sm<1¢§><2<7> 1)+ sin(VR(- L) - 1>] —0,

on remplace cy, co, c3 dans (****), on obtient :

Py(z) = iz
2\/3 ™
= Tszn(4\/§)x.

5.5 Séries orthogonaux de Tchebychev

On peut associer a toute fonction f € L2([1,1]) , une série orthogo-
nale en fonctions des polynomes de Tchebychev i.e.

f(z) ~ —Co¢0 +ZCZ¢Z

tel que
¢i(z) = T;(z), Ui(x), Vi(x) ou bien W;(x),
et
< f7¢z > .
i = ————,Vi >0,
¢ < @i, P; > '
avecC

NI
N}\H

w(zr) =(1-— ZL‘2)_71,OU, bien(1 — xQ)%,ou bien(1+ x)2(1 —z)2 z Jou(l +x)2 (1 — )2,

le type de série de Tchebychev dépend de choix d’un polynéme de Tche-
bychev a savoir T;(z),U;(x),Vi(x) ou W;(z).

Exemple 5.3. La série orthogonale de Tchebychev de la premiére es-
peéce d’une fonction continue f est donnée par :

flz) ~ _COTO +Zcm —c0T0< )+ e Ti(z) + ...,
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tels que

< f.T;> .
Ci <E7T>7VZ_07
/ F(2)Ti(2)(1 — 22) 2 da, Vi > 0.

En particulier, si f(z) =

>1|L\3

>l|[\:>

pour i=0 on obtient :

d’ou

/1 — 22 alors

/1—x% (2)(1 — 22)Z da,¥i > 0

TZ Ydx, Vi > 0,

1— a2~ —CoTo(.CC) -+ ClTl(x) + ,
2 4 4
~ —Ti - — - —T —
m o) 3T >(2) 157 1(@)



Pour f(z) = arccos(x),

1

2 -1
ci = —/ arccos(x)Ty(x)(1 — 2°) 2 dz, Vi > 0
TJ-1
2 (! d
= —/ arccos(x)T;(x) (—M) dx,¥i > 0,
™) dx

posons x = cost) , on obtient :

C; =

2/ OcosifdO, Vi > 0,
0

™

pour i = 0, on obtient :

™

2 U
co = —/ Ocos00dl =, 1,
0

par conséquent

2 1 "
= —— ({——,cos(i@)} ) Vi > 1,
i i 0

pour i = 3, on obtient :

o2 ([ o] ) =2 by

d’ou
1
arccos(x) =~ EcoTo(x) +caTi(z) + ...,
T 4 4
~ IT0(@) = 2Ty () — —Ty(z) —
5 o(x) - 1 () I 3(2)
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6 conclusion

Le choix de ce theme n’est pas fortuit, il a pour ambition d’acquérir
le maximum de connaissances concernant cette famille de polynomes
et ces applications dans tous les domaine de mathématiques et phy-
sique en utilisant les nouvelles techniques de modélisation introduites
ces dernieres années.

Ainsi dans ce travail de mémoire de fin d’étude, nous avons fait une syn-
these au sens de montrer d’une part le role des polyndémes classiques
liés au résolution des équations différentielles et des propriétés spéci-
fiques de cette famille de polynémes .

D’autres part,nous avons met I’axone dans le cadre de l'interpolation
linéaire.

Enfin,la faiblesse des polynémes de Lagrange(ajouter un point c’est re-
vient a changer la base de Lagrange est dépassé par le choix des poly-
némes de Tchebychev(corollaire 5.2)).
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Annexe

Preuve de la proposition (2.1)

Preuve 6.1. Soient m,n € N tels que m # n,
on a par définition :

cos(nf) = T,,(x) = cos(narccosx),—1 < x < 1,

etona:

1 1
/ T (z) T (x)(1 — x2)%ldx = cos(narccosx)cos(marccosx)(1 — x2)%1dx

1

dx

/_1
1
—d
/ cos(narccosx)cos(marccost) <M) dx.
-1

Si on pose :

0 = arccosz,
alors l'intégrale devient :

/ T ()T (z) (1 — xz)%ldx = —/ cos(nf)cos(m@)do

1
0
1
— / 3 [cos(m — n)O + cos(m + n)0] dO

= 0, pour m # n,

pourm=n,ona:
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/_1 T2 (x)(1 - xQ)%ldx /1 0s*(narcosz)(1 — 3;2)%1613;

/ <da7“003x>
*(narccos) dx
dx
/ cos? (nd)do

(2n0) + 1
/cosn—i—de

/ 1d0

l\'.)l»—l

O |

d’ou

/_ L) () (L~ 2%) P e =

1

Preuve de la proposition (3.1)

Preuve 6.2. Soient m,n € N tels que m # n,
on a par définition :

sin(n +1)0

5in(0) = Up,(x), avec x = cosb,

etona:

/_Un(x)Um(x)u—x?)%dx:/_(1—352)21(1—x2)%Un(x)(1—a:2)%Um(w)dx

1 1

B /_1 (%) Un(2)Un(2)(1 — 2°)da.

1
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posant x = cosf, on obtient :
! ) 0 do
/ Un(2)Up(2)(1 — 2%)2dx = —/ d—Un(cos(H))Um(cos(G))(l — cos*(0))dx
-1 s x

__ / Un(cos(0))Upn(cos(0))(1 — cos*(0))d6

_ /0 (sin(n + 1)8sin(m + 1)0)(1 — cos*(f))

sin?(0) 40

= — /O(Sin(n + 1)0sin(m + 1)6)do,

puisque,sin(a)sin(b) = 1[cos(a — b) — cos(a + b)], alors

M=

/_1 Un(2)Up(2)(1 — 2%)2da = —/ % [cos(n —m)0 — cos(m +n + 2)0] dO

=0,stm # n,

pourm =n, ona :
1 1 1 —1 1 1

/ U2(z)(1 — 2*)2dz = —/ (1—2%7= (1 —2%)2U2(z)(1 — 2%)2dx
-1 -1

1
_ /1 (d“gjsx) U2(z)(1 — 22)2dx,
posons = = cos(6), on obtient :

/U 2)(1 - 2?)

N

B do )
de = /7r dIUn<COSQ 1 — cos™(0))dx
_ 2
= /7r @) 1 — cos*(0))db
—/ sin®(n + 1)0d0

I
0 sin?(n + 1)0<
)

0
1—008 (n+1)8)do

70
1d9+/ 1+ cos( 2(n—|—1))6’d9



d’ou

Preuve de la proposition (3.6)

Preuve 6.3. Soient m,n € N tels que m # n,
ona:

=
NI

/ V@)V (2)(1 + ) (1—:v)_21dx:/ (1= 22)3 (14 2)5Va(@)(1 + 2) Vi (2)dz

1 1

posant x = cosf, on obtient :

1 1
(1 —i—x)% = (1 —i—cos@)% = (20052(2) )% \/_cos 0 = (1 +x)% = \/500850

car

1+ cosf
2 b

1
2
Vg =
cos (2)

donc

/ Vol z)(1+ )

N

1
(1—x)21da::—/ (M) w(cos (6 ))\/_cos 0
-1 dx
* Vm(cose)\/icosiedx
T 1
:2/ cos(n + 2)9003(m+ )9d9
0

= /ﬂ[cos( m)f + cos(m +n + 1)0]df

= 0, pourm # n,
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pourm =n,ona :

/_1 V2e) (14 2)4 (1 —2) 7 do = — /1 (dm’;#) V2(2)(1 + 2)de

1

/ V2(cosh)(1 +0030)d6
0
™ cos?

(1 + cost)db

0 0032

2 / 6032( )0d0

:2/ 1+COS(2H+1)0d6
:/ d¢9+/ cos(2n + 1)0do =,
d’ou
/V 2)(1+2)2(1 — 2)7 dz = T
]

Preuve de la proposition (3.11)

Preuve 6.4. Soient m,n € N tels que m # n,
ona:

/W 2)(1 - )

posant x = cosf, on obtient :

1

(1+2)7ds = / (1—2%)7(1—2)

-1

Wi (2) W (2)(1 — 2)2dz,

[SIE
[SIE

NI

1 1 1
(1-— x)% =(1- 0039)% = (25in2(§)9) = \/552’750 = (1-— :L‘)% = \/552'750

car

1 — cosf
2 )

1
sm(2)9
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donc

/ W ( 2)(1—2)2(1+2)7 de = —/_11 (dar;#) w(cos (0 ))\/_3271 0
* Wm(COSG)\@sin§9dw

= 2/ sin(n + ;)Qsm(m + )9d0
0
= / [cos(n —m)0 — cos(m +n + 1)6]df
0
= 0, pourm # n,

pourm =n,ona :

1 _ Lrd
/w2 -0+ Fde=- [ (T*”) W2(z)(1 — 2)ds
-1

:/ W?2(cos)(1 — cosf)df
0

T i 1 0
:/ sin’(n +5)f (1 — cos)do
0

sin®(3)0
T 1
= 2/ sin*(n + =)0d
0 2

/ (1 —cos(2n +1)8)d6

/ 1dO — / cos(2n + 1)0do =,

/ W (2)Win(2)(1 + 2) 7 (1 — 2)3d = 76,

d’ou

Preuve du Corolaire (4.1)
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Preuve 6.5. 1)Par définition :

_ L . )
1 [cos(n + %)QSm%@ + Cos%@sin(n + %)6
T2 i cos%@sin%& ]
1 [ sin(n+1)6
T2 _2 stnb ]
sin(n +1)0
B sinf
= U,(z).
2)Par définition :
sin(n+1)0  sinnf
Un(@) = Un-s(@) = (sz'nﬁ e sind
2cos(n + $)0sin36
a sinf
car

1 1
sin(n + 1) — sinnf = 2cos(n + 5)952’7159,

et puisque
0 — 9gint 1
sind sm2900529,
alors
cos(n + 1)6
Un(a) — Upa(o) = 20 F 2)
cosz0
d’ot
Vo(z) = Up(x) — Up—1 ()
3)Par définition :
_sin(n+1)0  sinnd
Un(@) + Una(w) = sinf * sinf
_ 2cosz0sin(n + 3)0
stnb
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car

1 1
sin(n + 1)0 + sinnd = QCosﬁesin(n + 5)6’,
et puisque
sinf = 2sin—0cos—0,
2 2
alors
sin(n + £)0

sinz0

d’ou

4) On a d’une part :

V() + Vo1 () = Up(x) — Up—q(z) + Up—q(z) — Up—2(2),

car
Va() = Un(x) = Una (),
et puisque
Un(@) — Upa(z) = 2T, (2),
alors

Va(x) = Vo (z) = 2T, (2),
et d’autre part on a :
Wy (z) + Wyh1(z) = Up(z) + Up_1() — Up—1(z) — Up—a(x),
donc
W) = Wi () = 2T, (a),
d’ou

Vo(x) + V() = Wi(x) — Wi (x) = 2T, (x).
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5)Par définition :
cos(nl) = T,,(x), avec x = cosb,

alors

dT, ()  dT,(z)

- dx
1
nsinn D
B nsin nb
7 sind
=nU,_1(x).

6)On a par définition :

sin(n+1)0  sin(n—1)0
Un(w) = Unalz) = sind B sind

~ 2cos nBsint

sind
= 2cos nb
= 2T, (x).
d’ou
Un(x) — Up—a(x) = 2T, (x) Yn > 2.
[ |

Preuve du corollaire (4.2)

Preuve 6.6. a) Soit u = cosi0, alors

Ty, (u) = cos(2n arccosu)
1
= cos(2n(§9))

= cosnb ,avecr = cosb,

d’ou

T (z) = Ton(u).
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b) Soit u = cos30, alors

1 _
5“ 1U2n+1(u) =

—_

sin(2(n + 1)arccos cos0)

>

sin(arccos cos30)
1 sin(n+1)0
003%9 sz’n%@
sin(n+1)0
Los%@sm%@}
1 [sin(n+1)0
[ ]
sin(n+1)0
sind
sin(n +1)0
sind
= Up(z),avecx = cosb,

Q

QS

»
N[+

N = N = N =

1 .
5 sinb

d’ou
1

Un(l’) = Eu_lUgnH (U)

c) Soit u = cos10, alors

1
u Ty (u) = cos ( (2n + 1)arccos 60529>

0818

= 2n +1)=
00319 < n >
B cosy QCOS < )

= V,.(z), avecx = cosb,

d’ou

Vi) = u™ My ().
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d) Soit u = cos%@, alors

n((2n +1 30
Uy (1) = sin((2n + 1)arccos cos30)

sin(arccos cos30)
sin((2n +1)10)
sinz0
sin(n + 3)0
sinz0

= W,(x), avecx = cosb,

d’ou

Preuve du Lemme (5.1)

Preuve 6.7. : on pose :
T.(z)
2n—1

Les points extremums (z},)x—o ., de T,, vérifient :

Q) = P(x) -

l=xy>a)>..>2, =-1
Si on suppose que :
e € 40,1, eom — 11/Q(a1) Q) = 0
on obtient I'existence de k € {0,1,...,n — 1} tel que :

(_1)k (_1)k+1

Qla}) = Pla}) = S 2 06t Q) = Platy) = o i 2 0
ou
’ ’ (_1)k ! ! _1)k+1
Q(xy) = P(x),) — on—1 < 0et Q(wyyq) = P(w)4q) — on—1 <0

Si k est un entier pair, alors :

P(zy) =

2 FOUP(%H) S —
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Si k est un entier impair, alors :

1 —1
P(x)4,) > on1 OU P(z)) < i

Dans tous les cas, il existe i € {k,k + 1} tel que :

1
| P@) 12 5y

Si on suppose que la proposition (26) est fausse, alors :

Vi e {0,1,....,n—1}/Q(z},)Q(x) 1) <O

Dans ce cas, la fonction continue Q)(z) change de signe n fois dans l'in-
tervalle [—1,1] , donc elle possede n racines dans l’intervalle [—1,1].
D’autre part,()(x) est un polynéme de degré inférieur ou égal a n-1, car
le coefficient de x,, du polynéme de Tchebychev T, est égal a 2"~! D’ou :

T,
Vo € R, Q(z) = P(z) — Qn(_‘? =0
ce qui donne :
T, (x 1
Maxze-1;1) | P(x) |= mazye—1,1 | 2n<1> |= T

Dans les deux cas, on a ce qu’il faut pour démontrer le lemme.
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