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INTRODUCTION

En ce début du XIXe siecle, il est si naturel de penser que les solutions des
équations sont des < racines >, construites par extraction de < racines >, qu’on
les dénomme ainsi. La question, cependant, reste lancinante : quelles sont les équa-
tions dont les solutions s’expriment par des radicaux (c’est-a-dire par extraction de
racines) 7
Abel a montré que 1’équation générale de degré 5 ne se résout pas par radicaux. Ce
résultat sonne-t-il le glas de I'algebre en tant qu’art de résolution des équations?
En mai 1829, un mois apres la mort d’Abel, Galois adresse a I’Académie de Paris
un mémoire ou il propose un critére de résolubilité des équations; ce critéere permet
de savoir quand une résolution est possible et pourquoi. L’algebre n’a pas dit son
dernier mot !

Galois précise : < Il [Abel] n’a rien laissé sur la discussion générale du probleme
qui nous a occupé. Car une fois pour toutes, ce que notre théorie a de remarquable,
c’est dans tous les cas de répondre oui ou non. > Sur les traces de Lagrange, Galois
s'intéresse aux relations entre les solutions d’une équation et aux permutations des

solutions qui conservent ces relations. Combien en existe-t-il? Galois montre que

4
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si le nombre de ces substitutions peut étre suffisamment réduit, I’équation est ré-
soluble par radicaux. Pour arriver a ce grand résultat, Galois combine les travaux
de Lagrange sur la résolution des équations et ceux de Cauchy sur les < groupes
> de substitutions, en une théorie infaillible et puissante donnant les conditions de

résolubilité des équations par radicaux.
Histoire de la résolution des équations
Equation de degré 2

ax® +bx+c=0 (1)

avec a,b,c € Cet a #0

On divise I’équation (1) par a on obtient I’équation :

:1:2+p:1:+q:0:>(:17—x1)(:17—x2):0

Donc x1 + x5 = —p et 129 = ¢
On considere la fonction : y = xy — z9 qui n’est pas symétrique en z; et x5, mais

dont le carré l'est :
?JQ = (21 — 1’2)2
= :U? — 21179 + x%
= (21 + 19)? — 42119

=p’—4q

D’ou les formules bien connus :

y==+vp*—4q

1
Ty, Ty = 5(—pi V2 —4q)

Equation de degré 3
Formule de Cardan :
Soit équation : az® + Bz + vz +§ = 0 avec a # 0.

On divise , on pose z — x + £, on obtient I'équation :
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23+ pr+q=0.

On cherche une racine sous la forme z = u + v. Donne
(u+v)P+plu+v)+q¢=0&u®+ 03+ (u+0v)(Buv +p) +¢=0.
Ca se simplifie si on impose 3uv = —p et u® +v3 4+ ¢ = 0.

Donc si u,v vérifient :

w403 = —q
w = —£
On pose y = u® et z = v3, on obtient
y+z = —q
yr = —L
27

Si S =y+zet P=uyz, alors u et v sont solutions de '’équation X? — SX + P = 0,

3 2
donc :y=—2+4/5% %

Equation de degré 4

L’équation du 4™ degré fut résolue en 1540 par Ferrari et sa solution repose sur
la méthode de Cardan dont il était d’ailleurs 1’éleve.
On cherche a résoudre I’équation 2* = pz? + gz +r. Comme pour I'équation de degré
3, un changement de variable permet de ramener toute équation du quatrieéme degré
a une équation de cette forme-la.
L’idée de Ferrari consiste a rajouter un parametre supplémentaire t en écrivant que
zt = (2% + t)? — 22% — t2. On obtient alors (2% +t)? — 22% — t? = pz? + qx +r ou
encore (2% +t)* = (2t + p)x? + qr + (£* + 7).
On choisit alors une valeur de ¢ convenable de telle sorte que la quantité (2t +p)x? +
qz+ (t*+7) se factorise sous la forme (ax+ 3)%. Or, dire que az? + bz + ¢ se factorise
sous la forme (ax + (3)? revient & dire que son discriminant b? — 4ac est nul.
Dans notre cas, la condition sur ¢ est donc ¢? —4(2t + p)(t*+r) = 0. Ceci donne lieu
a une équation du troisieme degré en t. Pour la résoudre, Ferrari utilise la méthode
de Cardan. Il trouve alors t et «, 8 sont exprimés par radicaux en fonction de p, g
et r.

Comme A? = B? équivaut & A = £B, on en déduit que z vérifie 'une des deux
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équations suivantes
2?4+t = azr+p
'+t = —axr+f

de degré 2 que 'on sait résoudre par radicaux. On en déduit que I’équation de degré

4, 2* = pa® + gz + r est résoluble par radicaux.

Equation de degré 5

Ona: (2°—2) = (z — 21) (2 — 22)(x — 23)(x — 24)(x — x5) oW 7 = V2exp(iZX)
Donc 2° — 2 = 0 est une équation "résoluble par radicaux'.
En revanche nous verrons plus tard que I'équation 2° —x — 1 = 0 n’est par résoluble

par radicaux.



CHAPITRE 1

Préliminaire

1.1 Groupes

1.1.1 Groupes symétriques

Définition 1.1. ([4], Définition 3.1, page 10)
Soit X un ensemble non vide. Une permutation de X est une bijection o : X —
X. On note Sx l’ensemble de toutes les permutations de X.

Dans le cas ot X = {1,...,n}, on écrit S, au lieu de Sx.

Notations
- S, est dit le groupe symétrique d’ordre n.
- Une permutation o € S, telle que o : ¢ — o(i) est notée
1 2 ... 0n
7= (0(1) o(2) ... a(n))
L’ordre des colonnes n’est pas important.

On peut écrire la méme permutation sous la forme
o 4 no ... 2
\o(4) on) ... o(2)
Ainsi, I'inverse de o peut s’écrire

(o) o2 ... o(n)
= ( )

1 2 n

Pour alléger les écritures, on notera, pour tout couple (o,v) d’éléments de S,,, o@)
a la place de o 0. On parlera de produit de deux permutations plutét que de com-

position de deux permutations.
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Exemple

3

1 2
1 4

4 5
3 o 2

— N
N Ot

1) La permutation o = ( i ) s’écrit également o = (

wW =
[SA R
N——

En outre son inverse est
071_12345_31452
~\2 513 4) \1 2 3 4 5)
2) Le produit des deux permutations o; = (;) i i) ;l) et o9 = (1 23 4)

1 2 3 4
eSt0'10'2: 9 1 4 3/

Proposition 1.1. ([4], Proposition 3.3, page 11)

La cardinal de S,, est n!.

Preuve. Soit S, 'ensemble des permutation de {1,...,n}. Il est clair que pour
établir un bijection de {1,...,n} sur lui méme, il suffit d’envoyer 1 sur n’importe
quel élément de {1,...,n}, ainsi on a n possibilité. Par contre pour 'image de 2,
une fois 'image de 1 est fixé, on n’a que n — 1 possibilités. Ainsi de suite, on n’aura

qu'un seul choix pour I'image n. Donc |S,| = n!. .

Définition 1.2. ([4], Définition 3.4, page 11)

Soient iy, ... ig,1 < k <n des éléments distincts de {1,...,n}. Le k-cycle (i, ..., ix)
est la permutation o € S, telle que o(i) = 431 pour 1 <1 < k—1, o(ix) = 11 et
o(j) =7 pour j & {i1,...,ix}. Si k > 2, 'ensemble {i,...,ix} est le support du

cycle. On dit que k est sa longueur.

Remarque
1) Un cycle de longueur deux est une transposition.
2) Les cycles (i1, ... k), (ig,.. .0k, 81) 5.y (g, 01,...,9%_1) sont identiques.

3) Soient ¢ une permutation et ¢=(i1, .. ., ;) un cycle. Alors cco™ = (o (i1), ..., 0(ir)).

Définition 1.3. ([4], Définition 3.5, page 12)
Le support d’une permutation o € S,, est l'ensemble des 1 < i < n tels que o(i) # i.

On le note supp(o).

Proposition 1.2. ([4], Proposition 3.6, page 12)

Deux permutations a supports disjoints commutent.
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Preuve. Soit o et ¥ deux éléments de .S,,. Soit ¢ compris entre 1 et n. Si ¢ appar-
tient au support de o alors o (i) appartient au support de o car si o(o(7)) = o(1)
alors o (i) = i. D’ot, puisque les support de o et ¢ sont disjoints, o (i) n’appartient
pas au support de 1 et par conséquent oi(i) = o(i) = ¢o(i) si i appartient au
support de 1.

Si ¢ n’appartient ni au support de o ni au support de ¢ alors o(i) =i = vo(i). u

Exemples

1) (1,3,4)(1,2,5):(1,2,5,3,4)2(; ? Z 411 g)

. 1 2 3 45 6
2) SIO'—<1 36 4 9 5),alors supp(o) = {2,3,5,6}.

Définition 1.4. ([4], Définition 3.7, page 12)

Soit o € S, Uordre de o est le plus petit entiers p € N* tels que o? = id.

Notation

Si 7 € .5, est une transposition alors l'ordre de 7 est 2.

Exemple

Cherchons l'ordre de o = (411 g g g g )

comert= (1 353 (11D (2810
(513 i il)) ;l g) ,0% =1id, il résulte que o est dordre 6.

Proposition 1.3. ([3], Proposition 4.14, page 76)

Tout élément de S, peut se décomposer en un produit (commutatif) de cycles de
support disjoints, cette décomposition est unique a [’ordre pres.

Exemple

(123456
~\1 36425

= (1,3,7)(6,9)(2,4,8).

) — (1,3,7)(2,4,8)(6,9) = (6,9)(1,3,7)(2,4,8)

Corollaire 1.1. ([3], proposition 4.14, page 76)

Tout p-cycle de S, est égal a un produit de transposition



1.1. GROUPES 11

Preuve. D’apres la proposition 1.3, il suffit de montrer qu'un cycle est produit de

transposition. Mais il est facile de voir que :

(ivig .. .ix) = (ivio)(inis) - . . (ip—2ip—1) (ir_1ir). X

Exemple

(12345678 C Sberir
= \7 5 6 4 3 2 8 1)PbeutoeEe
6

o=(1,7,8)(2,5,3,6) = (1,8)(1,7)(2,6)(2,3)(2,5).

Définition 1.5. ([5], Définition 5.3.1, page 20)

Soitn = 2 un entier. Pour toute permutation o € S, on appelle nombre d’inversions
de o lentier

I(0) = card{(i,7) € {1,2,...,n}?i<j et o(i)>oc(j)}

On appelle signature de o ’entier valant +1 ou -1 défini par : e(o) = (=1)1().

o est dite paire (resp. impaire) si e(c) =1 (resp. (o) = —1).

Exemple

1) Si 7 est une transposition de S, on a (1) = —1.

2)Sioy = <; ?) i ;l ?) =(1,2,3,4,5), alors I(0y) =4 et £(01) = 1.

Proposition 1.4. ([5], proposition 5.3.3, page 21)
1) Soient x1,...,x, des éléments d’un anneau commutatif unitaire. Pour tout o €
Sp, on a

T @ow)—20p) =€) J[ (xi—=)). (1.1)

1<i<j<n 1<i<j<n

2) La signature € : S,, — {—1,+1} est un morphisme de groupes : on a €(id) = 1 et

e(or) = e(o)e(T).

Preuve. Les facteurs des deux produits sont les mémes au signe pres et on vérifie
que ce signe est €(0).
On applique la relation (1.1) une premiere fois avec des z; distincts dans Z et o(S,,)

et une seconde fois avec les y; 1= z,(;) et 7 € S,,. i
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Remarque

La proposition 1.4 permet de calculer facilement la signature d’'une permutation une
fois qu’elle est décomposée en produit de cycles. Tout d’abord, un r-cycle est produit
de r — 1 transpositions, donc sa signature est (—1)""!. Ensuite, s’il est un peu long

de calculer le nombre d’inversions de la permutation.

1.1.2 Groupes quotients

Définition 1.6. ([2], Définition 0.1, page 11)
Soit H un sous-groupe d’un groupe G. On appelle classe a gauche de un élément
a € G relativement a H le sous-ensemble aH = {g € Glg = ah, h € H} et on

définit de méme les classes a droite Ha. Les classes a gauche forment une partition

de G. Leur ensemble est noté G/H.

Notations :
e G/H n’est pas un groupe en général.

e Le cardinal de G/H est appelé l'indice de H dans G et noté |G : H].

Définition 1.7. ([2], Définition 2.1, page 13)
Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est dit distingué dans G si et seulement

siVge G, gHg ' = H.

Théoréme 1.1. ([2], Théoreéme 0.2, page 11)
Soit H un sous-groupe distingué de G. L’ensemble quotient G/H est un groupe pour

la loi (Z,y) — Ty ou Z désigne la classe de z.

Preuve. 1) La correspondance
¢:(G/H)> - G/H
(z,9) > Ty

est bien une application. En effet, soient 2,1y’ € G tels que T = a2’ et §j = 3. Nous

avons : T =a = sz ' € Het § =19y = y'y~ ' € H. Compte tenu du fait que

'y (zy) ™t = Yy e = PN (wy'y ) et du fait que xy'y 'z € H, il en

résulte que 2’y (zy) ™! € H et ainsi 7y = 2'y/.
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2) L’associativité est facile, en effet si Z est une troisieme classe, on a : z(yz) =

T(yz) = x(yz) = (2y)z = (7yz) = (Ty)z. L’élément neutre est 1 = H. L’inverse de

la classe de x est la classe 71, Ainsi, G/H est un groupe. 1

1.2 Polynémes symétriques et discriminant

Définition 1.8. ([9], Définition 6.10.1, page 209)
Un polynome P est dit symétrique si P(Xy(1), ..., Xow) = P(X1,...,Xy) pour

tout o € S,,.

Exemples
V X1+ Xy et X2 +4X, X, + X3 sont des polyndmes symétriques en deux variables.
V XEXo + XEX3+ X X2+ X X2+ X2 X5+ Xo X2 est un polynome symétrique en

trois variables.

Définition 1.9. ([9], Définition 6.10.2, page 210)
Dans A[Xq, ..., X,] les n polynomes ¥, (1 < p < n) définie par :
Xy = Zl<i1<...<ip<n Xiy ... X;, sont symétrique et portent le nom de polyndmes

symétriques élémentaires.

Exemple

1) Pour n =1, ¥ = Xj.

2) Pour n =2, 31 = X; + X5 et o = X5 Xo.

3) Pour n =3, 1 = X1 + Xo + X, 5o = X1 Xo + X1 X3 + Xo Xy et ¥y = X1 X X5

Définition 1.10. (][10], Définition 3.5.1, page 31)

Soit K un corps contenu dans un corps algébriquement clos ). Soient F' et G deux
polynomes de K[X] de degrés m et n respectivement. On suppose que F(X) =
allicicm(X =) et G(X) = b][1<;c,(X — i) dans C[X]. On appelle résultant des
deux polynomes non nuls F et G le produit : Res(F, G) = a"b™ [ [, 1<jen(Ti—Vi)-

XU,

Si F =0 ouG =0, on pose Res(F,G) = 0.

Remarque

a) Le résultant de deux polynomes de K[X] est nul si, et seulement si, les deux
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polynoémes ont une racine commune dans (2.

b) Le résultant de deux polynémes non nuls de K[X] est un élément de K et 'on
a:

Formule (1) : Res(F,G) = a" [[,;c,, G(x:)

Formule (2) : Res(G,F) = (—1)""Res(F, Q)

Formule (3) : Res(F,G) = (—1)""bm~%9(%) Res(G, R)

si la division euclidienne de F' par G donne F' = GQ + R, deg(R) < deg(G); si
R =0, on a Res(F,G) = 0.

Formule (4) : Res(F,b) = b™ pour un polynéme constant b.

Définition 1.11. ([10], Définition 3.6.1, page 33)
Soit K un corps contenu dans un corps algébriquement clos Q2. Le discriminant D(P)

d’un polynome non nul P de K[X] de degré n et de coefficient dominant a est :

n(n-1) ,
D(P):(_l) 2 fes(P,P).

Proposition 1.5. ([10], Proposition 3.6.2, page 33)
Le discriminant D(P) d’un polynéme non constant P est un élément de K, nul si et

seulement st P a une racine de multiplicité supérieure ou égale a 2 dans 2.

Preuve. Le fait que D(P) € K résulte de (Remarque a)). Le discriminant de P,
qui est le résultant de P et de P’ est, d’apreés (Remarque b)), nul si et seulement si P
a une racine commune avec P’ dans €2, ¢’est-a-dire si P a une racine de multiplicité

supérieure ou égale a 2 dans ). 1

Lemme 1.1. On a les propriétés suivantes :
1) D(aX?+ bX + ¢) = b* — 4ac.

2) D(X3 4+ pX +q) = —4p® — 27¢%.

8) Si F(X) =al],c;,,(X — ), alors

D(F) = a2n72 H1<i<j<n(xi — I’j)2.

Preuve. 1) Si z; et 2o désignent les racines dans C de aX? +bX + ¢, on a :
D(aX? +bX + ¢) = —(2az1 + b)(2axs + b) = —4a*(£) — 2ab(—2) — b* = b* — 4ac.
2) Puisque \/% , —\/% sont les racines de 3X2 + p alors

D(X3+pX+q) = —Res(X3+pX +q,3X*+p) = —27[(\/%)3+p\/%+q][(\/%)3—
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P+ = 272"\/ +q 2”@/ +q _4p — 2742

3)Ona D(F)= ()" Res(RF) _ " Thcicn F' (@)

= (=1

a a
=a? H1<i<j<n(xi - xj)2

a? H1<z<n( H1<z<n,]7éz( :E]))
compte tenu des @ changements de signes a faire dans le produit. 1

n(n—1)
2

Polynomes a coefficients réels

a) Polyndémes du second degré

Soient a, b et ¢ des réels. On a D(aX? + bX + ¢) = b — 4ac = a*(xy — x)? on 7 et
2o désignent les racines dans C de aX? + bX + c. Si 21 et 25 sont réelles distinctes,
alors b? — 4ac > 0; si x; et x5 ne sont pas réelles, elles sont conjuguées dans C et
T, — T est un imaginaire pur et b? — 4ac < 0.

b) Polyn6émes du troisieme degré

Soient p et ¢ des réels et notons a, b, ¢ les racines de X2 + pX + ¢ dans C. On a :
D(X3 4+ pX +q) = —4p* — 27¢> = (a — b)*(a — ¢)*(b — ¢)*.

Si les trois racines sont réelles distinctes —4p® —27¢2 > 0, c’est le cas irréductible. Le
second cas est celui ou deux des racines, disons a et b, ne sont pas réelles mais sont
conjuguées dans C; a — b est alors imaginaire pur et son carré est négatif; (a—c)? et
(b—c)? sont conjugués et leur produit est strictement positif donc —4p® —27¢2 < 0.

Ces résultats sont résumés dans le tableau 1.1.

D>0 D <0
Degré 2 | 2 racines réelles 2 racines non réelles conjuguées

Degré 3 | 3 racines réelles | 1 racine réelle, 2 racines non réelles conjuguées

TABLE 1.1 — Racines réelles et signe du discriminant.



CHAPITRE 2

Extensions de corps

Définition 2.1. ([6], Définition 1.8, page 18)
Soit K un corps. On appelle extension de K tout corps L contenant un sous-corps

isomorphe a K.

Remarque ([7], Remarque 2.2, page 31)

e Si K est un sous-corps de L, alors L est une extension de K (considere I'injection
canonique ¢ : K — L).

e Réciproquement un homomorphisme de corps ¢ : K — L est forcément injectif.
Par conséquent, le sous-corps K’ = ¢(K) de L est isomorphe a K. Identifiant K et
K’, on peut donc dire que K est un sous-corps de L.

e En conclusion, aux notation abusives (bien pratique) pres :

L est une extension de K <= K est un sous-corps de L.

Exemple

e C est une extension de R, R est une extension de Q.

e Q[v2] = {a + bv/2|a,b € Q} est une extension de Q.

Définition 2.2. ([7], Définition 2.5, page 32)
Soient K un corps et L une extension de K. On appelle degré de [’extension L de

K (ou L/K) et on note [L : K], la dimension de L comme K-espace vectoriel :

IL: K] = dimgL.

16
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Remarque ([7], Remarque 2.6-2.7, page 32)

e Pour une extension L de K,ona: [L: K]=1<+<= K = L.

e Le degré d'une extension peut étre fini (par exemple [C : R] = 2) ou infini (par
exemple [R : Q] = 400 car Q est dénombrable et R ne I'est pas, autre exemple :

[K(X): K] = +00).

2.1 Extensions algébriques, Extensions transcen-
dantes

Définition 2.3. ([1], Définition 11.1.1, page 271)
Soit L/K wune extension de corps. Un élément o de L est algébrique sur K s’il

existe P(X) € K[X] tel que P(a) = 0.

Définition 2.4. ([1], Définition 11.1.3, page 273)

On dit que L est algébrique sur K si tous les élément de L sont algébrique sur K.

Définition 2.5. ([1], Définition 11.1.4, page 275)

On appelle nombre algébrique tout nombre complexe algébrique sur Q.

Exemple

V2, V2, exp(%ZT) sont des nombres complexes algébriques sur Q.

n
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Définition 2.6. ([1], Définition 2.4, page 26)
Soit L/K une extension de corps et soient x1,...,x, des éléments de K. On pose
Klzy,...,zn) ={P(x1,...,2,) | P € K[Xy,...,X,]}, c’estle plus petit sous-anneau

de L contenant K et x1,...,x,.

La proposition suivante, est ’outil qui permet de ramener 1’étude des éléments al-

gébriques a ’algebre linéaire.

Proposition 2.1. ([3], Proposition 6.8, page 133)
Soit L/K une extension de corps. Un élément x de L est algébrique sur K si et

seulement si le K-espace vectoriel K[x] est de dimension finie.

Preuve. Supposons x est algébrique sur K, donc x est racine d’un polynoéme
P(X)=X"+a, 1 X" '+ ...+ a9 € K[X]. Alors 2" s’exprime comme combi-
naison linéaire & coefficients dans K de z"7',...,x,1. On vérifie, par récurrence
sur m, qu’il en est de méme pour toutes les puissances x™, donc pour tous les élé-
ments de K|[z].

La famille & n éléments (z"1,..., x,1) engendre donc le K-espace vectoriel K|x],
de sorte que dimg L[z] < n.

Inversement, supposons dimg L{z] < n < co. Alors, la famille a n + 1 éléments

("1 . .. x,1) est liée.
Il existe donc ay, . . . , a,, des éléments de K non tous nuls tels que P(x) =Y a;x" =
0. D’ou x est algébrique sur K. i

Corollaire 2.1. ([3], Corollaire 6.9, page 135)
Soit L/ K une extension de corps. Si L est un K -espace vectoriel de dimension finie,

alors Uextension L/ K est algébrique.

Preuve. Ils’agit de montrer que tout élément x de L est algébrique sur K. L’espace
vectoriel K[z] est un sous-espace vectoriel de L, donc est de dimension finie. La

proposition permet de conclure. 1

De méme, si x est algébrique sur K, tout élément y de K[x] est algébrique sur K

d’apres la proposition, puisque K[y] est un sous-espace vectoriel de K|z].
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Proposition 2.2. Soit L/K une extension de corps. Si x € L est algébrique sur K,

Uanneau K[x] est un corps, extension algébrique de K.

Preuve. Soit y un élément non nul de K[z]. On vient de voir que y est algébrique
sur K. Choisissons un polynéme P(X) = > " ja; X" € K[X] non nul de degré n
minimal vérifiant P(y) = 0 c’est-a-dire :

Ay + a1y L+ ay 4+ ag = 0.

Si ag était nul, on aurait a,y" + ... +ay =0, dou a,y" ' +...+a =0,
contredisant la minimalité de n. On a donc ag # 0.

En divisant par y, on tire de 'équation a,y™ + ...+ a1y + ap = 0, la formule dans

L :
_ ay" + ... +a
y =~ ” e Kly| C Kla).

On a donc montré que l'inverse y~' de y dans L est bien dans K[z], qui est ainsi un

COrps. 1

Exemple :
Considérons le réel v/2 algébrique sur Q. Alors Q[v2] = {a + bv/2|a,b € Q} est

bien un corps; cela résulte de la formule

1 a b
= — 2.
a+by2 a®—2b? aQ—QbQ\/_

Définition 2.7. ([1], Définition 11.2.1, page 276)
Soit L/K une extension. Un élément de L qui n’est pas algébrique sur K est dit

transcendant sur K.

Remarque ([1], Remarque 11.2.1, page 276)
Un élément = € L est transcendant sur K si et seulement si les éléments 2", n € N,
sont linéairement indépendants sur K. Dans ce cas, dimg K (z) = +oo : il en est

donc de méme pour dimyg L.

Proposition 2.3. ([1], Proposition 11.2.1, page 277)
Soit K un corps. Le corps des fractions rationnelles K(X) est une extension trans-

cendante sur K.

Preuve. Le seul polynéme de K[X] annulé par X est le polynéme nul. 1
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2.2 Corps algébriquement clos

Définition 2.8. ([2], Définition 1.17, page 69-70)

Un corps K est dit algébriquement clos s’il vérifie ['une quelconque des propriétés
équivalentes suivantes :

1) tout polynome P € K[X| de degré > 1 admet une racine dans K,

2) tout polynome P € K[X] est produit de polynomes de degré 1,

3) les éléments irréductibles de K[X] sont les X —a, a € K,

4) si une extension L/K est algébrique, alors L = K.

Exemple

Q n’est pas algébriquement clos. En effet X? —1, X2+ 1 et X2+ X + 1 n'ont pas
de racine dans Q.

R n’est pas algébriquement clos. En effet X2+ 1 et X? + X + 1 n’ont pas de racine
dans R.

C est algébriquement clos.

Proposition 2.4. ([7], Proposition 5.25, page 72)

Tout corps algébriqguement clos est infini.

Preuve. Si K est le corps fini K = {a,...,a,}, le polyndéme (X —ay)... (X —

a,) + 1 de K[X] est de degré p > 2, et n’a pas de racine dans K. .

Définition 2.9. ([8], Définition 4.2.5, page 96)

Tout corps est contenu dans un corps algébriquement clos.

Définition 2.10. (]2], Définition 1.33, page 74)
Une extension K de K est appelée une cléture algébrique de K si elle vérifie :
1) K est algébriquement clos,

2) K est algébrique sur K.

Exemple

C est une cléture algébrique de R.
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2.3 Polynéme minimal et conjugués

Définition 2.11. ([3], Définition 3.6, page 58)
Soient K un corps et x un élément algébrique sur K. L’unique polynome P € K|[X]
unitaire, de degré minimal vérifiant P(x) = 0 s’appelle le polynome minimal de x

(sur K). On le note P ..

Ce polynéme est bien unique : si ) en est un autre, il a méme degré et P — @) est

un polynéme de degré < deg(P) dont z est racine; il est donc nul.

Exemple

e Le polynéme minimal sur Q du nombre réel v/2 est X2 — 2.

e Le polynéme minimal sur Q du nombre réel v/2 est X3 — 2.

e Le polynome minimal sur Q du nombre complexe ‘/75 + z\/Ti est X4+ 1, son poly-
noéme minimal sur R est X2 — v/2X + 1.

e On a vu que V2 + /3 est algébrique (sur Q), son polynéme minimal est

(X V2= V3)(X = V2+V3)(X +V2 - V3)(X +V2+V3) = X' —10X2 + 1.

e Le polynome minimal sur Q de n’importe quelle racine complexe du polynéme

X?—X —1lest X°—X —1.
Proposition 2.5. P, . est irréductible dans K[X].

Preuve. Sion écrit Pn ., = P Ps, avec P, P, € K[X] unitaires, alors
0 = Ppinz(x) = Pi(x)Pa(x), donc par exemple, P (x) = 0.

Par définition de P, ., on a alors deg(Py) > deg(Pin.), contradiction. x

Proposition 2.6. ([8], Proposition 7.25, page 97)
Soient K un corps et x un élément algébrique sur K. Pour tout P € K[X],
P(z) =0« Puina | P.

Preuve. 1l est clair que si P, | P, ona P(z) =0.

Inversement, si P(z) = 0, on effectue la division euclidienne de P par P . :
P = Puin.Q + R avec deg(R) < deg(Prin.z)-

En évaluant en z, on obtient 0 = 0Q(z) 4+ R(x) donc R(z) = 0.
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Si R n’est pas nul, on le divise par son coefficient dominant pour obtenir un polynéme
unitaire, de degré< deg(Pin.), qui annule x : c’est absurde car cela contredit la

définition du polynéme minimal. On a donc R = 0 et P, , divise P. i

Soit. K un corps, Steinitz dit : il existe un corps algébriquement clos 2 O K. Lorsque
K = Q, on peut prendre par exemple 2 = C. Soit x € €2 algébrique sur K. Le po-
lynéme P . est scindé dans §2. On appelle conjugué de x (dans ) les racines de
Ppin . dans €. Les conjugués de x engendrent ce qu’on a appelé le corps des racines

de Poinz- Au plus deg(Ppin..) = degk(x) conjugués.

Exemple

Lorsque K =R et 2 = C, ’ensemble des conjugués de z € C est {z,Z}.

Lorsque K = Q, les conjugués de v/2 sont v/2 et -v/2; le corps des racines est Q[ﬂ]
Lorsque K = Q, les conjugués de v/2 sont /2, Wexp(i%ﬂ) et %exp(i%ﬂ), le corps
des racines est Q[vV/2, exp(iZ].

Lorsque K = Q, les conjugués de V2 + /3 sont V2 + \/g, V2 — \/g, —V2+ V3 et
—/2 —/3; le corps des racines est Q[v/2, /3]

Lorsque K = Q, les conjugués de n’importe quelle racine complexe de X° — X — 2

sont les 5 racines complexe de ce polyndme.

Un morphisme de corps entre des corps K et L est une application v : K — L
telle que : u(lxe) = 1z, ulw+y) = u(x) +uly), ulzy) = u(z)u(y).
Une telle application est nécessairement injective : si x € K est non nul, on a

u(H2)u(z) = u(X - z) = u(lg) = 1, # 0, donc u(z) est non nul.

xT x
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Théoréeme 2.1. ([8], Théoreme 17.5.4, page 326)
Soient L/ K une extension finie de corps et Q) un corps algébriquement clos contenant

K. Il existe un morphisme de corps L — § dont la restriction a K est l’inclusion

K cCqQ.

On dit qu’on a prolongé I'extension K C 2 a L.

Preuve. Comme L est un K-e.v de dimension finie, il existe x,...,xz, € K tels
que L = K|xy,...,x,]. Procédons par récurrence sur n, le cas n = 0 vide.
Supposons L = K[xq,...,x,], avec n > 1 et K’ le sous-corps K|xy,...,z, 1] de L.

L’hypothese de récurrence dit qu’on peut prolonger 'extension K C Q a K'.

Il s’agit donc de prolonger I'extension K’ — €2 en un morphisme de corps L =
K'[x,] — .

Posons z := z,,. Les éléments de L = K'[x] s’écrivent tous P(x), avec P € K'[X] et
P(z) = Q(x) si et seulement si P — () est divisible par le polynome minimal P, »
de z sur K'. On choisit une racine a de P, . dans 2 et on définit un morphisme
de corps par

K'[x] = Q

P(z) — P(a).

Ce morphisme est bien défini car si P(z) = Q(x) dans K'[z], le polynéme P — (@) est
divisible par Py ., donc P(a) = Q(a) dans €.

Sur le sous-corps K’ de K'[z], c’est bien I'extension K’ — €, donc sur K, c’est
I'extension K C () de départ.

C’est donc un morphisme qui satisfait les propriétés demandées. 1

Proposition 2.7. ([8], Proposition 12.5.4, page 236) Soient L/ K une extension finie
de corps, et ) un corps algébriquement clos contenant L et soit x € L. L’ensemble
des u(x), pour tous les prolongements u : L — € de l’extension K C Q a L, est

exactement l’ensemble des conjugués de x dans €.

Preuve. Tout d’abord, étant donné un tel prolongement u, on a, comme u est
l'identité sur K et que P est a coefficient dans K, Pin . (w(2)) = w(Prins(2)) =
u(0) = 0, donc u(z) doit étre racine de Ppy,.., ¢’est-a-dire un conjugué de x.

Ensuite, étant donné un conjugué y de = dans €. la preuve de théoreme précédent
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montre qu’on peut prolonger I'extension K C €2 au corps K|z| en envoyant z sur y.
On applique alors le théoreme pour prolonger de nouveau chacune de ces extensions

de Kz] & L. On obtient ainsi un morphisme u : L — Q avec u(z) = y. n

2.4 Eléments primitifs

Définition 2.12. ([1], Définition 13.4.1, page 331)
Soient L/K une extension et o € L. On dit que « est un élément primitif de

Vextension L/K si L = K|a].

Lemme 2.1. ([1], Lemme 13.4.2, page 331)
Soient x et y des éléments (d’un corps algébriquement clos Q0 contenant K) algé-
briques sur k. Si x ety sont racines des polynomes de K[X] d racines simples dans

Q et si K est infini, il existe t € K tel que k[z,y] = klx + ty].

Preuve. Soit P, € K[X]| un polynéme annulant z et a racines simples = =
T1,...,%T, dans . De méme, soit P, € K[X] un polynéme annulant y et a ra-
cines simples y = y1, ..., y, dans €.

Pour t € K*, posons z = x + ty et L = K|[z].

11 suffit de prouver x € L, car alors y = Z_tX € L, et on a bien Klz,y] = L.

Le polynome Q(X) = P,(2%) est a coefficients dans L et annule = par construc-
tion. Soit R = pgcd(Q), P,) € L[X].

Le calcul du pged par 'algorithme d’Euclide montre qu’il reste le méme dans tout
corps contenant les coefficients de @) et de P,. On peut ainsi faire ce calcul dans ).

En écrivant P, = [[}Z, (X —;), onobtient R(X) = []; g(,)=o(X —7:), Regardons

donc les racines de Q(X) = P,(2~). Elles s'écrivent z — ty; = x + t(y — ui).

Donc, Q(z;) = 0 si et seulement si il existe j tel que x; = x + t(y — y;) ¢’est-a-dire
).

Ty — X

(j=letx;=x)ou(j>1lett=
Y=Y

Choisissons t € K* tel que t # f/i:f’ pour tout ¢ et tout j > 1 (c’est possible car
K est infini).
Par construction, x = x; est la seule racine commune de P, et () de sorte que

R = pgcd(Q, P,) = X —z. Mais on a déja vu R € L[ X], ce qui montre z € L. g
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Exemple

On a Q(v2,v3) = Q(vV2+v3),
donc v/2 + v/3 est un élément primitif pour 'extension Q(v/2,v/3)/Q.

25
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La correspondance de Galois

3.1 Généralité

Définition 3.1. ([7], Définition 2.23, page 34)
Soient L et M deux extensions d’un méme corps K. On appelle K-homomorphisme
(de corps) de L dans M tout homomorphisme (de corps) de L dans M qui laisse
invariant chaque élément de K, c’est-a-dire toute application f : L — M qui vérifie :
-V(z,y) € LP, f(z+y) = f(x) + f(y) et f(zy) = f(2)f(y),
B f(lL) = lu,
-Vu € K, f(u) = u.

e Lorsque L = M, on dit que f est un K —endomorphisme de L.
e Lorsque f est bijective, on dit que f est un K-isomorphisme de L dans M.

e Lorsque L = M et f est bijective, on dit que f est un K-automorphisme de L.

Proposition 3.1. ([7], Définition 11.11, page 143) soient L un corps et g un auto-
morphisme du corps L. Le corps fivze L9 :={x € L|g(x) =z} est un sous-corps de

L.

26
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Preuve. 1l suffit de montrer que L9 est un sous-anneau de L. On a bien 0,1 € LY.
Soient x,y € LY. On a g(x —y) = g(z) — g(y) = v —y, donc x —y € LI. Soient
z,y € L, ona g(zy) = g(x)g(y) = xy, donc xy € LY. "

Plus généralement, si S est un ensemble d’automorphismes du corps L, le corps
fixe L° :={r € L|Vg € S g(x) = 2} de S est aussi un sous-corps de L puisque
c’est I'intersection Ngeg LY.

3.2 Lemme d’Artin

Le premier pas est de démontrer le lemme d’Artin. On se donne un corps L et un
sous-groupe G du groupe des L-automorphismes. Notons K := LY = {z € L| Vg €
G g(z) = z} V'ensemble des points fixes pour l'action de G.

Avant d’énoncer le lemme, observons que G agit naturellement sur L[X]| par la
formule g- Y, a; X" =", g(a;) X"

Le calcul des polyndmes fixes est immédiat : (L[X])¢ = L¢[X] = K[X].

Cette action respecte visiblement la somme et le produit : ¢g-(R+PQ)=g-R+(g-
P)(g- Q) comme on le voit en développant chaque membre. En particulier, si x € L
est racine de P, le polynome P est divisible par X — x, donc ¢ - P est divisible par

g- (X —12) =X —g(z), et g(x) est racine de g - P.

Lemme 3.1. ([6], lemme 7.25, page 134)

Soit G un groupe fini d’automorphismes d’un corps L. Pour tout x € L, le polynome
P(X) = [l,eq(X —g(z)) est a coefficients dans le corps K = LY. En particulier,
tout élément de L est algébrique sur K, de degré < Card(G).

Preuve. Soit h € G. On a:

'=h,
h-P =leah (X =9@) = [eaX = hg(2)) "= [yea(X —g'(x) = P
car g — ¢ est une bijection de G qui ne fait que permuter les facteurs de P. Le

polynéme P est ainsi fixé sous GG, donc a coefficients dans K. 1

Théoréme 3.1. (6], Théoreme 7.26, page 134-135)
Soit G un groupe fini d’automorphismes d’un corps L de caractéristique nulle. Po-

sons K := LS.
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1) L’extension L/K est algébrique et les conjugués de x € L (dans un corps algé-
briquement clos contenant L) sont les g(x), pour g décrivant G. En particulier, ce
sont des éléments de L.

2) L’extension LK est finie de degré Card(G).

3) Le groupe G est égal au groupe Auti (L) des automorphisme K -linéaires de L.

Preuve. Soit z € L. D’apres le lemme 3.1, le polynéme [] _.(X —g(z)) est dans

geG
K[X] et annulé par . C’est donc un multiple du polynéme minimal P,;, . € K[X].
Ce dernier est ainsi scindé dans L et ses racines, c’est-a-dire les conjugués de z, sont
parmi les g(x), avec g € G.

Inversement, pour tout g € G, g(x) est racine du polynéme g- Ppinz = Prinz, donc

c’est un conjugué de z. Cela montre le premier point. 1

Pour montrer le second point, nous commencons par le résultat suivant.

Lemme 3.2. ([6], Lemme 7.27, page 136)
Soit L/ K une extension algébrique de corps de caractéristique nulle. Supposons qu’il
existe un entier n tel que tout élément de L est algébrique de degré < n sur K, alors

L/K est une extension finie de degré < n.

Preuve. Soit z € L de degré maximal (< n) sur K (qui existe par hypothese).
Montrons L = K|[z]. Soit y € L et soit M = KJz,y] C L le corps engendré par z
et y. C’est une extension finie de K, qui est donc engendrée par un z € K|x;y]
(théoreme de 1'élément primitif). Comme K[z] C K][z|, on a deg(z) < deg(z).
Par maximalité, on a deg(z) = deg(z) et donc Klz] = KJz]. On conclut ainsi

y € kl,y] = k[2] = k[z]. .

Preuve du théoréme 3.1

2) Comme tous les éléments de L sont de degré < Card(G) d’apres le lemme 3.1,
I'extension L/K est donc finie, engendrée par un élément primitif z € L, de degré
[L: K] < Card(G). Comme L = K[z] et que le groupe G’ := Aut (L) agit comme

I'identité sur K par définition, tout élément ¢’ de G’ est déterminé par ¢'(z), qui est
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racine du polynéme ¢’ - Pino = Ppin.s, donc un conjugué de z. L’application

G' — {conjugues de x}

g —g'(z)

est ainsi injective. Comme z a au plus (en fait ici exactement) deg(z) = [L : K]
conjugués, on en déduit Card(G') < [L: KJ.

Comme K = LY on a G C G’ et donc Card(G) < Card(G') < [L : K]. dou
Card(G) = [L : K].

3) Comme on sait aussi [L : K] < Card(G), ona G = G = Aulg(L) et

Card(G) = [L : K], ce qui acheve la preuve du lemme d’Artin. n

3.3 Extensions galoisiennes

Définition 3.2. ([6], Définition 7.22, page 133)
Une extension finie L/ K de corps de caractéristique nulle est dite galoisienne si les

conjugués de tout élément de L sont dans L.

On fixe désormais un corps de caractéristique nulle K et un corps algébriquement

clos Q contenant K.

Proposition 3.2. Les extensions galoisiennes de K sont exactement les corps de

racines des polynomes de K[X].

Preuve. Soit L = K[zy,...,x,] le corps des racines d'un polynéme P =
[Ty (X — o) € K[X].

Pour montrer que 'extension L/K est galoisienne, il faut montrer qu’étant donné
y € L, tous les conjugués de y (dans 2) sont dans L.

Un tel conjugué s’écrit o(y), ou o est un prolongement a L de I'extension K C (.
Dey € Klxy,...,x,], on tire o(y) € o(K[xy,...,x,]) = K[o(x1),...,0(x,)].
Comme [[_ (X —o(x;)) =0-P =P =[[_,(X —;), alors ¢ permute les z;, de

sorte que Ko (z1),...,0(x,)] = K[z1,...,2,) = L et o(y) € L. n



30 CHAPITRE 3. LA CORRESPONDANCE DE GALOIS

Définition 3.3. ([6], Définition 7.3, page 124)
Soit L une extension finie et galoisienne d’un corps K de caractéristique nulle et
soit P un polynome a coefficients dans K.

1) Le groupe de Galois Gal(L/K) est le groupe Auty (L) des K -automorphismes
de L.

2) Le groupe de Galois Galk(P) est le groupe de Galois du corps des racines
de P.

Avec les notations du lemme d’Artin, on a Gal(L/LY) = G, ce qui entraine la jolie

LEAMLIK) — K tautologique car K = LY par définition dans

formule tautologique
ce contexte.
Remarquablement, cette formule est toujours vraie, et c’est la seconde clef de la

correspondance de Galois comme on va le voir bientot.

Lemme 3.3. Soit L/K une extension galoisienne (contenue dans §).
On a Homg(L,Q) = Gal(L/K). En particulier, les conjugués de x € K sont les
g(x), pour g décrivant Gal(L/K).

Preuve. Ona Gal(L/K) = Autx(L) C Homg(L,Q).
Inversement, la réunion des o(L), lorsque o décrit I'ensemble Homg (L, €2) des pro-
longements a L de l'extension K C (2, est I’ensemble des conjugués des éléments

de L, donc est L car 'extension L/K est galoisienne. D’ot 0 € Homg(L,Q) C
Hompg(L,L) C Autg (L) = Gal(L/K). n

Proposition 3.3. ([6], Remarque 7.23, page 133)

Soit L/ K une extension galoisienne. On a les propriétés suivantes :
]) LGal(L/K) — K.
2) [L: K] = Card(Gal(L/K)).

Preuve. Soit x € L invariant sous I'action du groupe de Galois. Alors, tous ses
conjugués sont égaux a x qui est donc la seule racine de son polynéme minimal.
Comme le polynome minimal est a racines simples, il s’écrit Pin, = X — x et
appartient a K[X] : on a donc x € K.

Pour le second point, on applique le lemme d’Artin & L et au groupe G = Gal(L/K).
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3.4 La correspondance de Galois

Soit L/K une extension galoisienne (de caractéristique nulle) de groupe de Galois
G.

On considere les applications

v : {sous — groupe de G} — {sous — extensions de L/K}

H s L7 = {invariants de L sous H}
et

¢ : {sous — extension de L/ K} — {sous — groupe de G}

M s Gal(L/M).

Théoréme 3.2. ([7], Théoréme 11.17, page 144)

1) Avec les notations précédentes, v et ¢ sont des bijections strictement décroissantes
inverses ['une de 'autre.

2) Pour tout g € G et toute sous-extension M de L/K, on a : ¢(g(M)) =
Gal(L/g(M)) = gGal(L/M)g~" = go(M)g™"

3) L’extension M/K est galoisienne si et seulement si le sous-groupe Gal(L/M)
est distingué dans Gal(L/K). Dans ce cas, le morphisme naturel de restriction
Gal(L/K) — Gal(M/K) s’dentifie a la surjection canonique

Gal(L/K) — Gal(L/K)/Gal(L/M).

Preuve. Les décroissances (larges) sont évidentes. Par ailleurs, on a

yo¢(M) = y(Gal(L/M)) = LEUL/M — M d’apres le calcul des invariants pour
L/M, de sorte que yo¢ = Id. Ensuite, pory(H) = ¢(KH) = Gal(L/LH) 'emmedArtin
H prouvant ¢ oy = id et donc le premier point.

Dire h € Gal(L/g(M)), c’est dire YA € M h(g(\)) = g(\), ou encore YA €
M g7 thg(\) = )\, c'est-a-dire g~'hg € Gal(L/M), ce qui prouve le second point.
On sait que les conjugués de A € M sont les g(), pour g décrivant Gal(L/K). Donc,
M/ L est galoisienne si et seulement si g(M) = M pour tout g ou encore, grace a la
bijectivité de ¢, si gp(M)g™ = ¢(g(M)) = ¢(M) pour tout g, ce qui par définition
signifie Gal(L/M) est distingué dans Gal(L/K).

Pour le dernier point, si M/K est galoisienne, ou Gal(L/M) < Gal(L/K) = G, tout
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g € G laisse stable M. L’application g + gas de restriction a M définit donc bien
un morphisme Gal(L/K) — Gal(M/K).

I1 est surjectif (théoréeme de prolongement des morphismes) et son noyau est l’en-
semble des g € G tels que gy = id, soit Gal(L/M). La propriété universelle du
quotient assure qu’on a ainsi défini un isomorphisme canonique

Gal(L/K)/Gal(L/M) — Gal(M/K). .

Corollaire 3.1. Une extension finie de corps, de caractéristique zéro, L/K a un

nombre finie de sous-extensions.

Preuve. Par le théoréeme de 1'élément primitif, on peut écrire L = K[z]. Soit
L' := corpsdesracines de (Ppinax). C'est une extension galoisienne de K conte-
nant L, de groupe de Galois G.

Par la correspondance de Galois, les sous-extensions de L'/ K correspondent (bijec-
tivement) aux sous-groupes de G, qui sont en nombre finie car G est finie. Il n’y a

donc a fortiori qu'un nombre finie de sous-extensions de L/K. n

3.5 Groupe de Galois et groupe symétrique

Soit P un polynéme de K[X]. Notons L son corps des racines et numérotons ses
racines i, ..., Tn.

Soit G = Gal(L/K) le groupe de Galois de P. Comme pour tout g € G, il existe
une unique permutation v € S, telle que pour tout 7, g(x;) = ;). On définit ainsi

un morphisme de groupes G — S,,, injectif car les x; engendrent L.

Corollaire 3.2. Toute numérotation des racines de P définit un morphisme injectif

de groupes G — S,,.

Remarque
En général, des numérotations différentes conduisent a des plongements conjugués,
ce qui ne change rien dans I’étude du groupe de Galois. La plupart du temps, la

numérotation des racines sera donc implicite.

Exemple

Soit P = X? 4+ aX + b € K[X]. Notons L son corps des racines.
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e On a L = K|[d] ol § désigne une racine carrée du discriminant a® — 4b.
e Si a? — 4b est un carré dans K, le groupe de Galois est réduit a id.
e Si a2 —4b n’est pas un carré dans K, le groupe de Galois est de cardinal 2, engendré

par 'automorphisme o tel que o(§) = —d. L’image de o dans Sy est la transposition

(1,2).

Proposition 3.4. Avec les notations précédentes, on a :

1) discr(P) # 0 si et seulement si P est a racines simples ;

2) discr(P) € K ;

3) si P est a racines simples, discr(P) est un carré dans K si et seulement si
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