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Résumé

La théorie de groupes topologiques concerne a la fois la structure algébrique et la notion
de topologie. La combinaison de ces deux derniers permet d’avoir des résultats
intéressants. Dans ce rapport on expose les notions de base des groupes topologiques, de
sous-groupe, groupes topologiques quotients, d’homomorphisme de groupes ainsi que des
propriétés topologiques telles que la connexité et la locale compacité en vue d’appliquer
les outils de I'algebre dans I’étude des espaces topologiques, ainsi que de dégager la
différence entre les structures algébriques et topologiques.

Abstract

The theory of topological groups concerns both the algebraic structure and the notion of
topology. The combination of these last two makes it possible to have interesting results.
In this report the basic notions of topological groups, subgroups, topological groups
quotients, group homomorphism and topological properties such as connectivity and local
compactness are presented in order to apply the tools of the algebra in the study of
topological spaces, as well as to distinguish the difference between algebraic and
topological structures.
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Introduction

La théorie des groupes topologiques, bien que de création récente, constitue aujourd’hui
une branche importante des mathématiques, elle englobe des théories comme la mesure de
Haar, la théorie du produit de composition, les séries et intégrales de Fourier, les fonctions
presque-périodiques et les groupes d’opérateurs unitaires.

On connait les principales étapes de son développement, d’abord I’extension de la
théorie des séries de Fourier aux groupes de Lie compacts par F. PETER et H. WEYL,
ensuite la démonstration de I'existence d’'une mesure invariante par A. HAAR, puis la
théorie des fonctions presque périodiques due a J. VON NEUMANN, apres la théorie
de la dualité pour les groupes abéliens par L. PONTRYAGIN et A. R. VAN KAMPEN,
enfin Pannée 1940 vit apparaitre le traité fondamental d’ANDRE WEIL qui, outre une
systématisation a peu pres parfaite des résultats antérieurs, apportait une construction
complete de I'analyse harmonique sur les groupes abéliens.

A partir de 1933 la théorie des groupes topologiques a celle de 'analyse Faurier abstraite.
Cette évolution est rendue possible grace a l'extension de l'intégrale de LEBESGUE aux
groupes topologiques localement compacts. La premiere construction est due a HAAR sur
les groupes métriques, séparables, localement compacts. Apres d’autre travaux, notamment
ceux de VON NEUMANN, elle est donnée pour le cas d’un groupe localement compacts
arbitraire dans la monographie de WEIL dans L intégration dans les groupes topologiques
et ses applications.

Le présent travail aborde la théorie de groupes topologiques. Cette théorie englobe
tous ce qu’est algebre et topologie, et bénéficie de la richesse mathématique des deux, elle
permet de donner des propriétés topologiques (homogénéité, connexité, compacité, ...) sur
les groupes ainsi que de considérer des espaces topologiques intéressants (tore, cercle,...)
comme des quotients d’espace topologiques par un groupe topologiques.

Nous rappelons en premiere partie des notions préliminaire de topologie générale :
les ouverts, voisinages, applications continues, connexité, compacité et les axiomes de
séparations, sans oublier un petit rappel concernant les groupes topologiques : les sous-
groupes, groupes normales et les groupes quotient.

Dans la deuxieme partie nous introduisons au premier chapitre les notions de groupes
topologiques en soulignant les propriétés 'homogénéité, voisinage et de séparation. Dans Le
deuxieéme chapitre, on expose la notion des sous-groupes topologiques (ouvert, adhérence,
...) en donnant quelque exemples explicatif. Au troisieme chapitre on s’intéresse aux
groupes topologiques quotients, en expliquant les notions de séparation et compacité.
L’isomorphisme de groupe topologique et les trois théoremes d’isomorphisme sont donnés
quatrieme chapitre. Et on a abordé le concept du connexité au cinquieme chapitre et son
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interaction avec les concepts précédents, le dernier chapitre est consacré a 1’étude des
espaces homogenes d’un Groupe topologique et groupe topologique localement compacts.



Préliminaire







Rappels de topologie générale

1.1 Espaces topologiques

Définition 1. Une structure topologique, ou topologie, est définie sur un ensemble F
par la donnée d’une famille 7 de parties de F, appelées parties ouvertes ou ouverts de E,
vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes des ouverts.
O1. L’ensemble E et la partie vide () appartiennent & la famille 7, i.e., sont des ouverts.
O2. Toute réunion (finie ou infinie) d’ouverts est un ouvert.
O3. L’intersection de deux ouverts (et, par suite, toute intersection finie d’ouverts) est
un ouvert. Un ensemble F muni d'une topologie est appelé espace topologique.

Définition 2. Soit F un espace topologique. Une partie F' de E est dite fermée si son
complémentaire F'° = E \ F (relativement a F) est ouverte.

Axiomes des fermés. La famille 7 des parties fermées de E vérifie les propriétés
suivantes, appelées axiomes des fermés.
F1. L’ensemble E et la partie vide () appartiennent a la famille F, i.e., sont fermés.
F2. Toute intersection (finie ou infinie) de fermés est un fermé.
F3. La réunion de deux fermés (et, par suite, toute réunion finie de fermés) est un
fermé.

Définition 3. Soit E un espace topologique, et zy un point de £. On appelle voisinage de
xo toute partie de E qui contient un ouvert U, qui lui-méme contient xy. Plus généralement,
soit A une partie non vide de E. On appelle voisinage de A toute partie de E qui contient
un ouvert qui lui-méme contient A.

Axiomes des voisinage. Pour tout point x € E, on note V(z) la famille de tous
les voisinages de x. Les familles V() de parties de F, indexées par x € E, vérifient les
propriétés suivantes, appelées axiomes des voisinages.
V1. Pour tout z € E, V(z) est non vide et tout élément de V(x) contient .
V2. Toute partie de F qui contient une partie élément de V(z) est elle-méme élément
de V(z).

V3. L’intersection de deux éléments de V(x) (donc aussi 'intersection d’une famille
finie d’éléments de V(x) est élément de V(x).

V4. Tout élément V' de V(x) contient un élément W de V(z) tel que, pour tout y € W,
V soit élément de V(y).



Définition 4. Soit E un espace topologique. On note 7 I’ensemble des ouverts de F.
On appelle base d’ouverts de 'espace topologique FE, toute sous-famille B de 7, telle que
tout élément de 7, c’est-a-dire tout ouvert, soit réunion d’éléments de B.

Définition 5. Soit E un espace topologique. On note 7 I’ensemble des ouverts de F.
Soit z un point de E. On note V(z) I'ensemble des voisinages de x. On appelle systeme
fondamental de voisinages de x, ou base de voisinages de x, une famille de voisinages de =z,
c’est-a-dire un sous-ensemble W(x) de V(z), tel que tout élément V' de V(z) contienne un
élément W de W(z).

Définition 6. Soit (E,7) un espace topologique et soit A C E. On appelle topologie
induite par 7 sur A la topologie 74 dont la famille d’ouverts est

TA:{OﬂA,OET}
On dit que (A, T4) est un sous-espace topologique de (X;7,).

Définition 7. Soit E un espace topologique et A une partie de E.
a) Intérieur. — Un point x € E est dit intérieur a A si A est voisinage de z. L’ensemble

des points intérieurs a A est appelé intérieur de A et noté A.

b) Un point x € E est dit adhérent & A si tout voisinage de = rencontre A. L’ensemble
des points adhérents & A est appelé adhérence de A et noté A.

c) Un point x € F est dit point frontiere de A s’il est adhérent a la fois & A et a
son complémentaire (relativement a E). L’ensemble des points frontieres de A est
appelé frontiere de A et noté Fr(A).

Propriété 1.
a) A est le plus grand ouvert contenu dans A.
b) A est ouvert & A=A
c) A est le plus grand fermé contenant A.
d) Aestfermé & A=A
e) ACA, A=A, AUB=AUB,ANBCANB,
f) Fr(A) = Fr(A°) =AnN A
g) Fr(A) est une partie fermé.
h) A, Fr(A) et A¢ forme une partition de E.

i) A= AU Fr(A), A = A°U Fr(A) , Ac = A, A" = Ae

Définition 8. Une partie A d'un espace topologique E est dite dense si son adhérence A
est . Plus généralement, une partie A d’'un espace topologique F, contenue dans une
autre partie B de E, est dite dense dans B si son adhérence contient B.

1.2 Applications continues
Définition 9. Une application f d'un espace topologique E dans un autre espace topolo-

gique F' est dite continue en un point x € E, si pour tout voisinage V' de f(x) (dans F),
il existe un voisinage U de z (dans E), tel que f(U) C V.
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Cela équivaut a dire que pour tout voisinage V' de f(z) (dans F'), la partie (de 'espace
topologique F) f~1(V) = {y € E; f(y) € V} est un voisinage de x (dans F).

Une application f d’un espace topologique E dans un autre espace topologique F' est dite
continue, si elle est continue en tout point de F.

Définition 10. F et F' deux espaces topologiques, une fonction f de E vers F' est continue
si I'image réciproque d'un ouvert est un ouvert.

Théoreme 1. soient E, F et GG trois espaces topologiques. si f: E — Fetg: F — G
sont deux fonction continues, alors go f : E — G est continue.

Théoreme 2.
Soient F et F' deux espaces topologiques, et f : E — I une application. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

i) L’application f est continue.

ii) Pour toute partie A de F, f(A) C f(A).

iii) Pour tout fermé S de F', f~1(S) est un fermé de F.

iv) Pour tout ouvert U de F, f~}(U) est un ouvert de E.

Définition 11. Un homéomorphisme est une bijection continue, d’inverse continu.

Propriété 2. tout homéomorphisme est une application ouverte et fermée.

1.3 Connexité

Définition 12. On dira que 'espace topologique (X;7) est connexe s'il vérifie 'une des
conditions équivalentes suivantes.
1. Si X est réunion de deux ouverts disjoints alors I'un de ces deux ouverts est vide.
2. Si X est réunion de deux fermés disjoints alors I'un de ces deux fermés est vide
3. Si l'on considere {0,1} muni de la topologie discrete et f @ X — {0,1} une
application continue, alors f est constante sur X.
4. Les seuls ensembles a la fois ouverts et fermés de X sont X lui méme et ’ensemble
vide.

Propriété élémentaire

a) On dit qu'une partie A de X est connexe si (A,74) est connexe (74 topologie
induite), Cela équivaut a dire qu’une partie d’un espace connexe est dite connexe
si elle est connexe dans sa topologie relative.

b) Toute famille (A;);c; de parties connexes d’un espace topologique (X;7 ) ayant
deux a deux une intersection non vide a une réunion connexe.

c¢) Si une partie A d'un espace topologique (X;7) est connexe alors son adhérence A
est connexe.

d) Un produit d’espaces connexes est connexe.

e) L’image d’un connexe par une application continue est connexe.

f) Un espace topologique (X;7) est connexe si et seulement si toute fonction continue
de X dans {0,1} est constante.
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g) Soit x un élément de X. On appelle composante connexe de z la réunion des sous
ensembles connexes de X contenant x.

h) Soit z un élément de X.
1. La composante connexe de x est le plus grand connexe de X contenant x.
2. La composante connexe de x est une partie fermée de X.

i) Un espace topologique X est totalement discontinu si la composante connexe de
tout point x de X est le singleton {z}.

1.4 Compacité

Définition 13. (Borel-Lebesgue)
On dit qu’un espace topologique (X, 7) est compact s’il est séparé et si de tout recouvrement
d’ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini :

(X - U0i> = (1} cI,Jfini, X = Uoi)

i€l icJ

Propriété élémentaire

a) Une partie A d’un espace topologique séparé (X, 7) est dite compacte si (A, 74)
avec la topologie induite est compact.Cela équivaut a dire qu'une partie d’un espace
compacte est dite compacte si elle est compacte dans sa topologie relative.

b) Dans un espace topologique séparé, une partie compacte est fermée.

c) Si (X, 7) est un espace topologique compact et F' est un fermé de X alors F' est
compact

d) Dans un espace topologique séparé, une union finie de compacts est compacte.

e) Dans un espace topologique, une intersection quelconque de parties compactes est
compacte.

f) Un produit d’espaces topologiques compacts est compact.

g) Soit (X; 7 ) et (X'; 77 ) deux espaces topologiques séparés. L’'image d'un compact
par une application continue de X dans X’ est compacte.

h) Un espace est dit localement compact s’il est séparé et si tout point de cet espace
possede un voisinage ouvert a cloture compacte.

i) Si X est localement compact et si X,, C X,,_1 C ... C Xy = X est une suite
d’espaces topologiques tels que X; est soit fermé soit ouvert dans X;_ 1, alors X,
est localement compact.

1.5 Espaces topologiques séparés
Les rappels ci-dessous concernent principalement les axiomes de séparations. On en

trouve plusieurs définitions, celle qui est choisie ici est connue sous le nom d’axiomes de
séparations d’Alexandroff et Hopf
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Définition 14. Soit (X, 7) un espace topologique et les axiomes suivants :
To) Vxy,z9 € X avec x1 # o, il existe un ensemble ouvert dans X contenant seulement
I'un des deux points.
T1) Vai,29 € X avec z1 # 9, 3V] voisinage de x; et V5 voisinage de x5 t.q. 21 ¢ Vs et
i) ¢ ‘/1
Ty) V1, 9 € X avec x1 # 2, 3 V4 voisinage de x; et V5 voisinage de x5 t.q. ViNV, = ().
T3) Vx € X, VF fermé de X avec x ¢ F', 3V voisinage de = et U voisinage de F t.q.

Vnu =4.

Ty) Ve € X | VF fermé de X avec x ¢ F', 3f : X — [0, 1] continue t.q. f(z) =0 et
fF) =1

Ts) VFy, F5 fermés de X avec Fy N Fy = (), 3U; voisinage de F; et Uy voisinage de Us
t.q. Uy NUy = 0.

Si (X, 7) respecte I'axiome T, on dit que (X, 7) est un espace topologique 7;.
Dans le cas de T, on dit aussi ’espace topologique est de Hausdorff. et pour T35 On dit que
I’espace topologique est régulier , et completement régulier s’il est Ty ou normal s’il est T5.

Proposition 1.

Soit (X, 7) un espace topologique de Hausdorff localement compact, K une composante
connexe compacte, alors,

Pour tout ouvert G tel que K C G, il existe P ouvert et compact tel que K C P C G.

1.6 Groupes

Définition 15. Une loi de composition interne (G, *) est dite un groupe si les axiomes
suivantes sont vérifiées :

i) la loi % est associative .

ii) il existe un élément neutre.

iii) tout élément est symétrisable.

Définition 16. un ensemble H d’un groupe G est appelé sous-Groupe de G si H est un
groupe, et H est contenu dans G, et si la loi de H est la restriction de celle de G.

Théoréme 3. Un sous ensemble H d’'un groupe (G, -) est un sous-groupe de G si et
seulement si on a :

i) H#0

i) V(z,y) € H ,onazy ' € H .

Définition 17. Groupe normal
un sous-groupe H de G est dit distingué ou normal ou invariant et on note H > G si pour
tout x € G,ona Hr = zH.

I'ensemble quotient est noté G/H = {xH/x € G}. On a visiblement les équivalences
suivantes :

12



pour tout x € G, on a :
Hr=2H Ve e G aHx ' = H

oVeeG e 'Hr=H
eVreG e 'Hr C H
sVreG e the e H

Théoreme 4. Groupe quotient Soit H un sous-groupe distingué de G. ’ensemble

quotient G/H est un groupe pour la loi (a,y) — Ty, ou z désigne la classe d’un élément
z de G.

Définition 18. Soient (G, *) et (H,T) deux groupes. Une application de G dans H est
un "morphisme de groupes” lorsque :

Vo,y € G, f(x*xy) = f(x)Tf(y).

e Si G=H et x=T , on parle d’endomorphisme.
e Si f est bijective, on parle d’isomorphisme.
e Si f est un endomorphisme bijectif, on parle d’automorphisme.

On appelle noyau du morphisme f : G — H le sous-groupe de GG
ker(f) = f'en) =2 € G; f(z) =en
On appelle image du morphisme f : G — H le sous-groupe de H
Im(f) = £(@) = f(x)iz € G

Proposition 2. Un morphisme de groupes f : G — H est
injectif si et seulement si ker(f) = {eg};
surjectif si et seulement si I'm(f) = H.

Définition 19. Le centre (ou commutateur) Z(G) d’un groupe G est la partie de G
formée des éléments de G qui commutent a tous les autres éléments de G, soit :

Z(G)={h € G /Yg € G, gh=hg}

Un groupe G est commutatif si, et seulement si, Z(G) = G.
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Groupes topologiques

Définition 20. Un groupe topologique est un triple (G, -, 7) tel que :
i) (G, ) est un groupe.
ii) (G, 7) est un espace topologique.

iii) L’application ¢ : G x G — G qui & (z,y) fait correspondre xy ™!

est continue.

Remarque 1. Si aucune confusion n’est possible on parlera d'un groupe topologique G,
c’est a dire on identifie le groupe topologique (G, ., T) avec son ensemble sous-jacent G.
On remarque que au lieu de demander la continuité de (z,y) — zy~! pourrait demander
la continuité de (z,y) — zy et x +— 7!

ces applications seront appelées respectivement composition et inversion.

Exemple 1. le groupe additif des réels R est un groupe topologique, puisque I'application
(x,y) — x — y est continue.

Exemple 2. Soit K = R ou C. On munit M, (K) = K" de la topologie usuelle. L’ap-
plication A — detA est continue, puisque c’est un polynome en les coefficients a; ; de A.
Donc le groupe

GL,(K)={A e M,(K) : detA # 0}

est un ouvert de M, (K). L’application (A, B) — AB est continue, puisque chaque
coefficient

(AB>i,j = ZOJ“{ bk,j
k=1

est une fonction continue (un polynéme quadratique) en les coefficients de A et B.

Soit C'(A) la matrice des cofacteurs de A, c’est-a-dire C'(A); ; est le déterminant de la
matrice de taille n — 1 obtenue a partir de A en supprimant la i-eme ligne et la j-eme
colonne. c¢’est un polynome homogene de degré n — 1 en les coefficients de A. D’apres la

formule
_1 1

= C'(A
detA (4)
ou C*(A) désigne la transposée, on voit que A — A~! est une application continue. Donc
GL,(K) est un groupe topologique.

Soit G un groupe topologique, pour tout g € G, on définit la transformation a gauche
L,: G — G par Ly(x) = gz et la transformation a droite R, : G — G par R,(x) = zg.
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Proposition 3.
pour tout g € G, les transformation L, et R, sont des homéomorphismes de G sur G .

Démonstration.

L’application L, clairement bijective, et L, est continue puisque L, = p(g,z7") qu’est
continue d’apres (i), et d’autre part Lgl est continue car L;lz L,
de méme pour R,. O

—1.

Proposition 4.
Tout groupe topologique est homogene,
i.e. Vx,y € G, 3f un homéomorphisme t.q. f(z) =y .

Démonstration.
on peut choisir f = L-1)4 ]

Remarque 2. L’homogénéité des groupes topologiques est tres utile dans la pratique car
il suffit de vérifier une propriété locale en un point (I’élément neutre par exemple) afin de
la démontrer sur tout le groupe.

Soit A et B des sous-ensemble d’un groupe topologique G, on notera :
Al ={a"! a € A}
AB = {axb,ac A be B}
aB= {axb, be B}
Ab= {axb,ac A}

Propriété 3.
1) Si A ou B est un sous-ensemble ouvert de G, alors AB est un sous-ensemble ouvert
de G.
2) Si A est ouvert de G, alors A™! est un ouvert de G.

Démonstration.
1) AB = bUBRb(A) , et chaque Ry(A) est ouvert puisque R, est un homéomorphisme
€

de G sur G.
(Si c’est B qui est ouvert, le résultat découle de légalité AB = UARG(B) ).
ac
2) de méme on a A7 = UARG—Q(A).
ac
[l

Dans la suit, on appellera voisinage d’un point x d’un espace topologique X, un sous
ensemble ouvert de X contenant x, on note aussi e 1’élément neutre du groupe G.

Définition 21. Soit G un groupe topologique, un voisinage V' est dit symétrique si
V=V

Proposition 5.
soit G' un groupe topologique, alors, il existe une base d’ouverts symétriques. En particulier,
il existe un systeme fondamental de voisinages symétrique en chaque point de G.

Démonstration.
Soit U un ouvert de G, alors U~! est également ouvert ainsi que UNU~! =: V et on a
bien VCUetV =V~"1. m
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Proposition 6.

Soit G un groupe topologique,

U est I'ensemble de tous les voisinages de e dans (G, Alors pour tout g € G, '’ensemble
gU = {gU;U € U} est 'ensemble des voisinages de g.

Si V voisinage de g, Alors U = g~V est un voisinage de e.

Démonstration.
si U est un ouvert qui contenant e, gU = L, (U) est un ouvert et il contient ge =g .
réciproquement U = g~'V = L,-1(V) est un ouvert contenant g~'g = e . O]

Propriété 4.

I’ensemble U de tous les voisinages de e vérifie les cinq propriétés suivantes :
1) U +#o.

2) VUl,UQ S Z/{, E|U3 e U tel que Us C U NU,.

3)y VUeU,IVeU telqueVVICU.

4) VU eU, IV el tel que V2 C U .

5) YU e U NYa € U,V € U tel que aV C U.

6) VU e U, Vg € G,3V € U tel que gV 1g C U.

Démonstration.
1) Gel.
2) on peut choisir Uz = U; N Us.
3) En effet L’application ¢ : G x G — G qui & (z,y) fait correspondre xy~! est
continue. donc ¢~ (U) est un ouvert de G x G , contenant (e, €) , et donc il existe un
voisinage V' de e tel que V x V| soit contenue dans ¢~(U) et on a bien VV ™1 C U

4) En effet L’application ¢ : G x G — G qui a (z, y) fait correspondre zy = p(x,y~!)
est continue. donc "1 (U) est un ouvert de G x G , contenant (e, e) , et donc il
existe un voisinage V de e tel que V x V| soit contenue dans ¢~(U) et on a bien
VV =V2cCU.

5) En effet V = a~'U est un ouvert qui contient aa™! = e , c’est donc un élément de
U et aV = U est contenue dans U.

6) En effet V = g7 'Ug est un ouvert de G qui contient gea™' = e, c’est donc un
élément de U et gUg~' = U est contenue dans U.

]

Remarque 3. Réciproquement, étant donnés un groupe G et une famille &/ de sous-
ensembles de GG contenant 1’élément neutre e et ayant les cing propriétés ci-dessus, Alors
il existe sur G une topologie et une seule telle que G soit un groupe topologique et telle
que U soit un systeme fondamentale de voisinage de ’élément neutre e.
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Proposition 7.

soit U un voisinage de x, alors,
1) 3V voisinage de x t.q. V2 C U.
2) 3V voisinage de z t.q. V71 C U.
3) IV voisinage de = t.q. VV 1 C U.
4) 3V voisinage de x t.q. VIV C U.

Démonstration.
On a démontré ses propriété pour I’élément neutre (propriété 4), et grace a I’homogénéité
des groupes topologique on peut généralise se résultat pour x quelconque. O

Proposition 8.
Soit G un groupe topologique, V' un systeme fondamental de voisinages ouverts de e et D
une partie dense dans G, alors,

B:={Ux |zxeD, UeV}
est une base de la topologie de G.

Démonstration.

Soit W un ouvert de G, a € W . Wa™! est ouvert et e € Wa™!. Il existe U € V
t.q. UU™' C Wa™'. Comme D est dense, aD~" aussi (X = f(X) = f(D) C f(D) ou
f(z) = ax~! est un homéomorphisme).

DoncddeUNaD et meDtq d=am'ie m=d'a Ainsi Ud 'a € B .
Commed €U ,onaUd'a CUUta C Wata=W Va € W. Donc éJWUdfla CWw.

De méme, e € Ud™!, donc a € Ud 'aVa € W. Ainsi W C UWUd_la.
ac
Donc W = U Ud 'a. O

acW
Proposition 9.
Soit G un groupe topologique et soit U ’ensemble des voisinages de 1’élément neutre e de
(. La condition nécessaire et suffisante pour que G soit séparé est que

NnU=Ae

veu {e}

Démonstration.

En effet, si G est séparé, pour tout point s de G, il existe un voisinage U de e qui ne

contient pas s, alors N U ne contient pas s, et par suit N U = {e}.
Ueu veu

Réciproquement, on suppose que UﬂuU = {e} , et soit s et t deux points distincts de G,
S

alors s~ !t est distinct de e et il existe U € U qui ne contient pas s~ 't.Il existe V € U tel
que VV-tcU.

S’il existait un point a qui appartienne a la fois & sV et a tV/, alors s serait dans aV =1, s~
serait dans Va ™!, t serait dans aV !, s71t serait dans VV !, donc sV et tV son disjoints,
or ce sont des voisinages respectivement de s et t.Donc G est séparé. O]

1

Proposition 10.
Tout groupe topologique est T5.
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Démonstration.

En vertu de la remarque 3, il suffit de vérifier cette propriété pour I’élément neutre e :
Soit U un voisinage de e, 3V voisinage de e tel que VV = C U. Montrons que la fermeture
de V est dans U.

Soit p € V , alors, pV NV # (. Soit a € pV NV, b € V t.q. a = pb € V. Ainsi
p=abteVVICUieV CU. O

Proposition 11.
Tout groupe topologique est T}.

Théoreme 5.
Soit G un groupe topologique, alors,
les affirmations suivantes sont équivalentes :
1) G est Ty.
2) G est 1.
3) G est Ty.
4) NU = {e}, YU systeme fondamental de voisinages en e.
5) G est régulier.
6) G est completement régulier.

Démonstration.

Il est clair que 3) = 2) = 1) et que 6) = 5) et que 5)=2)

1) = 4) = 3) évident par la proposition 16.

2) = 6) évident par la proposition 18. ]

Remarque 4. A partir de maintenant, un groupe topologique remplissant une des
conditions du théoreme précédent sera appelé un groupe topologique de Hausdorff.

Remarque 5. On peut se demander si tout groupe topologique de Hausdorff est également
normal (i.e. si tout groupe topologique est T5) mais ce n’est pas le cas.en effet pour tout
espace topologique completement régulier, on peut construire un groupe topologique de
Hausdorff qui 'admet comme sous-groupe fermé. Or tout fermé dans un espace normal est
lui aussi normal. Ainsi, si tout groupe topologique de Hausdorff est normal, alors I'espace
topologique completement régulier 1'est également ce qui n’est pas toujours possible. En
effet, on peut montrer qu’il existe des espaces topologiques completement réguliers mais
pas normaux.

Proposition 12.

Soit G un groupe topologique, A, B C G, alors,
1) ABC AB
2) (A) = (A7)
3) zAy = xAy

Démonstration.

1)Soit z € A,b € B et U un voisinage de e, il existe un voisinage V' de e tel que :
(zV)(yV) C 2yU. Donc, Ja € ANzV et b€ BNyV et donc ab € ABNxyU i.e. vy € AB.
2) et 3) on peut considérer les homéomorphismes :

z—> 2z et z— 229 O
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Sous-groupes topologiques

Définition 22. Soit G un groupe topologique et H C (. H est un sous-groupe topologique
de G si H est un sous-groupe de G que 'on munit de la topologie induite par G.

Proposition 13.
Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe, alors,
H est un groupe topologique.

Démonstration.

Un sous-groupe algébrique étant un groupe, il suffit que L’application ¢ : G x G — G qui
a (r,y) fait correspondre xy~! soit continue. ce qui est évident car elles sont les restrictions
de celles de G' qui sont continues. O

Proposition 14.
Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe ouvert, alors, H est fermé.

Démonstration. o
Montrons que H C H. Soit a € H. Comme H est ouvert, aH est un voisinage de a et
donc aH N H # 0. Ainsi, 3h1,hy € H t.q. ahy = hyie. a=hyh;' € H. O

Proposition 15.
Soit G un groupe topologique,  un sous-groupe, alors, H est un sous-groupe de G. Si de
plus H est normal, alors H est normal.

Démonstration.

Et effet, soient s et ¢ deux éléments de H et soit U un voisinage quelconque de s~ 't.
puisque I'application qui & (a,t) fait correspondre s~'t est continue sur G x G , il existe
un voisinage V' de s et un voisinage W de t tels que VW soit contenu dans U. puisque s
et t sont adhérents & H, il existe h appartenant & W N H. alors h~'h/ appartient & V='W,
donc & U, et d’autre part h='h/ appartient & H puisque H est un sous-groupe. Donc tout
voisinage de s~'t rencontre H, donc s~'t € H, donc H est un sous-groupe. D’autre part,

pour tout s € GG, 'application
f = Ls o Rs*1

est un homéomorphisme de G, donc f(H) = f(H) , donc

sHs™' = f(H) = f(H) =sHs ' = H,
c’est-a-dire que H est distingué, ce qui montre la premiere assertion. O
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Exemple 3. On considere G = GL(n,R) . Alors 'ensemble GL™(n,R) des matrices de G
de déterminant positif, est un sous-groupe de G, ouvert (car image réciproque de I'ouvert
R* ). I est donc aussi fermé d’apres la proposition ci-dessus.

Soit SL(n,R) 'ensemble des matrices de G de déterminant égal a 1 , on 'appelle le groupe
linéaire spécial de degré n, c’est un sous-groupe fermé de GL(n,R)

Soit O(n) I'ensemble des matrices de GL(n,R) qui sont orthogonales, (c’est-a -dire des
matrices a telles que ta . a = 1).

les éléments de O(n) sont donc les matrices a = (a;) qui vérifient :

Zakiakj = 0 (symbole de Kronecker)
k
I'application f;; qui fait correspondre ) ay;ay; est une application continue de GL(n,R)
k

dans E et les applications f;; sont en nombre fini, donc 0(n) est I'intersection finie des
images réciproques de 0 ou 1, c’est donc un fermé; d’autre part O(n) est un groupe. donc
O(n) , groupe orthogonal, est un sous-groupe fermé de GL(n,R).
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Groupes topologiques quotients

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. On considere le quotient G/H |

ensemble des classes a gauche de G selon H et on désigne par m la projection canonique
de G sur G/H.
Si G a une structure de groupe topologique, on peut définir sur G/H une topologie de la
maniére suivante : un sous-ensemble O de G/H sera un ouvert si et seulement si 7—1(0O)
est un ouvert de G. (On vérifie facilement que ceci définit bien une topologie). On a alors
les propriétés suivantes :

1) La projection canonique 7 : G — G/H est continue.

Car par définition méme de la topologie, I'image réciproque d’un ouvert est un
ouvert.

2) La projection canonique 7 : G — G/ H est une application ouverte.

Car si U est un ouvert de G, alors 7! (7(U)) est un ouvert de G puisqu’il est égale
aUH.

Remarque 6. Tout sous-ensemble ouvert O de G/H est de la forme 7(U) ou U est un
ouvert de G, car U = 7~ 1(O) est un ouvert de G, d’apres la définition de la topologie et
O = 771 (n(0)) puisque 7 est surjective.

Proposition 16.

Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe normal, alors,

G/H muni de la topologie quotient est un groupe topologique et la projection canonique
est un homomorphisme ouvert continu.

Une base de la topologie quotient B est donnée par :

B ={{zH |x €U} U € Boubestunebasede G }

Démonstration.

Soit m : G — G/N la projection canonique, c¢’est un homomorphisme ouvert et continu
par définition de la topologie quotient. Il suffit donc de montrer que les applications de
composition et d’inversion de G/H sont continues.

Si H est un sous-groupe distingué de G, le quotient G/H est alors muni d’une structure
de groupe. Si ¢ de GeG — G désigne la multiplication dans G et G — G le passage a
I'inverse dans G, alors la multiplication dans G/H, représentée par @ est définie par le
diagramme commutatif :
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G x G —%2 5 @

I
G/H x G/H ——— G/H

et le passage a l'inverse, représenté par f est définie par le diagramme commutatif :

a —%* o ¢

ﬂl 7 lﬂ
G/H—Y  G/H

On voit, & I'aide de ce dernier diagramme, que Papplication 1 est continue : en effet, si O
est un ouvert de G/H, de la forme O = 7(U) ou U est un ouvert de G, alors Jﬁl(U ) est
ouvert puisque ¥ est continue (car G est supposé étre un groupe topologique) et

est ouvert. De facon analogue, en s’appuyant sur le premier diagramme commutatif, on
montre que application @ est continue. Donc, si H est distingué, le groupe G/H a une
structure de groupe topologique.

Montrons que ‘B est une base de la topologie quotient : Soit U et V' des ouverts de
G/N,U NV est également ouvert et par définition de la topologie quotient, IW € B tel
que W Ca ' (UNV).Onadonc: a(W)CUNV et 7(W) ={wH|we W} B O

Proposition 17.
Soit G un groupe topologique, N un sous-groupe normal compact et 7 : G — G/N,
alors, m est fermée

Démonstration.

Soit F' un fermé de G, posons H = (G/N) \ n(F) = {zN|x ¢ FN}. Soit N € H on a
donc z ¢ FN. Comme FN est fermé, il existe U un voisinage de z tel que U N FN = ().
Clairement 7(U) est un voisinage de N et m(U) = {uN|ju € U} = {uN|ju ¢ FN} C H,
ce qui prouve que 7(F') est fermé. O

Proposition 18.
Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe, alors, G/H est homogene.

Démonstration.

Soit Ha, Hb € G/H et considérons 'application f de G/H dans G/H

telle que X — Xa~'b.

On a: f(Ha) = Haa 'b = Hb et f est évidemment un homéomorphisme. ]

Proposition 19.
Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe, alors, G/H est Tj.
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Démonstration. N
Soit U voisinage de H dans G/H. On peut prendre U dans la base de G/H et ainsi on a

U= {Hz|z € U} ou U est un voisinage de e dans G. o
3V voisinage de e t.q. VV ™1 C U. Montrons que HV C HU. Soit x € HV . 2V NHV # ()
ie. dh € H, v,w € V t.q. zv = hw. Ainsi, x = hwv~! € HVV ™! = HU.

Posons V' = {Hvlv € V}. Onan(HV) =V , n(HU) =U.
Montrons finalement que ‘N/ - (7 Soit Hv € ‘N/ ,HvC HV C HV .
Donc,{Hv} = 7(Hv) C 7(HV) C 7(HU) = U. O

Proposition 20.
Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe, alors, G/H est Tj.

Proposition 21.
Soit G’ un groupe topologique séparé et soit H un sous- groupe de GG, Pour que 'espace
topologique G/H soit séparé, il faut et il suffit que H soit fermé.

Démonstration.

Car si G/H est séparé, le point {r(e)} est un fermé H = 7~ ({n(e)}) est fermé puisque 7
est continue.

Réciproquement, on suppose H fermé; soient & = w(S) et n = 7(t) deux points de G/H ,
s'ils sont distincts, s~ n’appartient pas & H et puisque H est fermé, il existe un voisinage
V de st qui ne rencontre pas H. D’aprés une propriété des voisinages dans un groupe
topologique, il existe un voisinage V; de s et un voisinage V5 de t tels que le voisinage
Vi 'V, de s71t soit contenu dans V. Alors Vi = m(V}) est un voisinage de £ et V,, = (V4))
est un voisinage de 7 . sil existait un élément o de G/H appartenant a V¢ et a V;,, on
aurait

a=m(V1)

avec v; € V] et
a=m7(Vs)

avec vy € Vo . vy et vy seraient dans la méme classe selon H, c’est-a -dire que v; Loy serait
un élément de V; 'V, appartenant & H, ce qui est absurde, donc & et 1 ont des voisinages
respectifs V¢ et V,, qui sont disjoints, donc G/H est séparé. [

Proposition 22.
Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe, alors,
1) H et G/H sont compacts => G est compact.
2) H et G/H sont localement compacts = G est localement compact.
3) G est compact = G/H est compact.
4) G est localement compact = G/H est localement compact.

Démonstration.

3) Supposons G compact, G/H = 7(G) qui est continue, donc I'image du compact G est
un compact.

4) supposons que G soit localement compact, et que U est un voisinage de e dans G, tel
que U est compact,donc p(U) a une fermeture compacte dans G/H. or G/H est homogene
donc G/H est compact. O
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Proposition 23.
Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe fermé, alors,
1) G est compact < H et G/H sont compacts.
2) G est localement compact < H et GG/H sont localement compacts.

Démonstration.

1)Supposons G compact. H est un fermé dans un compact, donc compact. or G/H est
compact (proposition précédente)

Le cas inverse découle de la proposition précédente.

2) Soit # € H, U un voisinage de = dans G tel que U est compact. Ainsi, lN/ =UNH est
A ~ ~ _
un voisinage de x dans H. Soit U 'adhérence de U dans H. Comme U =UNH CUNH

A — A
qui est un fermé de H, on a U C U N H C U qui est compact. Ainsi U est compact dans
G et fermé dans H donc compact dans H. Ce qui prouve que H est localement compact.
Soit A € G/H, alors,3a € G t.q. A = mw(a). Soit U voisinage de a dans G t.q. U soit

compact. 7(U) est donc un voisinage de A. 7 est continue donc 7(U) est compact et
donc fermé car G/H est régulier (donc T3). Comme U C U, on a 7(U) C 7(U) et donc

7(U) C w(U). Et on sait que 7(U) C w(U) donc w(U) = 7(U). Ce qui prouve que G/H
est localement compact.
Le cas inverse découle de la proposition 21. ]

Propriété 5.
L’application ¢’ : G x G/H — G/H est continue.

Démonstration.
Car si O est un ouvert contenant 7(sz), d’apres la remarque 6

O=mn(U)

ou U est un ouvert de GG et puisque ¢ est continue il existe un voisinage U; de s et un
voisinage Us de t tels que
gO(Ul, UQ) C U

d’autre part
@' (Ur, m(Uz)) = m(p(Uy, Ua))

donc
¢ (Uy,7(Uy))

est contenu dans 7(U), c’est-a-dire dans O, ce qui signifie que ¢’ est continue car Uy x w(Us)
est un voisinage de (s, 7(x)).
On a le diagramme commutat if suivant :

G x G —F—— G
4k !
G x G/H—* . G/H
ou ¢ représente la multiplication. O]
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Propriété 6.
L’application T est un homéomorphisme de G/H sur G/H.

Démonstration.
D’abord, elle est continue, car si O est un ouvert de G/H, il est de la forme O = 7(U) ou
U est un ouvert de G et T, '(O) est 'ensemble des éléments de la forme 7(X) tels que

st elU

donc
+H(T7(0) = L)

S S

qui est ouvert et donc T, 1(O) est ouvert.

D’autre part, Papplication Ty est inversible, son inverse faisant correspondre a m = 7(a)
I’élément

T Ym) = 7(s'a)

S
qui est bien indépendant du choix du représentant a.
et cette application inverse est continue, car si O = 7(U) est un ouvert de G/H, U étant
ouvert de G, alors Ts(0) est I'ensemble des éléments de la forme 7(sz) on zwU, il est donc
ouvert car son image réciproque par 7 est 'ouvert L (U). O
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Homomorphismes de groupes topologiques

Définition 23. Soient G et G' deux groupes topologiques et soit ¢ une application de G
dans G’. On dit que ¢ est un homomorphisme du groupe topologique G dans le groupe
topologique G’ si ¢’est un homomorphisme de groupes qui est une application continue.
L’application ¢ est un isomorphisme (de groupes topologiques) de G sur G si c’est un
isomorphisme de groupes ainsi qu'un homéomorphisme.

Proposition 24.
Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes, alors,
1) f est continue <= f est continue en e.
2) f est ouverte <= f est ouverte en e.
3) Si f est bijective, f~! est continue <= f est ouverte.
4) Si f est bijective, f est un isomorphisme <= f est ouverte et continue.

Démonstration.

1) et 2) sont évidentes par homogénéité des groupes topologiques.

3)soit f~1 une fonction continue de F vers E, soit O un ouvert de F,

alors (f~1)71(O) est un ouvert de F, i.e f(O) est un ouvert de F,

donc f est un ouvert.

réciproquement, soit f une fonction de E vers F' ouverte, soit O un ouvert de F,

alors f(O) est un ouvert de F, or f~'(f(O)) = O est un ouvert de E,

donc f est continue. O]

Proposition 25.
Soit G' un groupe topologique, N un sous-groupe normal, alors, 7 : G — G /N est une
homomorphisme ouvert.

Démonstration.
N étant normal, m est un homomorphisme de groupes et on a déja démontré que c’est
une application ouverte et continue. O

Théoreme 6.
Soient G et G’ deux groupes topologiques et f : G — G’ un homomorphisme ouvert,
surjectif. Soit N le noyau de f. Alors

G/N =G

28



Démonstration.

a1 ¢

el

En effet, d’abord le noyau N est un sous-groupe distingué de G, et G/N est donc bien
muni d’une structure de groupe topologique. On peut définir application f : G/N — G’
par f(m(z)) = f(x) pour € G , cette application est un isomorphisme de groupes. Cette
application f est continue car si O est un ouvert de G/ alors ?71(0) est un ouvert de G/N,
car c’est T(f71(0)) et 7 est ouverte et f continue. (Remarque : cette démonstration de la
continuité de f n’utilise pas le fait que f est ouverte; ce fait n’est utile que pour montrer
la continuité de 771 ) . L’application 771 est continue car si O est un ouvert de G/N,
alors U = 771(0) est un ouvert de G et f(O) = f(U) est ouvert puisque f est supposée
ouverte. O

Proposition 26.
Soit G un groupe topologique, N un sous-groupe normal, H un sous-groupe, alors,

HN/N =~ H/HNN

Proposition 27.
Soit G un groupe topologique, N un sous-groupe normal, H un sous-groupe, alors,

(G/N)/(H/N) = G/H
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groupes topologiques connexes

Définition 24. Un groupe topologique est dit connexe s’il est connexe en tant qu’espace
topologique .

Remarque 7. Pour tout voisinage W de e, il existe un voisinage U de e, contenu dans
W et tel que
U'l=uU.

(en effet, U =W NW™1)

Théoreme 7.
Soit GG un groupe topologique connexe et U un voisinage de 1’élément neutre e, Alors GG
est engendré par U.

Démonstration.

Pour tout entier positif k, soit U* I’ensemble des éléments de G de la forme s;s5 - - - 55 ol
les s; appartiennent a U.

Pour k = 1, U* = U est un ouvert,

Pour k > 1, U¥ = UU*™! ce qui montre par récurrence que U* est un ouvert pour tout k,
Soit G’ la réunion des U* pour tous les entiers k,

G’ est un sous-groupe de G

en effet, si s,;t€ G’, si s = s189 - - - 53 alors

et les s; I appartiennent & U puisque
U't=U

donc s7! € U* donc 571 €

et sit =tity---t; alors st € U2 donc st € G.

Puisque chaque U, est ouvert, G’ est ouvert, or tout sous-groupe ouvert d’'un groupe
topologique est fermé. le sous-ensemble G’ est donc ouvert et fermé dans GG, c’est donc G
lui-méme puisque G est supposé connexe,

donc pour tout élément s de G, il existe un entier k et k éléments s1s, - - - 55 de U tels que
s soit égal au produit s;sg - - - k. O

Proposition 28.
Soit G un groupe topologique et soit H un sous-groupe de G.
Si H et G/H sont connexes, alors G est connexe.
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Démonstration.

En effet, si G est réunion de deux ouverts disjoints O; et O, , alors G/H est réunion des
deux ouverts 7(01) et m(O2).

S’il existait un élément & commun a 7(0O;) et 7(O2), on aurait

§=m(01) =7(02)

ol 51 € O et sy € Oy et la classe s1H = soH serait réunion des deux ouverts s H N Oy et
s1H N O, qui sont disjoints puisque O; et O le sont.

or s1H = L, (H) est connexe puisque H est connexe, donc un des ouverts s; H N O et
soH MOy est vide, ce qui est absurde car s; € O et s € Oy, donc un tel £ n’existe pas.
Alors I'espace connexe G/H est réunion des deux ouverts disjoints 7(O;) et 7(O3), donc
I'un de ces deux ouverts est vide et donc I'un des deux ouverts O; et O, est vide, ¢’est-a-dire
que G est connexe.

Cette proposition est tres souvent utilisée pour montrer qu'un groupe topologique est
connexe. [

Théoreme 8.

Soit G un groupe topologique et soit GGy la composante connexe de GG contenant 1’élément
neutre e. Alors Gy est un sous-groupe, fermé et distingué de G, et la composante connexe
de G contenant un élément s est la classe

SGO = G()S

Démonstration.

D’abord, G est fermé :

car ¢’est une composante connexe.

(G est un sous-groupe :

car si s € Gy , alors s~ 'G| contient e et est connexe puisque Ly—1 est continue, donc s~1G
est contenu dans la composante connexe G , donc pour tout t € Gy, s~ 't € Go.

G est un sous-groupe est distingué :

car pour tout s € G, sGys ! est contenu dans Gy puisque est un connexe contenant e.
Soit G4 la composante connexe de G contenant 1’élément s. La classe sGg est connexe et
contient s, donc

sGo C Gy

d’autre part s~1G, est connexe et contient e, donc

Sile C GO
donc G4 C sGg, donc
GS = SGO
et d’autre part
G()S = SGO
puisque Gg est un sous-groupe distingué. O
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Proposition 29.
Soit G un groupe topologique, alors,
1) Si G est connexe, la composante connexe de e est G tout entier
2) Si la composante connexe de e est {e}, G est totalement discontinu.

Démonstration.
1) La composante connexe de e est le plus grand connexe de G contenant e, or G est
connexe, donc la composante connexe de e est G tout entier.
2) évident.

Proposition 30.
Soit G un groupe topologique de Hausdorff, Z le centre de G, alors,
Z est un sous-groupe normal et fermé de G.

Démonstration.

Le centre est un sous-groupe normal, il suffit donc de montrer qu’il est également fermé.
Soit a € Z. Par I'absurde, supposons a ¢ Z i.e. 3z € G t.q.a # v 'ax.

Comme G est de Hausdorff, U voisinage de a, U’ voisinage de o’ t.q. UNU’ = (.

Soit V=ZNU,onaa€cV ,et

d=ztarer Wer=a"Wa=V
AinsiU'NV £, ie.
VAUNV=UNZNUCUNU=10

ce qui est contradictoire.
Donc a € Z i.e. Z est fermé. O

Proposition 31.
Soit G un groupe topologique connexe, N un sous-groupe normal et discret, alors,
N est un sous-groupe du centre de G.

Démonstration.

Soit a € N, 3V voisinage de a dans G t.q. VNN = {a}.

Comme e tae = a, 3U voisinage de e t.q. U taU C V.

Soit u € U,

alors, v tau € V et u"tau € N car a € N,

donc utau € VNN ie. v lau=aie. a€ Zg(U).

Soit x € GG, par la théoreme 13 © = uy - - - ug ou u; € U Vi € Nj.. Ainsi,

-1 .1 -1 _
T ar =Ug - Uy AU - - Up = a

car a € Zg(U) et donc a € Z(G). O

Proposition 32.
Soit G un groupe topologique localement compact et totalement discontinu, alors,
VYU voisinage de edH un sous-groupe compact et ouvert t.q. H C U.
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Démonstration.

{e} est une composante connexe compact, ainsi, par le proposition 8, 3P ouvert et compact
t.qee PCU.

Soit Q={qeG|PqC P}, Q#Dcarec Q. Soit H=QNQ™.

1)@ est ouvert : Soit ¢ € @, x € P, on a xp € P. Comme p est ouvert, HU voisinage de x

et V. voisinage de q t.q. U,V, C Pet PC UU, donc dk e Nt.q. P C UUmV;cl

e
Soit V = D1Vx (V£ carge V), alors, PV C P et donc V C @ i.e. Q est ouvert.

ii) @ est compact et Q C P :

Soit g € Q, eq = g € P donc @ C P. Comme P est compact et () fermé dans P, alors, )
est compact.

iii) H est un sous-groupe de G :

Soit Ay, hy € H, hl € Q et hy* € Q donc P(hihyt) = (Phy)hy! C P. Ainsi hihy' € Q. O

Proposition 33.
Soit G un groupe topologique compact et totalement discontinu, alors,
YU voisinage de e, 3N un sous-groupe ouvert de G tel que N C U.

Démonstration.
Par la proposition précédente, 3H un sous-groupe de G ouvert et compact, tel que
ec HCU.
Soit N = N o 'H,.
zeG

i) N est un sous-groupe normal de G :
Soit y € G, y !Ny = ﬂ yilelﬂxy or z :— zy~! est un homéomorphisme,

donc y !Ny = ﬂG:c 1H x = N i.e. N est un sous-groupe normal.
Te

i) NV est ouvert :
On a z7'ex = e € H, Yz € G. Ainsi 3V, voisinage de e et W, voisinage de z t.q.
W 'V,W, C H. UGWJ; DG,

BAS

donc k € N t.q. CJW.DG.

soit V = ﬂVx,cestunvmsmagedeeetxIVxCI/VlVW CW1VW C H,
Vo € G. dochCNet ainsi V,, € NVn C NVn € N i.e. N est ouvert. O

Proposition 34.

Soit G un groupe topologique de Hausdorff tel que pour tout voisinage U de e, il existe
un sous-groupe ouvert H de G avec H C U, alors,

G est totalement discontinu.

Démonstration.

Comme e € H, on a H # () et la séparation G = HU (G \ H) car H est ouvert et fermé.
Ainsi la composante connexe de e est dans H (car e y est) et donc dans U car H C U et
ce pour tout voisinage de e. Donc la composante connexe de e est dans l'intersection de
tous les voisinages de e qui est {e} car G est de Hausdorff. O
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Exemple 4. Le groupe GL*(n,R) est connexe : pour n = 1 ,
GL"(n,R) =R*
est connexe. Sin > 1, soit H le sous-groupe de G = GL"(n,R) des matrices de la forme :

I a2 -+ aiy

0

0
ou A € GL"(n,R). Par Papplication
B — (A a,- - -, a1n)

I'espace topologique H est homéomorphe & GLT(n — 1,R) x R"~! donc si 'on suppose,
par récurrence, que GLT(n — 1,R) est connexe, alors H est connexe.

On considere le quotient GL™(n,R)/H.

deux matrices B et C sont dans la méme classe selon H si B~'C € H, c’est-a-dire si et
seulement si la premiere ligne de B est identique a la premiere ligne de C. I'application de
GL"™(n,R)/H dans R™ — {0} qui a w(B) fait correspondre la premiere ligne de B, est un
homéomorphisme, on peut donc identifier le quotient G/H a R™ — {0} qui est connexe
puisque n > 1.

Alors, d’apres la proposition 28, GG est connexe puisque H et G/H le sont.
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Groupes topologiques localement compacts

Définition 25. Soient X un espace topologique et G un groupe topologique. On dit que
G est un groupe de transformations de X si il existe une application continue ¢ de G x X
dans X vérifiant les deux conditions suivantes :

1) @(st,z) = (s, o(t,x)) pour tous s et t dans G et tout = dans X.

ii) ¢(e,x) =z pour tout x dans X.
On dit aussi que G opere dans X.

Remarque 8.
1) Pour s € G et x € X, on note en général ¢(s,z) = sz
2) Soit Ty : X — X Papplication définie par

Ts(z) = sz

Pour tout s € G , T, est un homéomorphisme et

3) On dit que G opere effectivement dans X si T, n’ est l'identité que pour s = e ,
c’est-a-dire si la condition sx = x pour tout z € X entraine s = e.

Définition 26. Soit xy un point de X. Soit H I'’ensemble des éléments s de G tels que
STy = X9,

c’est un sous-groupe de G. Ce sous-groupe H est appelé le groupe d’isotropie (ou de
stabilité) de G au point zg

Propriété 7.
Si X est séparé, le groupe de stabilité H d’un point x( est fermé.

Démonstration. application §: G — X qui a s € G fait correspondre sz, est continue et

H = 37" ({xo})

est donc image réciproque de {xo} qui est fermé. O

Définition 27. On dit que G opere transitivement dans X si pour tous points z,y de X,
il existe s € G tel que
st =1y

Dans ce cas on dit que X est un espace homogene de G.

35



Exemple 5. Si GG est un groupe topologique et H un sous-groupe de G,
le quotient G/H est un espace homogene de G. La loi d’opération est définie par

o(s,tH) = stH

Proposition 35.

Soit G un groupe topologique et X un espace homogene de G.

Soit zo un point de X et soit H le groupe d’isotropie de GG en xy.

On considere le quotient G/H et on note toujours 7 la projection canonique de G vers
G/H.

Si s et t sont deux éléments de G tels que

alors

Démonstration.
on a s 't = h, élément de H et donc

tzg = shxy = sxg

Réciproquement si sz = txg, alors s~ txy = x.
¢’est-a-dire que s € H.
c’est-a~dire que s et t sont dans la méme classe selon H, Ceci permet de définir une
application
a:G/H— X

par a(m(s)) = sxo. O

Proposition 36.

Soit X un espace homogene d’un groupe topologique G.

Soit H le groupe d’isotropie en un point xy. Alors

I'application canonique o : G/H — X est bijective et continue.

Démonstration.
En effet, o est surjective puisque G opere transitivement dans Z. elle est invective par sa
définition méme.

G—2-Xx

v

G/H

Le diagramme est commutatif,
f étant application définie par f(s) = sxg
I’application S est continue. Si O est un ouvert de X alors

T (aH(0)) = 57H(0)

et 571(0) est ouvert, donc a~'(O) est un ouvert de G/H ,
donc « est continue. O
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On rappelle qu'un espace topologique est dit localement compact s’il est séparé et si
tout point possede un voisinage dont ’adhérence est compacte.

Lemme 1. Soit X un espace topologique localement compact tel que

X=UJX,

n>1
ou les X, sont des fermés de X. Alors un des sous-ensembles contient un ouvert de X.

Démonstration. En effet, si chaque X,, ne contenait pas d’ouvert de X,

si Uy est un ouvert de X tel que Uy soit compact (Up existe puisque X est localement
compact),

alors Uy N X7 serait un ouvert non vide, et on pourrait trouver un ouvert U; contenu dans
Up N X¢ tel que Uy serait compact et

UNX, =0

Alors Uy N X§ serait un ouvert non vide et on pourrait trouver un ouvert Us contenu dans
Uy N X§ tel que U, serait compact et

EQXQZQ)

-+ - et ainsi de suite, on construirait une suite d’ouverts U de X tels que

Un—l ) 7n
et
U,.NX,=10
Dans le compact Uy, la suite Uy, Uy, - - -U,, - - - serait une suite décroissante (car U,_; D U,

fermés, dont l'intersection serait donc non vide.

or cette intersection ne rencontrerait aucun X, puisque U, N X,, = 0.

ceci est impossible puisque X est réunion des X,,. Donc un au moins des sous-ensembles
X,, contient un ouvert de X. O

Théoreme 9.

Soit X un espace homogene d’un groupe topologique G,

On suppose que X et GG sont localement compacts et a base dénombrable.
Soit H le groupe d’isotropie de G en un point g, Alors

application canonique

a:G/H— X
est un homéomorphisme.
Démonstration.
On va montrer que 'application
g:G— X

qui a s fait correspondre sz, est ouverte.
Soit V' un ouvert de G,
soit z un point de B(V) , il est I'image par § d'un certain s € V' :

v = 5(s)
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L’application
t—> st™'t

est continue et
se le =35

appartient a V', donc il existe un voisinage U de e tel que

sUUCV.
La famille {tU };c forme un recouvrement ouvert de G et puisque G est a base dénombrable,
on peut trouver un sous-ensemble dénombrable {t1,- - -, t,, - -}

tel que {t,U},>1 soit un recouvrement ouvert de G. On a
G= UtU= UtU
n=1 n=1

et si on pose o
Xn = B(tnU
alors
X =6(G) = Qan

Pour chaque n, t,,U est compact et I'image continue par 8 d’un compact dans 1’espace
séparé X est compacte,
donc X, est compact et puisque X est séparé, X,, est fermé.
Donc X est réunion dénombrable des fermés X, et le lemme précédent dit qu’il existe n
tel que
X, = p(t,U)
contienne un ouvert Z de X. or 3(t,U = t, Uy, donc
B(U) = Uxo =t;'B(t,U)
et puisque 'application x — ¢, 'x est un homéomorphisme et que 3(¢,U) contient un
ouvert Z, (U) contient I'ouvert W =t Z. soit y un point de W, y est dans 3(U) donc
il existe h € U tel que
y = B(h) = hxg
alors
B(s) = sh™ hag
appartient & sh™'W. d’autre part, sh™'W est contenu dans sh™'3(U) = sh™'Ux. et
puisque
sh"'UcsUcCV
sh™'W est contenu dans Vzy = B(V).
on a donc trouvé un ouvert sh™'W qui contient z = (3(s) et qui est contenu dans 3(V),
donc (V) est voisinage de chacun de ses points, donc il est ouvert.
L’application S est donc ouverte.
On en déduit facilement que I'application « est ouverte :
en effet, si O est un ouvert de G/H , alors

a(0) = B(r1(0))
qui est ouvert- L’application a qui est bijective, continue est ouverte est donc bien un
homéomorphisme de G/H sur X. O
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Conclusion

La théorie de groupes topologiques concerne a la fois la structure algébrique et la
notion de topologie. La combinaison de ces deux dernieres permet d’avoir des résultats
intéressants.

Nous nous sommes intéressés a plusieurs notions essentielles de topologie dans le cas
particulier de groupes topologiques telles que la connexité, la compacité et la séparation,
etc. La notion de groupe topologique quotient, qui s’appuie sur les notions de groupe
quotient et de topologie quotient, a été donné ainsi que les démonstrations des trois
théoremes d’isomorphie.

L’homogénéité des groupes topologiques permet de rendre des résultats démontrés
localement, par exemple sur 1’élément neutre, valables sur tout le groupe.
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