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Chapitre

INTRODUCTION

Au départ théorie, la logique floue s’affirme comme une technique opérationnelle. Utilisée a coté d’autres
techniques de controle avancé, elle fait une entrée discréte mais appréciée dans les automatismes de controle
industriel.

Les bases théoriques de la logique floue (fuzzy logic) ont été établies au début des années 1965 par le
professeur Zadeh de 'université de Californie de Berkeley.

Cette technique associe les notions de < sous-ensemble flou > et de < théorie des possibilités >.

Il s’agit d’une approche calquée sur le raisonnement humain plutot que sur des calculs rigides; pour des
problemes mal définis, I’étre humain est irremplacable.

En effet, le mode de raisonnement en logique floue est plus intuitif que la logique classique. Il permet
aux concepteurs de mieux appréhender les phénomenes naturels, imprécis et difficilement modélisables en
s’appuyant sur la définition de regles et de fonctions d’appartenance a des ensembles dits < ensembles flous
>.

Un domaine d’application de la logique floue qui devient fréquent est celui du réglage et de la commande
des régulations industrielles.

Cette méthode permet d’obtenir une loi de commande souvent efficace, sans devoir faire appel a des
développements théoriques importants.

Elle présente l'intérét de prendre en compte les expériences acquises par les utilisateurs et opérateurs du
processus a commander.

Bases générales :

Les éléments de base de la logique floue sont :
« les variables linguistiques

. les fonctions d’appartenance

. les déductions aux inférences

Variables linguistiques :

La description d’une certaine situation, d’'un phénomene ou d’un procédé contient en général des
qualificatifs flous tels que :

« peu, beaucoup, énormément

« rarement, fréquemment, souvent
« froid, tiede, chaud

« petit, moyen, grand

Exemple :

la variable linguistique <« température > peut appartenir aux ensembles flous « froid »,« tiede » ou < chaud
>,

Fonctions d’appartenance :

Au lieu d’appartenir a ’ensemble < vrai » ou a I'ensemble < faux > de la logique binaire traditionnelle,
la logique floue admet des degrés d’appartenance a un ensemble donné. Le degré d’appartenance a un
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ensemble flou est matérialisé par un nombre compris entre 0 et 1. Une valeur précise de la fonction
d’appartenance liée a une valeur de la variable est notée u et appelée < facteur d’appartenance .

Froid Chaud

0.7

0.3 >< 0

10° 17¢ 20°

D’apres ce graphique, on peut constater que pour une valeur § = 17°, le facteur d’appartenance a ’en-
semble < froid » vaut u froid = 0, 3 et le facteur d’appartenance a I’ensemble <« chaud » vaut y chaud = 0,7

Les fonctions d’appartenance peuvent théoriquement prendre n’importe quelle forme. Toutefois, elles
sont souvent définies par des segments de droites, et dites < linéaires par morceaux > .(Tres utilisées car
elles sont simples et comportent des zones ot la notion est vraie, des zones ou elle est fausse, ce qui simplifie
le recueil d’expertise).

. Fonctions d’appartenance d’entrée :

Demi-trapeze gauche

xA xB

Demi-trapeze droit

XA xB

Triangle symétrique ou asymétrique

X

Trapeze symétrique ou asymétrique




. Fonctions d’appartenance de sortie :
Singletons ou Rectangles Etroits

Triangle

Trapeze

Déductions aux inférences :

Plusieurs valeurs de variables linguistiques sont liées entre elles par des regles et permettent de tirer des
conclusions.

Les regles peuvent alors étre exprimées sous la forme générale :

Si condition 1 alors action 1 ou

Si condition 2 alors action 2 ou

Si condition n alors action n.

Les conditions peuvent dépendre de plusieurs variables liées entre elles par des opérateurs OU ou ET.

Si température froide et hygrométrie importante alors ouvrir la vanne d’admission d’air chaud.

Une simplification de la description des inférences s’obtient a 'aide d’une représentation par tableau,
appelée matrice d’inférence.
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Ecart de température

+300 0 _ =300

Jd o]+ |++

+200

Ecart d' 0 _ O _|_

humidité

-200 |

Avec :
+ ouvrir légerement la vantelle
++ ouvrr totalement la vantelle
0 conserverla positionde vantelle
- fermer legerement la vantelle
-- fermertotalementla vantelle
Défuzzification

Les méthodes d’inférence fournissent une fonction d’appartenance résultante uR de la variable de sortie xR.
Il s’agit donc d’une information floue. Il faut transformer cette information floue en une valeur déterminée
qui sera appliquée a l'interface de commande du processus. C’est cette transformation qui est appelée
défuzzification. La méthode de défuzzification la plus utilisée est celle de la détermination du centre de
gravité.

Le résultat du calcul précédent doit étre traité pour étre adapté a 'interface de commande mise en oeuvre.
Applications :

«Au Japon, la mise en oeuvre de la commande floue est devenue un argument marketing, et 'on cite de
nombreux exemples dans les biens de consommation :

- la machine a laver Panasonic

- la caméra vidéo Sanyo

- laspirateur Hitachi

- la télévision Sony

- la conditionneuse d’air Mitsubishi

« La commande floue a également fait son entrée dans les processus industriels :



- 'automatisation de métro de Sandai en 1988

- Pautomatisation de hauts fourneaux a Fos-sur-Mer et a Dunkerque en 1990
- automatisation d’une usine de fabrication de papier a TO Caima au Portugal en 1992
- le controle de niveau dans une usine de raffinage Elf en 1993

- dans le domaine de la robotique

- le controle d’un four de ciment pour la société danoise F.L Smidth

- le traitement des eaux

- les grues portuaires

- les métros

- les systemes de ventilation et de climatisation

- le séchage de tuiles



Chapitre 2

CONSTRUCTION DE GROUPES NORMALES

2.1 Construction d’une relation d’équivalence

Définition 2.1.1.  Soient (G,.) un groupe et H un sous-groupe de G .Alors on définit sur G la
relation binaire R par :

Ve,y € G: (#Ry) & (zy™' € H)

Proposition 2.1.1. R est une relation d’équivalence.

2.1.1 Nature de classes d’équivalences

Soit x € G

ona:Z = {y € GlzRy}
= {y € Glay™' € H}
= {yeG|3he H:h=xy '}
= {yeG|Fhe H:y=h"'z}
= {yeG3he H :y=ha}
= Hx

donc:Vx e G : T=Hux

On note 'ensemble des classes d’équivalences par G/H au lieu de le noté par G/R.

2.2 Les sous—groupes normales

Définition 2.2.1.  Soient (G,.) un groupe et H un sous-groupe de G . On dit que H est un
sous-groupe normale de G si :

Ve € G : zH = Hx
Ainsi on le note par H < G.

Remarque 2.2.1.  Soient (G,.) un groupe et H un sous-groupe de G. Alors on a les équivalences
sutvantes :

Ve € G:2H = Hr & Voe G :H = z 'Hx
&S Ve e Gz 'He CH
& V(z,h) € GxH :27'he € H

8
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Théoréme 2.2.1. Soit H un sous-groupe distingué dans G. Alors (G/H,.) est un groupe , tel
que :

VZ,ye G/H :T.y =7y

Proposition 2.2.1.  Soit f un morphisme de groupes de G dans G'.Alors Ker(f) < G.

Théoréme 2.2.2.

Soit f un morphisme de groupes de G dans G . alors G/Ker(f) ~ Im(f)
Théoréme 2.2.3.

(2¢™¢ théoréme d’isomorphisme)

Soient A |, B deuz sous-groupes du (G,.) tel que : B < G. Alors :

A/JANB ~ AB/B
Théoréme 2.2.4.

(5™ théoréme d’isomorphisme)
Soient H et S deux sous-groupes distinguées dans G tel que : S C H C G. Alors :

(G/9)/(H/S) =~ (G/H)



Chapitre 3

L-SOUS-ENSEMBLE

Préliminaire

Dans ce chapitre, nous présentons seulement les outils nécessaire au développement du

reste d’autres parties et qui peut étre utile pour le développement ultérieur de la théorie
de Galois floue et des sous-algebres de groupes floues.  Une algébre complete de L est
un treillis complet tel que pour tous ACL et pour tout beL :

\/{aAb\GEA} (Vial ) \b
/\{aVbIaGA} (/\{GIEA})\/b

Sauf indication contraire, L désigne toujours une algébre compléte de Heyting com-
posée d’au moins deuxr éléments. Nous supposons parfois que L est une chaine ou une
chaine dense. Dans ce cas, L est toujours supposé étre complet. La réunion, la jointure
et lordre partiel de L sontV, N\ et < respectivement. Nous écrivons ausst 1 et 0 pour
[’élément mazximal et minimal de L respectivement. L est dit étre régqulier si :

Y a,beL tel que (a#0 et b#0) = aNb#0

L’intervalle fermé [0,1] avec les opérations min, max et < d’un treillis complet
heyting. Nous écrivons souvent A\ pour minimum ou infinimum et \V pour marimum ou
supremum.

On suppose que la limite supérieure de [’ensemble de rmpty est 0 élément de L et que
la plus grande limite inférieure de ’ensemble vide est 1.Nous supposons que X,Y et Z
désignent des ensembles non vides, N désignent des entiers positifs, 7 ’ensemble de tous
les entiers, Q l’ensemble des nombres rationnels, R l’ensemble des nombres réels et ()
I’ensemble vide. Sauf indication contraire I indique un ensemble arbitraire d’indices non
vide .

10
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3.1 L-Sous-ensembles

Définition 3.1.1. Un L-sous-ensemble de X est une application de X dans L.
L’ensemble de tous les L-sous-ensembles s’appelle l’ensemble L-puissance de X et on la note par LX.

Remarque 3.1.1. SiL=[0,1] alors, un L-sous-ensemble de X s’appelle sous-ensembles floue
et LX=[0,1]% s’appelle puissance floue.

Définition 3.1.2.  Soit u € L*. L'ensemble { u(x)| x€ X } s’appelle I’image de j1 et on la
note par (X ) (ou Im()).
L’ensemble { z| ze X,u(x) > 0} s’appelle support de u et on la note par p* .
En particulier, on appel p un L-sous-ensemble normal (ou unitaire) si 1 € p(X)
i s’appelle L-sous-ensemble fini si p* est un ensemble fini sinon on dit que u est infina.

Définition 3.1.3. SiY C X et a € L on définit lapplication suivante :

X — L
a sizeyY
0 sinon

Yl e ay(x):{

Cas particulier 3.1.1.  En particulier, si Y={y}, on dit alors que a, est L-point (ou L-
singleton) et parfois on la note par y,.

si a=1 alors, 1y s’appelle fonction caractéristique de Y.On note par ”S” ’ensemble des L-singleton
ainst on pose :

foot(S)={y € X |ya € S}

Définition 3.1.4.  Soient u , v € LY

Si Nv € X : p(z) < v(z),on dit que p est contenu dans v (ou v contient 1) et on écrit p C v (ou v
2 p).

Sip Cvetv# ualors, on dit que p est contenu proprement dans v (ou v contient proprement
dans p ) et on écrit p C v (ouv D p).

Remarque 3.1.2. C est une relation d’ordre partiel dans LX.

Preuve 3.1.1. Montrons que C est une relation d’ordre partiel dans L

Réflexivité :

Soit € LX
Ona:p=p=pnCpu

donc : C est Réflexive dans L*
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Antisymétrie :

Soient i, v € LX

donc : C est antisymétrique dans L

Transitivité :

Soient i, v, £ € LX

ona:(pCretvCf & (VeeX:ulx) <v(z)etvz)<{(x))
S (Vre X o) < &)
& pCé

donc : C est transitive dans LA

Conclusion : C est une relation d’ordre partiel dans LXW.

Définition 3.1.5. Soient p,v € LX.0n définit uNv et pUv dans LY par :

Ve X:

(pUv)(x) = p(x) Vr(z)
(wNv)(x) = p(z) Av(z)

Ainsi pNv et pUv s’appellent respectivement intersection et union de j et v.

Définition 3.1.6. Soit p € LX . Poura € L , on définit p, par :

po ={wlz e X, px) = a}
Lo S appelle une a—coupe (ou a— ensemble de niveau) de
Propriétés 3.1.1. Soient p,v € LX . Alors :
(1) (w S v,ael)= (paC< v

(2) (a < b, (a,b) € L?) = (m C pa)
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Preuve 3.1.2. Soient u, v € L¥

w

On suppose que p C v, a € L

Montrons que p, C v, :

Ona:(vep) < (xeX, ux)>a)
= (r € X,v(z) > a) carp C v
S (r € vy)

donc : jig C v,

@

On suppose que a < b, (a,b) € L?

Montrons que p, C v, :

Ona:(x€mw) < (reX )=
= (z e X,u(x) >
& (T € pa)

donc : pup C v,

Théoréme 3.1.1. Soient I un ensemble non vide d’indices , (1;),., € (L) eta € L. Alors :

(1) Vier(pi)a € (Uiertti)a
(2) Nier(pi)a = (Niertti)a
Preuve 3.1.3. Soient I un ensemble non vide d’indices , (j1;),., € (L)' eta € L. Alors :
1)
r € Uier(i)e < Fi €1 1 x € (143)a
< Jiel ) > a
= Vier () = a
< (Uieri)(z) = a
& v € (Uierti)a
donc : Uier(pi)a € (Uiertti)a

(2)
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v € Nier(fi)a & Vi € I 1 2 € (l)a
S Viel: wx) >a
& Nigrpi(z) 2 a
& (Nierps)(z) > a
& x € (Nicrki)a

donc : ﬂz‘el(,ui)a = (ﬂz‘elﬂz‘)a

Remarque 3.1.3. Si L est finie alors on a une égalité dans (1)

Théoréme 3.1.2. Soient i € LX | I un ensemble non vide d’indices et (a;);er € L'

On pose :

I
&

Alors :
(1) Uicrtta, <

(2) Nicitta, = He

Preuve 3.1.4. Soient p € LX | I un ensemble non vide d’indices et (a;)ic; € L'

On pose :

|
&

(1) Montrons que Uierita, <
T € U, & Ji € 1 1 & € L,
s Jdie I pulx) > g
= 3di el :pux) >0b carVie: b<uq
& r € Wy

donc : Uierpla; S
(_2) Montrons que Nicrfta, = He

T € Nierpla, & Vi € 1 1 x € L,
S Viel:ux) > a

S Viel:pkx) >c



3.1. L-SOUS-ENSEMBLES

S T € YU

donec : Mierfla;, = fe

Théoreme 3.1.3. Soit p € LX. Alors :

Iu’ = UaELalla
Ho= Uae.“(X)a’/‘a

Preuve 3.1.5. Soit p € L*

Montrons que : a = Ugeray,

Soitx € X

(Uaer0) (@) = Vaep au(2) = V{a € Lla < ple)} = pla)
donc : pp = Ugeray,

Pour l'autre équation la preuve est similairell

Définition 3.1.7. Soient I un ensemble d’indices non vide et (X ;)
non vides.

On note par X le produit cartésien des X; , définit par :
X = HieIXi = {(xi)iel ‘xl S Xl}
Pour tout i € I , soit yu; € LXi . Un L-sous-ensemble p € LX donné par :

v(xi)iel € X ,LL($) = /\iellui(x)

est appelé un produit directe complet des u; , ainsi on note p par :

=10 i
Si [={1,2,35,...... ,n} alors :

X=1_X;

=X x X9 x X;5....x X,

= {(z1, 79,23, ..., x|z € X3i = 1,2,3,...n}
ainsi on écrit :

po=11_ p; = LR ....... Qfn

Clairement on a le résultat suivant :

Vie ILVu,vi € LN (; Cv) = (I, CIL_,v; )

iel

15

une famille d’ensembles
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3.2 FExtension principale

Définition 3.2.1. Soient f une application de X dansY et (u,v) € L x LY.

On définit f(u) € LY par :

Yy e, f(u)(y) =

ainsi on définit f~*(v) € L™ par :

Vo e X, f7H(v)(x) = v(f(z))
xf(p) s’appelle l'image directe de p par f

xf~1(v) s’appelle I'image réciproque de v par f

Théoréme 3.2.1. Soit f une application de X dans Y. Alors :

(1) Ypa, pio € LY 2 iy € pig = f(pa) € fpa)
(2) Soit I un ensemble non vide d’indices. Alors :
V(p)ier € (L%)" : f(Uierpss) = User f (i)

(8) Soit J un ensemble non vide d’indices. Alors :

V(vy)ses € (LY)": [T (Ujesry) = Uses [ (1)
(4) Soit J un ensemble non vide d’indices. Alors :

V(v)jes € (L) 71 Mesvs) = Njesf ~H(v5)
(5)Vvi,vs € LY 11y Cup = fH1y) C f ()
(6)Ype LX:pC fH(f(n)
(7) Si f est une application injective de X dans Y, alors :

Ve LY p= 1 (f(w)

(8) Si f est une application injective de X dans 'Y, alors :

- L — LY
oo f(p)

est injective.

(9)St [ est une application injective de X dansY, alors :
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est surjective.

(10)Vv e LY : f(f~1(v)) Cv

(11) Si f est une application surjective, alors :
e LY s f(f) = v
(12) Si f est une application surjective, alors :
Y est surjective.
(13) Si f est une application surjective, alors :
¢ est injective.
(14)Vpe LX Vv e LY : f(p) Cvepc f7(v)
(15) Ve LX = g(f(n) = (g0 f)(n)
(16) V& € L? = f7Hg7 (&) = (9o f)7'(E)
Preuve 3.2.1. Soit f une application de X dansY
(1)
Soient i1, po € LY
On suppose que : py C g
Montrons que : f(p1) € f(p2)
soity €Y
17 cas - [ (y) =0
on a : f(ua)(y) = f(u2)(y) =0
2m¢ cas : fTHy) # 0
on a: f(u)(y) = \VH{m(z)lz € X;y = f(z)}
insi : F(12)(y) = Vima(o)|z € Xy = £(2)}

or: (€ p2) & (Vo € X;m(z) < pa(x))

17
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par conséquence : ¥z € X 1y = f(z) = m(z) < po(z)
done : \V{p (z)|lz € X5y = f(2)} < V{pe(z)lr € X;y = f(2)}
c-a-d : f(pn)(y) < fp2)(y)
alors des deux cas on constate que f(in) C f(up)M
(2)
Soit I un ensemble non vide d’indices
Soit (i), € (LX)
Montrons que : f(Uierpti) = User f (1)
Soity € Y
1 cas : [N (y) =0
on a : f(Upi)(y) =0
ainsi - Uy, f(ui) =V, f(w)y) =V, ,0=0
done : f(U, i) (y) = Uy, f(ps) =0
2me cas : fHy) # 0
FUe)W) = VU pi)(@)]e € Xy = f(z)}
= V{Vipi(z)|r € X5y = f(z)}
=VV, Aw(r)le e Xy = f(r)}
= V.., Vip(x)lz € X;y = f(2)}
= V.., fu)y)
= (Uie, (1)) (w)
donc des deuz cas on constate que f(Uicrpti) = User f ;)M
(3)
Soit J un ensemble non vide d’indices

Soit (v;),., € (LY)’

jeJ

Montrons que : f~(U,.,v;) =U,_, ()
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Soit x € X

Alors : f7HU,_,v;) =U,_, f ' (v;)A

“)

Soit J un ensemble non vide d’indices
Soit (v;)._, € (LY)’
Montrons que : f~X(0._,v;) =N, f~ (1)
Soit v € X
70w (@) = (0, v) (f(2)

= A, vi(f(@))

= A, F @)

— (O, 1) (a)
Alors = f(0,c,vy) =0, 7 ()
(5)
Soit vy,vy € LY
On suppose que : v, C vy
Montrons que : f~(n) C £~} (i)
Soit v € X
f7Hm)(x) = n(f (@)

< a(f(x)) car v; C vy

19
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(6)

Montrons que : Vu € LX : u C 71 f(n))
Soit u € L

Soitx € X

= V{u@)la' € X; f(«) = f(2)}
> u(x) car x € X et f(z) = f(x)

donc : ;1 € fA(f(u)M

(7)

On suppose que f est une application injective
Soit u € L
Montrons que : = f=1(f(u))

Soit x € X

= V{u(a)|z" € X; f(a') = f(z)}

=\V{p)x' € X;a' =z} car f estinjective

On suppose que [ est une application injective

Montrons que :

L — LY
po— f(p)

est 1njective.

Soit piy, po € LX
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on a : ((p) = V() & (f (1) = fp2))
= (f7H(f () = f7H(f (12)))
&y = flo par (7)

alors v est injective B (9)

On suppose que f est une application injective

Montrons que :

est surjective.

soit § € LX

ona: f(f)eLY
or : f est injective

donc : 0 = f71(f(0))
= o(f(0))

alors : ¢ est surjectivel

(10)

Soit v € LY

Montrons que : f(f~'(v)) Cv

Soity €Y

1 cas : [N y) =0

U )(y) =0

2me cas : f7H(y) #0

FUT @) =V ) (@)]z € X; f(2) = y}
- I\//(g(f(m))kc € X; flz) =y}

des deux cas on constate que :

donc :
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@
On suppose que f est une application surjective
Soit v € LY
Montrons que : f(f~1(v))=v
SoityeY
puisque : (f est surjective) = (Jxr € X ;y = f(x))
= (f7y) #0)

donc d’aprés 2™ cas de (10) on constate que :

donce :

(12)

On suppose que f est une application surjective

Montrons que : 1 est surjective

Soit 0 € LY

ona: f74(0) € LX

ainsi :

(f est surjective) = (f(f~1(0)) =0)

donc : ¢ est surjectivell

(13)

On suppose que f est surjective

Montrons que :¢ est injective

Soient vy, vy € LY

ona:d(n) = (n) & [TH(n)=f1 ()



3.2. EXTENSION PRINCIPALE

= f(f7 () = F(f ()

S o= car f est surjective
donc : ¢ est injectivell
(14)
Soient € LX,v € LY
Montrons que : (f(p) S v) & (uC fH(v))
ona:(f(p)Sv) & (f7(f(w) C @)

& (S fiv)m

(15)
Soit € LX Montrons que g(f(1)) = (go f)(1)

Soit z € Z

Montrons que : f~*(g7*(£)) = (g o f)71(¢)

Soit x € X

fH 7€) = g7 () (f(x))
=¢(g(f(2)))
=¢&((go f)(x))
= (g0 ) 1 (&(2)
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Chapitre I

L-SOUS-GROUPES

Dans toute ce qui suit (G, .) signifie un groupe.

Définition 4.0.1. On définit dans L les opérations suivantes :

Dans LE on définit l'opération binaire o par :
Vu,velLl Ve eG: (nov)(z)=V{uy) Av(z)|y.2€G, yz=u1}
Vu, v : pov s’appelle le produit de p par v.

Ainsi dans LE on introduit l'opération inverse par :
Vue LY : Ve eG: i) = pl?)
Vu € LE : p~t s’appelle Uinverse de pu.

Théoréme 4.0.1. Soit (1, v, (i)ier) € LE x LE x (L%)" avec I est un ensemble non vide
d’indices .

Onposea = \/ {pu(z) |z € G}

Alors on a les résultats suivant :

()¥x € G : (pov)(x) = V,ea(uly) N vy 'z))
(2)Va € G: (pov)(x) = Vyealulzy™) A v(y))
(3)Vz,y € G: (ay o p)(x) = puly 'z
(4)Vx,y € G : (noay)(x) = plzy™)

(5) (W) =

6)(p Cpt) e @' Cp e @' =np
(7)(p S v) & (' < v

(8) (Uiellui)_l = Uielu;l
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(9) (miellui)il = mie[#i_l

(10) (pov)™ = v lop™

Preuve 4.0.1.  Soit (u, v, (w)ier) € L% x LY x (L¢)" avec I est un ensemble non vide

d’indices .

Z?;p(wea = VA{up)lz e G}
Montrons que :Vz € G : (nov)(z) = Vyea(ly) A v(y'z))
Soitx € G
(wov)(@) = V{uly) A v(2) |y, 2 € Giys = 2}
= V{uw) Avx)ly, z € Gz =y la}
= V{uly) Avlyle)ly € G}
=V, o1y A vy iz)m
(2)

Montrons que :Vx € G : (pov)(x) = V eolulzy™) A v(y))
Soitx € G

(mov)(x) = V{nly) Av(z)|y, 2 € G;yz = x}
=V{uy) ANvz)|ly,z€ G; 2z = a2z}
=\V{u@z"") Av(z) |z € G}
=V, (uzy™) A v(y)m

(3)

Montrons que : Yz ,y € G : (ay o p)(xz) = ply~'x)
Soientx , y € G
on a : (a,op)(x)

)
Montrons que :Vx,y € G : (poay)(z) = pley™)
Soient v,y € G

on a : (uoay)(x)

= plzy™) A ay(y)
= pay™') Aa
= wlzy™) A (V@)
= p(zy~ )M
)
Montrons que : (u™) = p
Soit v € G
ona:(ut) (z) = p Mz
= ()Y
= p(z)
done : (u") = pM
(6)
Montrons que : (u C p™') & (u!' C p)
= CN
On suppose que : i C pt
Montrons que : p=* C p
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Soitx € G
on a:p(z)

= 05

On suppose que : u=' C p
Montrons que : n C p*
Soitx € G

donc : pp C u~
Montrons que : (u™' C p) & (p = pt)
oma:(pt Cp & (W Cpetp Cph Par I'équivalence précédente
& (p=p"
donc: (p C pt) & (W Cp e (W' =p
(7)
Montrons que : (u C v) & (' C vt
ona:(pCv) & (Ve € G : plx) < v(x))
& (Vre G @) < @)
& Vre G: p ) < vi(z™))
s Vo e G:ptz) < vi(a))
s 't crhm
(8)
Montrons que : (U, p;)~" = U, ;"
Soitz € G
( 'LGIM'L) 1($) = (Uielﬂi)(x 1)
=V, @)
=V, 1 (2)
= (Ui (@)
done : (U, )™t = U,_,pu;'A
)
Montrons que : (N, i)™t = N, 1
Soitx € G
(mielui)_1<x) = (ﬂiezﬂi)(x_l)
= A (™)
= N, mi (@)
= (Nie,ti (@)
done : (N, )"t = N, p; "M
(10)
Montrons que : (pov)™ = vLloy™?
Soitx € G
(MOV)_1($)= (nov)(z™)
= Viuy) Av(z) |y, z € Gyz = a7}
= V{uy) Av(z)|y, z € Gily2)™' =z}
= V{uw) Av(2) |y, z € Gz7ly™h = a}
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= V{uly )™ Av) Ny, z e Gzly !t =a}
=V{p 'y ) Ay, 2 e Gy 2ly !t =}
=\V{vr 'Y Aty Dy, 2 e Gy zly Tt =}
=V{v'e) AWy, z € G; 2y = x}
= (v lop ) (x)

donc : (pov)™ = vlopy M

Définition 4.0.2. Un L—sous-ensemble p de G est dit L—sous-groupe de G si p vérifie les
conditions suivantes :

Gi)Va,y: plry) > px) A py)
Gy)Vz e G: pla™t) > p(x)

* Si L =10,1] alors un L— sous-groupe de G s’appelle un sous-groupe floue.
* On note par L(G) l’ensemble de L— sous-groupes de G.
*x St € L(G) on pose :

po = {z € Glu(z) = ple)}

Remarque 4.0.1. Si u € LY satisfasse a la condition G , alors on a le résultat suivant :

Vn e N, Ve € G : plz™) > pux)

ainst on a :

Vue LG), Yo,y pay ') > plx) A py)

Preuve 4.0.2. Soit p € L(G)
Soient x,y € G
on a :p(ry™) > p(x) Ap(y™) car pverifie Gy
> u(z) A ply) car p verifie Goll

Lemme 4.0.1.  Soit p € L(G) ;alors :
)Vz e G : ple) > u(x)

2Nz € G : u(z)=p(z™)

Preuve 4.0.3. Soitu € L(G)

(1)
Soit v € G
on a : p(e) = p(zer)
> p(x) A p(z™h) d’aprés (G1)
= pu(x) d’apres (G2)R
(2)
Soit x € G
on a :p(r) < plzt) d’aprés (G2)
ainsi : p(x) = p((2=1) ™)
> p(xh) d’aprés (G2)

donc : p(z) = p(z~') A



28 CHAPITRE 4. L-SOUS-GROUPES

Remarque 4.0.2.  Revenant au résultat qui dit :
Vue LE :[(nverifie (G1)) = (Vn € N, Vo € G : pla™) > u(z))]

Preuve 4.0.4. Soitpc L€
On suppose que j verifie (Gy)
Montrons que : ¥ n € NVao € G : u(a™) > p(x)
Raisonnement par récurrence sur n :
Pourn =0 Soitz € G
On a : pla") = (")

= p(e)
> u(x) d’aprés (1) du lemme précédente
donc la propriété est vraie pour n =0

Soitn € N
On suppose que :¥j € {0,......,n};Vr € G : u(x?) > p(x)
Montrons que : Vr € G : p(z"™) > u(z)

Soitx € G
On a : p(z"™) = p(a"z)
> p(a") A p()
= p(x) Par "H.R”

Conclusion :¥n € N, Vo € G : px") > u(x)
Lemme 4.0.2.  Soit p € LC.

1€ L(G)

)
Va € n(G)U{b e L|b< u(e)} : pa est un sous-groupe de G

Preuve 4.0.5. Soit u € LY

=CN
On suppose que : u € L(Q)
Montrons que : Ya € p(G)U {b € L|b < p(e)}; pa est un sous-groupe de G
Soit a € p(G)U{be L|b < ule)}
ona: i, CG
ainsi : g # 0
car : on a deux cas présent
1" cas :a € p(G)
Ona:(a€u@)e (3FreG: ulx)=na)
= (FreG:x€p,)
= fta 70
2°m¢ cas :a € {be L|b< ule)}
donc : u(e) > a
c-a-d : e € g
alors :pg # 0
d’autre part soient x,y € i,
on a:p(zy™) > p(z) A p(y)
>alNa car T,y € g
=a
donc : xy~' € pg alors p, est un sous-groupe de G
=C5
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On suppose que : Ya € u(G)U{b e L|b < pu(e)}; pa est un sous-groupe de G
Montrons que : p € L(Q)
ona:u€ L’

d’autre part soient x,y € G

on pose : o = p(x) et f = u(y)
pour a = o\ 3

on a T,y € g

comme ji, est sou-groupe de G
alors : xy~' € pq,

c-a-d : pu(xy™) > a

c-a-d : p(xy™") > p(x) A p(y)
donc : p € L(G)M

Corollaire 4.0.1. Si p € L(G) alors, p. est un sous-groupe de G.

Preuve 4.0.6. On suppose que i € L(G)
Montrons que : p, est un sous-groupe de G
1" étape : Montrons que fi, = [i,(c)
ona:(xeG)= (u(x) = pe))

© (T € )

donc : pre C fiye)
d’autre part Soit x € fi,c)
d’oi : p(x) = ple)
on sait que : Yy € G : p(e) > p(y)
orx € G car pye) € G
pour y = x on obtient que p(e) > p(x)
alors : p(x) = ule)
c-G-d : T € [y
donc : ey C s
alors : e = (e
2emeétape : Montrons que py est un sous-groupe de G
on a ! [y = [y(e)
ainsi : p(e) € p(G)U{b e L|b < u(e)} car ple) € u(G)
ainsi : € L(G)
alors d’apres le lemme précédente on obtient que fi, ) est un sous-groupe de G
c-a-d : . est un sous-groupe de G.H

Rappelle : L est dite régulier si :
Va,b €L tel que (a0 et b#0) = aNb#0

Théoréme 4.0.2. Si p € L(G).On suppose que L est réqulier alors p* est un sous-groupe de
G.

Théoreme 4.0.3.  Soit u € LY alors , p € L(G) si et seulement si elle vérifie les conditions
survantes :

(G1) popCp
(Go) Wt CpfoupCptoup=p")

Preuve 4.0.7. Soitp € L¢
= CN
On suppose que p € L(G)
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Montrons que les conditions (G1) et (Gs)' sont vérifiés
Pour (Gy)" :

Soit x € G

on a : (pop)(r)=

<V, ulyy'z) car p € L(G)
=V, 1)
= p(z)
donc : (Gy)" est vérifié
Pour (Gs)' :
Soit x € G
on a () = p(a~")
= pu(x) car p € L(G)

done : p~Hz) < p(x)
alors : Gg)' est vérifié
ainsi on a :

ce qui acheve la preuvell
=05
On suppose que p vérifie G1)" et Gs)'
Montrons que u € L(G)
ona:p€L®
ainst soit v,y € G
on a :p(xy) = (o p)(zy)

= V(u(2) A p(z"lzy))

> p(@) Az~ ay)

> w(x) A py) done : (Gy) est vérifié.
d’autre part soit x € G
ona:ptCpuepnCput
done : p(x) < p(x)
d’ot : (G) est vérifié
alors :p € L(G)M

Théoréme 4.0.4.  Soient p,v € L(G) alors , pov € L(G) si et seulement si pov =vopu

Preuve 4.0.8.  Soient p,v € L(Q)
=CN
On suppose que pov € L(G)
Montrons que pov =vopu
on a .'uoyz;flol/fl
= (vou)™
= VO ,UJ
<05
On suppose que [LoV =V 0 i
Montrons que pov € L(QG)
ona:(pov)o(uon) = po(vop)ov
=po(uov)ov
= (pop)o(vov)
Cpuov
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d’autre part on a :
1

(pov)yt =vtopt
=voy
=pov

donc : pov e L(G)A

Théoréme 4.0.5. Soient u € L(G) , H un groupe et f un morphisme surjective de G dans
H.Alors f(u) € L(H).

Preuve 4.0.9. Soient u,v € H
alors : Jz,y € G:u= f(z) et v= f(y)
() (wv) =V{u(z) | z € G, f(z) = uv}

> V{u(zy) Liz.yeq, flx) = u, f(z) = v}
> V{u@) Apy) |zy €G, f(x) = u, fly) = v}
=(V{ux) |z e G, f(z) = up) AV{n)ly € G, fly) = v})

= (F() (W) A (f(p)(v)
D’autre part il est claire que : (f(p))(u™") = (f(u))(v)
donc : f(u) € L(H)R

Théoréeme 4.0.6. Soit H un groupe et v € L(H).Si [ est un morphisme de groupes de G dans
H alors f~1(v) € L(G).

Preuve 4.0.10. Soit v,y € G

on a: fHv)(zy) = v(f(zy))
=v(f(z)f(y)) car [ est un morphisme de groupes
> v(f(x)) Av(f(y)) car v € L(H)
=W @) A fTH)(Y)
ona: f7Hv)(z) =v(f(z))
<v((f(z)™)
=v(f(z™"))
=W
Théoréme 4.0.7. Sotent I un ensemble non vides d’indices

et (1),ey € (L(G))'. Alors N\_pi € L(C)

Preuve 4.0.11. Soient I un ensemble non vides d’indices

et (:ui)ief = (L(G)>I

Ona:nN,u € L°

d’autre part soient x , y € G

(M i) (xy™) = /\1 iy

Nie; (i) A pi(y))
)
) A

IV

(A, 1il2)) A (/\guz( )

= (Nc i) (@) A (O, o) ()
donc : N, 1; € L(G)A

Définition 4.0.3. Soit € LY. On pose :
(W) =n{v|ip Cp,ve LG}

() est appelé le L-sous-groupe de G engendré par .

Remarque 4.0.3. () est le plus petit L-sous-groupe contenant ji.

Notation 4.0.1.  Soit p € LC.
On pose :



32 CHAPITRE 4. L-SOUS-GROUPES

pto= p
et VN —{1} : uy* = p"ltopu

Théoréme 4.0.8. Soitpu € LC.

On pose :a = {nle) [p S n,n € L(G)}
Alors : () = a.U (Ul (pUp ") = UpZy(ae UpUp )"

Preuve 4.0.12. On pose : v = a, U (U, (pUp~ ")
Il est claire quep € v ,a. C v,v = v ietvor = v
Alors d’apres le théoréme4.0.3 on obtient que v € L(QG)
Comme up C v = (uyv
D’autre part soit ¢ € L(G) tel que p C &
Alors :a. C et (pUp™)" C &
Ainsi :v C &
Par conséquence : v C {u)
Alors : (u) = v

Pour Uautre égalité la preuve est similaire B



Chapitre 5

L-SOUS-GROUPES NORMALES

Théoreme 5.0.1. Soit n € LY. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(NI)Vz,y e G: play) = p(yz) dans ce cas on dit que p est un L-sous-ensemble abélien de G
(N2)Vao,y e G: plryr™) = puly)
(N3)Va,y € G: plryz™) > ply)
(N4)Va,y € G: plryr™) < ply)
(N5)Vv € LY : pov = vopu

Preuve 5.0.1. Soit € LC
(N1) = (N2)
On suppose que : ¥V x ,y € G: pulxy) = p(yz)
Montrons que :Vx,y € G: pulryz™) = ply)
Soient x , y € G

on a:plryrt) = p((vy)r~
= (= (zy)) par (N1)
= wy)

donc :Vz,y : plryr™) = uly)

(N2) = (N3)

ona:Vr,y € G: pleyr™) = ply) =Vr,y € G: uly) < plryz™)
car : < est une relation d’ordre dans dans L.

(N3) = (N4)

On suppose que : ¥V z ,y € G: pleyz™) > uly)

Montrons que :Vz ,y € G: pleyz™) < uly)

Soientx , y € G

on a :pleyr) < pletzyz (=) par (N3)
= p(y)
donc :Vx,y € G: plrzyr™') < ply)

(Nj) = (N5)
On suppose que YN x,y € G: pulryr™) < u(y)
Montrons que : Vv € LY : pov = vop
Soitx € G
ona:(uov)(z) =V _ (u(zy™) Av(y))
V, o (uy™z) Av(y) par (N4)

— vop()
donc :Yv € LY : pov = vop
(N5) = (N1)
On suppose que :Yv € LY : pov = vopu
Montrons que : ¥z, y € G: plry) = p(yx)
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Soient x , y € G

On pose :
a = V{pz) e e G}
Vo= a1
par (N5) on :
Q10 = [LOay-1
donc :

Vo,y: plry) = p(yr)A

Définition 5.0.1. Soit € L(G).On dit que p est un L-sous-groupe normale de G s’il est
un L-sous-ensemble abélien .

Notation 5.0.1. On note par NL(G) Uensemble des L-sous-groupes normales de G.

Cas particulier 5.0.1. Si L = 1[0,1] alors tout L-sous-groupe normale de G est appelé
sous-groupe normale floue .

Soient p, v € L(G).
Sidu e G, Vo € G: pu(r) = viuzu™?)
alors on dit dans cette ordre que p , v sont des L-sous-groupes conjuguées et on écrit I = Uy.

Remarque 5.0.1. On a les propriétés suivantes :
(1) 1 € NL(G)
(2) 1. € NL(G)
(3) Si G est commutative , alors tout L-sous-groupe de G est normale
(4)Vp € L(G) : (n € NLG)) & (Vz € G:p = p)

Théoréme 5.0.2. Soit € L. Alors on a l’équivalence suivantes :

(h € NL(G) & (Vae p(G)U{beLb< p(e)} : pusG)

Preuve 5.0.2. Soit € LC
= CN
On suppose que 1 € NL(G)
Montrons que ¥V a € p(G)U{be LIb<pule)} : pa>G
ona:p € NL(G) = p € L(G)
& Va e pu(G)U{be LIb < p(e)} : pa sous — groupe deG
d’autre part Soit a € p(G)U{be L|b < u(e)}
soit (z,h) € G X pig
on a : u(rhe™') = p(z(hz™1))
p(har=tz) car p € NL(QG)
p(h)
a

AV

donc : xhx™ €
alors : YV a € u(G
= 05

On suppose que ¥ a € p(G)U{be LIb < ule)} :pu,>G
Montrons que u € NL(G)

on a :

=

u{be Lb<pu(e)} :ua>G

~—



Vae p(G)u{be Lb<pule)} : pa>G
4
Vae u(G)u{be LIb<pu(e)} : uq sous — groupe de G

p € L(G)

d’autre part sotent v ,y € G

on pose : a = p(y)

ona:y € car u(y) = a
donc : zyr™t € p, car o> G
donc : plxyz™) > a

c-d-d : p(xyz™) > p(y)

alors : 4 € NL(G)R

Théoréme 5.0.3. Soit u € NL(G).Alors on les résultats suivants :

(1) ps > G
(2) Si L est régulier alors , p* > G

Théoréme 5.0.4.  Soit u € L(G)
On pose : N(u) = {z|z € G,Vy € G : plxy) = pyz)}
Alors N(u) est un sous-groupe de G et p|n( est un L-sous-groupe normale de N (f1).

Théoréme 5.0.5. Soitv € L(G), alors :

#{vJu e G} = #[G: N(v)]

Preuve 5.0.3. Soitv € L(G)
on considere [’application suivante :

¢:A{vue G} — [G: N(v)
Ve — u TN (v)

¢ est bijective , en effet :
Injectivité :
Soit vy, vy, € {vuu € G}?
ona: o) = olm) & wNw) = v INW)
&yl =t
s u Rt
& (W) vt e N(v)
& w! € N(v)
& Ve € G : vizuww™) = v(uww ')
& Vr € G v(uzu™) = v(vzv™)
S Uy = U,
donc : ¢ est injective.
Surjectivité :
pe|G:Nv)] & JueG:p=
e 3JueG: =) Ny
& du e G B
&S Jue G p
donc : ¢ est surjective
alors : ¢ est bijective

d'ou : #{v,Ju € G} = #[G: N(v)|R
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Théoréme 5.0.6. Soitv € L(G)
(1) N,.ovu € NL(G)
(2) N, oV est le plus grand L-sous-groupe normale de G contenu dans v

Preuve 5.0.4. Soitv € L(G)
(1)
1°" étape : Montrons queYu € G : v, € L(G)
Soientx , y € G

on a:v,(ryt) = viuzy tut)
= v((uzu™")(uyu™"))
> v(uru™) A v(uy~tut) carv € L(G)
> v(uzu™) A v(uyu™?t) carv € L(G)
= vu() A v(y)

donc :Vue G : v, € L(G)

alors : N, vy € L(G)

v, € NL(G)

ueG

2°¢me étape : Montrons que N

Soient x , y € G
on a: (ﬂuea va)(@yr™t) = A, (vu(zyz” 1))

A, (V(uzyz=tu™t))
= A,

AW

AW

G
ueG
G

v((uw)y(uz)™))
Vur (Y))
Vu())

donc : N, v, € NL(G)R

(2)

Soit p € NL(G) tel que : p C v

19" étape :Montrons que V' u € G : u =

Soitu € G

Soitx € G

on a:pu(r) = pluru™?) car p € NL(G)
= ()

donc :Vu € G : p = py

2eme Etape :Montrons que p S N, Vy

Soitu € G
Soitx € G
on a : py(z) = pluru™t)
< v(uzu™?t) car p C v
= v,(x)
Yu € G : p, C uu
par conséquence : N, .oy S N, oV
donc : uCﬂueG car O, cobu = Nycglt =
3me étape : Montrons que N, _ vy C Vv
Soitx € G

on a : (N, . ) (T)

A, cq Vul@)
A, v(uau™)

< A, ) Av(e) Av(u)) carv € L(G)
= N\, Av(z)) carv € L(QG)
< v(z) Av(x)
= v(x)
alors : N v, C v

u€ G
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donc : N, _ oV est le plus grand L-sous-groupe normale de G contenu dans vB

Définition 5.0.2. Sotent pp € L(G) etx € G. Les L-sous-ensembles pu(e)(zyop et o p(e) iz
sont appellent respectivement par la classe a gauche et la classe a droite de x et on les note respectivement
par Ty et ux

Remarque 5.0.2. Si € NL(G) , alors la classe a gauche et la classe a droite de x sont
égau.

Théoréme 5.0.7.  Soit u € L(G)
(DVa,y:ap=yp < T = Y
Nz, y: pr = py & s = [y

Preuve 5.0.5.  Soit u € L(G)
(1)
Soient v,y € G
= CN On suppose que xp = yu
Montrons que xp, = Yy
ona:zp = yp < ple)yop = ple)yon
&V G O o) = (e o))

& VG op(e p(y~'z) car p(e) = V{p(z)lr € G}
en particulier pour z = y
alors : u(af‘ y) = uwly'y) = ple)
donc : x7 'y € p, s est un sous-groupe de G car € L(G)
d’ot > xpe = Yl
= C5

On suppose que T, = Yix
Montrons que : xp = yu

ON a:Tpe = Yis & T Y € peetylz € p. car i, est un sous-groupe de G
< u(fc‘ly) = wy'z) = ule)
ainsi : u(z71z) = pla tyy=tz)
>z y)Au( '2)
= e Aply '2)
= u(y™'z)
d’autre part :
ply'z) = ply~zalz)
> ply~ 1;5)/\#(;;; 'z)
= pule) Ap(z™'2)
= ot
donc:NYNx,y:zu = Yypu S Ty = Yls
(2)

Soient x ,y € G
= CN On suppose que pxr = uy
Montrons que p.x = .y
ona:pr = py < pop(e)my = po ()
& V2 €G : (ope)y)(z) = (nopule)y)(z)

S V2@ p(ert) = plzy) car pi(e) = V{u(z)|lz € G}
en particulier pour z = y
dlors : plyz™) = plyy™) = p(e)
donc : yx™' € p, s est un sous-groupe de G car p € L(G)

d’ot : e = Y
<= OS5
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On suppose que [ = (1Y
Montrons que : pr = py

ON 4 T = Uy & yr b € ppetayt € p, car fi, est un sous-groupe de G
& plyr™') = pley™) = ple)
ainsi : p(zz™t) = plzy tyxt)
> plyz=t) A p(zy™)
= p(e) Ap(zy™)
= p(zy™)
d’autre part :
p(zy™) = p(za™loy™)
> pry™h) A plza™t)
= p(e) A p(za™)
= p(zz™t)

donc :Vx,y:pr = py < wr = pyl
Théoréme 5.0.8. Soienty € NL(G)etz,y € G . Siau = yu , alors p(z) = u(y)

Preuve 5.0.6. On suppose Ty = yu
d’apreés le théoréme 5.0.7 on obtient que : v~ 'y € u, ety 'z € p,
ainsi : p(z) !

p(y ™~ zy)

ply="z) A ply)

pie) A p(y)

p(y)

d’autre part par une prewve similaire on démontre que p(y) > u(x)

donc : p(x) = p(y)M

Théoréme 5.0.9. Soit u € NL(G). On pose G/u = {zxu|x € G}. Alors :
(I)Vz,y € G: (zp)o(yp) = (zy)p
(2)(G/u,0) est un groupe
(3)G/un = G/
(4)Soit u* € LG/ définie par :

v

Vo e G p(zp) = p(x)
Alors : n®) € NL(G/pu)
Preuve 5.0.7. Soit p € NL(G). On pose G/u = {zp|x € G}

(1)
Soientx , y € G
(zp) o (yp) = (le)qay o p) o (1(€) gy} o 1)
= ple)gay o (1o ple)yy) op
= p(€)zy 0 (o p)opule ){y}
= () (ay o o pu(e) gy
= p(e)(zy o (o ple)iyy)
= ,U(e){z} © (“(6){1/} o f1)
= (u(e){m} o u(€)gyy) o 1
= (zy)um
(2)

D’apres (1) o est loi de composition interne dans G/
ainsi : o est associative dans G/

D’autre part :

Vo € G : po(zp) = (ep)o(zp) = (ex)u = zp
Ve € G: (x7u)o(zp) = =
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Alors : (G/p,0) est un groupell

(3)

1l est claire que Uapplication suivante :

V:Glp — G/
T — Tl

est un 1somorphismel

(4)

d’une part soit x € G

PO ((ep)™h) = p(ap) =
d’autre part soient x , y € G
PO ((zp) o (yp)) = p (wyp)
p(zy)
p) A p(y)

p (@) At (yp)

p(a™) = pz) = p®(zp)

IAVART

alors : p € L(G/p)
ainsi Soientx , y € G
P ((zp) o (yp)) = p((zyp)
= p(zy)
= p(yz)
= ) (yap)
= 1 ((yp) o (zp))
done : p® € NL(G/p)M
Le groupe définit dans le théoréme 5.0.9 est appelé groupe quotient (ou groupe facteur ) de G relative au
L-sous-groupe normale .

Théoréme 5.0.10. Soient v € L(G) et N un sous-groupe normale de G .
On définit ¢ € LE/N par :

Ve e G g(e]) = Viv(x) |z € [2]}
Alors ¢ € L(G/N)

Preuve 5.0.8. Soitx € G
{([z]7) = &([=71)
= V{v(z) | = [96‘1]}
= V{v(w™) |w™ € 27}
= V{v(w) |w € [flf’l]}
= &([=])
ainst sotent x , y € G
§([=]lv]) = V{v(z) |z € [y}
V{v(uo) [u € [2]
V{v(u) Av(v) [u € |
(V{v(u) [u € [z]H) A (V{r(v) | € [y]})
= &([z]) ne(ly))
donc : £ € L(G/N)R
Le L-sous-groupe & définit dans le théoreme 5.0.10 est appelé L-sous-groupe quotient (ou L-sous-groupe
facteur ) du L-sous-groupe v de G relative au sous-groupe normale N de G et pn la note par v/N.

v ]6 [y}

v 1l
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Théoréme 5.0.11. Soient i € NL(G) et H un groupe . Supposons que [ est un morphisme
surjective de G dans H . Alors f(u) € NL(H).

Preuve 5.0.9. D’apreés le théoréme4.0.5 f(u) € L(H)
Soientx , y € H
comme f est surjective Ju € G : f(u) = x

f)(yz™) = V{p(w) |[w € G, flw) = zyz™"}
= V{pw " wu) |, f(u'wu) = y}
= V{pw) luwu™ € G, f(w) = y}
= V{uw)|w € G, f(w) = y}

= f(w(y)
donc : f(n) € NL(H)R

Théoréme 5.0.12. Soient H un groupe et v € L(H).Si f est un morphisme de groupes de G
dans H, alors f~*(v) € NL(G)

Preuve 5.0.10. D’apreés le théoréme 4.0.6 on a f~1(v) € L(G)
d’utre part soient x , y € G

[ W) (y) = v(f(xy))
= v(f(z)f(y))
= v(f(y)f(x))
= v(f(yx))
= [ (v(yr))
donc : f~Y(v) € NL(G)R



Chapitre

HOMOMORPHISMES ET ISOMORPHISMES

Définition 6.0.1. Soient p,v € L(G) tel que p € v.On dit que p est un L-sous-groupe
normale du L-sous-groupe v si :

Vo,y € G playr™t) > ply) A v(z)
et on la note par p<v

Remarque 6.0.1. (1)Soient Gy et Gy deuzx sous-groupes d’un groupe G, alors on a l’équivalence
sutvante :

G1<1G2<=>1G1<11

G2

(2) Soient p € NL(G), v € L(G) tel que p C v alors p < v
(3) Tout L-sous-groupe est normale par rapport & lui méme

(4) Soit u € LY. u est L-sous-groupe normale de G si et seulement si
p <l

Preuve 6.0.1. (1)Soient Gy et Gy deux sous-groupes d’un groupe G
= CN o
On suppose que G1<4Go
Montrons que 1, <1,
1°" étape : Montrons que 1, , 1, € L(G)
Pour 1,
Soientx , y € G Ona :

X — L
1g, : 1 size Gy
1 T = la@) = { 0 sinon

1" cas :xy~' ¢ Gy
sous-cas 1 : ona:xy ! ¢ Gy & [2]% # [y|“
=y ¢ G
= 1G1(y) =0
= 1G1(x) Nle, (y) =0
donc : 1g,(zy™) = 1g, () A, (y) = 0
sous-cas 2 : x ¢ Gy
alors on a directement : 1g,(zy™) = lg,(x) Alg, (y) = 0
rme cas cay~t € Gy
Par définition de application indicatrice on a :

41
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1G1($y71) =12 1(;1(93)/\1@1(34)
Alors 1, € L(G)

De méme pour 1,
2¢me étape : Montrons que 1G1 - 1G2

Soitx € G
On a :
]er . X ¢ G1

alors 1 1( ) =0 < 1,

2me cas cx € G4

1G1(x) = 102(1:) =1

des deuz cas on constate que 1, C 1,

3eme étape : Montrons que ¥V x y € G : plryz™) > uly) A v(z)
Soientx , y € G

1" cas cxyr' ¢ Gy

Sou-cas 1 :x € G4

ona:zyrt € Gy & xG; # 2Gy  car G1 4Gy

= 1, (Z/) =0
donc : 1g,(zyz™') = 1g,(y) Alg,(z) = 0
Sou-cas 1 :x ¢ Gy
alors le x a deuz disponibilités :
— T € G2
alorsy ¢ Gy
sinon comme G < Go
On obtient que zyx™' € Gy ce qu’est absurde
donc : 1g,(zyz™') = 1g,(y) Ag,(z) = 0
— X §é GQ
alors directement 1g, (zyz™) = 1g,(y) Alg,(z) = 0
2me cas cxyr~tin Gy
alors par définition de la fonction indicatrice n obtient que :

1(;1(1‘?/1'71) =12 1G2(5L')/\1G1(y)

alors : 1, <1,

< 05

On suppose que : 1, <1,

Montrons que : Gy <Gy

ZEGG1<=>1 ():1:>101(ZL‘):1<:>$€G2
alors : G1 C Gz

d’autre part soit (z,h) € G2 x G4
1, (zha™') > 1G h) o (@) =1
donc : 1, (rhx™ ) =

c-a-d : zha™' € G,
donc : G < G-
(2),(3) et (4) sont immédiates

Théoréme 6.0.1. Soient u , v € L(G) tel que p C wv. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) p est un L-sous-groupe normale v
(2)Vx,y : ulyr) = uley) Avly)
(3)Vx € G : (pople)y) Nv S ple)myon



Théoréme 6.0.2. Soit p, v € L(G) tel que p C v. Alors on a l'équivalence suivantes :

JIRSRZ

)

Va € p(G)U{be Llb< ple)} : pa<vy

Théoréme 6.0.3. Soient v € L(Q) tel que p<v. Alors :

(1) ps <vs
(2) Si L est régulier alors , p* <v*

Théoréme 6.0.4. V(u,v) € NL(G)x L(G) : pNv < v

Preuve 6.0.2. Il est claire que uNv € L(G) et pNv C v
d’autre part sotent x , y € G

(pNv)(eyz™') = (myw Y Av(zyz!)
= u(y) Av(zyz™")
> pu(y) Av(z) Av(y) Av(z™)

alors : pNv < vl

Théoreme 6.0.5. Soient u, v, £ € L(G) tel que p<a€etv<é. Alors uNv < ¢

Preuve 6.0.3. Il est claire que puNv L(G) et uNv C &
d’autre part soient x , y € G
(1) (e = peye) A v(eya)

alors : pNv < M

Théoréme 6.0.6. Soit p, v € L(G) tel que p < v
Soit H un groupe et f un morphisme de groupes de G dans H . Alors :

f(u) < f(v)

Preuve 6.0.4. I est claire que f(p) , f(v) € L(G) et que f(u) € f(v)
d’autre part Soient x , y € H
(f()(zyz™") = V{u(2)lz € G, f(2) = zya™"}
V{p(uu v € G, f(u) =z, (U
V{n(w) Av(u )Iu veG, fu) =z,
(V{u(v)lu € G, f(v) = y}) A (V{V(
— (1)) A (FW)()
donc : f(u) @ f(v)M

Théoréme 6.0.7. Soit H un groupe
Soient p,v € L(H) tel que p < v
Soit f un morphisme de groupes de G dans H
Alors £~ () < £ (v)

Preuve 6.0.5. Il est claire que f~Y(u), f~Y(v) € L(G) et f~(n) C f~H(v)
d’autre part soient x , y € G

2,—\\_/
\_/

v Iv

fa(p)(zyz™!) = ( (zyz~"))

= p(f(=)f(y)f(=1))

> u(f(y) Av(f(z))

= [T W) A ) ()
donc : f~Y(pu) < f~1(v)M
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Définition 6.0.2. Soient G, H deux groupes et (u,v) € L(G) x L(H)
(1) Un morphisme de groupes f de G dans H est appelé un morphisme faible de p dans v si f(u) C v .
St f est un morphisme faible de o dans v , alors on dit que i est un homomorphe faible de v et on écrit

,uriu ou bien p~ v .
(2) Un isomorphisme de groupes f de G dans H est appelé un isomorphisme faible de p dans v si f(u) C v

St f est un isomorphisme faible de v dans v , alors on dit que p est un isomorphe faible de v et on écrit

,uéy ou bien p=2v .

(3) Un morphisme de groupes f de G dans H est appelé un morphisme de p dans v si f(u) = v .

St f est un morphisme de p dans v , alors on dit que p est un homomorphe de v et on écrit L v oou
bien p = v .

(4) Un isomorphisme de groupes f de G dans H est appelé un isomorphisme de p dans v si f(u) V.

[R= ||

St f est un isomorphisme de p dans v , alors on dit que p est un isomorphe de v et on écrit p = v ou
bien p = v .

Soient p, v € L(G). O n suppose que ju < v et que L est régulier. Alors p* < v* ainsi on a v|,~ est un
L-sous-groupe de v* . D’autre part le facteur L-sous-groupe de v|,« relativement a u* existe . Ce facteur

on la note par v/u et on Uappelle par L-sous-groupe quotient (ou le facteur L-sous-groupe) de v relative a
I

Théoréme 6.0.8. Soient pv € L(G) tel que p <w.
On suppose que L est régulier ; alors, v|,- ~ v/u

Preuve 6.0.6. Soit f le morphisme naturel de v* dans v*/u*
Soit x € v* tel que : [x] = xp*
fwlp)([=]) = v (2) | 2 €7 f(2) = [a]}

= V{V(y)\ € [a]}
= (w/u)([=])

alors : v, Ny/ul
Théoréme 6.0.9. Soient v € L(G), H un groupe et { € L(H)

f T
On suppose que v = & et L est réqulier.Alors :
il existe un L-sous-groupe normale p de v tel que v/p = &

é‘*
Preuve 6.0.7. Depuis v ~ & | il existe un morphisme surjective de G dans H tel que tel que
flv) =¢.
On définit l'application suivante ;
G — H
e | v(r) siz€kerf
v ,u(a:')—{ 0 sinon

Il est claire que p € L(G) et p C v

1" cas : x € ker f

alors :Yy € G : yry !

ainsi :Vy € G: plyry™') = viyry™') > v(z) Av(y) = plz) Av(y)
2me cas :x G/ ker f

alors : p(x) = 0

Ainsi :Vy € G+ plyzy™") = plx) Av(y)

Par conséquence 1 < v

. f
D’autre part depuis v =~ & alors f(v*) = &*
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ainsi on pose : g = [l
alors : g est un homomorphisme de v* dans £ et que ker f = p
ainsi il existe un isomorphisme de v*/u* tel que :

Ve € vt b)) = @) = f()

pour un tel h on obtient que :

hv/p)(z) = V{w/w((z]) [z € v*, h([z]) = z}
= V{V{v()ly € [z]}z € v*, g(x) = 2}
= V{rWly € v, 9(y) = 2}
= V{rWly € G, f(y) = 2}
= §(2)

Vz € &5,

alors : v/

1=

£|e-M

Théoréme 6.0.10. Soient p € NL(G) et v € L(G) tel que p(e) = v(e) et que L est
régulier; alors :

v/(nnv) =~ (pov)/u

Preuve 6.0.8. Du théoréme 5.0.3 on obtient que <G .
D’apres le deuxieme théoreme d’isomorphisme de groupes on aura :

Pt ) = ()
Depuis L est régulier , il est facile de vérifie que :

(uNv)* = pNv*
(mow)" = pvr

par conséquence on a :

v/(pnv)® = (pov)*/u*

ou f est donnée par :
Ve e vif(z(pnuv)*) = zu*

ainsi soity € v*
on a : f(v/(pNv))(yp)

(v/(pnv))(y(pNv)*)

= V{v(2)|lz e y(unv)*}

< V{(pov)(2)|z € y(unv)*}
< V{(pov)(2)]z € yu*}

= ((pov)/p)(yp*)

/(unv)) C (nov)/u

(wov)/pm

Théoréme 6.0.11. Soient p, v, € L(G) tel que p<v et v, <& .
On suppose que L est régulier. Alors :

par conséquent f(

=3

alors : v/(pNv)

&/m)/(wv/p) = &/v

Preuve 6.0.9. D’apreés le théoréeme 6.0.2 , on a p* < v* ,ainsi p* , v* < £. Alors d’apreés le
troisieme théoréeme d’isomorphismes de groupes on obtient que :
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[~

&/ pwe) /(v /) = & /v

tel que f est donné par :
Vo € & flap (v /) = av*

ainsi soit x € £
FUE/ )/ w/pm)avr) = ((§/m)/(v/w)(zp”(v* /1))
= VH{E/v)(yp")ly € & yp* € ap”. (v /i) }
= VA2 e yp}ly € & yp” € apm.(v*/p7)}
= V{¢(z)[z € &, 2p" € ap™. (v /1) }
= V{{(2)|zp" € ap”.(v*/p7)}
= V{§(2)[z € €7, f(2) € v}
= (&/v)(av)
donc :
f
&/w/w/p) = ¢/vm
Définition 6.0.3. On suppose que L est régulier. Soit p € L(G). Alors :
(1) On dit que u est abélien si u* est abélien.
(2) On dit que p est solvable si il existe un suite de sous-groupes flou p; de G ot i = 1,
s Wit/ est abélien , po = pet g = €pue)-

Théoréme 6.0.12. On suppose que L est régulier. Soient pu, v € L(G)
(1) Si p est solvable , alors p* est solvable.
(2) Siu C v etv estsolvable , alors u est solvable.

Preuve 6.0.10.  (1)Evident®
(2)
Soit (v;), € L(G)F tel que :
Vie {1, k} © vy Q v, v /v; est abélien , vy = v el vy = ey
alors :¥Yie{l, ...k} :p Ny < p Ny
ainsi Vi e {1, ...k} (N vim)/(e N o)
donc : i est solvablel
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La liste des symboles

TEEREEECODONINMM~SEHONZ > <

& 12 2

XN X Y X

Elément supérieure

Flément inférieure

L’ensemble des entiers naturels
L’ensemble des entiers relatifs
[’ensemble des nombres rationnelles
L’ensemble des nombres réelles
Ensemble vide

Ensemble non vide d’indices
Appartient

Inclusion

Inclusion propre

Intersection

Union

1 est faiblement homomorphe a v
1 est faiblement isomorphe a v

1t est homomorphe a v

1 est faiblement isomorphe a v
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