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Introduction

La résolution des problémes d’optimisation est utilisée dans un grand nombre de
domaines (physiques, mécaniques, chimiques, biologiques et économiques).I.’homme
cherche a optimiser : minimiser un coit ou bien maximiser un gain ou un profit,
pour se faire il a mis en évidence certaines procédures qui permettent d’optimi-
ser tout probléme rencontré. C’était en fait un nouveau domaine de recherche en
mathématiques appliquées qui a vu le jour avec la recherche opérationnelle. Le
développement de I'informatique a ouvert de nouveaux horizons a la résolution de
ces problémes, et a permis un élargissement massif des champs d’application de
ces techniques.

Le probléme d’optimisation consacré a I’étude du minimum/maximum d’une
fonction a une ou plusieurs variables sur un certain domaine de définition, de
I’étude de leur existence a leur détermination , en général par la mise en ceuvre
d’un algorithme et par suite un programme.

Dans le présent travail, nous nous intéressons aux problémes d’optimisation nu-
mérique avec contraintes, agissants sur des fonctionnelles non-linéaires, continues
et différentiables

Le premier chapitre commence par traiter des notions mathématiques fonda-
mentales a maitriser avant de s’intéresser & la résolution a proprement parler
du probléme d’optimisation, ainsi que la notion de solution locale et globale et
quelques éléments d’analyse convexe.

Dans les chapitres suivants, nous entrons dans le vif du sujet en nous intéressant
a la résolution des problémes d’optimisation non linéaire avec contraintes, tout en
introduisant la méthode d’Uzawa de résolution appropriée.

Ainsi, pour terminer ce mémoire, nous allons présenter une Application au pro-
bléme du Portefeuille en finance.



Chapitre 1

Notions fondamentales

1.1 Eléments de Topologie

1.1.1 la convergence des suites dans R"

Une suite infinie de vecteurs de R™ : 2!, 22, ..., 2%, ... sera noter {xk}keN ou

simplement {xk} lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur I’ensemble des indices .

Définition 1 On dit que la suite {xk} converge vers x (ou que x la limite de
la suite {a*} ) si la norme ||z* — z|| tend vers 0 quand k — +oo ou, de fagon
équivalente,
Si :

Ve >0, AN €N tel que k>N = ||lz" — 2| <e.

k

St x est la limite de la suite {xk} on notera % — x.

Théoréme 1 (Unicité de la limite)
La limite d’une suite réelle, si elle existe, est unique.

Preuve. Supposons que {xk} posséde deux limites x1, x5 € R" et montrons par
I’absurde que x1 = x».
||z — @sf|

Supposons x; # Ty, et posons € = 5

k

Puisque on a 2 — 7 donc

N, €N tel que k> Ny = ||zF —xy]| < ¢

k

et puisque on a =¥ — x5 donc

N, €N tel que k> Ny = ||zF — 23] < €



Et on a
|21 — xo| < 2% — | + 2" —

donc
|21 — 29| < 26 = ZM
2
alors
|z — 29| < |z — 29
ce qui est absurde, donc x1 = x». |

1.1.2 Ensembles ouverts,Ensembles fermés

Soient x € R™ et r > 0. On appelle boule ouverte de centre z et de rayon r
I’ensemble :
B(z,r) ={y € R" tel que |ly—z|| <r}.

Définition 2 (Ouwvert, fermé) Un ensemble O de R™ est dit ouvert si pour tout
x € O, il existe une boule ouverte B(x,r) de centre x et de rayon r incluse dans
0.

Un ensemble F' de R™ est dit fermé si son complémentaire est un ouvert.

Exemple.

1, Les ensembles () et R™ sont ouverts, mais ils sont aussi fermés car leur complé-
mentaires respectifs sont R” et (). Ce sont d’ailleurs les seuls exemples d’ensemble
a la fois ouverts et fermés.

2, Les boules ouvertes sont des ouverts.

L’interprétation géométrique de "ouvert" et "fermé" est qu'un ensemble est
ouvert si et seulement si il ne contient aucun point de sa frontiére. Un ensemble
est fermé si et seulement si il contient tous les points de sa frontiére. Les ensembles
qui contiennent une partie de leur frontiére mais pas I'intégralité ne sont ni ouverts
ni fermés.

Proposition 1 (Caractérisation des fermés) Soit F C R™. F' est un fermé si
et seulement si toute suite convergente d’éléments de F' a sa limite dans F'.

Preuve. (=) Supposons F' fermé et notons O son complémentaire. Soit (z,)nen
une suite d’éléments de F' qui converge vers x € R™ . Supposons par I’absurde que
x e 0.



Comme O est un ouvert de R", il existe r > 0 tel que : B(x,7) C O. Or (x,,)nen
converge vers x d’oi :

AN e N,Vn > N, ||z, —z|| <,

Ceci implique z,, € B(z,7) C O et donc z, € O partir d’'un certain rang, ce qui
est impossible car z,, € F' quel que soit n € N par définition.

(<) Supposons que toute suite convergente de F' admet une limite dans F.
Montrons que O, le complémentaire de F', est ouvert. Par I’absurde, supposons
que O ne soit pas ouvert, i.e. : il existe z € O tel que : Vr > 0; B(z,r) € O.
Autrement dit :

Vr >0 B(x,r)NF #0.

Pour r = T nous construisons une suite (z,)nematnpy d’é1éments de F' telle
que n+
1
T, € Bz, ——).
" ( n+ 1)

: R : 1 :
Ceci peut étre traduit en ||z, —z|| < T Il suit que z,, converge vers x. Comme
n

F est fermé, x € F, ce qui est impossible car x € O. [ |

1.1.3 Ensembles compacts

Définition 3 Un sous-ensemble K C R"™ est dit compact si, de toute suite infi-
nie {xk}keN d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite {xl}leL (L C N)
converge vers un élément de K.

La propriété suivant donne une caractérisation simple des compact dans R"
(et, plus généralement dans les espaces vectoriels normée de dimension finie) :

Propriété 1 Dans R™ un sous-ensemble K est compact si et seulement si il est
fermé et borné (contenu dans une boule de rayon M < 400).

1.1.4 Notions de minimum, maximum, infimum, supremum

Définition 4 (Minorant/Majorant) Soit E un sous-ensemble de R,
m € RU{—o0,+o0} est un minorant de E ssi m est inférieur ou égal 4 tous les



éléments de E tandis que M € R U {—o0,+0o0} est un majorant de E ssi il est
supérieur ou égal a tous les éléments de E. Ainsi

(m minorant <Vr e E m<x) et (M majorant <V € E M > ).

Si E admet un minorant (resp. magjorant) fini alors il est dit minoré (resp. majoré).

Définition 5 (Infimum/Supremum) Soit E C R,

Linfimum inf(E) € RU {—o00,+00} de E est le plus grand des minorants. Le
supremum sup(E) € RU {—o0, 400} de E est le plus petit des majorants. On les
note respectivement

inf(E) =inf(x) sup(E) = sup(z).

zeFE zeFE

Définition 6 (Suite minimisante/Suite mazrimisante) Soit E C R, E # ()
Il existe (xp)nen €t (Yn)nen deuz suites d’éléments de E telle que

lim z, =inf(E), lz’T Yn = sup(E)
n—-+0oo

n—-+0o00

La suite (x,)nen est appelée "suite minimisante” et (yn)nen une "suite mazimi-
sante” de E.

Proposition 2 Soit F' C R un fermé non vide de R.
o Si F' est minoré alors F' admet un minimum et ainsi

inf(F)=min(F) € F
e 5i F' est majoré alors F' admet un mazimum et ainsi

sup(F) = max(F) € F

Preuve. Soit (z,)nen une suite minimisante

lim x, =inf(F),
n—-+00

Comme F est fermé, inf(F) € F et, par conséquent, inf(F') est le minimum de
F'. La démonstration concernant le maximum est similaire. [ |

Théoréme 2 (Bolzano-Weierstrass) Toute suite bornée (x,)nen de R™ admet
une sous-suite convergente.



1.2 Eléments d’analyse convexe

1.2.1 Ensemble convexe

Définition 7 Un sous ensemble C' est dite conveze si Vx,y € C' le segment [z, y]
est inclus dans C
c’est a dire
Vtel0,1] tr+(1—-t)yeC.

,

A un ensemble convexe et B non convexe.

Exemple : R" est un ensemble convexe.

Propriété 2 1, L’intersection d’un nombre fini quelconque d’ensemble convezes
est convexe.
2, Tout sous-ensemble convexe non vide de R™ a un intérieur relatif non vide .

1.2.2 fonction convexe

Définition 8 Une fonction J définie sur un sous ensemble convere C' est dite
conveze si

Ve,y e C, Vie[0,1] J(tz+ (1 —t)y) <tJ(z)+ (1 —1t)J(y),
La fonction est dite strictement convexe si et seulement si :

Ve,ye O, x4y, VEelo,1] J(tz+ (1 —1t)y) <tJ(z)+ (1 —1)J(y)

Proposition 3 Soit une fonction différentiable définie sur un convexe C' de R"
alors J est convexe si el seulement si :

Ve,y e C, VJ(@)(y—=) < J(y) — J(2).



Preuve. Soit J convexe. On considére t € [0, 1], et z,y € C.
Puisque C' est convexe : z +t(y — z) € C et en utilisant la convexité de .J
on a
Jx+tly—2) <1 -1)J(x)+tJ(y)
e Io -+ ty — 2)) ~ (@)
z+itly—x)) —J(x
Ty) = I(@) > :
On conclut alors en faisant tendre ¢ vers 0. Réciproquement, on part des deux
inégalités :

Jy) = Jy+tlx—y) —tJ(y+t{x —y)(r —y)
J@)Z2Jy+tlx—y+ 1A -)J(y+tz—y)(z—y).

En combinant ces deux inégalités on obtient
J(x+tly—x)) < (1—t)J(x)+1tJ(y), ce qui établit la convexité. |

Proposition 4 Soit J une fonction convexe définie sur un ensemble convere C
Alors ;

o munimum local de J sur C est un minimum global.

e Si J est strictement convexe, il y’a au plus un minimum global (unicité du
minimum global).

1.2.3 Programme convexe

Définition 9 On dit qu’un programme de programmation mathématique est convezxe
s’il consiste a minimiser une fonction conveze(resp : maximiser une fonction concave
) sur un domaine conveze

Propriété 3 Pour un programme convexe, tout optimum local est optimum glo-

bale.

1.2.4 Le gradient

Définition 10 On considére R™ muni et de son produit scalaire canonique

< (xlaléa ...,l’n), (y17y27"'7yn) > = szyz

=1



On définit le gradient de J au point x* comme étant le vecteur
aJ
ErC

oJ , .
a—xQ(x )

oJ
0x,,

(z7)

Pour une fonction convexe J différentiable, le gradient V.J(z*) en tout point
x* vérifie I'inégalité fondamentale

J(x) = J(x*) + VI (2%)(x — 2¥).

10



Chapitre 2

Analyse du probléme

2.1 Formulation du probléme

Considérons le probléme d’optimisation suivant

(P) {ian(a:)

rxrelU

dans lequel on minimise une fonction J : Q — R (avec  un ouvert de
R™), est appelée fonction objectif ou fonction coit, sous une ensemble des
contraintes

U={zeR" / F(z) <0 et G(z)=0}

appelée aussi ensemble des points admissibles ou réalisable.

avec F': R" — RF F(z) = (Fi(x),..., F,(2))" la fonction définissant les
contraintes d’inégalités
et G:R*"— R, G(z) = (Gi(x),...,Gy(2))" la fonction définissant les
contraintes d’égalités

Bien évidemment, on définit un probléme de maximisation, en remplacant <
par > dans les contraintes d’inégalités et inf par sup dans fonction objectif.
On parlera en général de probléme d’optimisation. On passe de 'un & l'autre en
définissant la fonctionnelle opposée, Dans ce mémoire tous les résultats sont établis
sur les problémes de minimisation.

Résoudre le probléme (P) revient a chercher des points de minimum local (ou
global, c’est encore mieux!) au sens de la définition suivante :

11



Définition 11 : (Minimum local/Minimum global)

— On appelle minimum (global) de (P) tout point x* € U wvérifiant
J(z*) < J(z) Vo e,

— On dit que x* € U est un minimum local de (P) s’il existe un voisinage V de
x* tel que
J(x*) < J(x) YeeVNU.

Définition 12 On dit qu’un probléeme d’optimisation est convexe si sa fonction
coutl el ses contraintes d’inégalités sont convexes el si ses contraintes d’égalités
sont linéaires.

2.2 Existence et unicité de solution

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux propriétés de la fonction objectif
J et de I'ensemble des contraintes U afin d’en déduire des conditions suffisantes
d’existence d'un minimum de 'ensemble J(U)

Existence I

Il existe principalement deux théorémes donnant des conditions suffisantes
d’existence d’un point de minimum : le premier dans le cas ou l’ensemble des
contraintes est fermé borné, le second pour un ensemble de contraintes fermé mais
non borné.

Cas oul ’ensemble U des contraintes est borné :

Nous nous intéressons d’abord au cas o U est borné. Le premier résultat est
que 'image d’un fermé borné par une application continue est un fermé borné,
i.e. si J est continue et U fermé borné, alors J(U) est fermé borné.

Théoréme 3 (Théoréme de Weierstrass)

Soit U un ensemble fermé borné non vide de R" et J : U C R" —— R une
application continue sur U .

12



Alors J est bornée et atteint ses bornes. Autrement dit, il existe x € U point
de minimum global de J sur U i.e. :

VyeU, J(x) < J(y)

Preuve :
Soit (z,,)nen une suite dans U tel que

lim J(x,) =infJ(U)

n—-400

Comme U est fermé borné, il existe une sous-suite extraite (z,(n))neny qui converge
vers un x € U, Cette suite extraite vérifie

Tom)y — et J(Tpm)) — 22H]§J(y)

Or J est continue, d’otl par unicité de la limite, il suit

J(z) =infJ(y) avecx €U

yelU

et J réalise son minimum sur U. [ |

Cas ou ’ensemble U des contraintes est non borné :

Dans cette section nous nous intéressons au cas ou ’ensemble des contraintes
est non borné.
C’est le cas ou qu’il existe un infimum mais qu’il n’est pas atteint car celui-ci se
trouve a l'infini.

Définition 13 une application J : U C R™ —— R est dite infinie a l'infini
(ou coercive) sur U ssi
lim J(z) =400 avecz € U.

||| —=+o0

Théoréme 4 Soient Q) un fermé non vide de R™ et J : 2 — R une application
coercive et continue sur ) Alors J admet un point de minimum global sur ),
i.e. il existe x € ) tel que

Vy e, J(x) < J(y)

13



Preuve : L’idée de la preuve est d’utiliser le théoréme de Weierstrass (Théoréme
3) en minimisant J sur un fermé borné K que nous construirons et en montrant
que minimiser J sur K revient a minimiser J sur (2

soit K un fermé borné, comme on a Q # (), alors inf(2) € RU{—o0}.

soit A € R, tel que A > infJ(y),Comme J est infinie & l'infini, il existe Ry > 0 tel
yeN

que pour y € R”
lyll > By = J(y) > A

De plus €2 est non vide : il existe donc Ry > 0 tel que
B(0,Ry) NQ# 1D
B(0, Ry) la Boule fermée de centre 0 et de rayon Rs,Choisissons R = max(R;,Rs)

lyl| > R=J(y) > A et BO,R)NQF#D

On pose K = B(0, R)NS, est un fermé borné non vide car ||y|| < R et 'intersection
de deux fermés.

Minimisons J sur K ,Comme J est continue et K est fermé borné, J atteint son
minimum sur K, i.e. :

e K [ J(x)=inflly) (%)

yek

Montrons que minimiser sur K revient & minimiser sur {2,D’une part, nous avons

yeN yeK yeQ\K

infJ(y) =inf (ian(y), inf J(?J))

D’autre part, pour z € Q et z ¢ K, on a ||z|| > R soit :

J(z) > A>infJ(y)

yeQ

Par conséquent : infJ(y) < inf J(y).Il suit

yeN yeQ\K
infJ(y) = infJ(y)
yeN yeK
et d’aprés (*) il existe x € K C Q /) J(z) = infJ(y). [ ]

yeN

Propriété 4 si F': R" — R? et G : R" — R? sont deux fonctions continues.
alors U={xe€R" / F(z) <0 et G(x)=0} est un ensemble fermé de R™.

14



Ainsi , on peut conclure directement que si J, F' et G sont continues et soit
— Pensemble des contraintes U = {z € R" / F(z) <0 et G(x)= 0} est borné,
— ou J est infinie & 'infini,
alors le probléme (P) admet au moins une solution globale. Autrement dit,
J admet au moins un point de minimum global sur U.

Remarque 1 : si F' et G sont des fonctions convezes alors [’ensemble
U={zeR" / F(zr) <0 et G(z)=0} est conveze.

Théoréme 5 Soit J € C(R™, R), on suppose que J est strictement conveze et U
convexe
Alors il existe au plus un élément x* de U tel que

J (") = infJ(y)

yelU

Preuve : Raisonnons par absurde,
Supposons que x} et xj soient deux solutions du probléme (P),Alors puisque
J est strictement convexe

J(§x1 + §x2> < §J<x1) + §J($2) :ZZHJJ”J(y)

D’ou la contradiction.

On conclut qu’il existe au plus un élément z* de U tel que J(z*) = infJ(y) |
yelU

2.3 Conditions d’optimalités

Dans cette section nous allons établir les conditions d’optimalité du premier
ordre permettant de calculer les éventuels minimums de J.

Lemme 1 soit U C R”, a € R" et x* un élément appartenant a Uintérieure de

U, Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1.

<a,y—z">2>20, VYyeU (2.1)
a=0. (2.2)

15



Preuve : L’implication (2,2) = (2,1) est évidente.
Montrons I'implication inverse, soit w € R™ avec w # 0 , Alors il existe 6y > 0 telle
que

+0wel V0 E[—eo,eo]

(il suffit de prendre 6y = m ou r > 0 est tel que B(x*,r) C U).

Alors en prenant z* + 6w a la place de y dans (2.1) on déduit

< a,0w>>0, Vo €[00
En prenant d’abord 6 = 6, et en suite § = —0, dans 'inégalité précédent,on déduit
<a,w>= 0 et ceci quelque soit w € R, w #0 (2.3)
Il suffit de prendre w = a pour trouver < a,a >= 0 donc a = 0. |

Définition 14 Soit U C R™ un ensemble et x* € U. On dit que w € R" est une
direction admissible pour x* en U s’il existe to > 0 tel que

o +tweU Ve l0 )

Lemme 2 soit Q@ C R" un ouvert, (U C Q) J : Q — R une fonction de classe
Cl et 2* € U un point de minimum relatif de J sur U. soit w € R™ une direction
admissible pour x* en U. Alors

<VJ(z"*),w> >0.
Preuve : soit V' un voisinage de * en R" tel que
fy) = f@), vyelnV (2.4)

Soit t; > 0 tel que
"+ tw, Vt € [—t1,t]

(pour w # 0 il suffit de prendre t; = our > 0 est tel que B(z*,r) C V;

r
| 2ol
pour w = 0 tout ¢; convient).
D’autre part on a

r +twel, Vt € [0, to]

ol tg est comme dans la Définition 14.
On déduit alors de (1.4)

flz* +tw) — f(z*) =0, Vt € [0, min {to, t1}]

16



En divisant par ¢ et en passant a la limite pour t — 0, t > 0, on obtient :

af *
a—w(l’ ) =0

Ce qui est exactement < V f(z*),w >> 0. [ |

Théoréme 6 (condition nécessaire )
Si J est une fonction différentiable et st U est convexre fermé, alors toute solu-
tion x* de probléme (P) vérifie la condition nécessaire d’optimalité
1.
VyeU <VJ@"),y—z">2>= 0 (2.5)

(c’est linéquation d’Euler)
Si on plus x* est dans Uintérieur de U alors la condition (2.5) est équivalent
au
2.
VJ(z*) =0 (2.6)

(c¢’est Uéquation d’Euler).

Preuve : 1. C’est une conséquence immédiate du Lemme 2 et du fait que y — z*
est une direction admissible pour z* en U (car U est convexe).

2. Cette partie est une conséquence immédiate du Lemme 1 aveca = VJ(z*). B

Théoréme 7 (CNS dans le cas conveze)
Supposons J convexe, différentielle et U convexe fermé, soit x* un élément de
U. La condition (2.5) est nécessaire et suffisante pour que x* soit solution de (P).

Preuve : Il reste & montrer que la condition est suffisante.
Soit x* un élément de U. grace a la convexité de J,

Jy) = J(x")+ < VJ(z"),y —a" > .
Il est alors clair que la condition (2.5) est implique que J(y) > J(z*) Vy€U. N
Remarque 2 Soit U est un cone convexe fermé et si J est convere et admet un

gradient en z* (VJ(x*) € R™) alors (P) admet une solution x* caractérisée par :

vy e U

VJ(z)y =0
VJ(z*)z* =0
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2.4 Le Théoréme de Projection sur un convexe fermé

On considére un point x dans un espace de Hilbert X et un sous-ensemble
U c X. Il arrive souvent dans les applications que 1'on doive se contenter d’une
“approximation” de x par un élément de U , Une idée assez naturelle pour adapter
les méthodes d’optimisation sans contraintes aux probléme avec contrainte, est
projeter a chaque étape le déplacement sur la frontiére de domaine, afin de s’assurer
que le nouveau point obtenu appartienne a ’ensemble des solutions réalisables.

Au sens de la distance de 'espace de Hilbert, la meilleure approximation de x
est alors I’élément y € A qui minimise la distance ||y — || (cette quantité mesurant
Ierreur faite dans approximation de x par y). Lorsque U est convexe et fermé,
on va voir que ce probléme d’approximation est bien posé en ce sens qu’il y a
I’existence et I'unicité de y.

Rappelons d’abord le résultat fondamental suivant :

Théoréme 8 (Théoreme de projection sur un convexe fermé)
Soit U C R™ un ensemble convexe, fermé, non-uvide et soit v € R™ Alors il
existe un unique élément on peut le noter pour plus de précision par Py(v) tel que

lv =Py(0)]] = infllv — ul]

uel
L’élément Py(v) € U s’appelle la projection de v sur U en R™ En plus on a :
a) L’élément Py(v) € U satisfait aussi
<v—=Py),u—Pyv) ><0 YuelU (2.7)
b) Siw e U tel que
<v—w,u—w><0, VuelU (2.8)

Alors w = Py(v) (donc w = Py(v) est Vunique élément de U satisfaisant (2.7)
c) On a
[IPy(v1) = Py(v2)l| < |lor — w2, Vor,00 € R

(la fonction Py n’augmente pas les distances). Ceci implique que Py est une fonc-
tion lipschitzienne, donc continue.
d) On a

v="Py(v) sietseulement si veU

e) Si U est le sous-espace affine fermé de R™ donné par U = a + Uy avec a € R
et Uy un sous-espace vectoriel fermé de R™ alors inégalité (2.8) devient l’égalité

<v—Py(v),u>=0 Vu € Uy
(¢’est a dire v —Py(v) L Up).
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2.4.1 Algorithme du gradient & pas fixe avec projection sur
U (GPF)

Soit p > 0 donné, on considere 'algorithme suivant :
Algorithme(GPF)
Initialisation : 2o € U
Itération :
25 connu Ty = Py(zg — pVJ(2r))

Lemme 3 Soit (xy)x construite par l’algorithme (GPF). On suppose que xj — x
quand k — +o0o. Alors x est solution de (P).

Preuve : soit Py : R" — U C R" la projection sur U, Alors Py est continue. Donc
si x — = quand k — +o0 alors © = Py(z — pVJ(z)) et € U (car 2, € U et U
fermeé).
d’aprés (2.7) on a

<x—pVJ(x)—z,y—2><0

pour tout y € U et comme p > 0 ,ceci entraine < VJ(z),y —x >> 0 pour tout
y € U . or J est convexe donc J(y) > VJ(x)(y — x) pour tout y € U, et donc
J(y) = J(x)  Vy € U ce qui termine la preuve. [ ]

Propriété 5 Soient x* une solution de (P) et w = Py(z* — pVJ(z"))

{< (a" = pVJ(z*) —w,y )
( (2" = pVJ(z") —w,w ) =

Une solution de ce systéeme (qui d’ailleurs admet une une solution unique ) est
w=z"
En d’autres termes

N

0
VyeU
0 Yy

= Py(a* — pVJ(z")).
Lemme 4 (Propriété de contraction de la projection orthogonale). Soit E un es-

pace de Hilbert,||.|| la norme et < . > le produit scalaire, U un conveze fermé non
wide de E et Py la projection orthogonale sur U , alors

IPu(z) —Pu()l| < [lz —yll  V(z,y) € E*
Prouve : Comme E est un espace de Hilbert
IPu(z) — Pu(y)|* =< Pu(z) — Pu(y), Pu(z) — Pu(y) >
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IPy(2) = Py(y)||* =< Py(z) — v+ 2 -y +y — Pu(y), Pu(z) — Puly)) >
=< Py(z) — z,Py(z) — Pu(y) > + <z —y,Py(z) — Py(y) > +
<y —Puy(y),Pu(z) - Pu(y) >
Or < Py(z) — z,Py(z) — Py(y) >> 0 et <y —Py(y),Py(z) —Py(y) >>0
d’ou :
[[Py(z) — Pu()l| << 2 —y,Py(z) — Pu(y) >,
et donc, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[Py (2)=Pu@)I] < [le—ylx[Pu(z)-Pu)l| < |lz—yl| u

Théoréme 9 (Convergence de l’algorithme GPF)

Soit J € CY(R™,R),et U conveze fermé non vide. On suppose :

1). il existe o > 0 tel que < VJ(z) — VJ(y),x —y >> a|z — y|?,pour tout
(z,y) € R" x R"

2). il existe M > 0 tel que |V J(x) =V J(y)| < M|z —vy| pour tout (z,y) € R*xR",
alors

1. il existe un unique élément un unique élément x* € U solution de (P),

2
2510 < p < 22 la suit (xy) définie par lalgorithme (GPF) converge vers x*

M?’
lorsque n — +00.
Preuve :

1. La condition 1) donne que J est strictement convexe et que J(z) — 400 quand
|| — +oo comme U est convexe fermé non vide ,il existe donc un unique z*
solution de (P).

2. On pose ,pour = € R" h(z) = Py(z — pVJ(z)). On a donc xpy1 = h(zy). Pour
montrer que la suite (xy),en converge .il suffit donc de monter que h est strictement

contractante dés que
2c0

Grace au lemme (4), on sait que Py est contractante. Or h est définie par :

W) = Bo(g(x)) g(x) =2 — pVI(a).

On a g est strictement contractante si la condition (1.9) est vérifice.

l9(z) = g(y)| < klz — y|*.
On en déduit que :
[h(z) — h(y)]* < [Pulg(z)) — Pulgy))]* < klz —y|*.

2a
L’application h est donc strictement contractante dés que 0 < 7 La suite
(k) nen converge donc bien vers x = z* [ |
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Chapitre 3

Dualité Lagrangienne classique

3.1 Lagrangien et Point-selle

Le chapitre précédent a permis d’étudier les conditions d’optimalité d’un pro-
bléme d’optimisation avec contraintes (P) en termes de configuration d’un gradient
de la fonction cotit par rapport au cone orthogonal a ’ensemble admissible au point
solution, Pour cette raison, nous avons qualifié ces conditions de “locales”.
Cependant,les hypothéses de convexité permettent de passer facilement de considé-
rations locales a des considérations globales, et les conditions énoncées précédem-
ment sont alors & la fois nécessaires et suffisantes. Sans hypothéses de convexité,
ces conditions locales sont en fait des conditions nécessaires seulement, et elles font
appel a des hypothéses de différentiabilité.

Le présent chapitre aborde la question des conditions d’optimalités de facon
globale et en termes de conditions suffisantes. On va voir en particulier que la partie
primale d’un point selle du Lagrangien du probléme (si un tel point selle existe)
est une solution du probléme d’optimisation sous contraintes indépendamment de
toute considération de convexité. Evidemment, dans le cas convexe, cette théorie
globale des conditions suffisantes rejoint la théorie locale des conditions nécessaires.

3.1.1 Le Lagrangien

L’intérét du Lagrangien est de ramener le probléme (P) de minimisation avec
contrainte de J sur U & un probléme sans contrainte .

Définition 15 soit A € RE et v € RY. On définit le Lagrangien associe au
problem (P) par :

L(z,(\7) = J(z)+ Z NiF(z) + Z ~,G5(x)
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ou plus généralement
£($,(A/V» ::J<$)+*<:A,PYQ» >Ri +’<'77G%x):>Rq

Les paramétres (\,7) sont appelés multiplicateurs de Lagrange,le Lagrangien
fait intervenir autant de multiplicateurs que de contraintes, et les multiplicateurs
A; associés aux contraintes d’inégalité "F;(x) < 0" sont positifs ou nuls.

Proposition 5 Le point x* est un minimum global de J sur U (i.e. solution du

probléme infJ(x)) si et seulement si il est aussi une solution de
zcU

) L ? )\7
P oy B P )

Preuve. si x € U alors L(z, ()\,7)) = J(z)+ < A, F(z) > et le maximum de
cette expression par rapport a A est donné pour A = 0 car F(x) < 0et A > 0.
Si z ¢ U alors le maximum de £ par rapport au couple (A, ) vaut +oo.
Ainsi

J zeU
ma Lz, () =470
(A7) ERE x (R)7 +oo sixz ¢ U
d’ou :
. V) — i .
gﬁgwwgggwwﬁ@z(,w) minJ (z)

3.1.2 Points-selles du Lagrangien

L’idée générale de l'introduction du Lagrangien est que l'on doit maximiser
L par rapport a sa deuxiéme variable et le minimiser par rapport a sa premiére
variable, cela ressemble & la recherche d’un point selle.

Définition 16 Soit L: U x V — R une fonction a deuz variables (z,p),
reUCR"etp=(\vy) €V CRL x(R) le point (x*,p*) € U XV est dit
point-selle ou point-col de L sur U x V, si et seulement si

L(z",p) < L(z",p") < L(z,p") V(z,p) €cUxV
ou

sup L(z*,p) = L(z",p*) =inf L(x,p")

peV zelU
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Exemple : Un point-selle d’une fonction & deux variables £ est donc un mi-
nimum en la premiére variable et un maximum en la deuxiéme variable. L’ar-
chétype de tous les points-selles est le point (0,0) de la fonction de R? dans R :
L(u,v) =u? — v

Figure 1 : point-selle (0,0) de £(u,v) = u? — v2.
Proposition 6 Si (z*, (A\*,~")) est point selle se L alors

sup —inf L(x, (A7) = L(2z%, (A7) = inf  sup Lz, (A7)

(A y)eRE xRa zeR™ T€R™ (X 7)€eRY xRa

Autrement dit, on peut inverser l'ordre du sup et du inf.

Preuve. Montrons en premier que

sup infL(x,(\,7)) < inf sup L(z,(\7))

(A7)ER xR z€R™ TER™(\,v)eR] xRY

En effet, on a que

inf L(x, (A7) < Lz, (A7) < sup L(z,(A,7))

z€R" (A\y)€ERE xRa

Le membre de gauche est une fonction de (A,7) seulement. De méme, pour le
membre de droite qui est une fonction de x uniquement. Ceci implique

sup  infL(x,(\y) < sup Lz, (\,7y) VreR"

(A y)eRE xRa zeR™ (A7)€eRE xRa
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et, en prenant le minimum par rapport a x,

sup inf L@, (M) < inf s L@ (A7) (1)

(A7)ERE xRa z€R™ T€R™ (A7) ERY xR

d’otu le résultat.
En deuxiéme, montrons que

inf  sup Lz, (\,7)) < L(z", (A",7"))

P
TER™ (X, y)€RY xRa

En effet, selon la définition du point de selle, on a
sup Lz, (A7) = L(z*, (A",77)) = L(z*, (A",77) = inf  sup  L(z,(A,7))

(A7) €eRE xRa TER™ (X, y)eRE xRY
De méme, on a

inf Lz, (A7) = L%, (X,77) = L7, (A 97) < supinf L(z, (A7)

zeR"™ (/\,'y)eRﬂ’_ xRa xER™
Alors on obtient

Lz, (N, v7) < sup inf Lz, (N,y) <inf  sup  L(z,(\7))

(A7) ERY xRazeR™ TER™(A,y)ERY xRY

< L(z7, (A7)

d’ott d’aprés (1) et (2) on a

sup inf Lz, (A7) = L& (A 7%) = inf  sup  L(x, (A7) u

(A)ERY xRa zER™ TER™(X,7)eRY xRa

Critére .(d’existence d’'un point selle)
Sl existe x € U, pe V, | € R tel que

L(z,q) <l VqeV

L(y,p)>1 VyeU
Alors (z,p) est une point selle de L.

3.1.3 Condition d’optimalité pour le Point-selle

Théoréme 10 Considérons le probléme sous contraintes fonctionnelles (P) ot
J, F' et G sont supposées différentiables. On note U le domaine des contraintes et
L le Lagrangien associé a J aux contraintes U.
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Si (x*,p*) est un point-selle de L sur U x V (U x V C R" x (R x RY) alors
o z* est un minimum global de J sur U.

e On a l’équation suivante reliant * et p* = (A*,v*) :

VJ(@) + Y NVE(@) + Y 4VGi(a") =0 et Vj, 7G;(z")=0  (3.1)
( J

Dans ce cas p* est appelé le " multiplicateur de Lagrange " du point-selle (z*,p*).

Ce théoréme ne dit pas que tous les minimums globaux de J sur U viennent de
point-selle, (ou méme que les points-selles du Lagrangien existent), il dit seulement
que si on trouve un point-selle (z*, p*), alors est un minimum global de J sur U.
En ce sens, ce théoréme n’est pas un théoréme de caractérisation des minimums,
au sens ot on donne une condition suffisante mais non nécessaire. Il va de soit que
ce théoréme ne dit pas que tout (z*,p*) qui vérifie (3.1) est forcément point-selle
(ce qui entrainerait que x* est minimum global).

Preuve. On note p = (A,7) On rappelle que les conditions de points-selles sont

L(r*,p) < L(a*,p") < Llz,p") Vw,p) €UXV  (UxV C (R x (R, x RY)
En récrivant la premiére inégalité on obtient
J(z")+ <\ F(x*) > + <7,G(z") > < L(2%,p") VA eRE, vy e RY

On a F(z*) < 0 et G(z*) = 0 et x* appartient bien & U. De plus, on obtient, en
prenant A =~y =0
J(z") < J(@")+ < X, F(2") >

et comme A\* est positif et F(z*) négatif, on en conclut que < \*, F(z* >= 0.En
récrivant la deuxiéme inégalité on obtient, en se limitant a des x

J(x*) =Lz, p") < J(z)+ < A", F(x) > Vrel

et comme \* est positif et F'(z*) est négatif pour tout x dans U, alors
J(z*)+ < X, F(z) >< J(x) et ainsi

J(z*) < J(x) Ve € R"

On voit que x* est un minimum sans contrainte de la fonctionnelle différentiable
g : x> L(x,p*) donc vérifie I'égalité d’Euler, Vg(z*) = 0 qui est exactement la
formule (3.1). On remarquera que pour I’établissement de cette formule, p* est fixé
et on ne doit dériver que par rapport a x. [ |

25



Définition 17 (qualification des contraintes).
les contraintes F(x) < 0 et G(x) = 0 sont dites qualifiées si il existe x* € U tel
qu’en séparant les contraintes en deuxr sous-ensemble :

F(z) <0et G(x) =

c’est a dire que les gradients VF;(z), 1 € I°(z) et VGj(x), j € {1,2,...,q} sont
linéairement indépendants donc il y a q + card (I°(z)) wvecteurs.

ot I°(x) = {€ {1,2,...,p} tel que F(x) = 0}(I’ensemble des indices ot les contraintes d’in-
égalités sont saturées en x ).

Proposition 7 (Conditions nécessaires d’optimalité)
Considérons le probléme (P),ou J, F et G sont supposées différentiables. Si x* est
un minimum local de J sur U et si les contraintes sont qualifiées en x* alors il
existe des multiplicateurs (X\*,7*) € RE x RY tel que :

1. V. L(z*, (A, v*)) = 0 soit

v.J +§:MVF ~+§:%VG ) =0.
=1 7=1
2. < NF(z*) >=0 e }:MVF =0
comme Fi(z*) <0 et N\ > 0 alors
Al=0 ou F(z")=0. Vie{l,2,..,p}

Ces conditions sont appelées relations de complémentarité.
3. Vie{l,2,...,p} F(z*)<O0.
4. V5 €{1,2,....q} G(z*) =

5. Vi€ {1,2,...p} >0,

Remarque 3 On appelle point stationnaire du probléme (P) tout point x* véri-
fiant les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre :
V. L(x*, (A*,7%) =0
NF(x*)=0, 1=1,2,..,p
Gi(z*) =0, j=12.¢g
AF >0, 1=1,2,...,p

26



pour un certain multiplicateur (\*,v*) € RE x R

Les relations : \;Fi(z*) = 0 sont appelées relations de complémentarité. Elles
sont trivialement satisfaites par toute contrainte i active en x* et indiquent que
pour toute contrainte inactive, le multiplicateur \; correspondant est nul.

On remarquera qu’il n’y a pas de condition sur les multiplicateurs v associés
aux contraintes d’égalité.

3.2 Dualité

Donnons un bref apercu de la théorie de la dualité pour les problémes d’opti-
misation .
Nous 'appliquerons au probléme de minimisation convexe avec contrainte définit
au deuxiéme chapitre. Nous avons associer a ce probléme de minimisation un pro-
bléme de recherche d’un point selle (z, A,y) pour le lagrangien

p q
L(z, (A7) =J(z) —i—Z NiFi(z) + Z v;G;(x). Mais nous allons voir que, a l’exis-
i=1 j=1

tence d’un point selle (z, A,v) du lagrangien, on peut associer inversement deux
problémes d’optimisation (plus précisément, un probléme de minimisation et un
probléme de maximisation ), qui seront dits duaux 1'un de 'autre. Le probléme
dual peut étre utile pour la résolution du probléme d’origine.

3.2.1 Probléme Primal et Probléme Dual

Définition 18 Soit £ un lagrangien défini sur une partie U xV de R" x (RY. xRY)
On suppose qu’il existe un point selle (x,p) (p = (N, 7)) de L sur U x V

VgeV  L(x,q) < L(x,p) < L(y,p) VyeU
Pourye U et g€V, posons

J(y) = sup L(y,q) Glq) =inf L(y,q) (3.2)

qev yeU

On appelle probléme primal le probleme de minimisation

inf J(y), (3-3)

yelU

Et le probléme dual le probléme de mazimisation

sup G(q)- (3-4)

qeV
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Remarque 4 Bien sir, sans hypotheses supplémentaire , il peut arriver que
J(y) = +o00 pour certaines valeurs de y ou que G(q) = —oo pour certaines valeurs
de q. Mais Uexistence supposée du point selle (x,p) nous assure que les domaine de
JetG({yel Jy) <+oo}et{geV, G(q) > +oo}) ne sont pas vides, puisque
la définition de point selle montre que J(x) = G(p) = L(x,p). Les problémes
primale et dual ont donc bien un sens

Théoréme 11 (de dualité) le couple (x,p) est un point selle de L sur U x V.
st et seulement st

J(x) = min J(y) = maz G(q) = G(p). (3.5)

yelU qeV

Preuve. soit (x,p) un point selle de £ sur U x V.

Notons L£* = L(x,p), Pour y € U, il est clair d’aprés (3.2) que J(z) > L(x,p),
d’on J(x) > L*

comme J(u) = L*, ceci montre que

J(u) =infJ(y) = L

yeU

de la méme facon on trouve

G(p) = sup G(q) = L".

qeVvV

Réciproquement, supposons que (3.5) a lieu et posons £* = J ().
La définition (3.2) de J montre que

L(z,q) <T(x)=L VgeV
De méme , on a aussi :
L(y,p) > G(p) = L Vy €U,

et on déduit facilement que L(x,p) = L, ce qui montre que (u,p) est point
selle. |

Remarque 5 Par la définition (3.2) de J et G On obtient

J(x) = min (Supﬁ(y, q)) = mag (infﬁ(% Q)) =G(p). (3.6)
yeU \ gev €V \yeU

Si le sup et Uinf sont atteints dans (3.6) (c’est-a-dire qu’on peut les écrire max

et min, respectivement), on voit alors que (3.6) traduit la possibilité d’échanger

Uordre du min et du max appliqués au lagrangien L. ce qui est faux st L n’admet

pas de point selle.
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Nous appliquons ce résultat de dualité au probléme de minimisation avec
contrainte
infJ(x)
zelU
avec J et U convexes,
Nous définissons le critére J(z) et 'ensemble U

J(x) = sup L(qu):{J(ﬂﬁ) sizel

qERY xRY +00 sinon,

Ce qui montre que le probléme primal est exactement le probléme d’origine.

D’autre par, la fonction G(¢) du probléme dual est bien définie par (3.2),car
est un probléme de minimisation convexe. de plus G(q) est une fonction concave
car elle est I'inf de fonctions affines, Par conséquent le probléme dual

sup G(q),

qERi xRq

est un probléme de maximisation concave plus simple que le probléme primal car
les contraints sont linaires.

Corollaire 1 On suppose que les fonctions J, F et G sont convexes et dérivables
sur R", Soit x € R" tel que F(x) < 0,G(z) = 0 et les contraintes sont qualifiées
en x, Alors si x est un minimum global de J sur R™, il existe p = (\,7y) € RE xR?
tel que

1. p est un mazimum global de G sur R, x RY,
2. (z,p) est un point selle du lagrangien L sur R™ x (RE x R?)

3. (z,p) € R"x(RE xR?) vérifie la condition d’optimalité nécessaire et suffisant.

L’application la plus courante du Corollaire est la suivante, Supposons que le
probléme dual de maximisation est plus facile a résoudre que le probléme primal
(c’est le cas en générale car ses contraintes sont plus simples). Alors pour calculer
la solution x* du probléme primal on procéde en deux étapes.

Premiérement, On calcule la solution p* du probléme dual.
Deuziemement, On dit que (z*,p*) est point selle du lagrangien, ¢’est-a-dire que
I'on calcule z*, solution de minimisation sans contrainte

min L(z, p).
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Précisons qu’avec les hypothéses faites il n’y a pas priori d’unicité des solution
pour tous ces problémes. Précisons aussi que pour obtenir I'existence du minimum
x* dans le corollaire il suffit d’ajouter une hypothése de forte convexité ou de
comportement infini & I'infini sur J.

3.2.2 Relations de Kuhn-Tucker

Les relations de Kuhn-Tucker expriment que si la ou les solutions d’un probléme
avec contraintes est a 'intérieur du domaine des points admissibles, le gradient de
J s’annule comme c’est le cas pour les problémes sans contrainte, et que si la ou
les solutions sont sur le bord, il y a, comme pour le cas des contraintes égalités,
colinéarité du gradient de J et des gradients des F; et Gj.

Définition 19 (contrainte active) On dit que la contrainte en inégalité F; est
active ou saturé au point x* de R" si F'(z*) = 0.
On note I°(z*) 'ensemble des contraintes actives en x*.

Définition 20 (point régulier)
On dit qu’un élément x* de R™ est régulier pour les contraintes I; et Gjsi :
o [l est réalisable i.e G;(z*) =0 et F;(z*) <0

o Les vecteurs VF, Vi € I°(z*) et VG;(z*) Vi € {1,2,....q} sont
indépendants.
On dit aussi que x* vérifie la contrainte de qualification.

Théoréme 12 (conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker)
Soit J, F,G des fonctions différentiables, et x* une solution du probléeme (P) et
régulier pour les contraintes F' et G,alors il existe \* € RE | ~* € R? | tel que

p

p q
VJ(x*) + > NVE(@") + > 7 VG;(a®) =0
=1

= j=1
NFE(@*) =0, i=12 ..p (3.7)
GJ(QC*) = O, j = 1,2, e q
L A >0, 1=1,2,...,p

Les points qui vérifient ces conditions sont appelés points KKT (Karush, Kuhn, Tucker).

Lemme 5 Soit J, F,G des fonctions convexes et différentiables, et x* est un
point de U ou les contraintes sont qualifiées, alors les propositions suivantes sont
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équivalentes :
o x* est un minimum global de J sur X

o Il existe un p* = (A*,7*) € (RY. x RY) tel que (z*,p*) est un point-selle
du
Lagrangien L.

o Il existe un p* = (A*,7*) € (RE x RY) tel que (z*,p*) vérifie les condi-
tion (3.7)

Preuve. Comme la deuxiéme assertion entraine la premiére (Théoréme 10) et
que la premiére entraine la troisiéme (Proposition 7), il suffit de montrer que la
troisiéme assertion entraine la premiére pour conclure.

Soit un z* tel

NFy(z*) =0 et V.J(a" +ZAVF +Z%VG ") =0 et Vj, 7jG;(27) = 0

Comme les F; sont convexes et \* > 0 alors la fonction L : z — L(z,p*) est
convexe. Bt comme

VL(z" +Z)\*VF +ZWG =0

alors z* est le minimum global de L et on a bien

L(x*,p*) = L(z*) < L(x) = L(x,p") Vo € R"

De plus, comme
<N F(x") >=0,G(z") =0 et F(z*) <0
alors, pour tout A >0
L(x*,p)=Jx")+ <\, F(z*) >< J(z*) = L(z*,p")
Ainsi nous avons
L(z*,p) < L(z",p*) < L(z,p*) VYreR"et P= (A7) < (R xR

Ce qui prouve que (z*, p*) est bien un point selle. [ |
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Chapitre 4

La Méthode d’Uzawa et son
application au probléme du
Portefeuille en finance

4.1 La Méthode d’Uzawa

La différentiabilité de G ouvre la voie aux méthodes de gradient pour le calcul de
la composante (\,v) du point selle. Supposant que J est fortement convexe et que
F' et G sont lipschitziennes , L’algorithme d’Uzawa utilise la dualité introduite ci-
dessus. On ramené le calcul du minimum de la fonctionnelle cotit J sous I’ensemble
des contraintes U, a une double itération successive de recherche de maximums de
la fonction duale G et de minimum du probléme primal. Le maximum de G étant
obtenu par une méthode de gradient a pas fixe.

Proposition 8 Soit (z*,\*,7*) € R" x RY x R? un point selle de Lagrangien L .
Pour tout p >0, on a :

(A7) = Pre wga[(A",77) + pVG(A", 7))
PRiqu étant la projection sur le cone conveze fermé RY x RY notez que pour

Maz (0, x))

z = (i) € RP x R? tel que x € RP, y € R? ]P’Riqu(z) = ( y

Preuve. Soit (A*,7*) une solution du probléme de probleme dual

sup g()‘a ’7) = - an - g()‘7 7)

(Ax7)ERE xRa (Ax~)€RE xRa
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D’apreés I'inéquation d’Euler définit au théoréme 6 on a :
<VGN,7),g— (A7) >>0 VgeRL xR

Donc
< (N Y) —q,pVG(N',v") >< 0  VYp>0

Alors Vg € RE X RY et Vp>0ona
< (A7) =4, (A7) = (A7) = p(=VG(A"77))) >< 0

Donc d’aprés I'unicité le la projection sur le cone convexe fermé R x R7 | (A*,v*)
est la projection sur RE x R? de [(A*,7*) — p(=VG(A*,7*))]
Donc

(A" 77) = Pre xra (A", %) + pVG (A", 77)]. u

4.1.1 Algorithme d’Uzawa

L’algorithme d’Uzawa (1958) est basée sur la formulation duale et la recherche
des points selle.

L’utilisation de cette méthode suppose que la fonction duale est différentiable
(au moins a loptimum). Ce sera le cas si le minimum en x de L(x, \*,7*) est
unique. Dans ce cas si on note x = x(A,7) le vecteur tel que

G, y) =L@\ y) =J(@"(MNy)+ <\ F(z") >+ <v,G(z") >

— T (0 )+ < A, F@) >, Fle(\q) = @Eimi%) A= (A)

Donc
Viom GA7) = Vg L@ A7)

= Fatv) = (G ) B

On en déduit

A = Prp [A* F(x* (A", ~*
v = Praly* + pG(z* (A, 7))
et donc
A= Max(0, \* + pF(x*(A\*,7))) Yp >0
=7 pGa ()
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D’oil la méthode itérative d’uzawa :

1. Initialisation.
k=0 : on choisit \* € RE et 1" € R%.

2. Itération k.
A= (N, AF) e R et 4% = (97, ...,7) € R? sont connus.
(a) Calcul de z* € R" solution de :

(Py) inf L(x, ¥, 7F).

z€R™
(b) Calcul de \+1 et 4**! par les formules :

Af+¢ ::n@ax(@)Ak-+-pf%(xk>> 1€ {1,2,.“,p}
Y =k + pG(z*) je{l,2,....q}

ou p > 0, est un réel fixé (par l'utilisateur).

Théoréme 13 (la convergence) On suppose que J est C* et elliptique. Supposons
de plus que G est affine, F est conveze de classe C et lipschitziennes. On suppose
de plus que le Lagrangien L posséde un point selle (z*, \*,7*) sur R™ x RE x RY.
Alors, il existe py et pa, avec 0 < p1 < ps tels que, pour tout p € [p1, p2|, la suite
()0 générée par lalgorithme d’Uzawa converge vers x*.

4.1.2 L’algorithme d’Uzawa dans le cas d’une fonction
quadratique

1
Soit J(z) = 3 < Az,x > — < b,z > pour tout x € R™ et A : symétrique
définie positive. et 'ensemble U est donnée par

U={zeR"/ Cz<f}

ou

U={zeR"/ Czx=f}

otl la matrice C' est p x n et f € RP.
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Proposition 9 Soit A € R? et x € R” tel que (x, \) est un point selle de lagrangien
1
L(z,\) = 3 <Ar,x>—<bax>+<\Cx— f>. Pourtout p>0, on :

A=Pr(A+p(Cz = f))

Pr étant la projection de RP sur le convexe fermé F (et rappelons que F' = RP dans
le cas de contraintes d’égalité, et F = RY. dans le cas de contraintes d’inégalité).

Preuve. On a
<A=—pu,Cex—f>2=20 VueF

alors

<A—pp A=A+ p(Cz—f) >=0

Alors d’apreés la théoréme de projection sur un convexe fermé (de chapitre 2) on

A=Pr(A+ p(Cx — f)) Vp > 0.

Algorithme

1. On choisit une condition initiale Ay € RP, un pas p > 0 et une précision n > 0
On calcule z solution de Az =b — CT)\,.

2. Tant que ||\ — Ap—1]| > 1 ou ||z — zx—1]| > n on définit (zx41, \et1) par

New1 = Pr(Ap + p(Cop — f))
Trp1 est solution de Az =b— CT 4.

Théoréme 14 (La convergence) Supposons que A est symétrique définie positive.
2 min(A)
J&]

définie par l'algorithme d’Uzawa converge vers le minimum .

Si0<p< alors quel que soit Uélément initial Ao € RP, la suite (xy)

Preuve. Grace a des calculs directs et au théoréme de projection sur un convexe
fermé,on obtient :

Ao = Al = [IPe(\ + p(Cr — f)) — Pe(A + p(Cz — f)I
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1A = A+ pC (2 — 2)]]3

IM=Al3 + 21O Plax—2|[5 +2p < CT (M=A), 2 —2 >
M=l + POk =23 + 2p < A(zg—2), 23— >
2 = A+ (O°IC112 = 20X min (A))] |2 — ][3.

ININCIN N

2 min(A)

Si0< p< ——5—
IC]P?

en posant 8 = 2p\in(A) — p?||C]|%, il vient que S > 0 et

Ce qui prouve que la suite (||A; — A|[3),-, est décroissante et minorée (évidement
par 0). Par conséquent, ||z) — z||3 s [ ]
—+o00

4.2 Probléme du Portefeuille en finance

4.2.1 Enoncé

Un portefeuille en finance désigne une collection d’actifs financiers détenus par
un établissement ou un individu.

— Un investisseur, disposant d’un budget donnée, souhaite se constituer un
portefeuille.

— Il peut choisir entre n titres différents.

— Comment constituer son portefeuille de fagon & minimiser son risque et a se
garantir un certain minimum de rendement espéré?

— Une approche présentée en 1952 par Markowitz (lauréat d’un prix Nobel en
économie) formule ce probléme sous la forme d’un modéle quadratique.

4.2.2 Modélisation

On considére un portefeuille d’actions composé de n > 2 actions a risque
(a1, ...,a,). On note z;, la proportion de 'action a; dans le portefeuille. Le vecteur
x = (z1,...,2,)" représente donc la composition du portefeuille.ll est évident que
x vérifie alors :

inzl, et ;>0 Vie{l,.,n}
i=1

Le rendement de ’action ai est modélisé par une variable aléatoire R; de moyenne
r; = E(R;).On introduit le vecteur de rendement moyen r = (rq,...,7,)7, et la
matrice de covariance A = (a; j)1<i j<n définie par la relation :

;5 = E[(Rl — E(RZ>)(R] — E(RJ))L VZ,] € {1, 2, ,n}
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La matrice A est symétrique définie positive.

1
Le risque du portefeuille est calculé par la fonctionnelle o(z) = 3 < Az, x >

On dit qu’un portefeuille x est efficient s’il assure a la fois un rendement maxi-
mal pour un risque donne ; et un risque minimal pour un rendement imposé.

Pour p € R et 0 € R, donnés, on définit les ensembles :

Ci(p) = {x eR"/ le =1 et Zrixi > p}
i=1 i=1

- 1
C’g(o):{xERn/ inzl et §<xA,m>:a}

i=1

Donc on cherche a résoudre les problémes

1 n

m — M il

(P) mm2<Ax,a:> (P) ax;rx
z € C(p) z e C(o)

Ainsi on considére le probléme (P) suivant qui rassemble les deux problémes (P;)
et (PQ)

4 n 1
M T, — =< A
aa:(;nxz 62< T, T >)
SC
(P) n
i=1
x>0

\

Ou 3 est donnée, plus il est grand plus on minimise le risque.

4.2.3 Reésolution

Le probléme de sélection des portefeuille est un probléme d’optimisation qua-
dratique avec contraintes, qu’on peut utiliser ’algorithme d’Uzawa pour le ré-
soudre.
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On a

( - 1 - 1
M i — = < Az, x> —min(— i+ = < Az, x>
ax(;rx 52 T, x >) man( ;rm +62 T, x >)
SC SC
n <:> n
S S
i=1 i=1
[ 220 [ 220

Algorithme d’Uzawa applique au MATLAB

function [x,labmda] =UZAWA(A,C,b,s,f,rho,eps)
[n,m]=size(C);

lambda=ones(n,1) ;
x=inv(A)*(-lambda™*C+b’)’;

y=1000*ones(m,1);
while(norm(y-x) >eps)
y=X;

lambda=max(zeros(n,1),Jlambda+rho*(C*x-f)) ;
x=inv(A)*(-lambda*C+b’)’;

end

-(0.5*p*x* A*x-b*x)

end

Exemplaire de probléme de portfeuille

On suppose que un investisseur dispose d’un budget de 50 millions dirhams et
d’un protefeuille composé de cinq type d’actions,le but c’est de chercher le por-
tion de budgets investi dans chaque titre a condition de dépasser un rendement
moyenne o = 0.3 et de minimiser le risque, et on suppose que ’étude de marché et
certaines facteurs économiques permettent & 'investisseur d’estimer le rendement
espéré,la variance de risque :
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le titre | le rendement espiré | la variance de risque
1 0.4 99.22

2 0.5 103.01

3 0.3 98.2

4 0.55 105.5

5 0.6 103.1

de plus on suppose que les risques des titres sont indépendants au sens probabiliste
on note par xy, Ta, T3, T4, €t x5 les proportions de budget investi respectivement

dans les titres 1, 2, 3, 4
Modéle
(
99.22

0 10

avec A = 0

0

0

et b.

i=1

5
1
—min(—z riT; + ﬁ§ < Ax,x >)

=20
0 0 0 0
3.01 0 0 0
0 98.2 0 0 et U={zeR"/ C z < f}
0 0 105.5 0
0 0 0 103.1

1 1 1 1 1 1
~1 -1 -1 -1 -1 ~1
-1 0 0 0 0 0
c=l0 -1 0 0 0]etf=]|o0
0 0 -1 0 0 0
0 0 0 -1 0 0
0o 0 0 0 -1 0
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On appliquant c¢’est donnés dans ’algorithme sur MATLAB on trouve :

>» BA=[5%.22 0 0 O 0;0 103.11 0 0 O0;0 O %8.2 0 O ;0 0 O 105.5 0; O 0 0 0 103.1];
>> b=[0.4 0.5 0.3 0.55 0.&]";

> C=[1 1111 ;-1-1-1-1 -1 ;-eye(5)]:

>> f=[1 -1 000 001";

>> UZRWL(A,C,b,£,1,10"-8&)

ans =

-101.2800

0.2044
0.13877
0.2055
0.13937
0.1987

fx 5

Voila! les portions de budget qu’on peut investir & chaque titre

le titre | le portion de budget investi
50 x 0,2044 = 10,22

50 x0.1977 = 9.8850

50 x 0.2055 = 10.2750

50 x 0.1937 = 9.6850

50 x 0.1987 = 9.9350

QY | W DO —
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