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1.11 Inégalité de Minkowsky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Orthogonalité 22
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Introduction

En mathématique, plus précisément en algèbre linéaire, l’espace hermitien est l’équivalent
de l’espace euclidien muni d’un produit scalaire euclidien, c’est un espace vectoriel complexe
muni d’un produit scalaire hemitien. Les propriétés du produit scalaire euclidien restent valable
pour la plus part pour le produit scalaire hermitien ,par exemple : Inégalité de Caushy Schwarz,
inégalité triangulaire, théorème de Pythagore, algorithme de Gram-Schmidt, projection ortho-
gonale, et l’éxistance d’isomorphisme canonique entre un espace vectoriel hermitien et son dual.
Dans le premier chapitre on va traiter la majorité de ces proprietés comme l’inégalité de Cauchy
Schwarz et de Minkowski, just après une étude globale sur les formes sesquilinéaires hermi-
tiennes, formes quadratiques, et le produit scalaire hermitien. Leurs définitions et propriétés
ainsi que les liens qui existent entre eux.
Dans le deuxième chapitre on va traiter la notion d’orthogonalisation c’est-à-dire les familles,
les bases orthogonale, la projection orthogonale et les deux méthodes fondamentaux dans la
notion d’orthogonalisation : Gauss et Gram Schmidt.
Et dans le dernier chapitre je vais introduire l’isomorphisme canonique entre un espace vectoriel
hermitien et son dual, et les endomorphismes d’un espace hermitien, en particulier
les endomorphismes adjoints, les endomorphismes unitaires, les endomorphismes normaux,
et les endomorphismes hermitiens.
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1
Espace hermitien

1.1 forme sesquilineaire

Dans tout ce chapitre E désigne un espace vecoriel de dimension fini sur C.

Définition 1.1.1.

i) on dit qu’une application u de E dans E est linéaire si pour x, y ∈ E, et λ ∈ C on a :
u(x+ λy) = u(x) + λu(y).

ii) On dit qu’une application u de E dans E est semi-linéaire si pour x, y ∈ E, et λ ∈ C,
on a :

u(x+ λy) = u(x) + λu(y).

Définition 1.1.2.
On appelle une forme sesquilinéaire sur E une application f de E × E dans C vérifiant les
propriétés suivantes :

* f est linéaire à droite :
pour x, y, y′ ∈ E et λ ∈ C on a : f(x, y + λy′) = f(x, y) + λf(x, y′).

** f est semi-linéaire à gauche :
pour x, x′, y ∈ E et λ ∈ C on a : f(x+ λx′, y) = f(x, y) + λf(x′, y).

Exemples :
1) soient ϕ , φ des formes linéaire sur E :

on a l’application :
f : E × E → C

(x, y) 7→ ϕ(x)φ(y),

est une forme sesquilinéaire sur E2.
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en effet :
* soit x ∈ E :

soient y ∈ E, y′ ∈ E, λ ∈ C :
f(x, y + λy′) = ϕ(x)φ(y + λy′)

= ϕ(x)[φ(y) + λφ(y′)] ( φ est linéaire).
D’où f(x, y + λy′) = ϕ(x)φ(y) + λϕ(x)φ(y′)

= f(x, y) + λf(x, y′).
alors pour x ∈ E fixé : f(x, y) est linéaire par rapport à y .

* soit y ∈ E
soient x, x′ ∈ E, λ ∈ C :
On a : f(x+ λx′, y) = ϕ(x+ λx′)φ(y)

= ϕ(x)φ(y) + λϕ(x′)φ(y)
= f(x, y) + λf(x′, y).

donc :f est semi-linéaire à gauche .
Alors f est une forme sesquilinéaire.
2)
Soit E un C -espace vectoriel des applications continue de [0, 1]→ C,

On a : l’application :
Ψ : E × E → C

(f, g) 7→
∫ 1

0

f(t)g(t)) dt,

est une forme sesquilinéeaire sur E.
en effet :

* Pour g ∈ E
Soient f, f ′ ∈ E, λ ∈ C

on a : Ψ(f + λf ′, g) =

∫ 1

0

(f + λf ′)(t).g(t) dt

=

∫ 1

0

f(t)g(t) dt+ λ

∫ 1

0

f ′(t)g(t) dt

=Ψ(f, g) + λΨ(f ′, g).
D’où : Ψ est semi-linéaire par rapport à la premier variable.

* Pour f ∈ E
Soient g, g′ ∈ E, λ ∈ C
On a :Ψ(f, g + λg′) = Ψ(f, g) + λΨ(f, g′).
Alors : Ψ est une forme linéaire par rapport à la deuxiéme variable.

Donc ψ est une forme sesquilinéaire sur E.
3)
Soit E = Cn , Φ(x, y)=

∑n
i=1 x̄iyi est une forme sesquilinéaire sur E.

* comme pour y fixé dans E On a : ∀x, x′ ∈ E et λ ∈ C,
Φ(x+ λx′, y)=

∑n
i=1 x̄iyi + λ̄

∑n
i=1 x̄

′
iyi

=Φ(x, y) + λ̄Φ(x′, y)
alors φ est semi-linéaire par rapport à la premier variable .

* de même On a φ est linéaire par rapport à la deuxiéme variable.
Alors Φ est sesquilinéaire sur E.
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1.2 Représentation matricielle

d’une forme sesquilinéaire :

Définition 1.2.1.
Soient B = (e1, e2, .., en) une base de E, f une forme sesquilinéaire sur E. Alors :
La matrice de f relativement à la bases B est :

M(f,B) =


f(e1, e1) ...... f(e1, en)

. .

. .

. .
f(en, e1) ...... f(en, en)


Remarque :
On a pour chaque (x, y) ∈ E × E avec x =

∑n
i=1 xiei et y =

∑n
j=1 yjej,

f(x, y) = f(
∑n

i=1 xiei,
∑n

j=1 yjej)

=
∑n

j=1 f(
∑n

i=1 xiei, yjej)

=
∑n

i=1

∑n
j=1 f(xiei, yjej).

Et comme on a : f est une forme sesquilinéaire sur E, alors :
f(x, y) =

∑n
i=1

∑n
j=1 x̄iyjf(ei, ej).

Notons :
f(ei, ej) = αij et A = M(f,B) = (αij) ∀i, j ∈ {1, 2.., n},

et X =


x1

.

.
xn

, Y =


y1

.

.
yn

.

D’où nous avons la relation :
f(x, y) = X tAY.
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1.3 Forme sesquiliniéaire hermitienne

Définition 1.3.1.
On appelle forme hermitienne sur E, une forme sesquilinéaire f : E × E → C telle que :
∀x, y ∈ E : f(x, y) = f(y, x).

Remarque :
Pour x ∈ E on a : f(x, x) = f(x, x), et donc f(x, x) ∈ R

Proposition 1.3.1.
L’ensemble des formes sesquilinéaires hermitiennes sur E est un espace vectoriel réel.

Preuve
L’ensemble des formes sesquilinéaires contient la forme sesquilinéaire nulle ; stable par addition,
et aussi par multiplication par les scalaires réels.
Donc c’est un sous-espace vectoriel réel.

Proposition 1.3.2.
si f est une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, Alors :

• ∀(x, y) ∈ E2 : f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(y, y) + 2Re(f(x, y))
• ∀(x, y) ∈ E2 : f(x− y, x− y) = f(x, x) + f(y, y)− 2Re(f(x, y))
• ∀(x, y) ∈ E2 : f(x+ iy, x+ iy) = f(y, y) + f(x, x)− 2Im(f(x, y))
• ∀(x, y) ∈ E2 : f(x− iy, x− iy) = f(x, x) + f(y, y) + 2Im(f(x, y)).

Preuve

soient x, y ∈ E

* f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(y, y) + f(x, y) + f(y, x)
= f(x, x) + f(y, y) + f(x, y) + f(x, y) (f hermitienne)

et comme on a : ∀z ∈ C z + z̄ = 2Re(z).
Donc on aura :
∀(x, y) ∈ E2 : f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(y, y) + 2Re(f(x, y))

* f(x− y, x− y) = f(x, x) + f(y, y)− f(x, y)− f(y, x)
= f(x, x) + f(y, y)− f(x, y)− f(x, y) (f hermitienne)
= f(x, x) + f(y, y)− 2Re(f(x, y)).

* f(x+ iy, x+ iy) = f(x, x) + f(iy, iy) + f(x, iy) + f(iy, x)
= f(x, x)− i2f(y, y) + f(x, iy) + f(x, iy) (f sesquilinéaire hermitienne)
= f(x, x) + f(y, y) + f(x, iy) + f(x, iy)
= f(x, x) + f(y, y) + 2Re(f(x, iy))
= f(x, x) + f(y, y) + 2Re(if(x, y))

et comme on a : ∀z ∈ C Re(iz) = −Im(z).
Donc on aura :
∀(x, y) ∈ E2 : f(x+ iy, x+ iy) = f(x, x) + f(y, y)− 2Im(f(x, y)).

* f(x− iy, x− iy) = f(x, x) + f(iy, iy)− f(x, iy)− f(iy, x)
= f(x, x)− i2f(y, y)− f(x, iy)− f(x, iy) (f sesquilinéaire hermitienne)
= f(x, x) + f(y, y)− f(x, iy)− f(x, iy)
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= f(x, x) + f(y, y)− 2Re(f(x, iy))
= f(x, x) + f(y, y)− 2Re(if(x, y))

∀(x, y) ∈ E2 : f(x− iy, x− iy) = f(x, x) + f(y, y) + 2Im(f(x, y)).

Exemples :
1)

∀X, Y ∈ Cn φ(X, Y ) =< X, Y >
= X tY
=
∑n

i=1 xiyi,
est une forme hermitienne.
en effet :
on a : φ(Y,X) = Y tX

=
∑n

i=1 yixi
=
∑n

i=1 yixi
=
∑n

i=1 yixi
= < X, Y >
= φ(X, Y ).

D’où φ est une forme hermitienne.
2)
soient f, g deux fonctions continue sur E = C([a, b],C) l’espace des fonction continue sur [a,b] ;

alors φ(f, g) =

∫ b

a

f(t)g(t) dt est une forme hermitienne.

en effet :
il est claire que φ est une forme sesquiliniéaire, alors on montre qu’elle est hermitienne.
on a pour tous f, g ∈ E,

φ(g, f) =

∫ b

a

g(t)f(t) dt =

∫ b

a

f(t)g(t) dt = φ(f, g).

D’où : φ est hermitienne sur E.
3)
Soit E l’espace des matrices carées n× n. Alors :
∀A,B ∈ E, h(A,B) = tr(At.B) est une forme hermitienne.
en effet :
∀A,B ∈ E
h(B,A) = tr(Bt.A)
et comme on a : ∀A ∈ E tr(A) = tr(At),

alors : tr(Bt.A) = tr(At.B)
= tr(At.B)
= h(A,B).

Donc h est hermitiennne.
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1.4 Representation matricielle d’une forme sesquilinéaire

hermitienne

Définition 1.4.1.
Soient n ∈ N∗ et A ∈Mn(C)
On dit que A est hermitienne si At = A.
Notons A = (αij)16i,j6n cela signifie que : αji = αij pour tous i, j ∈ {1, .., n}.

Définition 1.4.2.
Soit f une forme hermitienne sur E, et B = (e1, .., en), une base de E.
On appelle la matrice de f dans la base B la matrice :
A = (αij)16i,j6n, ∀i, j ∈ {1, 2, .., n}, avec : αij = f(ei, ej), αji = αij.

Proposition 1.4.1.
Soit f une forme hermitienne sur E, et A la matrice de f dans la base
B = (e1, e2, .., en) de E. On a :
1) La matrice A est hermitienne.
2) Soient x =

∑n
i=1 xiei, et y =

∑n
j=1 yjej.

On note :

X =


x1

.

.
xn

 , et Y =


y1

.

.
yn

.

Alors on a :

f(x, y) =
n∑
j=1

n∑
i=1

αijx̄iyj = X tAY.

Preuve
2) Soient x, y ∈ E on a : x =

∑n
i=1 xiei, et y =

∑n
j=1 yjej

Donc f(x, y) = f(
∑n

i=1 xiei,
∑n

j=1 yjej)
=
∑n

j=1

∑n
i=1 αijx̄iyj avec : αij = f(ei, ej) ∀i, j ∈ {1, 2, .., n}

= X tAY.
Exemples :

soit la forme hermitienne définit sur C3 par :
∀x, y ∈ C3 tel que : x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3)
f(x, y) = x1ȳ1 + 3x2ȳ2 + 6x3ȳ3 + ix̄1y2 − ix̄2y1 + 2ix̄3y2 − 2ix̄2y3.
La matrice de f dans la base canonique de C est :

A =

 1 i 0
−i 3 −2i
0 2i 6


et cette matrice est hermitienne car :

At =

 1 i 0
−i 3 −2i
0 2i 6

 = A.
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Exercice :
Est-ce que les matrices hermitiennes forment un sous C-espace vectoriel de Mn(C) ?, montrer
qu’elles forment un sous-espace vectoriel réel, et calculer la dimension (sur R) de ce sous-espace.

Réponce :
L’ensemble des matrices hermitiennes de Mn(C), contient la matrice nulle, stable par addition,
mais n’est pas stable par multiplication par les scalaires complexes par exemple on a :
In est une matrice hermitienne mais iIn n’est pas hermitienne.
Donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel complexe de Mn(C).
Par contre comme L’ensemble des matrices hermitiennes de Mn(C) est stable par multiplication
par les scalaires réels.
Donc c’est un sous-espace vectoriel réel.
Notons Ek,l la matrice élémentaire qui a le coéfficient 1 en k-ème ligne et l-ème colonne, et des
coéfficients 0 partout .
Alors les Ek,k pour k = 1, ..., n, les Ek,l +El,k, et les i(Ek,l −El,k) pour 1 6 k < l 6 n, forment
ensemble une base de L’ensemble des matrices hermitiennes de Mn(C) sur R.
En effet toute matrice hermitienne H = (hk,l), (avec hk,k réel et hk,l = hl,k , pour k 6= l) s’écrit
de manière unique comme combinaison linéaire à coéfficients réels de ces matrices :

H =
n∑
k=1

hk,kEk,k +
∑

16k<l6n

Re(hk,l)(Ek,l + El,k) +
∑

16k<l6n

iIm(hk,l)(Ek,l − El,k).

Le décompte des éléments de la base montre que la dimension de L’ensemble des matrices
hermitiennes de Mn(C) est n2.

1.5 Changement de base

Rappel :
soit E un C-éspace vectoriel de dimension n,et soient B = (e1, e2, ..., en)
et S = (f1, f2, ..., fn) deux bases de E.

i) La matrice de passage de B à S noté : P est la matrice définit par :

P =



f1 f2 ... fn
e1 a11 a12 ... a1n

e2 a21 a22 ... a2n

. . .

. . .
en an1 an2 ... ann


ii) soit x ∈ E, ayant pour cordonnés les matrices colonne X,X ′ réspectivement dans B, S.

alors : X = PX ′.

Proposition 1.5.1.
Soient E un C-éspace vectoriel de dimension finie n, f une forme sesquilinéaire sur E,et Soient
B et S deux bases de E , A,A′ sont respectivement les matrices de f par rapport aux bases B
et S, et P la matrice de passage de B à S.
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Alors on a :
A′ = P t.A.P = P ∗.A.P

Preuve
Soient B = (e1, .., en), S = (f1, ..., fn),
alors : ∀x ∈ E x =

∑n
i=1 xiei =

∑n
i=1 x

′
ifi,

on a : X = PX ′

et comme on a : ∀(x, y) ∈ E × E : f(x, y) = X ′t.A′.Y ′ = X t.A.Y
= (P.X ′)t.A.(P.Y ′) = X ′tP t.A.P.Y ′.

Alors on aura : ∀(X ′, Y ′) ∈ E × E : X ′t.A′.Y ′ = X ′t(P tA.P ).Y ′

D’où : A′ = P tAP .

1.6 forme quadratique :

Définition 1.6.1.
Soient E un C-éspace véctoriel , f une forme sesquilinéaire hermitienne.
Alors, l’application :

q : E → R
x 7→ f(x, x)

est appelée : la forme quadratique hermitienne associée à f .

Exemples :

* la fonction :
q : C2 → R

(x, y) 7→ |x|2 + |y|2,

est une forme quadratique associée à la forme sesquilinéaire hermitienne :

f : C2 × C2 → C
((x1, y1), (x2, y2)) 7→ x1y1 + x2y2.

.

* Sur E = C([a, b],C),

∫ b

a

|f(t)|2dt est une forme quadratique hermitienne dont la forme

hermtienne associeé est :

φ(f, g) =

∫ b

a

f(t)g(t)dt ∀f, g ∈ E.

Définition 1.6.2.
Soit q une forme quadratique hermitienne sur E .
l’application f : E × E → C donnée par :

f(x, y) = 1
4
(q(x+ y)− q(x− y)− iq(x+ iy) + iq(x− iy)).

est une forme sesquilinéaire hermitienne appelée forme polaire hermitienne de q.
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Proposition 1.6.1.
Soient f une forme hermitienne sur E, et q la forme quadratique hermitienne
associée.
Alors, ∀x, y ∈ E, et λ ∈ C :

1) q(λx) = |λ|2q(x).
2) f(x, y) = 1

4
(q(x+ y)− q(x− y)− iq(x+ iy) + iq(x− iy)).

Preuve
soient x, y ∈ E, et λ ∈ C

1) On a : q(λx) = f(λx, λx)
= λλf(x, x)
= |λ|2q(x).

2) d’aprés proposition 1.3.2 on a :
• q(x+ y) = f(x+ y, x+ y) = q(x) + q(y) + 2Re(f(x, y))
• q(x− y) = f(x− y, x− y) = q(x) + q(y)− 2Re(f(x, y))
• q(x+ iy) = f(x+ iy, x+ iy) = q(x) + q(y)− 2Im(f(x, y))
• q(x− iy) = f(x− iy, x− iy) = q(x) + q(y) + 2Im(f(x, y)).

Donc,on aura :
q(x+ y)− q(x− y)− iq(x+ iy) + iq(x− i) = 4(Re(f(x, y)) + iIm(f(x, y))

= 4f(x, y).
Alors : ∀x, y ∈ E f(x, y) = 1

4
(q(x+ y)− q(x− y)− iq(x+ iy) + iq(x− iy)).

Remarque :
La forme polaire hermitienne montre que si deux formes sesquilinéaires hermitiennes sont
associeés à une même forme quadratique hermitienne, alors elles sont égales.
Exemples :
Soient u1,u2 ∈ C2, avec : u1 = (x1, y1), u2 = (x2, y2)
f(u1, u2) = x1x2 − 2y1y2 + 3

2
y1x2 + 3

2
x1y2 est une forme sesquilinéaire hermitienne de forme

quadratique :
q : u = (x, y) 7→ |x|2 − 2|y|2 + 3

2
yx+ 3

2
yx.

1.7 Représentation Matricielle d’une forme quadratique :

Soient E un C-espace vectoriel de dimension fini n, q une forme quadratique sur E et f la
forme sesquilinéaire hermitienne associée à q.
Soit B = (e1, e2, .., en) une base de E .
Alors ∀x, y ∈ E on a :
f(x, y) =

∑n
i=1

∑n
j=1 αijx̄iyj Où : αij = f(ei, ej) ∀i, j ∈ {1, 2, .., n}.

D’où :
q(x) = f(x, x) =

∑n
i=1

∑n
j=1 αijx̄ixj ∀x ∈ E ∀i, j ∈ {1, 2, .., n}.

=
∑n

i=1 αiixixi +
∑n

i,j=1,i 6=j αijx̄ixj
=
∑n

i=1 αii|xi|2 +
∑

16i<j6n(αijx̄ixj + αjix̄jxi)

=
∑n

i=1 αii|xi|2 +
∑

16i<j6n(αijx̄ixj + αijxix̄j) (f est hermitienne).

Et comme on a : αijx̄ixj + αijx̄jxi = 2Re(αijx̄ixj),

donc : ∀x ∈ E q(x) =
∑n

i=1 αii|xi|2 + 2
∑

16i<j6nRe(αijx̄ixj).
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Remarque :
les coéfficients diagonaux αii ∀i ∈ {1, .., n}, sont reéals.

Définition 1.7.1.
Soit f une forme hermitienne et q la forme quadratique hermitienne associée.
1) On appelle rang de q le rang de la matrice de f dans n’importe quelle base de E.
2) On dit que f ou q est non dégénérée si f est de rang n.

Exemples :
la matrice de la forme quadrature q : u = (x, y) 7→ |x|2 − 2|y|2 + 3

2
yx+ 3

2
yx

est : (
1 3

2
3
2
−2

)
Son rang est 2.

1.8 Produit scalaire hermitien :

Définition 1.8.1.
Soit f une forme hermitienn sur E :

* On dit que : f est positive si f(x, x) ≥ 0 ∀x ∈ E.
* On dit que : f est définie si pour tout x dans E, f(x, x) = 0 si et seulement si x = 0.
* On dit que f est définie positive si f(x, x) > 0 pour tout x ∈ E − {0}.

Définition 1.8.2.

• On appelle produit scalaire hermitien sur E une forme sesquilinéaire f de E × E → C
hermitienne et définie positive.
On le note géneralement par < . | . >, < ., . > ou f(., .).
• Un espace vectoriel sur C, muni d’un produit scalaire hermitien est appelé Espace

préhilbertien complexe .

Exercice :

1)
Soit l’application définie par :

∀X, Y ∈ Cn φ(X, Y ) =< X, Y >
= X tY
=
∑n

i=1 xiyi.
Montrer que φ est un produit scalaire hermitien sur Cn.
Preuve

* On a déja montré que φ est une forme sesquilinéaire hermitienne .
Alors il suffit de montrer qu’elle est définie positive.

* ∀X ∈ Cn
φ(X,X) =

∑n
i=1 xixi =

∑n
i=1 | xi |2 ≥ 0 donc elle est positive,

et de plus < X,X >= 0⇔ xi = 0 ∀i ∈ {1, .., n}.
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Alors est bien défenie positive.
Donc < ., . > est un produit scalaire.

2)
Soit < ., . >: M(C)×M(C)→ R, l’application définie par :

∀A,B ∈M(C) < A,B >= tr(At.B).

Montrer que < ., . > est défini un produit scalaire hermitien.
Preuve

* on a déja montrer que < ., . > est hermitien , alors il suffit de montrer qu’il est défini
positif.

* soit A ∈M(C) avec A = (aij) ∀i, j ∈ {1, .., n}.
On a : < A,A >= tr(At.A)

=
∑n

i=1

∑n
j=1 aji.aji

=
∑n

i=1

∑n
j=1 |aji|2.

Alors < ., . > est posétif.
Supposons que A 6= 0 alors ∃i0, j0 ∈ {1, .., n} tel que : ai0j0 6= 0,
et par suite < A,A >=

∑n
i=1

∑n
j=1 aji.aji 6= 0, d’où par contraposé on obtient que si

< A,A >= 0⇔ A = 0.
Alors < ., . > est défini positif.

Donc < ., . > est un produit scalaire hermitien.
3)

Soit ω : [a, b] → R une fonction continue sur [a, b] strictement positive sur ]a , b], on pose sur
C([a ; b],C) :

∀f, g ∈ C([a ; b],C) < f, g >=

∫ b

a

f(t)g(t)ω(t) dt.

Montrer que < ., . > est un produit scalaire sur C([a ; b],C).
Preuve
soient f, f ′, g, g′ ∈ C([a ; b],C) et λ ∈ C :

* On a : < f + λf ′, g >=

∫ b

a

(f + λf ′)(t)g(t)ω(t) dt

=

∫ b

a

f(t)g(t)ω(t) dt+ λ

∫ b

a

f ′(t)g(t)ω(t) dt

=< f, g > +λ < f ′, g >.
d’où < ., . > est semi-linéaire par rapport à la premiere variable.

On a : < f, g + λg′ >=

∫ b

a

f(t)(g + λg′)(t)ω(t) dt

=

∫ b

a

f(t)g(t)ω(t) dt+ λ

∫ b

a

f(t)g′(t)ω(t) dt

=< f, g > +λ < f, g′ >.
d’où < ., . > est linéaire par rapport à la deuxiéme variable.
Alors < ., . > est une forme sesquilinéaire .

* On a : < g, f >=

∫ b

a

g(t)f(t)ω(t) dt

=

∫ b

a

f(t)g(t)ω(t) dt
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=

∫ b

a

f(t)g(t)ω(t) dt (car ω(t) ∈ R ∀t ∈ [a, b]).

= < f, g >.
Donc : < ., . > est hérmitien.

* On a :< f, f >>=

∫ b

a

(f(t)(f(t)ω(t) dt

=

∫ b

a

|f(t)|2ω(t) dt

et comme on a pour tous t dans [a, b] : |f(t)|2 ≥ 0 et ω(t) > 0

On obtient que :

∫ b

a

|f(t)|2ω(t) dt ≥ 0 , Alors < f, f > est positif.

Et de plus :

< f, f >= 0⇔
∫ b

a

|f(t)|2ω(t) dt = 0

⇔ |f(t)|2ω(t) = 0(car |f(t)|2ω(t) continue positive sur [a, b] ∀t) et puisque
∀t ∈ [a, b] , ω(t) > 0 on aura : f(t) = 0 ∀t ∈ [a, b].
Donc f = 0.
Alors < ., . > est définit positif, et par conséquence : < ., . > est un produit scalaire
hermitien.

4)
Soit : E2 → C avec : (E = C([0 ; 1],C))

on pose l’application : Ψ(f, g) =

∫ 1

0

f(t)g(t)√
1 + t2

dt ∀f, g ∈ E.

Montrer que : Ψ est un produit scalaire hérmitien sur E.
Preuve
Soit f, g ∈ E

* il est claire que Ψ est une forme sesquilinéaire sur E.

* On a : Ψ(g, f) =

∫ 1

0

g(t)f(t)√
1 + t2

dt

=

∫ 1

0

f(t)g(t)√
1 + t2

dt

=

∫ 1

0

f(t)g(t)√
1 + t2

dt

= Ψ(f, g).
Alors Ψ est hermitienne.

* Ψ(f, f) =

∫ 1

0

f(t)f(t)√
1 + t2

dt =

∫ 1

0

|f(t)|2√
1 + t2

dt ≥ 0

et de plus Ψ(f, f) = 0⇔
∫ 1

0

f(t)f(t)√
1 + t2

dt = 0⇔
∫ 1

0

|f(t)|2√
1 + t2

dt = 0,

et comme |f(t)|2√
1+t2

continue positive sur E alors : |f(t)|2√
1+t2

= 0 sur E.

Donc on aura : f(t) = 0 ∀t ∈ [0, 1] (car : 1√
1+t2

> 0).
Finalement f = 0.
D’où Ψ définie un produit scalaire hermitien sur E.
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5)
Soit Cn[X], C -éspace vectoriel des polynomes de degré 6 n.

pour tous :P,Q ∈ Cn[X] < P,Q >= 1
2π

∫ 2π

0

P (eit)Q(eit)dt,

définie un produit scalaire hermitien.
Preuve

Soient P,Q, P1, P2 ∈ Cn[X],et α ∈ C :

* < P1 + α P2, Q >= 1
2π

∫ 2π

0

(P1 + αP2)(eit)Q(eit)dt

= 1
2π

∫ 2π

0

P1(eit)Q(eit) +
α

2π

∫ 2π

0

P2(eit)Q(eit)dt

=< P1, Q > +α < P2, Q >
D’où : < P,Q > semi-linéaire par rapport à P ∀Q ∈ Cn[X].
et de m me on montre que < P,Q > linéaire par rapport à Q, ∀P ∈ Cn[X].
et donc < ., . > est une forme sesquilinéaire sur Cn[X].

* on a : < Q,P >= 1
2π

∫ 2π

0

Q(eit)P (eit)dt

= 1
2π

∫ 2π

0

Q(eit).P (eitdt

= 1
2π

∫ 2π

0

P (eit)Q(eit)dt

= < P,Q >
Alors : <> est hermitien.

* Soit P ∈ Cn[X] :

< P,P >= 1
2π

∫ 2π

0

P (eit)P (eit)dt

= 1
2π

∫ 2π

0

|P (eit)|2dt et comme : |P (eit)|2 ≥ 0 ∀t ∈ [0, 2π]

Donc :< P,P >≥ 0 et de plus :
< ., . >est défini .

En effet : < P,P >= 0, alors : 1
2π

∫ 2π

0

|P (eit)|2dt = 0

et t 7→ |P (eit)|2 est une fonction continue positive.
L’integrale d’une fonction continue positive étant nulle si et seulement si la fonction est
identiquemnt nulle, on en déduit que P (eit) = 0 pour tout t ∈ [0, 1].
Ainsi P admet une infinité de racines, c’est donc le polynôme nul.

D’où, pour tous P,Q ∈ Cn[X] < P,Q >= 1
2π

∫ 2π

0

P (eit)Q(eit)dt,

définit un produit scalaire hermitien.
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1.9 Espaces Hermitiens

Définition 1.9.1.
Soit E Un espace vectoriel de dimension fini sur C, muni d’un produit scalaire hermitien.
Alors E est appelé : Espace vectoriel hermitien.

Exemples :

1) L’espace vectoriel Cn, muni du produit scalaire canonique défini, pour x = (x1, .., xn),
et y = (y1, .., yn), par :
〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn

=
∑n

i=1 xiyi,
est un espace hermitien appelé : Espace hermitien canonique de dimension n.

2) L’espace vectoriel Mn(C) des matrices carrées d’ordre n, muni du produit scalaire
canonique :
〈A,B〉 = tr(At.B) =

∑n
i=1

∑n
j=1 aij.bij,

est un espace hermitien.
3) L’espace vectoriel des polynômes complexes de degré inférieur ou égal à n, muni

du produit scalaire :

〈P,Q〉 =

∫ 1

0

P (t)Q(t) dt, est aussi un espace hermitien.
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On note que :
Les bonnes propriétés du produit scalaire euclidien restent valable aussi pour la plut part pour
le produit scalaire hermitien comme : Inégalité de Cauchy-Schwarz, Inégalité de Minkowski ,
Algorithme de Gram Schmidt, théoréme de Pythagore et la projection orthogonale.

1.10 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théorème 1.10.1.
Soient f une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, et q sa forme quadratique. Si f est
positive, alors :

∀(x, y) ∈ E2 |f(x, y)| 6
√
q(x)

√
q(y).

Si de plus q est définie, il y a égalité si et seulement si x et y sont liée.

Preuve
Considérons la fonction de C dans C définie pour tout compléxe λ par :
g(λ) = q(λx− y) = |λ|2q(x)− 2Re(λf(x, y)) + q(y) > 0.
Cette fonction est à valeurs positive puisque la forme quadratique q est positive. En choisissant
λ = teiθ, où : t est un réel , et θ designe un argument de f , on a :

g(λ) = t2q(x)− 2t|f(x, y)|+ q(y).
Deux cas alors se présente :
* si q(x) = 0, alors on aura : −2t|f(x, y)|+ q(y) > 0, ce qui entraine f(x, y) = 0.
On en déduit l’inégalité de Cauchy-Schwarz, qui s’écrit 0 6 0.
*Si q(x) 6= 0, la fonction g est un polynome du second degré à valeurs positives, d’où :

∆ = f(x, y)2 − q(x)q(y) 6 0.
On en déduit l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|f(x, y)| 6
√
q(x)

√
q(y).

Supposons q et x 6= 0 (le cas x = 0 est trivial). Alors q(x) 6= 0, de sorte que l’inégalité de
Cauchy-shwartz est une égalité si et seulement si le discriminant de g est nul ; c’est à dire si et
seulement s’il existe λ0, tel que g(λ0) = 0 ce qui équivaut à λ0x+ y = 0 (puisque q est definie),
c’est à dire la famille (x, y) est liée.
Exemples :

* Soit E = Cn muni du produit scalaire usuel :
∀(x, y) ∈ E2, < x|y >=

∑n
i=1 xiyi.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :
∀(x, y) ∈ E2, |

∑n
i=1 xiyi|2 ≤ (

∑n
i=1 |xi|2)(

∑n
i=1 |yi|)2).

* Soit E = C([a, b],C) muni du produit scalaire :

∀(f, g) ∈ E2, < f |g >=
∫ b
a
f(t)g(t)dt

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :
∀(f, g) ∈ E2, |

∫ b
a
f(t)g(t)dt|2 ≤ (

∫ b
a
|f(t)|2dt)(

∫ b
a
|g(t)|2dt).

* Soit E = `2(C), muni du produit scalaire ∀(u, v) ∈ E2, < u|v >=
∑+∞

n=0 unvn
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :
∀(u, v) ∈ E2, |

∑+∞
n=0 unvn|2 ≤ (

∑+∞
n=0 |un|2)(

∑+∞
n=0 |vn|2).
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Exercice :
On se donne un entier n ≥ 1, et des complexes x1, x2, ..., xn.
1) Montrer que :

|
n∑
k=1

xk|2 6 n
n∑
k=1

|xk|2.

Réponce :
1) L’inégalité de Caushy-shwarz nous donne :
|
∑n

k=1 xk|2 = |
∑n

k=1 xk.1|2 6
∑n

k=1 |1|2.
∑n

k=1 |xk|2 = n
∑n

k=1 |xk|2.

Exercice :
Soit f ∈ C([a, b],C). Montrer que :

|
∫ b

a

f(t)dt|2 6 (b− a)

∫ b

a

|f(t)|2dt.

Dans quel cas a-t-on égalité ?.
Réponce :
L’inégalité de Caushy-shwarz nous donne :

|
∫ b
a
f(t) dt|2 = |

∫ b
a
f(t).1 dt|2 6

∫ b
a
|f(t)|2 dt.

∫ b
a

1 dt = (b− a)
∫ b
a
|f(t)|2dt.

Egalité réalisée si et seulement si,la foncion f et constante.

Proposition 1.10.1.
Soient E un C-espace vectoriel, et < ., . > un produit scalaire hermitien sur E .
On peut définir une norme sur E dite norme hilbertienne ou hermitienne associeé, en posant :

||x|| =
√
< x, x >.

Preuve

* ∀x ∈ E, Si ||x|| = 0E, alors : x = 0E (car < ., . > est défini positif).
* ∀λ ∈ C, ∀x ∈ E, ||λx|| =

√
< λx, λx > =

√
|λ|2 < x, x > = |λ|.||x||.

* Soient x, y ∈ E :
||x+ y||2 =

√
< x+ y, x+ y >

= ||x||2 + 2Re(< x, y >) + ||y||2
et comme : Re(< x, y >) ≤ | < x, y > |
Alors, ||x+ y||2 ≤ ||x||2 + 2| < x, y > |+ ||y||2.
Et grâce à l’inégalité de Caushy-Schwarz on aura :
||x+ y||2 ≤ ||x||2 + 2||x||.||y||+ ||y||2

≤ (||x||+ ||y||)2.
D’où : < ., . > est bien une norme.
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Exemples :

i) Soit Cn,muni du produit scalaire canonique,
pour x = (x1, .., xn) et y = (y1, .., yn) par :
〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn

=
∑n

i=1 xiyi.

On défini la norme associé : ||x|| = 〈x, x〉 =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2.

ii) Soit L2(I,C)

||f || =
√∫

I

|f |2.

1.11 Inégalité de Minkowsky

Théorème 1.11.1.
pour tous x, y ∈ E l’inégalité :

||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Appelée inégalité de Minkowski.
Il y a l’égalité si et seulement si x, y sont positivement liées ;
c’est à dire x = 0 ou x 6= 0, et y = λx avec λ ∈ R+.

Preuve
Soient x, y ∈ E, on a :
||x+ y||2 =< x+ y, x+ y >

=< x, x > + < y, y > +2Re((< x, y >)
≤ ||x||2 + ||y||2 + 2| < x, y > | (car : Re(< x, y >) ≤ | < x, y > |.
≤ ||x||2 + ||y||2 + 2||x||.||y||
≤ (||x|+ ||y||)2

D’où :
||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

* Si ||x+ y|| = ||x||+ ||y||, toutes les inégalités intermédiaires sont des égalité.
Donc :
| < x, y > | = ||x||.||y||,⇔ (x, y) est liée, et Re(< x, y >) = | < x, y > |.
Si y = 0, on a l’égalité. Sinon, x = λy, λ ∈ C.
Dans ces conditions :
| < x, y > | = |λ| < y, y >= |λ||y||2, et Re(< x, y >) = Re(λ < y, y >)

= |y||2.Re(λ)
Donc, Re(λ) = |λ|, d’où : λ ∈ R+.

* Réciproquement, si y = 0 ou x = λy pour λ ≥ 0, on a bien l’égalité.
Exemples :

* Soit E = Cn muni du produit scalaire usuel ∀(x, y) ∈ E2,
< x|y >=

∑n
i=1 xiyi.

L’inégalité de Minkowski s’écrit :
∀(x, y) ∈ E2,

√∑n
i=1 |xi + yi|2 ≤

√∑n
i=1 |xi|2 +

√∑n
i=1 |yi|2.
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* Soit E = C([a, b],C) muni du produit scalaire ∀(f, g) ∈ E2,

< f |g >=
∫ b
a
f(t)g(t)dt.

L’inégalité de Minkowski s’écrit :

∀(f, g) ∈ E2,
√∫ b

a
|f(t) + g(t)|2dt ≤

√∫ b
a
|f(t)|2dt+

√∫ b
a
|g(t)|2dt.
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2
Orthogonalité

2.1 Base orthogonale et orthonormale

Définition 2.1.1.
Soient E un C-éspace vectoriel, f une forme hermitienne sur E .
On dit que deux vecteurs x, y ∈ E sont orthogonaux, et l’on note x ⊥ y ;
si f(x, y) = 0.

Définition 2.1.2.
Soient E un C-éspace vectoriel, f une forme hermitienne sur E, et q sa forme quadratique .

i) un vecteur x ∈ E est dit isotrope si f(x, x) = 0.
ii) On appelle cône isotrope de q l’ensemble Cq = {x ∈ E � q(x) = 0}.

Remarque :
On dit que : q est définie si Cq = {0}.

Définition 2.1.3.
Soient E un C-éspace vectoriel, f une forme hermitienne sur E .
On appelle famille orthogonale dans E toute famille (ei)i∈I de vecteurs de E,
telle que f(ei, ej) = 0, pour tout i 6= j dans I.
Si de plus f(ei, ej) = δij pour tout i, j, avec δij le symbole de Kronecker .
On dit alors, que cette famille est orthonormée ou orthonormale.

Proposition 2.1.1.
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (ei)i∈I de E est libre.
En particulier, toute famille orthonormale est libre.

Preuve
Formons une combinaisons linéaire nulle de la famille orthogonale de vecteurs (ei)i∈I de E :
soit (λi)i∈I une famille de scalaires telle que :∑

i∈I λiei = 0E.
En faisant le produit scalaire par un vecteur ej, avec j ∈ I, on a :
< ej,

∑
i∈I λiei >=

∑
i∈I λi < ej, ei >= 0.

Par orthogonalité de la famille (ei)i∈I , il reste λj < ej, ej >= 0.
D’où λj = 0, car ej 6= 0E ∀j ∈ I.
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Définition 2.1.4.
Soient E un C-éspace vectoriel de dimension fini n, f une forme hermitienne sur E.

* On dit qu’une base (e1, e2, .., en) de E est orthogonale pour f si :
f(ei, ej) = 0 ∀i 6= j.

* On dit qu’une base (e1, e2, .., en) de E est orthonormale pour f si :
f(ei, ej) = δij ∀i, j.

Exercice :
Soit E = Cn[X] espace hermitien muni du produit scalaire :

< P,Q >=
1

2π

∫ 2π

0

P (eiθ)Q(eiθ) dθ.

Montrer que (Xk)k∈{1,..,n} est une base orthonormée pour ce produit scalaire .
Réponce :
Soient l,m ∈ {1, .., n}.

On a : < X l, Xm >= 1
2π

∫ 2π

0

e−ilθeimθ dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

eiθ(m−l) dθ.

i) Si l = m on aura :< X l, Xm >= 1.
ii) Si l 6= m on aura : < X l, Xm >= 0.

Donc ∀l,m ∈ {1, .., n} on a : < X l, Xm >= δlm
D’où, (Xk)k∈{1,..,n} est une base orthonormée.
Exercice :
Soient E un espace hermitien de dimension n et B = (e1, .., en) une base orthonormale de E.
Soient B′ une autre base orthonomale de E et P la matrice de passage de la base B à B′,
démontrer que |det(P )| = 1.
Réponce :
Notons pijles coéfficients de P , et p′ij ceux de P t. Le coéfficients d’indice i, j de P tP est :

αij =
n∑
k=1

p′i,kpk,j =
n∑
k=1

pk,ipk,j.

Or e′i =
∑n

k=1 pk,iek et e′j =
∑n

k=1 pk,jek, donc αi,j =< e′i, e
′
j > puisque la base B est orthonor-

male, d’où αi,j = δi,j car B′ est une base orthonormale. On a donc P tP = In, ce qui entrâıne
det(P t)det(P ) = 1⇔ det(P )det(P ). Comme déterminant d’une matrice est une fonction poly-
nomiale de ces coéfficients, detP = detP , d’où | detP |2 = 1, ce qui prouve :

| detP | = 1

.

Définition 2.1.5.
soient f une forme hermitienne sur E, et A une partie non vide de E, on définit l’orthogonale
de A par rapport à f noté A⊥ par :
A⊥ = {y ∈ E � ∀x ∈ A, f(x, y) = 0}.
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Proposition 2.1.2.

* Soient A,B deux parties de E, telle que A ⊆ B, alors : B⊥ ⊆ A⊥.
* Pour toute partie non vide A de E on a : A⊥ =< A >⊥ .
* Soit A une partie de E, alors A⊥ est un sous espace vectoriel sur E

Preuve

* Soit y ∈ B⊥, alors :∀x ∈ B, f(x, y) = 0,
et comme on a : A ⊆ B, alors :∀x ∈ A, f(x, y) = 0.
Donc : y ∈ A⊥
c’est à dire : B⊥ ⊆ A⊥.

** On doit montrer double inclusion :
i) Soit y ∈ A⊥
On a : < A >= {

∑
finie aiαi �ai ∈ A,αi ∈ C}

Alors ∀x ∈ A, x =
∑

finie aiαi � ai ∈ A,αi ∈ C
On a : f(x, y) = f(

∑
finie aiαi, y)

=
∑

finie αif(ai, y),

comme : ai ∈ A, et y ∈ A⊥
alors ; f(ai, y) = 0, ∀i ∈ I finie.
Donc : ∀x ∈< A > f(x, y) = 0
d’où : y ∈< A >⊥⇒ A⊥ ⊆< A >⊥ .
ii) On a par définition : A ⊆< A > Alors : < A >⊥⊆ A⊥

Et donc : < A >⊥= A⊥.
*** Soit A une partie de E

i) f(x, 0) = 0 x ∈ A
C’est à dire : 0 ∈ A⊥, donc : A⊥ 6= 0.
ii) Soient x, y ∈ A⊥ α, β ∈ C, et z ∈ A
On a : f(z, αx+ βy) = f(z, αx) + f(z, βy)

= αf(z, x) + βf(zy) = 0 + 0 = 0.
D’où : αx+ βy ∈ A⊥.

Et par consequence : A⊥ est un sous espace vectoriel.
Exercice :
soient f une forme hermitienne sur E, et F une partie de E,
telle que F = vect(ei)i∈{1,..,n}.
Montrons que : F⊥ = {x ∈ E� f(ei, x) = 0 ∀i ∈ {1, .., n}}.

Réponce :

i) Soit x ∈ F⊥ ;
Alors ∀i ∈ {1, .., n} f(ei, x) = 0, car ei ∈ F, x ∈ F⊥
Alors x ∈ {x ∈ E� f(ei, x) = 0 ∀i ∈ {1, .., n}.

ii) Soit x ∈ {x ∈ E� f(ei, x) = 0 ∀i ∈ {1, .., n}.
Alors ∀i ∈ {1, .., n} f(ei, x) = 0.
Pour a ∈ F on a : a =

∑n
i=1 λiei avec λi ∈ C ∀i ∈ {1, .., n}.

Et comme on a :
f(
∑n

i=1 λiei, x) =
∑n

i=1 λif(ei, x) = 0, donc : x ∈ F⊥.
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D’où, F⊥ = {x ∈ E� f(ei, x) = 0 ∀i ∈ {1, .., n}}.

Théorème 2.1.1.
Soit E un C-espace vectoriel de dimension fini, alors E possède au moins une base orthgonale.

Preuve
On procède par récurrence sur la dimension n de E.
Pour n = 1, il n’y a rien à montrer, supposons le résultat vrai au rang n-1, et montrons le au
n .
Si q est identiquement nulle , alors toute base de E est orthogonale. Sinon il existe v ∈ E, tel
que q(v) 6= 0 dans ce cas, l’application f(v, x) définie par φ(x) = f(x, v) est une forme linéaire
non nulle sur E, son noyau H est un hyperplan de E, et comme v ∈ E, on a E = H

⊕
V ect(v).

Puisque dim(H) = n − 1, d’aprés l’hypothèse de récurrence, il existe une base (e1, .., en−1) de
H orthogonale pour q/H .
On voit alors facilement que (e1, .., en−1, v) est une base orthogonale de E.

Proposition 2.1.3.
soient F un sous espace véctoriel de dimension fini de E, q une forme quadratique définie, et
f sa forme polaire . Alors : E = F

⊕
F⊥.

Preuve
D’aprés le théorème 2.1.1, il existe une base (e1, .., ep) de F orthogonale pour la restriction
de q à F .
Soit x ∈ E, on cherche à écrire x = y + z avec y ∈ F et z ∈ F⊥.
Ecrivons y =

∑p
i=1 λiei, alors z = x− y ∈ F⊥ si et seulement si ∀j ∈ {1, .., p}, f(ej, z) = 0.

i.e : si pour tout j, f(ej, x)− λjf(ej, ej) = 0, en choisissons λi = f(ei,x)
f(ei,e)

, on voit donc que :

x = y + z avec y ∈ F et z ∈ F⊥.
D’où E = F + F⊥.

2.2 Méthode de GAUSS pour la réduction d’une forme

quadratique hermitienne :

Soient E un C-éspace vectoriel de dimension fini n,et q une forme quadratique sur E,alors
théorème 2.1.1 assure l’éxistence d’une base B = (e1, .., en)
orthogonale, et On a ∀x ∈ E q(x) = q(

∑n
i=1 xiei) =

∑n
i=1 αi|xi|2, avec :αi = q(ei).

En d’autre termes, on écrit q comme combinaison linéaire de carées de formes
linéaires indépendentes.
Dans la pratique, ces formes linéaire peuvent être calculées grâce à la méthode qui suit .

Méthode de GAUSS :
On sait que q s’écrit sous la forme :

∀x ∈ E q(x) =
∑n

i=1 |xi|2αii + 2Re(
∑

16i<j6n x̄ixjαij).

Nous allons procédé par récurrence sur n, en distinguant deux cas :
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* Il existe i0 ∈ {1, 2, ..., n}, tel que : αi0 6= 0,alors quitte à réordoner les αi.
On peut supposer que α11 6= 0, en regroupant les termes contenant x1,
donc on aura : ∀x ∈ E

q(x) = α11 |x1|2 + 2Re(
∑n

j=2 α1jx1xj) +
∑n

i=2 αii|xi|2 + 2Re(
∑n

26i<j6n(αijxixj))

= α11[ |x1|2 + 2Re(x1

∑n
j=2

α1j

α11
xj)] +

∑n
i=2 αii|xi|2 + 2Re(

∑n
26i<j6n(αijxixj))

Posons : βj =
α1j

α11
∀j ∈ {2, 3, .., n}

Alors :
q(x) = α11[ |x1|2 + 2Re(x1

∑n
j=2 βjxj)] +

∑n
i=2 αii|xi|2 + 2Re(

∑n
26i<j6n(αijxixj)).

On sait déja que :
(* ∀z1, z2 ∈ C : |z1 + z2|2 = |z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1a2)*).

Donc,∀x ∈ E :
q(x) = α11|x1 +

∑n
j=2 βjxj)|2 − |

∑n
j=2 βjxj|2 +

∑n
i=2 αii|xi|2 + 2Re(

∑n
26i<j6n(αijxixj).

= α11|x1 +
∑n

j=2 βjxj|2 +Q(x2, x3, .., xn).

Où :
Q(x2, x3, .., xn) = −|

∑n
j=2 βjxj|2 +

∑n
i=2 αii|xi|2 + 2Re(

∑n
26i<j6n(αijxixj)

et comme on a : Q(x2, x3, .., xn) est une forme quadratique sur C-espace vectoriel de
dimension fini n-1 ; On applique l’hypothèse de récurence à Q.

** ∀i ∈ {1, 2, ..., n}, αii = 0, alors : q s’écrit sous la forme de :

q(x) = 2Re(
n∑

16i<j6n

(αijxixj).

comme q 6= 0, donc ∃αi0j0 , telle que : i0, j0 ∈ {1, 2, ..., n}.
Alors, on regroupe tous les termes contenant xi0 et xj0 .
Pour simplifier on suppose que : αi0j0 = α12 ; Alors on aura :
q(x) = 2Re(

∑n
16i<j6n(αijxixj)

= 2Re(α12x1x2 +
∑n

j=3 α1jx1xj +
∑n

j=3 α2jx2xj) + 2Re(
∑n

36i<j6n(αijxixj)
On a : Re(

∑n
j=3 α2jx2xj) = Re(

∑n
j=3 x2α2jxj) (Re(z) = Re(z)).

Posons : y1 =
∑n

j=3
α2j

α12
xj , y2 =

∑n
j=3 α1jxj

Alors on aura :∀x ∈ E :
q(x) = 2Re(α12x1x2 + x1y2 + α12y1x2) + 2Re(

∑n
36i<j6n αijxixj)

= 2Re(α12x2x1 + α12x2y1 + y2x1 + y2y1 − y2y1) + 2Re(
∑n

36i<j6n αijxixj)
= 2Re((x1 + y1)(α12x2 + y2)− y2y1) + 2Re(

∑n
36i<j6n αijxixj)

= 2Re((x1 + y1)(α12x2 + y2)− y2y1) + 2Re(
∑n

36i<j6n αijxixj)
= 2Re((x1 + y1)(α12x2 + y2))− 2Re(y2y1) + 2Re(

∑n
36i<j6n αijxixj)

pour tous z1, z2 ∈ C 2Re(z1z2 = 2Re(z2z1) = 1
2
|z1 + z2|2 − 1

2
|z1 − z2|2.

Donc : q(x) = 1
2
|x1 + y1 + α12x2 + y2|2 − 1

2
|x1 + y1 − α12x2 − y2|2 + Q(x3, .., xn). avec :

Q(x3, .., xn) = −2Re(y2y1) + 2Re(
∑n

36i<j6n αijxixj)
est une forme quadratique en x3, ...xn, alors : on applique l’hypothèse de récurrence à Q.
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Définition 2.2.1.
Soit E un C-espace vectoriel de dimension fini n, muni d’une forme quadratique q de rang r .
On note p et m le nombre de coéfficients réspéctivement positifs et négatifs apparaissant dans
la réduction de q .
La signature de q est le couple d’entiers (p,m). On la note sign(q) :

sign(q) = (p,m).

Proposition 2.2.1.
Soit (p,m) la signature de q alors :

i) Le rang de q est p+m.
ii) q est non dégénérée si et eulement si p+m = n.
iii) q est positive si et seulement si m=0.
iv) q est définie positive si et seulement si (p,m) = (n, 0).

Exercice :
Soit q une forme quadratique sur C3 définie par :
∀x ∈ C3 q(x) = |x1|2 + |x3|2 − 2Re(ix1x2)− 2Re(i

√
2x2x3).

1) Appliquerl’algorithme de Gauss à q.
2) donner la signature, et le rang de q .
3) q est-t-elle dégénérée ?
4) q définie -t-elle un produit scalaire ,si oui construire une base orthogonale de C3 pour q.
Réponce :
1) Soit x ∈ C3

i) On a : α11 = 1 6= 0 ;
Alors, on regroupe tous les termes contenants x1

D’où : q(x) = [|x1|2 − 2Re(ix1x2)] + |x3|2 − 2Re(i
√

2x2x3)
= [|x1 − ix2|2 − |ix2|2] + |x3|2 − 2Re(i

√
2x2x3)

= [|x1 − ix2|2 − |x2|2] + |x3|2 − 2Re(i
√

2x2x3)
= |x1 − ix2|2 − |x2|2 + |x3|2 − 2Re(i

√
2x2x3)

= |x1 − ix2|2 +Q(x2, x3)
avec : Q(x2, x3) = −|x2|2] + |x3|2 − 2Re(i

√
2x2x3).

ii) On a : Q(x2, x3) une forme quadratique en (x2, x3), alors on réapplique la méthode à Q.
On a : α12 = −1 6= 0 ;
D’où : Q(x2, x3) = −|x2|2] + |x3|2 − 2Re(i

√
2x2x3)

= −[|x2 + i
√

2x3|2 − |i
√

2x3|2] + |x3|2
= −|x2 + i

√
2x3|2 + |i

√
2x3|2 + |x3|2

= −|x2 + i
√

2x3|2 + 2|x3|2 + |x3|2
= −|x2 + i

√
2x3|2 + 3|x3|2.

Donc,on obtient : ∀x ∈ C3 :
q(x) = |x1 − ix2|2 − |x2 + i

√
2x3|2 + 3|x3|2.

2) la signature de q est : sign(q) = (2, 1), et rg(q) = 2 + 1 = 3.
3 On a : 2 + 1 = 3 = dim(C3) alors q est non dégénérée.
4) comme on a : p = 2 6= dim(C3), alors q ne présente pas un produit scalaire.
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Exercice :
Soit q une forme quadratique sur C3 définie par :
∀x ∈ C3 q(x) = |x1|2 + 3|x2|2 + 6|x3|2 + ix1x2 − ix1x2 + 2ix3x2 − 2ix2x3.
1) Appliquer l’algorithme de Gauss à q.
2) donner la signature, et le rang de q .
3) q est-t-elle dégénérée ? ?
4) q définie -t-elle un produit scalaire ,si oui construire une base orthogonale de C3 pour q.

Réponce :
1) Soit x ∈ C3

On a : q(x) = |x1|2 + 3|x2|2 + 6|x3|2 + ix1x2 − ix1x2 + 2ix3x2 − 2ix2x3

= |x1|2 + 3|x2|2 + 6|x3|2 + 2Re(ix1x2)− 4Re(ix2x3)
= [|x1|2 + 2Re(ix1x2)] + 3|x2|2 + 6|x3|2 − 4Re(ix2x3)
= |x1 + ix2|2 − |ix2|2 + 3|x2|2 + 6|x3|2 − 4Re(ix2x3)
= |x1 + ix2|2 + 2|x2|2 + 6|x3|2 − 4Re(ix2x3)
= |x1 + ix2|2 + 2|x2 − ix3|2 − 2|ix3|2 + 6|x3|2
= |x1 + ix2|2 + 2|x2 − ix3|2 + 4|x3|2

2) la signature de q est : sign(q) = (3, 0), et rg(q) = 3.
3 On a : rg(q) = dim(C3) alors q est non dégénérée.
4)

* comme on a : p = 3 = dim(C3),et m = 0, alors q définie un produit scalaire hermitien.

* Posons y1 = x1 + ix2,y2 =
√

2(x2 − ix3),y3 = 2x3.
alors x3 = y3

2
,x2 = y2√

2
,x1 = y1 − iy2√

2
+ y3

2
,

et comme on a : Y = PX avec : X =

x1

x2

x3

,Y =

y1

y2

y3

, et P =

1 −i
√

2
2

1
2

0
√

2
2

i
2

0 0 1
2


les colonnes de la matrice P forment entre eux une base orthogonale pour q.
Alors on aura {(1, 0, 0), (−i

√
2

2
, 0), (1

2
, i

2
, 1

2
)} une base orthogonale pour q.

Exercice :
Soit q une forme quadratique sur C3 définie par :
∀x ∈ C3 q(x) = x1x2 + x1x2 − ix1x3 + ix1x3 + (i− 1)x2x3 + (i+ 1)x2x3.
1) Appliquer l’algorithme de Gauss à q.
2) donner le signature, et le rang de q .
3) q est-t-elle dégénérée ? ?
4) q définie -t-elle un produit scalaire ,si oui construire une base orthogonale de C3 pour q..

Réponce :
1) ∀x ∈ C3 q(x) = x1x2 + x1x2 − ix1x3 + ix1x3 + (i− 1)x2x3 + (i+ 1)x2x3.

= 2Re(x1x2)− 2Re(ix1x3) + 2Re((1− i)x2x3)
= 2Re(x1x2 − ix1x3 + (1− i)x2x3)

On a : Re((1− i)x2x3) = Re((1− i)x2x3)
Donc : q(x) = 2Re(x1x2 − ix1x3 + (1− i)x2x3) ∀x ∈ C3

= 2Re((x1 + (1− i)x3)(x2 − ix3) + i(1− i)|x3|2
= 2Re((x1 + (1− i)x3)(x2 − ix3) + i(1− i)|x3|2
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= 2Re((x1 + (1− i)x3)(x2 − ix3)) + 2Re(i(1− i)|x3|2)
= 1

2
|x1 + (1− i)x3 + x2 − ix3|2 − 1

2
|x1 + (1− i)x3 − x2 + ix3|2

+2Re(i(1− i)|x3|2)
= 1

2
|x1 + (1− 2i)x3 + x2|2 − 1

2
|x1 + x3 − x2|2 + 2|x3|2.

2) la signature de q est : sign(q) = (2, 1), et rg(q) = 3.
3 On a : rg(q) = dim(C3), alors q est non dégénérée.
4) comme on a : p = 2 6= dim(C3), alors q ne présente pas un produit scalaire.

Exercice :
A quelle condition sur a, b, b′, c, on definit cette application :

< ., . > : C2 × C2 → C

(

(
x
y

)
,

(
x′

y′

)
) 7→ axx′ + byx′ + b′xy′ + cyy′,

comme un produit scalaire hermitien.
Réponce :
Soient X,X ′ ∈ C2 :

* On a : < ., . >= axx′ + byx′ + b′xy′ + cyy′ est sesquilinéaire ∀a, b, b′, c

* La matrice de < X,X ′ > dans la base canonique de C2 est :(
a b′

b c

)
Alors pour que < ., . > soit hermitien , il faut que sa matrice dans la base canonique
soit hermitienne.
C’est à dire : αij = αji ∀i, j ∈ {1, 2} ; et ∀i ∈ {1, 2} : αii ∈ R.
Donc,on obtient que : b′ = b et a, c ∈ R
pour b′ = b et a, c ∈ R < ., . > est sesquilinéaire hermitien et on aura :
< X,X ′ >= axx′ + byx′ + bxy′ + cyy′

si on a un produit scalaire, Alors ∀x ∈ C2 :
< X,X > > 0 donc :
- Pour : X = e1 ⇔< e1, e1 >= a > 0
- Pour : X = e2 ⇔< e2, e2 >= c > 0

* réciproquement on utilisant le réduction de Gauss
si b′ = b, a > 0, c > 0 alors < ., . > est hermitien sesquilinéaire et pour tout X ∈ C2 ,
on a : la forme quadratique associé à < X, Y > est : q(X) =< X,X >= a|x|2 + c|y|2 +
bxy + byx

= a|x|2 + c|y|2 + 2Re(bxy)
= a[ |x|2 + 2

a
Re(bxy) ] + c|y|2 (car a > 0)

= a[ |x+ y
a
b|2 − | 1

a
yb|2 ] + c|y|2

= a|x+ y
a
b|2 − |b|

2

a
|y|2 + c|y|2

= a|x+ y
a
b|2 + |y|2[c− | |b|

2

a
]

comme a > 0 il suffit de prendre c− |b|
2

a
> 0, pour avoir un produit scalaire ; et alors :

ac > |b|2.
Finalement, on obtient un produit scalaire si et seulement si a et b sont des réels strictement
positifs et b′ = b et ac > |b|2.
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2.3 procèdé d’orthogonalisation de Gram Schmidt :

Théorème 2.3.1. (procèdé d’orthogonalisation de Gram Schmidt)
Soit (fi)i=1,..,d une famille libre d’un espace préhilbertien complexe E.

Posons e1 = f1, et ek+1 = fk+1 −
∑k

i=1
<ei,fk+1>

<ei,ei>
ei, pour tout k ∈ {1, .., d− 1}.

Alors :
La famille (ei)i=1,..,d est orthogonale et de plus pour tout entier k ∈ {1, .., d− 1}, on a :

vect{e1, .., ek} = vect{f1, .., fk}.

Preuve
Montrons que nous pouvons construire ek possédant les propriétés voulues par récurrence.

Pour k = 1 c’est évident.
Supposons la construction faite jusqu’au k.
Puisque dimV ect{e1, .., ek} = dimV ect{f1, .., fk} = k ; la famille (ei)i=1,..,k est libre et donc
< ei, ei >6= 0.
Le vecteur ek+1 est bien défini par la formule de l’énoncé.
Pour j ∈ {1, .., k},on a :

< ej, ek+1 >=< ej, fk+1 −
∑k

i=1
<ei,fk+1>

<ei,ei>
< ej, ei > >

=< ej, fk+1 > −
∑k

i=1
<ei,fk+1>

<ei,ei>
< ej, ei >

=< ej, fk+1 > − < ej, fk+1 >= 0.
La famille (ei)i=1,..,k+1 est orthogonale. Par définition fk+1 appartient à V ect{ek+1, e1, .., ek} qui
est par hypothése de récurrence, égal à V ect{fk+1, f1, .., fk}.
Donc V ect{e1, .., ek+1} ⊆ V ect{f1, .., fk+1} .

Comme on a égalemment fk+1 =
∑k

i=1
<ei,fk+1>

<ei,ei>
ei + ek+1,

on deduit de même l’inclusion inverse.
Remarque :
Il suffit de poser e′i = ei

||ei|| , pour obtenir une base (e′i)i=1,..,d orthonormale.

Exercice :
Dans C3, soit la famille libre (vi)i=1,2,3 formé par les vecteurs v1 = (1, i, i),
v2 = (1, i,−1), v3 = (i, 1, 0).
Trouver la base orthonormée de C3 obtenue à partir de ces vecteurs par le procédé de Schmidt

Réponce :
Appliquons le procédé de Grame Shmidt : posons :
e1 = v1 = (1, i, i),
e2 = v2 − <e1,v2>

<e1,e1>
e1

= (1, i,−1)− (1+1+i)
3

(1, i, i) = 1
3
(1− i, 1 + i,−2− 2i).

e3 = v3 − <e1,v3>
<e1,e1>

e1 − <e2,v3>
<e2,e2>

e2

= v3 − 0− 0 = (i, 1, 0).
Alors (e1, e2, e3) une base orthogonale ,
et ( e1

||e1||
e2
||e2|| ,

e3
||e3||) = ( 1√

3
(1, i, i), 1

2
√

3
(1− i, 1 + i,−2− 2i), 1√

2
(i, 1, 0))

une base orthonormale.
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Exercice :
Soit C2[X],espace vectoriel des polynomes de degré 6 2.
soit pour tous P,Q ∈ C2[X] l’application :

φ(P,Q) =< P,Q >=

∫ 1

0

tP (t)Q(t) dt

. 1) Montrer que φ defini un produit scalaire.
2)Donner une base orthonormé .

Réponce :
1) comme on a : t 7→ t strictement positive ∀t ∈ ]0; 1[
Alors c’est évident de vérifier que φ défini un produit scalaire.
2)Soit (Pi)i∈{0,1,2} la base orthogonale qu’on va construire à partir de la famille libre {1, X,X2},
en utilisant le procédé de Gram Shmidt. Alors (Pi)i∈{0,1,2} défini par :
P0 = 1, et ||P0|| = 1.

P1 = X − <1,X>
||P0||2 P0 = X −

∫ 1

0

t2 dt = X − 1

3
, et ||p1||2 = 1

6
.

P2 = X2 −< 1, X2 >− <X− 1
3
,X2>

||p1||2 p1 = X2 − 7
10

(X − 1
3
).

alors on aura : (1, X− 1
3
, X2− 7

10
(X− 1

3
) est une base orthogonale ainsi a base othonormale est :

(1,
√

6(X − 1

3
),
X2 − 7

10
(X − 1

3
)

||P2||
).

.
Exercice :
Soient E un espace hermitien de dimension n, et B = (e1, .., en)une base de E.
Montrer que :

∀u1, .., un ∈ E, | det(u1, .., un)| 6 ||u1||.||u2||..||un||.

Réponce :
Lorsque la famille (u1, .., un) est liée, detB(u1, .., un) = 0, donc le résultat est évident.
Si la famille (u1, .., un) est libre, d’après le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, il existe une
base orthonormale B′ = (e′1, .., e

′
n) de E telle que

pour tout k ∈ [1, n], uk ∈ V ect(e′1, .., e′n). On a :
| detB(u1, .., un)| = | detB(B′)|| detB′(u1, .., un)| = | detB′(u1, .., un)|.
Ce dernier déterminant est celui d’une matrice triangulaire supérieure, donc égale au produit
des élements de sa diagonale. Or le kième coéfficients de sa diagonale est la kième coordonnée de
uk dans la base orthonormale B′, c’est-à-dire < e′k, uk >, donc :

|detB′(u1, .., un)| =
n∏
k=1

| < e′k, uk > |.

En utilisant l’inégalité de Caushy-Shwarz, | < e′k, uk > | 6 ||uk||, d’où :

| det(u1, .., un)| 6 ||u1||.||u2||..||un||.
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2.4 Projection orthogonale

Dans ce paragraphe, E désigne un espace hermitien.

Définition 2.4.1.
Soit F un sous-espace de E non réduit à {0} de dimension m, On appelle projection orthogonale
sur F la projection sur F parallèlement à F⊥.On notera pF cette projection.

Théorème 2.4.1.
Soit (e1, .., em),une base orthonormale de F ,
alors :

∀x ∈ E pF (x) =
m∑
i=1

< ei, x > ei.

En outre pF + pF⊥ = IdE.

Remarque :

1) Si F = {0}, on peut définir pF , c’est l’application nulle. On suppose donc, a priori que
F non réduit à {0}.
Dans le cas où F = E, alors pF est l’application identité.

2) Soient MpF la matrice du pF , et Mp
F⊥

la matrice du pF⊥ .
Comme on a : pF = IdE − pF⊥ , alors : MpF = Id−Mp

F⊥
.

Exemples :
Soit a 6= 0E.
1) Soit F = V ect(a).
On a : { a

||a||} forme une base orthonormée de F .

Donc ∀x ∈ E, pF (x) = <a,x>
||a||2 a.

2) Soit H = V ect(a)⊥.
comme on a : F = H⊥ alors : pH = Id− pF
D’où : ∀x ∈ E, pH(x) = x− <a,x>

||a||2 a.

Exercice :
Montrer que ∀x, y ∈ E, < pF (x), y >=< x, pF (y) > .

Réponce :
Soient x, y ∈ E.
On peut ecrire x = a+ b et y = c+ d avec a, c ∈ F et b, d ∈ F⊥.
On a :
< pF (x), y >=< a, c+ d >=< a, c >,et < x, pF (y) >=< a+ b, c >=< a, c >.
Par suite < pF (x), y >=< x, pF (y) > .

Exercice :
Soit C3,muni de son produit hermitien usuel,soit le plan de C3 d’équation :
x− y + iz = 0.
1)Déterminer l’orhogonale de F .
2) déterminer pF (x) la projéction orthogonale sur F .
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3) calculer la matrice de pF dans la base canonique de C3, et déduire la matrice du pF⊥ .

Réponce :
Soit X = (x, y, z) ∈ C3.
1) On a : x− y + iz =< u,X >= 0 avec u = (1,−1,−i).
Donc l’orthogonale de F est engendré par le vecteur u.
2)pF (X) = X − <u,X>

||u||2 u

= (x, y, z)− x−y+iz
3

(1,−1,−i).
3) pF (e1) = e1 − 1

3
(1,−1,−i) = (2

3
, 1

3
, i

3
).

pF (e2) = (1
3
, 2

3
, −i

3
).

pF (e3) = (−i
3
, i

3
, 2

3
).

Alors :

M(pF , {e1, e2, e3}) =

2
3

1
3

−i
3

1
3

2
3

i
3

i
3
−i
3

2
3

 et M(pF⊥ , {e1, e2, e3}) = Id3 −

2
3

1
3

−i
3

1
3

2
3

i
3

i
3
−i
3

2
3


Exercice :
Soit f un endomorphisme de E dont la matrice A dans une base orthonormale B vérifie At = A,
et A2 = A.
Montrer que f est une projection orthogonale.
Réponce :
Comme A2 = A, on a f 2 = f , donc f est une projection.
Soient x un vecteur de ker(f),et f(z) un vecteur de Im(f).
Si l’on note réspectivement X,Y les matrices colonnes des coordonées de x, z dans la base
orthonormale B, on a :
< f(x), x >= (AZ)tX = ¯(Zt) ¯(At)X = (Z)tAX =< x, f(z) >= 0.
Donc ker(f) ⊂ (Im(f))⊥, d’où par égalité des dimensions on obtient ker(f) = (Im(f))⊥.
Donc f est une projection orthogonale.

Exercice :
Soient E un espace hermitien de dimension n ≥ 2, et a, b deux vecteurs
linéairement indépendants de E. On considère l’endomorphisme f de E défini par :

∀x ∈ E, f(x) =< a, x > a+ < b, x > b.

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit
une projection orthogonale de E.

Réponce :

i) Si (a, b) est une famille orthonormée de E, l’application f est la projection orthogonale
sur V ect(a, b) d’aprés le théorème 2.4.1.

ii) Réciproquement, supposons que f soit une projection orthogonale.
Un vecteur x appartient à ker(f) si, et seulement si, < a, x >=< b, x >= 0 puisque
la famille (a, b) est libre, d’où ker(f) = V ect((a, b))⊥. On a donc Im(f) = V ect(a, b),
puisque f est une projection orthogonale.
On déduit que f(a) = a, et f(b) = b, ce qui donne ||a||2a+ < b, a > b = a,
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et < a, b > a + ||b||2b = b, d’où ||a||2 = ||b||2 = 1, et < b, a >= 0 car la famille (a, b) est
libre.

Alors f est une projection orthogonale si et seulement si, la famille (a, b) est libre et de plus
||a||2 = ||b||2 = 1.

Théorème 2.4.2. (Pythagore)
∀(x, y) ∈ E2, < x, y >= 0⇒ ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2.

Remarque :
La réciproque est fausse contrairement au cas réel, on n’a pas l’équivalence car, d’aprés les
formules de polarisation ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2 ⇒< x, y >∈ iR, possibilité qui ne se présente
pas dans un espace préhilbertien réel.
contre exemple : ||1 + i||2 = ||1||2 + ||i||2, mais < 1, i > 6= 0.

Théorème 2.4.3. (Pythagore généralisé)
si (e1, e2, ..., en) est une famille orthogonale, alors :
||e1 + ..+ en||2 = ||e1||2 + ...+ ||en||2.

Preuve
Par récurrence sur n ∈ N. Pour n = 1 ,on a : ||e1||2 = ||e1||2
Supposons la propriété établie au n ≥ 1.
Soit (e1, ..., en, en+1) une famille orthogonale.
En exploitant ||a + b||2 = ||a||2 + 2Re(f(a, b)) + ||a||2 avec :a = e1 + ... + en, et b = en+1, on
obtient :
||e1 + ...+ en + en+1||2 = ||e1 + ...+ en||2 + ||en+1||2 (car f(a, b) = 0).
Par hypothèse de récurrence on aura :
||e1 + ....+ en + en+1||2 = ||e1||2 + ...+ ||en||2 + ||en+1||2.
Récurrence établie.
Exercice :
Soit F un sous-espace vectoriel de E, et Soit x ∈ E.
Montrer que ∀y ∈ F, ||x− y|| ≥ ||x− pF (x)||.
Dans quel cas a-t-on égalité ?

Réponce :
Soient x ∈ E, et y ∈ F
On a : x− y = (x− pF (x)) + (pF (x)− y), avec x− pF (x) ∈ pF⊥ , et pF (x)− y ∈ F .
Par Pythagore ||x− y||2 = ||x− pF (x)||2 + ||pF (x)− y||2 ≥ ||x− pF (x)||2,
Avec égalité si et seulement si, y = pF .
Exercice :
Soit p un projecteur de E.
Montrer que p est un projecteur orthogonale si,et seulement si
∀x ∈ E, ||p(x)|| 6 ||x||.
Réponce :

i) Si p est un projecteur orthogonal sur E1, pour tout vecteur x de E
tel que x = x1 + x2 avec x1 ∈ E1 et x2 ∈ E⊥1 , on a ||p(x)||2 = ||x1||2
et ||x||2 = ||x1||2 + ||x2||2, d’aprés le théorème de Pythagore.
Donc ||p(x)||2 6 ||x||2.
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ii) Réciproquement, supposons que pour tout x ∈ E, on ait ||p(x)|| 6 ||x||.
Si p n’est pas une projection orthogonale, il existe x1 ∈ Im(p) et x2 ∈ Ker(p) tels que
< x1, x2 >= reiθ avec r > 0.
Si γ ∈ C et x = x1 + γx2, on a :
||x||2 = ||x1||2 + 2Re(γ < x1, x2 >) + |γ|2||x2||2 et ||p(x)||2 = ||x1||2.
Pour tout réel λ, en utilisant les égalités précédentes avec γ = λe−iθ, il vient :
||x||2 − ||p(x)||2 = 2λr + λ2||x2||2 = λ(2r + λ||x2||2), expréssion qui est strictement
négative pour tout λ ∈]− 2r

||x2||2 , 0[, ce qui est contraire à l’hypothèse.
Donc p est un projecteur orthogonal.

Définition 2.4.2.
Soit F un sous espace vectoriel de dimension fini de E, non réduit à {0} .
Pour tout vecteur x ∈ E on définit la distance de x à F par :

d(x, F ) = inf ||x− y|| ∀y ∈ F.

Proposition 2.4.1.
Soit x ∈ E.

d(x, F ) = ||x− pF (x)||.

Preuve
Soit x ∈ E.
d(x, F ) = inf ||x− y|| ∀y ∈ F

= min||x− y|| ∀y ∈ F
= ||x− pF (x)||.

Exemples :
Soit a 6= 0E.
1) Soit F = V ect(a). ∀x ∈ E, d(x, F ) = ||x− <a,x>

||a||2 a||.
2) Soit H = V ect(a)⊥. ∀x ∈ E, d(x,H) = |<a,x>|

||a|| .
corollaire :
pour tout x ∈ E, on a : ||x||2 = ||pF (x)||2 + (d(x, F ))2.

Preuve
Comme x = pF (x) + (x − pF (x)),et pF (x) ⊥ (x − pF (x)). alors d’aprés Pythagore ||x||2 =
||pF (x)||2 + ||(x− pF (x))||2, d’où le résultat.
corollaire :
Si (e1, .., en) est une famille orthonormée de vecteurs de E, alors :

∀x ∈ E,
n∑
i=1

| < ei, x > |2 6 ||x||2.

appellée : Inegalité de Bessel.
Preuve
Soit x ∈ E on a pF (x) =

∑n
i=1 < ei, x > ei

alors , ||pF (x)||2 =
∑n

i=1 | < ei, x > |2 = ||x||2 − (d(x, F ))2 6 ||x||2.
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Exemples :
Si (en)n∈N est une famille orthonormée de vecteurs de E alors pour tout x ∈ E, la série
numérique

∑
| < en, x > |2, converge et

∑∞
n=0 | < en, x > |2 6 ||x||2.

En effet, par ce qui précède, les sommes partielles de la série à termes positifs | < en, x > |2
sont majorées par ||x||2.

Exercice :
Soit E un espace hermitien et F un sous espace vectoriel de E.
Pour tout x ∈ E, on note :

Fx = {y ∈ F, ||x− y|| = d(x, F ) = inf ||x− z||∀x ∈ F}.

a) Montrer que si x− y ∈ F⊥ alors y ∈ F .
b)Montrer que Fx à au plus un élément.
c) Montrer que F

⊕
F⊥ et que x 7→ pF (x) = xF s’identifie à la projection orthogonale sur F .

d) Montrer que F = F⊥⊥.

Réponce :
a)
Soit y ∈ F tel que x− y ∈ F⊥. On a :
∀z ∈ F ||x− z||2 = ||(x− y) + (y − z)||2 = ||x− y||2 + ||z − y||2. (*)
(car x− y ∈ F⊥ et z − y ∈ F ).
La relation (*) entraine ||x− y|| = inf ||x− z|| ∀z ∈ F alors y ∈ Fx.
b)
Supposons que Fx ait deux éléments y et z. Alors x − y et x − z ∈ F⊥ d’aprés a), et donc
y− z = (x− z)− (x− y) ∈ F⊥. Or y− x ∈ F . Comme F

⋂
F⊥ = {0}, on en déduit y− z = 0,

d’où le résultat.
c)
On sait que F

⋂
F⊥ = {0}. Il reste à montrer E = F + F⊥, ce qui découle du fait que pour

tout x ∈ E, x = xF + (x− xF ) avec xF ∈ Fx ⊂ F , et x− xF ∈ F⊥ d’aprés a.
Soit x ∈ E, la decomposition de x selon F

⊕
F⊥ est x = xF + (x − xF ), ce qui prouve que

x 7→ xF est la projection orthogonale sur F .
d)
Soit x ∈ F⊥⊥, comme F

⋂
F⊥ = E, alors il existe (y, z) ∈ F × F⊥ tels que x = y + z.

Or z ∈ F⊥,donc 0 =< x, z >= ||z||2+ < y, z >= ||z||2 alors z = 0, ainsi x = y ∈ F .
Et comme F ⊂ F⊥⊥ on aura : F = F⊥⊥.
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3
Endomorphisme d’un espace hermitien

3.1 Géneralité (Espace dual)

Définition 3.1.1.
Soit E un C-espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E
dans C.

Définition 3.1.2.
On appelle espace vectoriel dual de E, qu’on note E∗, l’espace vectoriel de toutes les formes
linéaire sur E. pour x ∈ E et φ ∈ E∗,
on pose : φ(x) =< x, φ >

Remarque :
Si E est de dimension finie, alors dim(E) = dim(E∗),
et pour cela : E est isomorphe à son espace dual E∗.

Proposition 3.1.1.
Soient E un C-espace vectoriel de dimension fini n,
(e1, .., en) une base quelconque de E.
Pour chaque i ∈ {1, 2, .., n}, on définit e∗ ∈ E∗, par :

∀j ∈ {1, 2, .., n}, < ej, e
∗
i >= δij

. Alors (e∗1, .., e
∗
n) est une base de E∗, appelée base duale de E.

Preuve
Puisque dim E∗ =n, alors il suffit de montrer que (e∗1, .., e

∗
n) est libre

Ṗour cela, soit (α1, α2, ...nα1) ∈ Cn, tel que α1e
∗
1 + α2e

∗
2 + ...+ αne

∗
n = 0 .

On a :
∑n

i=1 αie
∗
i = 0⇔ ∀j ∈ {1, 2, .., n}, < ej,

∑n
i=1 αie

∗
i >= 0

⇔ ∀j ∈ {1, 2, .., n},
∑n

i=1 αi < ej, e
∗
i >= 0

⇔ ∀j ∈ {1, 2, .., n}, αj = 0 car < ej, e
∗
i >= δij.

Proposition 3.1.2.
Soient E un C espace vectoriel de dimension finie n ,
(e1, e2, .., en) une base de E et (e∗1, e

∗
2, .., e

∗
n) sa base duale, alors

i) ∀x ∈ E, x =
∑n

i=1 < x, e∗i > ei.
ii) ∀φ ∈ E∗, φ =

∑n
i=1 < ei, φ > e∗i .
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Preuve
i) Soit x ∈ E, avec x =

∑n
i=1 xiei, alors pour tout j ∈ {1, 2, .., n}, on a :

< x, e∗j >= xj.
ii) Soit φ ∈ E∗ avec φ =

∑n
i=1 yie

∗
i , alors pour tout j ∈ {1, 2, .., n}, on a :

< ej, φ >= yj.

Proposition 3.1.3.
Soient E un C espace vectoriel de dimension finie n ,
(e1, e2, .., en) une base de E et (e∗1, e

∗
2, .., e

∗
n) sa base duale. Soit u un endomorphisme de E et

A = (aij)16i,j6n la matrice de u par rapport à la base (e1, e2, .., en).
Alors

∀i, j ∈ {1, 2, .., n}, aij =< u(ej), e
∗
i > .

Preuve
D’apres la proposition précédente, on a :
∀j ∈ {1, 2, .., n}, u(ej) =

∑n
i=1 < u(ej), e

∗
i > ei. Donc , si A = (aij)16i,j6n la matrice de u par

rapport à la base (e1, .., en), alors

∀i, j ∈ {1, 2, .., n}, aij =< u(ej), e
∗
i > .

Théorème 3.1.1. (Isomorphisme sesquilinéaire entre E et son dual E∗)
Soit E un espace hermitien de produit scalaire hermitien noté < ., . >.
1) L’application :
i : E → E∗

x 7→ < ., x >
est un isomorphisme sesquilinéaire entre E et son dual E∗.

Preuve
Soit x ∈ E
Si i(x) = 0 (x ∈ ker i)
on a : < ., x >= 0⇒ ∀y ∈ E, < y, x >= 0

⇒< x, x >= 0
⇒ x = 0.

Donc i est injective, et Comme E et E∗ ont même dimension.
Alors i est un isomorphisme sesquilinéaire.

3.2 Endomorphisme adjoint

Proposition 3.2.1.
Soit E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme u de E,
il existe un unique endomorphisme v de E, tel que :

∀x, y ∈ E, < u(x), y >=< x, v(y) >

Dans ce cas, v s’appelle l’adjoint de u noté u∗.

Preuve
Pour chaque y ∈ E, on considère la forme linéaire φ sur E définie par :
∀x ∈ E, φy(x) =< y, u(x) >.

38



Puisque tout produit hermitien est non dégénéré et puisque E est de dimension finie, alors
l’application :ψ : E → E∗

z 7→ ψ(z) , Où ∀x ∈ E,ψ(z)(x) =< z, x >.
est un isomorphisme d’espace vectoriels.
On a : φy ∈ E∗ ,donc il existe un unique zy ∈ E,tel que : ψ(zy) = φy, donc si pour chaque
y ∈ E, u∗(y) = zy, considèrons l’application u∗ : E → E. Alors u∗ est linéaire.
en effet, soient y1, y2 ∈ E, et λ ∈ C, alors on a :
∀x ∈ E, < x, u∗(y1 + λy2) >=< u(x), y1 + λy2 >

=< x, u∗(y1) > +λ < x, u∗(y2) >
=< x, u∗(y1) > + < x, λu∗(y2) >

Donc ∀x ∈ E, < x, u∗(y1 + λy2)− λu∗(y2)− u∗(y2) >= 0,
par suite u∗(y1 + λy2)− u∗(y1)− λu∗(y2) = 0.
Donc u∗ est linéaire.
Et on a :
∀x, y ∈ E, φy(x) = ψ(zy)(x)⇔ ∀x, y ∈ E, < y, u(x) >=< zy, x >

⇔ ∀x, y ∈ E, < y, u(x) >=< u∗(y), x >
⇔ ∀x, y ∈ E, < u(x), y > = < x, u∗(y) >
⇔ ∀x, y ∈ E, < u(x), y >=< x, u∗(y) >.

montrons L’unicité de u∗ :
Soit w un autre endomorphisme de E, tel que : ∀x, y ∈ E, < u(x), y >=< x,w(y) >
alors, on aura :
∀x, y ∈ E, < x, u∗(y) >=< x,w(y) >
Ainsi on déduit que ∀y ∈ E, w(y) = u∗(y).

Proposition 3.2.2.
Soit E un espace hermitien. Alors on a ;
i)∀u ∈ L(E), u∗∗ = u.
ii)∀u, v ∈ L(E), (u+ v)∗ = u∗ + v∗.
iii) ∀u ∈ L(E),∀λ ∈ C, (λu)∗ = λu∗.
iv)∀u, v ∈ L(E), (v ◦ u)∗ = u∗ ◦ v∗.
v) Si β est une base orthonormale de E et si A = Mat(u, β), alors on a :

M(u∗, β) = A∗.

Preuve
i) Soit w = u∗∗ = (u∗)∗, alors w est l’unique endomorphisme de E vérifiant
∀x, y ∈ E,< u∗(x), y >=< x,w(y) >, or par définition de l’adjoint, on a :
∀x, y ∈ E,< u∗(x), y >=< x, u(y) > .
Donc u∗∗ = u.
ii) ∀x, y ∈ E, ,< (u+ v)∗(x), y >=< x, (u+ v)(y) >=< x, u(y) > + < x, v(y) >
=< u∗(x), y > + < v∗(x), y >=< (u∗ + v∗)(x), y > .
Donc (u+ v)∗ = u∗ + v∗.
iii) Se démontre de la même manière que ii).
iv)∀x, y ∈ E, on a < (v ◦ u)∗(x), y >=< x, (v ◦ u)(y) >=< x, v(u(x)) >=< v∗(x), u(y) >
=< u∗(v∗(x)), y >=< (u∗ ◦ v∗)(x), y > .
Donc (v ◦ u)∗ = u∗ ◦ v∗.
v) Posons A = (aij)16i,j6n,et B = M(u∗, β) = (bij)16i,j6n, alors on sait que
∀i, j ∈ {1, .., n}, aij =< ei, u(ej) >, et bij =< ei, u

∗(ej) >
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on aura bij =< ei, u
∗(ej) >=< u(ei), ej >= < ej, u(ei) > = aij.

Donc, B = A
t

= A∗.

Proposition 3.2.3.
Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E, alors
i) ker(u∗) = Im(u)⊥.
ii) Im(u∗) = ker(u)⊥.
iii) Si F est un sous-espace de E stable par u, alors F⊥ est stable par u∗.

Preuve
i) Soit y ∈ E, alors on a
y ∈ ker(u∗)⇔ u∗(y) = 0

⇔ ∀x ∈ E,< u∗(y), x >= 0
⇔ ∀x ∈ E,< y, u(x) >= 0
⇔ y ∈ Im(u)⊥.

Donc ker(u∗) = Im(u)⊥.
ii) D’après i), on a ker(u) = ker(u∗) = Im(u∗)⊥

Donc, on aura
ker(u)⊥ = Im(u∗).
iii) Soit F un sous-espace vectoriel deE stable par u. Vérifions que F⊥ est stable par u∗,
pour cela soient y ∈ F⊥, et x ∈ F ,
alors on a < u∗(y), x >=< y, u(x) >= 0 (car u(x) ∈ Fet y ∈ F⊥).
Donc F⊥ est stable par u∗.

Exercice :
Soient E un espace hermitien et f un endomorphisme de E vérifiant :

∀x ∈ E, < f(x), x >= 0.

a) Montrer que ∀(x, y) ∈ E2, < f(x), y >= − < f(y), x > .
b) En calculant < f(x+ iy), x+ iy > pour (x, y) ∈ E2, démontrer que f = 0.

Réponce :

a) ∀(x, y) ∈ E2, on a : < f(x+ y), x+ y >= 0⇔< f(x), x > + < f(x), y > + < f(y), x >
+ < f(y), y >= 0⇔< f(x), y >= − < f(y), x > .

b) Pour tout (x, y) ∈ E2,on a :
< f(x+ iy), x+ iy >= 0⇔< f(x), x > +i < f(x), y > −i < f(y), x > + < f(iy), iy >=
0⇔< f(x), y >=< f(y), x > .
Ce qui prouve que pour tout x ∈ E,f(x) ∈ E⊥, donc f(x) = 0 et par suite f = 0.

3.3 Endomorphisme unitaire

Dans ce paragraphe, n est un entier strictement positive. On suppose que Cn est muni de
son prodit scalaire canonique .

Définition 3.3.1.
Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E.
On dit que u est unitaire, si u∗u = IdE.
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Remarque :
1) Une matrice A ∈Mn(C) est dite unitaire, si A∗A = Idn.
2) Soit B une base orthormale de E et soit A = Mat(u,B),
alors u est unitaire ⇔ A est unitaire.
3)Tout endomorphisme unitaire est inversible et on a : u−1 = u∗.

Proposition 3.3.1.
Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E. Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :
i) u est unitaire,
ii) ∀x ∈ E, ||u(x)|| = ||x||,
iii) ∀x ∈ E, < u(x), u(y) >=< x, y >.

Preuve
i) ⇒ ii)
Supposons que u est unitaire, donc pour tout x ∈ E, u∗(u(x)) = x.
Soit x ∈ E, alors on a : ||u(x)||2 =< u(x), u(x) >=< u∗(u(x)), x >=< x, x >= ||x||2.
ii) ⇒ iii) Supposons que ∀x ∈ E, ||u(x)|| = ||x||.
Soient x, y ∈ E, alors, d’après l’identité de polarisation, on a :
< u(x), u(y) >= 1

4

∑3
k=0 i

k||u(x) + iku(y)||2
= 1

4

∑3
k=0 i

k||u(x) + u(iky)||2
= 1

4

∑3
k=0 i

k||u(x+ iky)||2
= 1

4

∑3
k=0 i

k||x+ iky||2 =< x, y >.
iii)⇒ i) Supposons que :
∀x, y ∈ E, < u(x), u(y) >=< x, y > .
Soient x, y ∈ E, alors on a :
∀x, y ∈ E, < u(x), u(y) >=< x, y > ⇒ ∀x, y ∈ E, < u∗(u(x)), y >=< x, y >

⇒ ∀x, y ∈ E, < (u∗u)(x), y >=< x, y >
⇒ ∀x, y ∈ E < (u∗u)(x)− x, y >= 0.

Fixons x ∈ E , alors on aura
∀y ∈ E,< (u∗u)(x)− x, y >= 0
Le produit hermitien est non dégénérée, donc on aura x ∈ E, (u∗u)(x)− x = 0.
Donc pour tout x ∈ E , on a (u∗u)(x) = x. D’où le résultat.

Remarque :
soit u un endomorphisme unitaire de E et λ ∈ C une valeur propre de u, alors |λ| = 1.
En effet : ||u(x0)|| = |λ|||x0|| = |||x0||.
D’où |λ| = 1.

Exercice :
Soit u un endomorphisme unitaire de E, On désine par e l’endomorphisme identique.

1) Montrer que les valeurs propres de u sont des nombres de module 1 et que u est nversible.
2) Montrer que des veteurs propres de u assocée à des valeurs propres distinctes sont or-

thogononaux.
Réponce :

1) Sot x, y des vecteurs propres associés aux valeur propres λ,et γ.
On a : < x, y >=< ux, uy >=< λx, γy >= λγ < x, y >.
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Alors (λγ − 1) < x, y >= 0 (1)
En partculier,si x = y et λ = γ :
< x, x >= ||x||2 6= 0⇒ λλ− 1 = 0.

Donc pour chaque λ valeur propre de u. λ est de module 1.
2) L’inverse d’un complexe λ de module 1 est le nombre conjugué λ ; si donc x et y sont des

vecteurs associés à des valeurs propres λ et γ différentes, on reconnap̂ıt dans l’équation
(1) que : λγ = γ

λ
6= 1⇒< x, y >= 0.

Donc des vecteurs propres associés à des valeurs propres distictes sont orthogonaux.

3.4 Endomorphisme normal

Définition 3.4.1.
Soit E un espace hermitien.
On dit qu’un endomorphisme u de E est normal, si u∗ ◦ u = u ◦ u∗.

Remarque :
1) Une matrice A ∈Mn(C) est dite normale, si A∗A = AA∗.
2) Soient E un espace hermitien,B = (e1, e2, ..., en) une base orthonormale de E, u un endo-
morphisme de E et A = Mat(u,B), alors
u est normal ⇔ A est normale.
3) Si u est un endomorphisme normal, alors pour tout λ ∈ C, λIdE − u est normal.

Exercice :
Soit M ∈Mn(C).

1) Montrer qu’il existe un unique couple de matrices hermitiennes (H,L) tel que M =
H + iL.

2) Montrer que M est normale si et seulement si HL = LH.
Réponce :

1) Soit M ∈Mn(C).
i) Montrons qu ’il existe (H,L) ∈ (Mn(C))2/M = H + iL,
donc : M∗ = H ∗ −iL∗ et M = H + iL alors M∗ = H − iL∗ et M = H + iL
D’où H = M+M∗

2
et L = iM

∗−M
2

.
ii)Montrons que (H,L) est unique :
Supposons qu’il existe H1, L1 ∈Mn(C) tels que :
M = H1 + iL1 et M∗ = H1 − iL.
On aura : H1 = H = M+M∗

2
, et M1 = M = iM

∗−M
2

.

2) On suppose que M est normal
Montons que HL = LH.
On a : MM2 = M∗M ⇔ (H + iL)(H − iL) = (H − iL∗)
⇔ (H + iL)(H∗ − iL∗) = (H∗ − iL∗)(H + iL)
⇔ (H + iL)(H − iL) = (H − iL)(H + iL)
⇔ H2 − iHL+ iLH + L2 = H2 + iHL− LH + l2

⇔ LH = HL.
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Proposition 3.4.1.
Soit u un endomorphisme normal de E, alors
i)∀x ∈ E, ||u(x)|| = ||u∗(x)||.
ii) ker(u) = ker(u∗).
iii) ∀λ ∈ C, ker(λIdE − u) = ker(λIdE − u∗).
iv) Si F un sous-espace stable par u, alors F⊥ est aussi stable par u.

Preuve
i) Soit x ∈ E, alors on a
||u(x)|| =< u(x), u(x) >=< u∗(u(x)), x >=< u(u∗(x)), x >=< u∗(x), u∗(x) >
= ||u∗(x)||2.
ii) Soit x ∈ E, alors on a
x ∈ ker(u)⇔ u(x) = 0⇔ ||u(x)|| = 0⇔ ||u∗(x)|| = 0⇔ u∗(x) = 0
⇔ x ∈ ker(u∗).
iii) Soit λ ∈ C, puisque u∗(u) = u(u∗), alors on voit facilement, par un simple calcul, qu’on a
aussi (λIdE−u)∗(λIdE−u) = (λIdE−u)(λIdE−u)∗, donc pour tout λ ∈ C, l’endomorphisme
(λIdE − u)est normal.
Donc d’après ii), on a le résultat.

Théorème 3.4.1.
Soit Eun espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme normal de E, il existe une base
orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Exercice :
Soient n ≥ 3, G = {1, w2, .., wn−1},w = e

2iπ
n , et E = F((G,C))un C e.v de dimension fini n .

Pour (f, g) ∈ E × E,on pose :

< f, g >=
n−1∑
k=0

f(wk)g(wk).

1) Montrer que < ., . > est un produit hermitien su E.

2) Pour k ∈ {0, .., n− 1}, soit fk ∈ E définie par : ∀z ∈ G,fk(z) = zk√
n
.

On considère l’application U de E dans E, définie par :
∀f ∈ E, ∀z ∈ G,U(f)(x) = f(wx).

a) Montrer que U est un endomorphisme unitaire de E.
b) Montrer que, pour tout k ∈ {0, .., n− 1}, fk est un vecteur propre de U .
c) En deduire que (f0, .., fn−1) est une base orthonormale de E.

3) Pour λ ∈ [0, 1], Ak = IdE − λU − (1− λ)U∗.
Montrer que, pour tout λ ∈ [0, 1], Ak est un endomorphisme normale de E .
Réponce :
1)

i) Soient g, f1, f2 ∈ E et α ∈ C.
on a : < αf1 + f2, g >=

∑n−1
k=0 (αf1 + f2)(wk)g(wk)

= α < f1, g > + < f2, g > .
Alors < .,> est semi linéaire à droite.
< f, αg1 + g2 >=

∑n−1
k=0 f(wk)((αg1 + g2)(wk))

= α< f, g1 > + < f, g2 >.
alors < ., . > est linéaire à gauche.
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Donc < ., . > est sesquilineaire sur E.
ii) Soientf, g ∈ E.

< g, f > =
∑n−1

k=0 g(wk)f(wk) =
∑n−1

k=0 f(wk)(wk) =< f, g > .
D’où < ., . > est hermitien.

3) Soit f ∈ E.
< f, f >=

∑n−1
k=0 |f(wk)|2 ≥ 0.

Et de plus on a :
< f, f >= 0⇔ |f(wk)|2 = 0 ∀k = 0, .., n− 1.

⇔ f(wk) = 0 ∀k = 0, .., n− 1.
⇔ f(x) = 0 ∀x ∈ G.
⇔ f = 0. Alors < ., . > est défini positif.

Finalement < ., . > défini un produit scalaire sur E.
2)

a) Soient f, g ∈ E.
< u(f), u(g) >=

∑n−1
k=0 u(f)(wk)u(g)(wk)

=
∑n−1

k=0 f(wk+1)g(wk+1)

=
∑n

k=1 f(wk)g(wk)

=
∑n−1

k=1 f(wk)g(wk) + f(wn)g(wn)

=
∑n−1

k=1 f(wk)g(wk) =< f, g >.
alors u est un endomorphisme unitaire

b) Soient k ∈ {0, .., n}.
On a : u(fk)(z) = fk(zw) = zkwk√

n
= wkfk(z), ∀z ∈ G.

Donc u(fk) = wkfk.
Alors fk est un vecteur propre de u (fk 6= 0) et wk est la valeur propre associée.

c) Les valeurs propres sont en nombre n et elle sont deux à deux distinctes, donc (f0, .., fn−1)
est une base de E.
Soient k 6= l deux éléments de {0, .., n− 1}.
On a ; < u(fk), u(fl) >=< fk, fl >
donc < wkfk, w

lfl >=< fk, fl >
c’est-à-dire wl

wk
=< fk, fl > (car wk = w−k).

Alors ( w
l

wk
− 1) < fk, fl >= 0.

Or k 6= l,donc wk 6= wl ⇒< fk, fl >= 0.
Si k = l : < fk, fk >= 1

n

∑n−1
j=0 w−jkwjk = 1

n

∑n−1
j=0 |w|2jk = 1 car |w| = 1.

D’où (f1, .., fn−1) est une base othogonale de E.
3) on a Pour λ ∈ [0, 1],
Ak = IdE − λU − (1− λ)U∗. alors, A∗λ = IdE − λu∗ − (1− λ)u, carλ ∈ R.
On développe AλA

∗
λ et on aura :

AλA
∗
λ = (1 + λ2 + (1− λ)2)IdE − u ∗ −u+ λ(1− λ)(u2 + (u∗)2.

On trouve de la meme facon que :

A∗λAλ = (1 + λ2 + (1− λ)2)IdE − u ∗ −u+ λ(1− λ)(u2 + (u∗)2.

Donc Aλ est normale.
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3.5 Endomorphisme hermitien

Définition 3.5.1.
Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E.
On dit que u est hermitien (ou auto-adjoint), s’il vérifié les conditions équivalents :
i) u∗ = u.
ii) ∀x, y ∈ E, < u(x), y >=< x, u(y) >.

Remarque :
Soit β une base orthonormale de E, et soit A = Mat(u, β),alors

u est hermitien ⇔ A est hermitienne (A∗ = A).
Tout endomorphisme hermitien est normal.

Proposition 3.5.1.
Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme
hermitien de E. Alors toutes les valeurs propres de u sont réelles.

Preuve
Soit λ ∈ C une valeur propre de u,
alors il existe x0 ∈ E, tel que u(x0) = λx0. Donc, on aura
< u(x0), x0 >=< x0, u

∗(x0) >⇒< u(x0), x0 >=< x0, u(x0) > (car u∗ = u)
⇒< λx0, x0 >=< x0, λx0 >
⇒ λ||x0||2 = λ||x0||2
⇒ λ| = λ (car ||x0||2 6= 0)
⇒ λ ∈ R.

Exercice :
Soit u un endomophisme hermitien de E.
1)Montrer que si e est l’endomorphisme identique et α et β des nombres réels,
on a :

||(u− (α + iβ)e)x||2 = ||(u− αe)x||2 + β2||x||2.

2)Déduire que les valeures propres de u sont réelles.

Réponce :
1)
Soient u un endomorphisme hermitien,e l’endomorphisme identique et α,β ∈ R.
On a :
(u− (α + iβ)e)x = (u− αe)x− iβx = u1x− iβx. avec u1 = u− αe.
L’ndomorphisme u1 est hermitien .
En effet : Soit y ∈ E
< ux− αx, y >=< ux, y > − < αx, y >

=< x, uy > − < x, αy >
=< x, uy > − < x, αy >
=< x, uy − αy > .

Par suite :
||u1x− αx, y||2 =< u1x− iβx, u1x− iβx >

=< u1x, u1x > −iβ < u1x, x > +iβ < x, u1x > +β2 < x, x >
= ||u1x||2 + β2||x||2

= ||(u− αe)x||2 + β2||x||2.
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2)
Si α + iβ est une valeure propre de u,et x 6= 0 un vecteur propre associé on aura :
||(u− (α + iβ)e)x||2 = ||ux− (α + iβ)x||2 = ||ux− ux||2 = 0
donc ||(u− αe)x||2 + β2||x||2 = 0.
Le produit β2||x||2 est nul et donc β2 est nul car x 6= 0 alors β = 0, et comme α ∈ R, D’où une
valeur propre de u est nombre réel.

Exercice :
On désigne par u et v deux endomorphismes de E.
Montrer que :

1) Si l’endomorphisme uv est hermitien ⇒ Les endomorphisme composés uv et vu sont
identique.

2) S’il existe une base orthonormale de E dont les éléments sont vecteurs propres de u et
vecteur propre de v ⇒ les endomorphismes composés uv et vu sont identique.

Réponce :

1) Nous noterons < x, y > le produit hermitien dans E.
On a : < uvx, y >=< vx, u∗y >=< x, v∗u∗y >
alors (uv)∗ = v∗u∗, et si u,v sont hermitiens :
(uv)∗ = vu. Par suite uv est hermitien si et seulement si :
(uv)∗ = uv ⇔ vu = uv.

2) Si les vecteurs de base (e1, .., en) sont vecteurs propres de u et v :
uei = λiei et vei = γiei alors :
uvei = λiγiei = vuei.
Les endomorphisme uv et vu transforment de la même manière les vecteurs d’une base
ei ; ils sont donc identiques.
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Conclusion

Dans ce travail on a défini les notions les plus importantes dans l’espace hermi-
tien comme :
- Les formes hermitiennes et les formes quadratiques
- La notion de produit scalaire hermitien
- la notion des bases orthogonales et des bases orthonormales
- Projection orthogonale.
Enfin j’ai terminé mon travail par introduire la notion d’isomorphisme entre un
espace hermitien et son dual, puis les endomorphismes d’un espace hermitien.
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