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Introduction

En mathématique, plus précisément en algebre linéaire, I’espace hermitien est I’équivalent
de l'espace euclidien muni d'un produit scalaire euclidien, c¢’est un espace vectoriel complexe
muni d’un produit scalaire hemitien. Les propriétés du produit scalaire euclidien restent valable
pour la plus part pour le produit scalaire hermitien ,par exemple : Inégalité de Caushy Schwarz,
inégalité triangulaire, théoreme de Pythagore, algorithme de Gram-Schmidt, projection ortho-
gonale, et ’éxistance d’isomorphisme canonique entre un espace vectoriel hermitien et son dual.
Dans le premier chapitre on va traiter la majorité de ces proprietés comme l'inégalité de Cauchy
Schwarz et de Minkowski, just apres une étude globale sur les formes sesquilinéaires hermi-
tiennes, formes quadratiques, et le produit scalaire hermitien. Leurs définitions et propriétés
ainsi que les liens qui existent entre eux.

Dans le deuxieme chapitre on va traiter la notion d’orthogonalisation c’est-a-dire les familles,
les bases orthogonale, la projection orthogonale et les deux méthodes fondamentaux dans la
notion d’orthogonalisation : Gauss et Gram Schmidst.

Et dans le dernier chapitre je vais introduire I’isomorphisme canonique entre un espace vectoriel
hermitien et son dual, et les endomorphismes d’un espace hermitien, en particulier

les endomorphismes adjoints, les endomorphismes unitaires, les endomorphismes normaux,

et les endomorphismes hermitiens.



Espace hermitien

1.1 forme sesquilineaire
Dans tout ce chapitre F désigne un espace vecoriel de dimension fini sur C.

Définition 1.1.1.

i) on dit qu’une application u de E dans E est linéaire si pour x,y € E, et A\ € C on a :
u(z 4+ Ay) = u(@) + Au(y).
it) On dit qu’une application u de E dans E est semi-linéaire si pour x,y € E, et A € C,
on a :
u(@ +Ay) = u(z) + Mu(y).

Définition 1.1.2.
On appelle une forme sesquilinéaire sur E une application f de E x E dans C vérifiant les
propriétés suivantes :
* f est linéaire a droite :
pour z,y,y € E et \€ Con a: f(x,y+ \y) = f(x,y) + Af(z, ).
** f est semi-linéaire a gauche :
pour v,y € E et \€ C on a: f(x+ ' y) = f(z,y) + Af(a,y).

Exemples :
1) soient ¢ , ¢ des formes linéaire sur E :

r licati f . ExFE — C
on a l’application : —
(z,y) = o@)e(y),

est une forme sesquilinéaire sur E2.



en effet :

* soitx € B :
soient y € E,y € E, )\
f(m,y+ky)=

D'ou f(x, y+

alors pour =z € F fixé :
* soity € B

soient z, 2’ € E, A € C:

On a: f(a:—i—)\:t y) = o(z + Ar')p(y)

= p(z)d(y) + Ap(z')d(y)
= f(z,y) + Af(2'y).
donc :f est semi-linéaire a gauche .
Alors f est une forme sesquilinéaire.
2)
Soit E un C -espace vectoriel des applications continue de [0,1] — C,
vV : ExE —

On a : I'application :
(f.9) = / 0}
est une forme sesquilinéeaire sur E.
en effet :
* Pour g € E

Soient f, f'€ E;A € C X
ona:V(f+Af, ):/ (f+Af)(t).g(t)dt

/f dt+/\/ 140

=U(f,9) +A¥(f,g
D’ou : ¥ est semi-linéaire par rapport a la premier variable.
* Pour f e FE
Soient g, € E,\ € C
Ona:U(f,g+Ag)=V(f,g)+AV(f,g)
Alors : W est une forme linéaire par rapport a la deuxiéme variable.
Donc 1) est une forme sesquilinéaire sur FE.
3)
Soit E = C" , ®(x,y)=) ., T;y; est une forme sesquilinéaire sur E.
* comme pour y fixé dans F On a : Vx e FEet\eC,
(I)({I? + )"Tla y):Zz 1 Zyl + )\Zz 1 z
=®(z,y) + \0(',y)
alors ¢ est semi-linéaire par rapport a la premier variable .
* de méme On a ¢ est linéaire par rapport a la deuxiéme variable.
Alors @ est sesquilinéaire sur F.



1.2 Représentation matricielle
d’une forme sesquilinéaire :

Définition 1.2.1.
Soient B = (eq, e, .., €,) une base de E, f une forme sesquilinéaire sur E. Alors :
La matrice de f relativement a la bases B est :

M(f, B) =

Remarque :
On a pour chaque (z,y) € £ x E avecx =) " xe; et y =Y 7 | yje;,
f(xv y) = f(Z:L:l Ti€4,y 2?21 yjej)

= > FOin i, yje))
= Z;; Z;Ll f(zies, yjej)-

Et comme on a : f est une forme sesquilinéaire sur E, alors :

flxyy) =30 >0 Ty f (e ).

Notons :

f(ei,ej) = Oéij et A = M(f, B) = (Oéij) VZ,j € {1,2..,71,},
T n

et X=1" , Y =
T, Yn

D’ou nous avons la relation :

fz,y) = XPAY.



1.3 Forme sesquiliniéaire hermitienne

Définition 1.3.1.
On appelle forme hermitienne sur E, une forme sesquilinéaire f : E x E — C telle que :

Vo,y € B f(r,y) = f(y, ).

Remarque :
Pour z € Fon a: f(z,x) = f(z,z), et donc f(z,z) € R

Proposition 1.3.1.
L’ensemble des formes sesquilinéaires hermitiennes sur E est un espace vectoriel réel.

Preuve
L’ensemble des formes sesquilinéaires contient la forme sesquilinéaire nulle ; stable par addition,
et aussi par multiplication par les scalaires réels.
Donc c’est un sous-espace vectoriel réel.

Proposition 1.3.2.
si [ est une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, Alors :

o V(x,y) € E*: f(x +y,x+y) = f(z,2) + f(y,y) + 2Re(f(z,y))

o V(z,y) € E*: f(x —y,xz —y) = f(z,2) + f(y,y) — 2Re(f(z,y))
o V(z,y) € B*: f(x+iy,x +1iy) = f(y,y) + f(z,2) = 2Im(f(z,y))
o Y(z,y) € E*: f(x —iy,x —iy) = f(z,x) + f(y,y) + 2Im(f(z,y)).
Preuve

solent r,y € £

*flety,z+y) = flzx)+ fly.y) + flz,

= [z, 2) + f(y,y) + f(

et commeona:VzeC z+2zZ=2R
Donc on aura :

)
—~
N

V(z,y) € E*: flx+y,z+y) = f(z,2) + f(y,y) + 2Re(f(z,y))
*fle-y,r—y) = flr, )+ fly,y) — flzy) — fly,2)
= f(z,2) + f(y.y) — f(x,y) — f(z,y) (f hermitienne)
= f(z,z) + f(y,y) — 2Re(f(x,y))

* e +iy,x+iy) = fz,z) + fliy,iy) + fz, i) + f(iy, ©)
= f(z,z) —*f(y,y) + f(z,1y) + F f(z,1y) (f sesquilinéaire hermitienne)
f( x) + f(y,y) + flz ) + f(z,iy)
(ft z) + f(y,y) + 2Re(f (z, iy))
= f(z,2) + f(y,y) + 2Re(if (2, y))
et comme on a : Vz € C Re(iz) = —Im(z).
Donc on aura :
V(z,y) € E*: f(z +
* f(a:—iy,x—z )

iy, v +iy) = f(z,2) + f(y,y) — 2Im(f(z,y)).
= [z, 2) + f(iy,1y) — f(2,iy) — f(iy, ©)
fx, ) —2f(y,y) — f(x,iy) — f(z,3y) (f sesquilinéaire hermitienne)
= flz,x) + f(y,y) — [(z,iy) — f(z,iy)
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:f(l‘,JI)—i-f( Y,y )—2R€(f(l’,ly))
= [(z,2) + f(y,y) — 2Re(if(z,y))
V(z,y) € B*: f(x —iy,x —iy) = f(x,z) + f(y,y) + 2Im(f(z,y)).

Exemples :
1)
VX, Y eC" o(X,)Y)=< XY >
= XY
= > i Tl

est une forme hermitienne.

en effet :
on a: oYV, X) =YX
- Z?:1 Yi%i
=2 YiTi
=D i1 YiTi
— <X,V >
=¢(X,Y).
D’ou ¢ est une forme hermitienne.
2)
soient f, g deux fonctions continue sur £ = C([a, b], C) I'espace des fonction continue sur [a,b];
alors ¢(f, g) / f t) dt est une forme hermitienne.
en effet :

il est claire que ¢ est une forme sesquiliniéaire, alors on montre qu’elle est hermitienne.
on a pour tous f,g € F,

W—/ f)dt = /f dt = 6(f,g).

D’ou : ¢ est hermitienne sur E.

3)

Soit F/ I'espace des matrices carées n X n. Alors :

VA, B € E, h(A, B) = tr(A!.B) est une forme hermitienne.
en effet :

VA, Be E

h(B, A) = tr(B'.A)
et comme on a : VA € E tr(A) = tr(AY),
alors : tr(B!.A) = tr(At.B)

= tr(Al.B)

= h(A4, B).

Donc h est hermitiennne.




1.4 Representation matricielle d’une forme sesquilinéaire
hermitienne

Définition 1.4.1.

Soient n € N* et A € Mn(C)

On dit que A est hermitienne si A* = A.

Notons A = (ayj)1<ij<n cela signifie que : aj; = ay; pour tous i,j € {1,..,n}.

Définition 1.4.2.

Soit f une forme hermitienne sur E, et B = (eq, .., €,), une base de E.
On appelle la matrice de f dans la base B la matrice :

A= (a4j)i<ijen, V4,5 € {1,2,..,n}, avec : a;; = f(ei,e;), o = ay;.

Proposition 1.4.1.

Soit f une forme hermitienne sur E, et A la matrice de f dans la base
B = (e1,ea,..,e,) de E. On a :

1) La matrice A est hermitienne.

2) Soient v =Y I wie;, ety =D 1 yje;.

On note :
T U1
X=1 ,etY =
Tn Yn
Alors on a : o
f(x,y) = Z Z Ty = XTAY.
j=1 i=1
Preuve

2) Soient z,y € Eona:x =) " me;ety=7) " yje;
Done f(z,y) = f(O_; wiei, 225 yje;)
D i1 Qi QijTiyy avec : a; = flei,e5) Vi, j € {1,2,..,n}
= X1AY.
Exemples :
soit la forme hermitienne définit sur C?® par :
Va,y € C* tel que : @ = (21, 22,23), ¥ = (y1,92,Y3)
f(x,y) = 101 + w2z + 623Y3 + 101Ys — 1ToY1 + 2iT3Ys — 2iT2Ys.
La matrice de f dans la base canonique de C est :

1 4 0
A=|—-1 3 -2
0 2¢ 6
et cette matrice est hermitienne car :
o 1 1 0
At=1| - 3 —2i| = A.
0 2¢ 6



Exercice :
Est-ce que les matrices hermitiennes forment un sous C-espace vectoriel de M, (C)?, montrer
qu’elles forment un sous-espace vectoriel réel, et calculer la dimension (sur R) de ce sous-espace.

Réponce :

L’ensemble des matrices hermitiennes de M, (C), contient la matrice nulle, stable par addition,
mais n’est pas stable par multiplication par les scalaires complexes par exemple on a :

I,, est une matrice hermitienne mais i/, n’est pas hermitienne.

Donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel complexe de M,,(C).

Par contre comme L’ensemble des matrices hermitiennes de M,,(C) est stable par multiplication
par les scalaires réels.

Donc c’est un sous-espace vectoriel réel.

Notons Ej; la matrice élémentaire qui a le coéfficient 1 en k-eme ligne et l-eme colonne, et des
coéfficients 0 partout .

Alors les Ey . pour k =1,...,n, les Ey; + Ejj, et les i(Ey; — Ey) pour 1 < k < < n, forment
ensemble une base de L’ensemble des matrices hermitiennes de M,,(C) sur R.

En effet toute matrice hermitienne H = (hy,), (avec hyy réel et hyy = hyy , pour k # 1) s’écrit
de maniere unique comme combinaison linéaire a coéfficients réels de ces matrices :

H = Z hie i By e + Z Re(hiy) (B + Eig) + Z iIm(hy)(Exy — Epg).

k=1 1<k<I<n 1<k<iI<n

Le décompte des éléments de la base montre que la dimension de L’ensemble des matrices
hermitiennes de M, (C) est n?.

1.5 Changement de base

Rappel :
soit £ un C-éspace vectoriel de dimension n,et soient B = (ey, €q, ..., €,,)
et S = (f1, fa, .., fn) deux bases de E.
i) La matrice de passage de B a S noté : P est la matrice définit par :

L f o fa
€1 (a1 a2 ... Qin
€| Q21 Qg2 ... Q2p

P =
€n an1 (07%)) e Apn

ii) soit x € E, ayant pour cordonnés les matrices colonne X, X' réspectivement dans B, S.
alors : X =PX'.

Proposition 1.5.1.

Soient B un C-éspace vectoriel de dimension finie n, f une forme sesquilinéaire sur E, et Soient
B et S deux bases de &, A, A" sont respectivement les matrices de f par rapport auzr bases B
et S, et P la matrice de passage de B a S.

10



Alors on a :

A =Pt AP =P*AP

Preuve
Soient B = (e1,..,en), S = (f1, ., [n),
alors : Vx € F T=y " wie; =y Xhf;,
ona: X =PX'
et comme on a : V(z,y) € Ex E: f(z,y) = XT.AY' = XL.AY
— (PX).A(PY') = XTPLAPY'.
Alors on aura : V(X' Y') € Ex E : Xt AY' = X" PtA.P).Y'
D’ou : A’ = PIAP.

1.6 forme quadratique :

Définition 1.6.1.
Soient E un C-éspace véctoriel , f une forme sesquilinéaire hermitienne.

Alors, lapplication :
q : F — R
r — f(z,z)

est appelée : la forme quadratique hermitienne associée a f.

Exemples :

* la fonction :
g : C - R
(z,y) = |z]*+ |y

est une forme quadratique associée a la forme sesquilinéaire hermitienne :

f C? x C? — C
((x1,91), (x2,92)) + Ty + Tayo.

' b
* Sur E = C([a,b],C), / |£(t)]2dt est une forme quadratique hermitienne dont la forme

hermtienne associeé est :

o(f,9) =/ Ff)gt)dt Vf,ge E.

Définition 1.6.2.
Soit q une forme quadratique hermitienne sur E .
lapplication f: E x E — C donnée par :
flz,y) = ila(z +y) — q(z — y) —ig(z + iy) + ig(x — iy)).
est une forme sesquilinéaire hermitienne appelée forme polaire hermitienne de q.

11



Proposition 1.6.1.
Soient f une forme hermitienne sur E, et q la forme quadratique hermitienne

associée.
Alors, Vx,y € E, et A€ C :

1) ¢(\x) = MI2 ().
2) flz,y) = 1(a(z +y) — qlz —y) —iq(z + iy) + ig(z — iy)).

Preuve
soient z,y € F, et A € C
1) On a: g(A\z) = f(Az, \x)
= M\ f(z, )
— Aq(a).
2) d’aprés proposition 1.3.2 on a :
. q(ﬂf+y) fle+y,z+y) =q(x)+
gz —y) = fla —y,x —y) = q(z) +
q(z +1y) = f(z + iy, x +iy) = q(z)
q(x —1iy) = f(z —iy,x — iy) = q()
Donc,on aura :
q(z +y) —q(x —y) —ig(z + iy) +iq(x — i) = 4(Re(f (z,y)) + ilm(f(z,y))
Alors : Va,y € B f(x,y) = j(g(zr +y) — (v — y) —ig(z +1iy) + ig(z — iy)).
Remarque :
La forme polaire hermitienne montre que si deux formes sesquilinéaires hermitiennes sont
associeés a une méme forme quadratique hermitienne, alors elles sont égales.
Exemples :
Soient uy,uy € C?, avec : uy = (71,91), ug = (T2, y2)
flur,us) = Tyxs — 27y + %me + %x_lyg est une forme sesquilinéaire hermitienne de forme
quadratique :
q:u=(z,y) = [2]* =2y + 7z + Sy7.

1.7 Représentation Matricielle d’une forme quadratique :

Soient E un C-espace vectoriel de dimension fini n, ¢ une forme quadratique sur E et f la
forme sesquilinéaire hermitienne associée a q.
Soit B = (e, €3, ..,€,) une base de F .
Alors Vz,y € F on a :

f(xvy) = Z?:l Z?:l azy'fzyj Oﬁ : a/ij - f(eivej) \V/Z,j € {1a 27 ,TL}
D’ou :
q(r) = f(z,2) =D, D0, Ty Vee EVi,je{l,2, . n}.

=D i QT+ Yy T

= D Qlil” 30 i e (T + Qi)

=30 agile]? + ZKK]-@(%‘;‘@% + @ z;;) (f est hermitienne).
Et comme on a : o;;T;x; + ;21 = 2Re(ay;T;15),

donc: Vo€ B q(x) = >0 culwil® +2 30 i, Re(ijizy).

12



Remarque :
les coéfficients diagonaux ay; Vi € {1,..,n}, sont reéals.

Définition 1.7.1.

Soit f une forme hermitienne et q la forme quadratique hermitienne associée.

1) On appelle rang de q le rang de la matrice de f dans n’importe quelle base de E.
2) On dit que [ ou q est non dégénérée si f est de rang n.

Exemples :
la matrice de la forme quadrature ¢ : u = (z,y) — |z[* — 2|y|* + 3yz + 3yz

est :
3
2

N[ =

Son rang est 2.

1.8 Produit scalaire hermitien :

Définition 1.8.1.

Soit f une forme hermitienn sur E :
* On dit que : f est positive si f(x,x) >0 Vr e E.
* On dit que : f est définie si pour tout x dans E, f(x,z) =0 si et seulement si x = 0.
* On dit que f est définie positive si f(x,x) > 0 pour tout x € E — {0}.

Définition 1.8.2.

e On appelle produit scalaire hermitien sur E une forme sesquilinéaire f de E x E — C
hermitienne et définie positive.
On le note géneralement par < .|.>, < .,.> ou f(.,.).

e Un espace vectoriel sur C, munit d’un produit scalaire hermitien est appelé Espace
préhilbertien complexe .

FEzxercice :

1)
Soit 'application définie par :
VX, Y e C? o(X,Y)=< XY >
= XY
= i1 TiYi-
Montrer que ¢ est un produit scalaire hermitien sur C".
Preuve

* On a déja montré que ¢ est une forme sesquilinéaire hermitienne .
Alors il suffit de montrer qu’elle est définie positive.

*VX eCn
H(X, X) =" wm =1, |z [* >0 donc elle est positive,
etdeplus < X, X >=0& 2, =0Vie {l,..,n}

13



Alors est bien défenie positive.
Donc < .,. > est un produit scalaire.
2)
Soit < .,.>: M(C) x M(C) — R, l'application définie par :

VA, B € M(C) < A,B >=tr(A.B).

Montrer que < .,. > est défini un produit scalaire hermitien.
Preuve

* on a déja montrer que < .,. > est hermitien , alors il suffit de montrer qu’il est défini
positif.
* soit A € M(C) avec A = (a;;) Vi,je{l,..,n}.
Ona:< A A>=tr(AlA)
=D i1 D Gyiyi
= Z?:l Z?:1 |aji|2-
Alors < ... > est posétif.
Supposons que A # 0 alors Jig, jo € {1,..,n} tel que : a;,;, # 0,
et par suite < A, A >= Y7 > @j.a; # 0, d'out par contraposé on obtient que si
<AA>=0& A=0.
Alors < .,. > est défini positif.
Donc < .,. > est un produit scalaire hermitien.
3)
Soit w : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] strictement positive sur |a,b], on pose sur

C([a;0],C) : .

VfgeCa:b,C) < fg>= / FDg(t)w(t) dt.

Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur C ([a;0],C).
Preuve
soient f, f',g,9 € C(la;b],C) et A € C:

* Ona:<f+/\f’,g>=/(f+)\f’)()()(

=/a Tt dtH/ 7

=< fg>+A<fg>
d’ou < .,. > est semi-linéaire par rapport a la premiere variable.

Ona: < fg+Ag >= /f (9+ Ag)(B(t) dt

b
/ Ft) t)dt + X / F)g' ()w(t)dt

a
=< f,g>+A< f g >.
d’olt < .,. > est linéaire par rapport a la deuxiéme variable.
Alors < ... > est une forme sesquilinéaire .

* Ona:<g,f >:/ g(t) f(t)w(t) dt

~ [ Tostoem ar
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:/ F)g(t)w(t)dt (car w(t) e RVt € [a,b]).

=< f,g>.
Donc : < .,. > est hérmitien.

b—
* Ona:<ff >>—/ FO(f(Hw(t) dt

/|f (8)Pel

et comme on a pour tous ¢ dans [a ,b] : IfOP>0etw(t) >0
On obtient que : / |f(#)Pw(t)dt > 0, Alors < f, f > est positif.
Et de plus : ‘

b
<f.f >:0<:»/ |f(t)|Pw(t)dt =0

& |fa(t)|2w(t) = O(car | f(t)|?w(t) continue positive sur [a,b] Vt) et puisque
Vt € [a,b] ,w(t) > 0 on aura : f(t) =0 Vt € [a,b].

Donc f = 0.
Alors < .,. > est définit positif, et par conséquence : < .,. > est un produit scalaire
hermitien.

4)

Soit : E2 - C  avec: (E =C([0;1],

on pose l'application : VU(f,g) / f Vf,g € FE.

Montrer que : ¥ est un produit scalalre hermltien sur F.

Preuve

Soit f,ge E

* il est claire que ¥ est une forme sesquilinéaire sur F.

*Ona:V¥g,f)=

—ng
Alors VU est hermitienne.

Cag - [0 [0

et de plus U(f, f)—0<:>/ J\C/r;)dt:O@ 1%&:0,

et comme g% continue positive sur £ alors : Ve 0 sur E.

Donc on aura : f(t) =0 Vt € [0,1] (car :
Finalement f = 0.
D’ou ¥ définie un produit scalaire hermitien sur F.




5)
Soit C,[X], C -éspace vectoriel des polynomes de degré < n.

2
pour tous :P,Q € C,[X] < P,Q >= %/ P(et)Q(e™)dt,
0
définie un produit scalaire hermitien.
Preuve

Soient P,Q, Py, P, € C,[X],et a € C :

2m A ) a 2m A )
— 4 [ AEnQE + 5 [ B
0 0
=< P,Q>+a<P,Q >
D’ou : < P, > semi-linéaire par rapport a P V@ € C,[X].

et de m me on montre que < P, > linéaire par rapport a @, VP € C,[X].
et donc < .,. > est une forme sesquilinéaire sur C,[X].

2
*ona:<Q,P>=4+ Q(eit)P(e™)dt
0
2T
— L (eh). P(edt
0
2m ' )
=L i P(e")Q(e")dt
=< PQ >

Alors : <> est hermitien.
* Soit P e C,[X] :

27
<P Ps= L / Pl Pt
0
2T

or
0
Donc :< P, P >> 0 et de plus :
< .,.>est défini .

2
En effet : < P, P >= 0, alors : %/ |P(e™)]2dt = 0
0

_ 1 / P(e")2dt et comme : [P(e®) > 0 Vi € [0, 27]

et t — |P(e)|? est une fonction continue positive.

L’integrale d'une fonction continue positive étant nulle si et seulement si la fonction est
identiquemnt nulle, on en déduit que P(e) = 0 pour tout ¢ € [0, 1].

Ainsi P admet une infinité de racines, c¢’est donc le polynéme nul.

2
D’ou, pour tous P,Q € C,[X] < P,Q >= %/ P(et)Q(e™)dt,
0

définit un produit scalaire hermitien.
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1.9

Espaces Hermitiens

Définition 1.9.1.
Soit E Un espace vectoriel de dimension fini sur C, muni d’un produit scalaire hermitien.
Alors E est appelé : Espace vectoriel hermitien.

Exemples :

1)

L’espace vectoriel C", muni du produit scalaire canonique défini, pour = = (x1, .., z,),
et y = (y1,..,Yn), par :

(v,y) =Ty + Taya + ... + Tuln

- Z:'L:l x_zyw

est un espace hermitien appelé : Espace hermitien canonique de dimension n.
L’espace vectoriel M,,(C) des matrices carrées d’ordre n, muni du produit scalaire
canonique :
(A,B) =tr(A".B) = Z?:l Z?:la_ij'bij’
est un espace hermitien.
L’espace vectoriel des polynomes complexes de degré inférieur ou égal a n, muni
du produit scalaire :

1
(P,Q) = / P(t)Q(t) dt, est aussi un espace hermitien.
0
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On note que :
Les bonnes propriétés du produit scalaire euclidien restent valable aussi pour la plut part pour
le produit scalaire hermitien comme : Inégalité de Cauchy-Schwarz, Inégalité de Minkowski ,
Algorithme de Gram Schmidt, théoréme de Pythagore et la projection orthogonale.

1.10 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1.10.1.
Soient f une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, et q¢ sa forme quadratique. Si f est

positive, alors :
Y(z,y) € E? |f(z,y)| < Va(x)\/q

St de plus q est définie, il y a égalité si et seulement si x et y sont liée.

Preuve
Considérons la fonction de C dans C définie pour tout compléxe A par :
9(A) = q(Ax —y) = |A*q(x) — 2Re(Af(2,y)) + q(y) > 0.
Cette fonction est a valeurs positive puisque la forme quadratique ¢ est positive. En choisissant
A = te? ol : t est un réel , et 6 designe un argument de f, on a :
90N = £2q(x) — 21| f (@, )| + aly).
Deux cas alors se présente :
*si g(z) =0, alors on aura : —2t|f(z,y)| + ¢(y) = 0, ce qui entraine f(z,y) = 0.
On en déduit I'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui s’écrit 0 < 0.
*Si gq(x) # 0, la fonction g est un polynome du second degré a valeurs positives, d’ou :
A= f(z,y)* —q(x)q(y) <O0.
On en déduit 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

£ (2.9)] < Va@)Vay).

Supposons ¢ et © # 0 (le cas = 0 est trivial). Alors ¢(x) # 0, de sorte que I'inégalité de
Cauchy-shwartz est une égalité si et seulement si le discriminant de g est nul; c’est a dire si et
seulement s’il existe Ay, tel que g(Ag) = 0 ce qui équivaut a \gz +y = 0 (puisque g est definie),
c’est a dire la famille (x,y) est liée.

Exemples :

* Soit £ = C™ muni du produit scalaire usuel :
V(l’,y) € Ez? < Jf|y >= Z?:l TY;.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :
V(z,y) € B2 |20 Tyl < (2 |wl?) Q2 lwil)?).
* Soit E' = C([a,b],C) muni du produit scalaire :
V(f.9) € B, < flg >= [, [D)g(t)at
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s ecrlt
V(£.9) € B2 [} FDg (0t < ([} 1F (1)), la(t)d).
* Soit F = ¢2(C), muni du produit scalaire ¥(u,v) € B2, < ulv >= "> w0,
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :
V(u,v) € E% | 32020 Tval* < (32,20 unl?) (2525 [val?).
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Exercice :
On se donne un entier n > 1, et des complexes x1, xa, ..., T,.

1) Montrer que :
n n
Snp <n Ykl
k=1 k=1

Réponce :
1) L’inégalité de Caushy-shwarz nous donne :

[ 2 kol = | 2 w1 < Dy [ 20y [el® = m 3y ™.

Exercice :
Soit f € C([a,b],C). Montrer que :

I/ f)dt]* < (b—a)/ | £(1)]2dt.

Dans quel cas a-t-on égalité ?.
Réponce :
L’inégalité de Caushy-shwarz nous donne :
| Jy £ dt? = [ @)1 dt? < [T1FOP de [ 1 dt= (b= a) [} |£(£)]2dt.

Egalité réalisée si et seulement si,la foncion f et constante.

Proposition 1.10.1.
Soient E& un C-espace vectoriel, et < .,. > un produit scalaire hermitien sur E .
On peut définir une norme sur E dite norme hilbertienne ou hermitienne associeé, en posant :

l|z]| = V< x,x >.

Preuve

* Vo e E, Si|lz|| =0g, alors : 2 =0 (car < .,.> est défini positif).
*YAeC, Ve E| || \z|] = V< Az, e > = /A2 < z,x > = |A\||z]]
* Soient z,y € E :

lz+yllP =v<zFyaty>

= [|z]]* + 2Re(< 2,y >) + [yl |?

et comme : Re(< z,y >) < | <x,y > |

Alors,  [lz +yl[* < o] +2| <@,y > [+ [lyl]*

Et grace a l'inégalité de Caushy-Schwarz on aura :

o+ I < llal P -+ 2]l llyll + N1yl

< (llal| + lIyl1)*
D’ou : < .,. > est bien une norme.
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Exemples :

i) Soit C™,muni du produit scalaire canonique,
pour = (x1,..,2,) et y = (y1, .., Yn) PAr :
(r,y) = Tiy1 +Taya + - - + T
= i1 Tili-

On défini la norme associé : ||z|| = (z,z) =

ii) Soit L2(I,C)
11 = \//Im |

1.11  Inégalité de Minkowsky

Théoréme 1.11.1.
pour tous x,y € E linégalité :
|z +yll < [l=]] + [lyl]-

Appelée inégalité de Minkowsks.
Il y a l’égalité si et seulement si x,y sont positivement liées ;
c’est a dire x=0oux #0, ety = Ar avec A € RT.

Preuve
Soient z,y € E, on a :
|z +ylP =<z +y,2+y>
=<z,x>+ <y, y>+2Re((< z,y >)
<||z|?+ lyl? +2| <2,y > | (car: Re(< x,y >) < | <,y > |.
< {lz][* + [lyl|* + 2l|z[|- /|l

< (] + lyll)*
D’ou :
|z +yll < []] + lyl-
* Si ||z +yl| = |]z]| + ||y|], toutes les inégalités intermédiaires sont des égalité.
Donc :
| <@y >|=|lz[l|lyll, = (z,y) est liée, et Re(< z,y>) =[ <z,y>|.

Siy =0, on a I’égalité. Sinon, x = Ay, A € C.
Dans ces conditions :
| <zy>[ =\ <y.y>= Ayl et Re(< z,y >) = Re(A < y,y >)
= ol Re(Y)
Donc, Re(X) = |A|, dou : A € RT.
* Réciproquement, si y = 0 ou x = Ay pour A > 0, on a bien I'égalité.
Exemples :

* Soit £ = C™ muni du produit scalaire usuel V(z,y) € E?,
<aly >= L Ty
L’inégalité de Minkowski s’écrit :

V(z,y) € E?, \/Z?:l |z + yi|* < \/Z?:l 23] + \/Z?:1 |yi]2.
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* Soit E = C([a,b],C) muni du produit scalaire ¥(f, g) € E?,
< flg >= [} f{H)g(t)dt.

L’inégalité de Minkowski s’écrit :

V(f,9) € 2[5 () + g0)Pde < /1 1)+ /[ gl
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Orthogonalité

2.1 Base orthogonale et orthonormale

Définition 2.1.1.
Soient & un C-éspace vectoriel, f une forme hermitienne sur E .
On dit que deux vecteurs x,y € E sont orthogonaux, et ’'on note x 1y ;

si f(x,y) =0.

Définition 2.1.2.

Soient E un C-éspace vectoriel, f une forme hermitienne sur E, et q sa forme quadratique .
i) un vecteur x € E est dit isotrope si f(x,z) = 0.
ii) On appelle cone isotrope de q l'ensemble C, = {z € E / q(x) = 0}.

Remarque :
On dit que : g est définie si C, = {0}.

Définition 2.1.3.

Soient E un C-éspace vectoriel, f une forme hermitienne sur E .

On appelle famille orthogonale dans E toute famille (e;);c; de vecteurs de E,
telle que f(e;,e;) =0, pour tout i # j dans I.

Si de plus f(e;, ej) = 6ij pour tout i,7, avec dij le symbole de Kronecker .
On dit alors, que cette famille est orthonormée ou orthonormale.

Proposition 2.1.1.
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (e;);e; de E est libre.
En particulier, toute famille orthonormale est libre.

Preuve
Formons une combinaisons linéaire nulle de la famille orthogonale de vecteurs (e;);c; de E :
soit (A;)ier une famille de scalaires telle que :

>ier Aiei = Op.

En faisant le produit scalaire par un vecteur e;, avec j € I, on a :
< 6]‘,21-6] )\Z'Gi >= Zie[ )\Z < ej,€6; >= 0.
Par orthogonalité de la famille (e;);es, il reste \; < e;,e; >= 0.
D'ou \; =0, care; #0p Vj € Il.
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Définition 2.1.4.
Soient E& un C-éspace vectoriel de dimension fini n, f une forme hermitienne sur E.
* On dit qu’une base (e, e, ..,e,) de E est orthogonale pour f si :
f(@i, 6]') = 0 VZ 7é ]
* On dit qu’une base (e, e, ..,e,) de E est orthonormale pour f si :
f(ei,ej) =0ij  Vi,j.
Exercice :
Soit E = C,[X] espace hermitien muni du produit scalaire :

1 27T—' )
< P,Q>= %/0 P(ei®)Q(e) d6.

Montrer que (X*) ke{l,..,n} est une base orthonormée pour ce produit scalaire .
Réponce :
Soient [,m € {1,..,n}.
2
On a: < XL xm >:i/ e 0eim? 40

2
0
2

_ 1 eiO(m—l) de.

2

i) Sil=m on aura :< Xl,g(m >=1.

ii) Sil# monaura: < X\ X™ >=0.
Donc Vi,m € {1,..,n} on a: < X\, X™ >=§,,
D’ou, (Xk)k€{17,,7n} est une base orthonormée.
Exercice :
Soient £ un espace hermitien de dimension n et B = (e, .., ¢,,) une base orthonormale de F.
Soient B’ une autre base orthonomale de E et P la matrice de passage de la base B a B’,
démontrer que |det(P)| = 1.
Réponce :
Notons p;jles coéfficients de P, et pgj ceux de Pt. Le coéfficients d’indice ¢, j de P'P est :

n n
/ -
Qij = Zpi,kpku‘ = Zpk:,ipk,j-
k=1 k=1

Or ej = Y i i Priek et € = D 1 prjex, donc a;; =< ej, ¢; > puisque la base B est orthonor-
male, d’oll o; ; = 0; ; car B’ est une base orthonormale. On a donc PtP = In, ce qui entraine
det(P?)det(P) = 1 < det(P)det(P). Comme déterminant d’'une matrice est une fonction poly-
nomiale de ces coéfficients, det P = det P, d’ou |det P|> = 1, ce qui prouve :

|det P| =1

Définition 2.1.5.
soient f une forme hermitienne sur E, et A une partie non vide de E, on définit I’orthogonale
de A par rapport & f noté At par :

At ={yeE /Vre A, flx,y)=0}.
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Proposition 2.1.2.

* Soient A, B deux parties de E, telle que A C B, alors : BX C A*.
* Pour toute partie non vide A de E on a : AX =< A >+ .
* Soit A une partie de E, alors A' est un sous espace vectoriel sur E

Preuve

* Soit y € Bt, alors Vo € B, f(x,y) =0,
et comme on a : A C B, alors :Vx € A, f(x,y) = 0.
Donc : y € At
c’est a dire : B+ C A+
On doit montrer double inclusion :
i) Soit y € A+
Ona: < A>= {Zﬁmeaiai Ja; € A,a; € C}
Alors Vo € A, = = Zf’inie a;o; /S a; € A, € C
Ona: f(z,y) = f(Zfim'e i, y)
= Zfim’e a; f(ai,y),
comme : a; € A, et y € A+
alors; f(a;,y) =0, Vi€ I finie.
Donc : Vz €< A> f(z,y) =0
don:ye< A>t= At C< A >t
ii) On a par définition : A C< A > Alors : < A >1C AL
Et donc : < A >t= A+
k% Soit A une partie de E

i) f(z,0) =0 z€ A

Clest & dire : 0 € A+, donc : A+ # 0.

ii) Soient 7,y € At a,B€C, et z€ A

Ona: f(z,ax + By) = f(z,az) + f(z, By)

=af(z,z) +Bf(zy) =04+ 0=0.

Dot : ax + By € AL
Et par consequence : A+ est un sous espace vectoriel.
FEzxercice :
soient f une forme hermitienne sur E, et F' une partie de F,
telle que F' = vect(e;)icq1,..n}-
Montrons que : F+={zx € E/ f(e;,z) =0Vi € {1,..,n}}.

X%

Réponce :

i) Soit z € F+;
Alors Vi € {1,..,n} f(e;,z) =0, care; € F, x € F*
Alorsx e {x € E/ f(e;,x) =0Vie {1,..,n}.

ii) Soit x e {z € E/ f(e;,x) =0Vie{l,.,n}.
Alors Vi € {1,..,n} f(e;,x) =0.
Pourae€ Fona:a=) " N\e avec \; € C Vie {1,..,n}.
Et comme on a :

FOo ey x) =S8  Nif (e, ) = 0, done : z € FL.
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Don, Ftr={xeE/ fle,z)=0Vie{l,.,n}}

Théoréme 2.1.1.
Soit E un C-espace vectoriel de dimension fini, alors E possede au moins une base orthgonale.

Preuve
On procede par récurrence sur la dimension n de F.
Pour n = 1, il n’y a rien a montrer, supposons le résultat vrai au rang n-1, et montrons le au
n.
Si g est identiquement nulle , alors toute base de E est orthogonale. Sinon il existe v € F, tel
que ¢g(v) # 0 dans ce cas, I'application f(v,z) définie par ¢(x) = f(z,v) est une forme linéaire
non nulle sur £, son noyau H est un hyperplan de E, et comme v € E, on a E = H @ Vect(v).
Puisque dim(H) = n — 1, d’aprés 'hypothese de récurrence, il existe une base (ey,..,e, 1) de
H orthogonale pour ¢/g.
On voit alors facilement que (ey, .., €,-1,v) est une base orthogonale de E.

Proposition 2.1.3.
sotent F' un sous espace véctoriel de dimension fini de E, q une forme quadratique définie, et
f sa forme polaire . Alors : E=F@ F*.

Preuve
D’aprés le théoreme 2.1.1, il existe une base (e, ..,e,) de F' orthogonale pour la restriction
de g a F.
Soit 2 € E, on cherche & écrire v =y + z avec y € F et z € F'-.
Ecrivons y = >0 | \ie;, alors z =z — y € F* si et seulement si Vj € {1,..,p}, f(e;,2) =0.

f(ei,x)

Flere,® OB voit donc que :
19

i.e : si pour tout j, f(ej,x) — Ajf(ej,e;) =0, en choisissons \; =

r=y+zavecy € FetzecF'
Dou E = F + F+.

2.2 Méthode de GAUSS pour la réduction d’une forme
quadratique hermitienne :

Soient £ un C-éspace vectoriel de dimension fini n,et ¢ une forme quadratique sur Falors
théoréme 2.1.1 assure I'éxistence d’une base B = (ey, .., €,)
orthogonale, et On a Vo € E q(z) = q(D 1, mie;) = > i, aglai|?, avee :a; = gq(e;).
En d’autre termes, on écrit ¢ comme combinaison linéaire de carées de formes
linéaires indépendentes.
Dans la pratique, ces formes linéaire peuvent étre calculées grace a la méthode qui suit .

Méthode de GAUSS :

On sait que ¢ s’écrit sous la forme :
Ve € B q(x) =300 |zl ou + 2Re(D 1 <icjcn TiTjtij)-

Nous allons procédé par récurrence sur n, en distinguant deux cas :
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*

Xk

Il existe ip € {1,2,...,n}, tel que : o, # 0,alors quitte a réordoner les «;.
On peut supposer que ay; # 0, en regroupant les termes contenant xq,
donc on aura : Vr € F
q(x) = ann |21 |* 4+ 2Re(327_5 anTrag) + D00, qulail® 4+ 2Re(Y 5, i,y (ijTiy))
= an[ |o1* +2Re(T1 X7, S2a))] + i, il +2Re (D5, -y (i Tixg)

Posons : 3; = 52 Vj € {2,3,..,n}

Alors :

q(x) = o[ |21 * + 2Re(@1 307, Bizd)] + 20100 cvuilwil® + 2Re(Xo5<i e (0 Tiz)).
On sait déja que :

(* V21,20 € C: ‘21 + 2'2|2 = |Zl‘2 + |Z2‘2 + 2Re(z_1a2)*).

Donc,Vx € E :
q(x) = anler + 327, Bg)I? — | 320y Biagl? + o0y auilwil® + 2Re(3 05, i (ijTizj).
= 0611‘1'1 + Z;LZQ ﬁjxj‘Q + Q(Q:% z3, .., xn)

Ou :
Qx2, x5, ., T0) = —| 227, B * + 300, cuilwil® + 2Re(3o5 o (0ijTixy)
et comme on a : Q(xs,xs,..,7,) est une forme quadratique sur C-espace vectoriel de
dimension fini n-1; On applique I’hypothese de récurence a Q).
Vie{1,2,...,n},a; =0, alors : g s’écrit sous la forme de :

n

g(x) =2Re( Y (oiTiwj).

1<i<j<n

comme ¢ # 0, donc oy j,, telle que : dg, jo € {1,2,...,n}.
Alors, on regroupe tous les termes contenant z;, et x;,.
Pour simplifier on suppose que : o, = a2 ; Alors on aura :
q(x) = 2R€(Z?<i<j<n(aijx_i$j)
= 2Re(1aT1w2 + D5y i T1x] + Y iy oiTaxf) + 2Re(D g, iy (iTiny)
On a: Re(Y, qnyiag) = Re(Yywanga;)  (Re(z) = Re().
Posons @ y1 = D15 22Lay Yo = D15 15y
Alors on aura :Vx € F :
q(r) = 2Re(12T122 + T1y2 + 12T1x2) + 2Re(Z§<i<j<n Q;TT])
= 2Re(12T9T1 + Q197971 + YoT1 + Yol — Y2l1) + 2Re(D 5, icp, QijTiT])
= 2Re((T1 + U1)(q12@2 + y2) — y2T1) + 2Re(Y 5, iy QiTit])
— 2Re((@1 F g1)1as + 1) — 1) + 2Re(Sheyrer i T)
— 2Re((T F y1) a1z + 1)) — 2Re(ysT) + ZRe(S sy 5Ti0)

pour tous 21,20 € C 2Re(Z12z0 = 2Re(Z321) = %|zl + 2| — %|z1 — 2%
Donc : q(z) = 3|z1 + 41 + cuome + yaf* — 3|21 + Y1 — @@ — 1ol + Q(3, .., x,). avec :

Q<x37 2 SCn> = _2Re(y2ﬁ) + 2Re(zg<i<j<n aljx_lxj)
est une forme quadratique en x3,...z,, alors : on applique 'hypothese de récurrence a Q.
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Définition 2.2.1.

Soit & un C-espace vectoriel de dimension fini n, muni d’une forme quadratique q de rang r .
On note p et m le nombre de coéfficients réspéctivement positifs et négatifs apparaissant dans
la réduction de q .

La signature de q est le couple d’entiers (p,m). On la note sign(q) :

sign(q) = (p, m).

Proposition 2.2.1.
Soit (p,m) la signature de q alors :
i) Le rang de q est p + m.
i1) q est non dégénérée si et eulement si p+m = n.
i11) q est positive si et seulement si m=0.
i) q est définie positive si et seulement si (p,m) = (n,0).

FExercice :
Soit ¢ une forme quadratique sur C?* définie par :
Vo € C q(z) = |o1)? + |23)? — 2Re(iT1xy) — 2Re(iv/2T3x3).
1) Appliquerl’algorithme de Gauss a q.
2) donner la signature, et le rang de ¢ .
3) q est-t-elle dégénérée ?
4) q définie -t-elle un produit scalaire ,si oui construire une base orthogonale de C* pour g.
Réponce :
1) Soit z € C?
i) Ona:ay;=1#0;

Alors, on regroupe tous les termes contenants x;

Dout : ¢(x) = [|z1|*> — 2Re(iT1my)] + |23]> — 2Re(iv/2T213)
= [|lzy — | — |ixo|?] + |23]? — 2Re(iv/2T513)
= [|$1 — ’i]32|2 - ‘Ig’z] + |.T3|2 - 2R€<Z\/§$_2I3)
= |z1 — iz|? — |2a|? + |23)? — 2Re(iv2T523)
= |21 — izs* + Q(22, T3)

avec : Q(y, x3) = —|m9|?] + |z3|> — 2Re(iv2T313).

ii) On a: Q(xq,x3) une forme quadratique en (x9, x3), alors on réapplique la méthode a Q.
Ona: apg =—1#£0;
Dot : Q(x9, 23) = —|22|?] + |23|> — 2Re(iv/2T313)
= —[Jws +iv2s]” — [iv/23]*] + [as?
= —|zy + V23] + |iv2x3]* + |5
= —|xy + iv23)* 4 2|ws]* + |xs]?
= —|I2 + i\/§I3|2 + 3|$3|2.
Donc,on obtient : Vo € C? :
q(z) = |11 — ize|?® — |zo + iv/223]? + 3|z3]2.
2) la signature de q est : sign(q) = (2,1), et rg(q) =2+ 1 = 3.
30na:2+1=3=dim(C?) alors ¢ est non dégénérée.
4) comme on a : p = 2 # dim(C3), alors q ne présente pas un produit scalaire.
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Exercice :
Soit ¢ une forme quadratique sur C® définie par :
Vo € C q(z) = |x1|* + 3|z2|* + 6|3|* + iT1we — 12175 + 20T379 — 2iTo73.
1) Appliquer I'algorithme de Gauss a q.
2) donner la signature, et le rang de ¢ .
3) q est-t-elle dégénérée??
4) q définie -t-elle un produit scalaire ,si oui construire une base orthogonale de C* pour g.

Réponce :

1) Soit z € C?

On a: q(z) = |z1]* + 3|z2|® + 6|23]? + iT1m2 — (0177 + 2iT3w0 — 20Ta13
= |z1)? + 3|z2|> + 6|x3|* + 2Re(iT1x2) — 4Re(iTox3)
= [|z1]* + 2Re(iT112)] + 3|xa|* + 6]x3]? — 4Re(iT3w3)
= |zy +ixa|* — Jiza|® + 3|xa|? + 6]x3|? — 4Re(iT3xs3)
= |1 + i79|2 + 2|12 |* + 6]23]* — 4Re(iTax3)
= |1 + ixa|? + 2|y — ix3|* — 2|ixs|* + 6|z3)?
= |21 + izo|? + 2|wgy — ix3|?® + 4|23

2) la signature de q est : sign(q) = (3,0), et rg(q) = 3.

3 On a : rg(q) = dim(C?) alors g est non dégénérée.

2

* comme on a : p =3 = dim(C?),et m = 0, alors ¢ définie un produit scalaire hermitien.

* Posons y; = w1 + ixe,ys = \/§(m2'— ir3),y3 = 2T3.

N 1 R 2 Y
alors x3 = 5,19 = =0 5T

7 Y1 1 —i\/Ti %
et commeona:Y =PXavec:X= |z | Y= |y, et P=|0 L2 1
3 Ys 0 0 3

les colonnes de la matrice P forment entre eux une base orthogonale pour gq.
Alors on aura {(1,0,0), (—zi 0),(%,%,2)} une base orthogonale pour g.

Ezxercice :

Soit ¢ une forme quadratique sur C* définie par :

Vo € CP q(z) = Tiwe + 213 — iTyx3 + 1173 + (i — 1)Tazs + (i + 1)2,73.

1) Appliquer I'algorithme de Gauss a g.

2) donner le signature, et le rang de ¢ .

3) q est-t-elle dégénérée 7 ?

4) ¢ définie -t-elle un produit scalaire ,si oui construire une base orthogonale de C3 pour q..

Réponce :
1) Vo e C* q(x) = Ty + 4T3 — iTas + 12175 + (0 — 1)Txs + (0 + 1) 2273,
= 2Re(T1xy) — 2Re(iT1xs) + 2Re((1 — i)Tax3)
= 2Re(Tixy — iTyxs + (1 — i)Taxs)
On a: Re((1 —i)Taxs) = Re((1 — i)xoT3)
Donc : q(z) = 2Re(Tyxy — iT1w3 + (1 — i)2o73) Vo € C°
= 2Re((T7 + (1 — 0)ax3) (x0 — iws) + i(1 — i)|xs|?
= 2Re((z1 + (1 — )x3)(Te — iw3) + (1 —7)|x3]?
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= 2Re((x1 + (1 — 4)x3) (w9 — iw3)) + 2Re(i(1 — i)|x3]?)
— %|x1 + (1 —2)x3 + 19 — iw3|* — %|x1 + (1 —4)x3 — 29 + 13>
+2Re(i(1 — 1)|x3|?)
= %|J}1 + (1 - 22)%3 + $2|2 — %|Z‘1 + T3 — 132|2 + 2|ZE3|2.
2) la signature de q est : sign(q) = (2,1), et rg(q) = 3.
3 On a : rg(q) = dim(C?), alors q est non dégénérée.
4) comme on a : p = 2 # dim(C3?), alors q ne présente pas un produit scalaire.

Ezxercice :
A quelle condition sur a, b, b, ¢, on definit cette application :

< ..> C? x C? — C
iy ' — — . — 7
( )y ) = azx’ + byx’ + 0Ty + gy,

comme un produit scalaire hermitien.
Réponce :
Soient X, X’ € C? :
*Ona:<..>=azx' +byr + Ty + cyy’ est sesquilinéaire Va, b, V', ¢

* La matrice de < X, X’ > dans la base canonique de C? est :
a UV
(i %)

Alors pour que < .,. > soit hermitien , il faut que sa matrice dans la base canonique
soit, hermitienne.
Clest a dire : ay; = @j; Vi,je{1,2}; et Vie{l,2}:a;cR
Donc,on obtient que : ¥ =bet a,c € R
pour ¥ =beta,c € R <. .> estsesquilinéaire hermitien et on aura :
< X, X' >= az2’ + byx' + by’ + cyy’
si on a un produit scalaire, Alors Yz € C? :
<X, X >>0donc:
-Pour: X =e; &<e,e1>=a>0
-Pour: X =eg &<eg,e0>=¢c>0
réciproquement on utilisant le réduction de Gauss
sib =b,a>0,c>0alors < .,.> est hermitien sesquilinéaire et pour tout X € C? ,
on a : la forme quadratique associé & < XY > est : ¢(X) =< X, X >=al|z|* + c|y|* +
bry + by

= alz|* + cly|* + 2Re(bTy)

= al |z* + 2Re(bTy) ] + c|y|? (car a > 0)

= al [+ 202 — [1y0f? ] + cly?

= ala + 20° = FF [yl + clyP?

= alz + L + Jy[2[e — |4

. 2 . . .
comme a > 0 il suffit de prendre ¢ — % > (, pour avoir un produit scalaire; et alors :
ac > |b]2.
Finalement, on obtient un produit scalaire si et seulement si a et b sont des réels strictement

positifs et &' = b et ac > [b|?.
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2.3 procedé d’orthogonalisation de Gram Schmidt :

Théoréme 2.3.1. (procedé d’orthogonalisation de Gram Schmidt)
Soit (fi)i=1,.a une famille libre d’un espace préhilbertien complexe E.
Posons ey = f1, et epy1 = fop1 — Zle %ei, pour tout k € {1,..,d — 1}.
Alors :
La famille (e;)i=1...a est orthogonale et de plus pour tout entier k € {1,..,d — 1}, on a :
vect{ey, .., ex} = vect{ f1, .., fx}.

Preuve

Montrons que nous pouvons construire e, possédant les propriétés voulues par récurrence.
Pour k = 1 c’est évident.
Supposons la construction faite jusqu’au k.
Puisque dim Vect{ey,..,er} = dim Vect{fi,.., fu} = k; la famille (e;);—1_ est libre et donc
< €;,€; >% 0.
Le vecteur e,y est bien défini par la formule de 1’énoncé.
Pour j € {1,..,k},on a :

ko <ei,frt41>

< €4, ep41 >=< ej,fk+1 - Zi:1 Tlene> <ej,e > >

_ ko <ei,frt1>
=< ey, fk+1 > — Zi:l o> < ej,6; >

=< ¢j, fiy1 > — < ¢j, frg1 >= 0.
La famille (e;);=1, x+1 est orthogonale. Par définition fi1, appartient a Vect{eyi1,e1, .., ex} qui
est par hypothése de récurrence, égal a Vect{ fri1, f1,--, fx}-
Donc Vect{e,..,exr1} C Vect{f1, .., fex1} -
Comme on a égalemment fr,q = Zle <i’ef—’:;>
on deduit de meéme l'inclusion inverse.
Remarque :
Il suffit de poser €, =

€; + €egpy1,

e
[les]|”

pour obtenir une base (€});=1, 4 orthonormale.

Exercice :

Dans C?, soit la famille libre (v;);—1 23 formé par les vecteurs v; = (1,1,1),

ve = (1,4, —1), vg = (7,1,0).

Trouver la base orthonormée de C? obtenue & partir de ces vecteurs par le procédé de Schmidt

Réponce :
Appliquons le procédé de Grame Shmidt : posons :
€1 =V = (17i7i)7

_ _ <e1,v2>
€2 =02 <ei,e1> 1
. 1+144 .. 1 . . .
= (1,4, 1) — W10 = 11—, 1 414, —2 — 2i).
€3 = U3 — <e1,v3> _ <€2,’U3>€

<ei,e1> 1 <ez,e2> 2
=v3—0-—0=(i,1,0).
Alors (eq, g, €3) une base orthogonale |
e e e o 1 .. 1 . . . 1 .
et (||€_1||He_§||7 m) - (Tg(la Z7Z)7 m(l -1, 1+ 1, -2 - 21)7 7§(Z7 17 0))
une base orthonormale.
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Ezercice :
Soit Co[X],espace vectoriel des polynomes de degré < 2.
soit pour tous P, Q) € Cy[X] l'application :

o(P,Q) =< P,Q >= /OltWQ(w dt

. 1) Montrer que ¢ defini un produit scalaire.
2)Donner une base orthonormé .
Réponce :
1) comme on a : t — ¢ strictement positive V¢ € |0; 1]
Alors c’est évident de vérifier que ¢ défini un produit scalaire.
2)Soit (P;)iefo,1,2} la base orthogonale qu’on va construire & partir de la famille libre {1, X, X?},
en utilisant le procédé de Gram Shmidt. Alors (F;)ico,1,23 défini par :
POZ 1, et ||POH =1.

1

1

P=X- R =X [ fda=x- gt pP =k
0

<x-1x2> 7 1
P2:X2_<1’X2>_Wp1:X2_E(X_§)'

alors on aura : (1, X — %, X2 — %(X — %) est une base orthogonale ainsi a base othonormale est :

1 X2—1—70(X—§)

A T

Exercice :
Soient E un espace hermitien de dimension n, et B = (ey, .., e, )une base de E.
Montrer que :

Vuq, .., u, € E, [det(ug, .., u,)| < |Jut]|-]|uz]].||wn]]-

Réponce :

Lorsque la famille (uq, .., u,) est liée, detp(uq, .., u,) = 0, donc le résultat est évident.

Si la famille (uy, .., u,) est libre, d’apres le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, il existe une
base orthonormale B’ = (e}, ..,€}) de E telle que

pour tout k € [1,n], ux € Vect(e],..,e),). On a :

| detB(ul, ,Un>| = | detB(B’)H detB/(ul, . un)| = | detB/<U1, . un)]

Ce dernier déterminant est celui d’'une matrice triangulaire supérieure, donc égale au produit
des élements de sa diagonale. Or le k™ coéfficients de sa diagonale est la k*™¢ coordonnée de

uy, dans la base orthonormale B’, c’est-a-dire < €], uy >, donc :
n
/
|detpr(uy, .., u,)| = H| < e, up > |.
k=1

En utilisant I'inégalité de Caushy-Shwarz, | < €}, ur > | < [|ug]|, ot :

| det(uy, -, un)| < [ua ][ |ug]|--[Jun]]
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2.4 Projection orthogonale

Dans ce paragraphe, E désigne un espace hermitien.

Définition 2.4.1.
Soit F' un sous-espace de E non réduit a {0} de dimension m, On appelle projection orthogonale
sur F' la projection sur F parallélement & F+.On notera pp cette projection.

Théoréme 2.4.1.
Soit (eq, .., em),une base orthonormale de F,
alors :

Vx € E pp(x) :Z < e, x> e
i=1

En outre pp 4+ pp1 = ldg.

Remarque :

1) Si F' = {0}, on peut définir pg, c’est application nulle. On suppose donc, a priori que
F non réduit a {0}.
Dans le cas ou F' = F, alors pr est I'application identité.

2) Soient M, la matrice du pp, et M, ., la matrice du pp..
Comme on a : pp = Idg — ppe, alors : My, =Id — M, .

Exemples :

Soit a # Og.

1) Soit F' = Vect(a).

On a: {H%II} forme une base orthonormée de F'.
<a,r>

Donc Vz € E, pp(x) = e a-
2) Soit H = Vect(a)*.
comme on a : F = H*' alors : py = Id — pp

D'ou: Vz € E, py(x) =2 — <|\aa7|72>a'

Exercice :
Montrer que Va,y € E, < pp(z),y >=< z,pr(y) > .

Réponce :

Soient z,y € E.

On peut ecrire x =a+bet y=c+davec a,c € F et b,d € F*+.

On a :

<pr(x),y >=<a,c+d>=<a,c>et <x,pp(y) >=<a+bc>=<a,c>.
Par suite < pp(z),y >=<z,pp(y) > .

Exercice :

Soit C3,muni de son produit hermitien usuel,soit le plan de C* d’équation :
r—y+1z=0.

1)Déterminer 'orhogonale de F'.

2) déterminer pr(z) la projéction orthogonale sur F.
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3) calculer la matrice de pr dans la base canonique de C3, et déduire la matrice du pp..

Réponce :

Soit X = (z,y,2) € C.

1)Ona:z—y+iz=<u,X >=0avecu=(1,—1,—1).
Donc l'orthogonale de F' est engendré par le vecteur wu.
2)pp(X) = X — =Xy

[lull?

= (z,y,2) — %ﬁz(l, —1,—1).
3) pF<€1) =€ — %(17 —1, _i) = (%7 %7 %)
pr(e2) = (5,3, 3)-
pF(e3) = (_?Zaéag)
Alors

—1

M (pr,{e1,ea,e3}) = et M(ppi,{e1,eq,e3}) = Idz —

[SMI RN eV [ )
wl | colroco|—
o
wlwwlwm“
o
W= W W
o:l | wolroe |
o
winows =

Ezxercice :

Soit f un endomorphisme de E dont la matrice A dans une base orthonormale B vérifie At = A,
et A2 = A.

Montrer que f est une projection orthogonale.

Réponce :

Comme A? = A, on a f? = f, donc f est une projection.

Soient = un vecteur de ker(f),et f(z) un vecteur de Im(f).

Si 'on note réspectivement XY les matrices colonnes des coordonées de z, z dans la base
orthonormale B, on a : L

< f(x),2 >= (AZ)X = (Z)(A)X = (Z)tAX =< x, f(2) >= 0.

Donc ker(f) C (Im(f))*, d’olt par égalité des dimensions on obtient ker(f) = (Im(f))*.
Donc f est une projection orthogonale.

Exercice :
Soient E un espace hermitien de dimension n > 2, et a, b deux vecteurs
linéairement indépendants de E. On considere I’endomorphisme f de E défini par :

Ve € B, f(x)=<a,x >a+ <bx>Db.
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit
une projection orthogonale de E.

Réponce :

i) Si (a,b) est une famille orthonormée de E, application f est la projection orthogonale
sur Vect(a,b) d’aprés le théoréme 2.4.1.

ii) Réciproquement, supposons que f soit une projection orthogonale.
Un vecteur x appartient a ker(f) si, et seulement si, < a,z >=< b,x >= 0 puisque
la famille (a,b) est libre, d’ou ker(f) = Vect((a,b))*. On a donc Im(f) = Vect(a,b),
puisque f est une projection orthogonale.
On déduit que f(a) = a, et f(b) = b, ce qui donne ||a|[*a+ < b,a > b= q,
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et <a,b>a+|b||*b =10, dou ||a||* = |b]|]> = 1, et < b,a >= 0 car la famille (a,b) est
libre.

Alors f est une projection orthogonale si et seulement si, la famille (a,b) est libre et de plus
llal? = [ol]* = 1.

Théoréme 2.4.2. (Pythagore)
V(z,y) € E?, <,y >=0= [z +yl]* =[] + ||y[]*.

Remarque :

La réciproque est fausse contrairement au cas réel, on n’a pas 1’équivalence car, d’aprés les
formules de polarisation ||z +y||* = ||z||* + ||y||* =< =,y >€ iR, possibilité qui ne se présente
pas dans un espace préhilbertien réel.

contre exemple : ||[1+i||> = [|1]]* + ||¢]|?, mais < 1,i ># 0.

Théoréme 2.4.3. (Pythagore généralisé)
si (e1,ea,...,e,) est une famille orthogonale, alors :
ller + .. +enl]? = |len]|? + - + ||en] %

Preuve

Par récurrence sur n € N. Pour n =1 ,on a : ||e1||? = ||e1]|?
Supposons la propriété établie au n > 1.

Soit (eq, ..., €n, €pt1) une famille orthogonale.

En exploitant ||a + b[|* = ||a||* + 2Re(f(a,b)) + ||a||* avec :a = e; + ... + €, et b = e,11, on
obtient :

ller + ... +en + el = ller + .. + €] + [lensa||* (car f(a,b) = 0).
Par hypothese de récurrence on aura :

lex + o+ e+ enpall® = llerl 2+ . + el + llensa |2

Récurrence établie.

Ezxercice :

Soit F' un sous-espace vectoriel de F, et Soit x € E.

Montrer que Vy € F, ||z — y|| > ||l — pr(x)]|.

Dans quel cas a-t-on égalité ?

Réponce :

Soient x € F, et y € F

Ona:z—y=(z—pr(x))+ (pr(z) —y), avec x — pp(z) € ppr, et pr(x) —y € F.
Par Pythagore ||z — y[|* = ||z — pr(2)|* + |lpr(z) — ylI* = ||z — pr(2)| ],

Avec égalité si et seulement si, y = pp.

FEzxercice :

Soit p un projecteur de F.

Montrer que p est un projecteur orthogonale si,et seulement si

Vo € B, |Ip(@)|] < [|]].

Réponce :

i) Si p est un projecteur orthogonal sur E;, pour tout vecteur z de E
tel que = x; + z9 avec 11 € Ey et z9 € Ef, on a ||p(x)|]? = ||z1][?
et ||z||* = ||z1||? + ||22]||?, d’aprés le théoreme de Pythagore.

Done [|p(x)]* < [|x[*.
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ii) Réciproquement, supposons que pour tout = € E, on ait ||p(x)|| < |[|=|].
Si p n’est pas une projection orthogonale, il existe 1 € Im(p) et x5 € Ker(p) tels que
< x1, 29 >=re" avec r > 0.
SiyeCetx=ux;+vy29, 0na:
[|2]1* = [|21]|* + 2Re(y < 1,22 >) + [y1P ||zl et [|p(2)]]* = [l ]*.
Pour tout réel ), en utilisant les égalités précédentes avec v = Ae™% il vient :
[|z]|? = ||lp(x)|]> = 2A\r + N||z2]|> = A(2r + A||z2||?), expréssion qui est strictement
négative pour tout A €] QTTHQ, 0[, ce qui est contraire & ’hypothese.

||

Donc p est un projecteur orthogonal.

Définition 2.4.2.
Soit F' un sous espace vectoriel de dimension fini de E, non réduit a {0} .
Pour tout vecteur x € E on définit la distance de x a F par :

d(z,F) =inf|lz —y|| VyeF

Proposition 2.4.1.
Soit x € E.

d(x, F) = |lx = pr()|

Preuve
Soit z € F.
d(xz,F) =1inf ||z —y|| VyeF
=min|lr —y|| VyeF
= |lz — pr(2)][.

Exemples :

Soit a # 0.

1) Soit F' = Vect(a). Vx € E, d(z,F) = ||z — <H‘;|’|”2>a]|
2) Soit H = Vect(a)*. Vz € E, d(x, H) = 52l
corollaire :

pour tout z € E, on a : ||z||* = ||pr(2)||* + (d(z, F))>.

Preuve
Comme x = pp(z) + (x — pr(2))et pr(zr) L (z — pr(x)). alors d’aprés Pythagore ||z||* =
llpr(2)|]> + ||(x — pr(2))]?, dott le résultat.
corollaire :
Si (ey, .., €,) est une famille orthonormée de vecteurs de F, alors :

n
Vo€ B | <enz >t < x|

i=1

appellée : Inegalité de Bessel.

Preuve

Soit z € Eonapr(z) =31, <e,x>e

alors | [|pp(2)|* = 20 | < e, > P =||=]]* — (d(z, F)* < ||
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Exemples :

Si (en)nen est une famille orthonormée de vecteurs de E alors pour tout x € FE, la série
numérique | < e,, x> |2, converge et Y - | < e,,x > |* < ]z

En effet, par ce qui précede, les sommes partielles de la série & termes positifs | < e,,z > |?
sont majorées par ||z||?.

Ezxercice :
Soit E un espace hermitien et F' un sous espace vectoriel de E.
Pour tout x € E, on note :

a) Montrer que si z —y € Ftalorsy € F.

b)Montrer que F, a au plus un élément.

c) Montrer que F'@ F* et que x — pr(z) = zp s’identifie & la projection orthogonale sur F.
d) Montrer que F' = F++.

Réponce :

a)

Soit y € F telque x —y € F+. On a :

Ve F |lz—z[?=|l(z —y)+ (y — 2| = llx —yll> + [z — yl]*. (*)

(carx —ye Ftetz—yeF).

La relation (*) entraine ||z — y|| = inf ||z — 2|| V2 € F alors y € F,.

b)

Supposons que F, ait deux éléments y et z. Alors & —y et © — z € F* d’aprés a), et donc
y—z=(rx—2)—(x—y) € F+.Ory—z € F. Comme F () F* = {0}, on en déduit y — z = 0,
d’ou le résultat.

c)

On sait que F () F* = {0}. 1l reste & montrer £ = F + F*, ce qui découle du fait que pour
tout x € B, x =xp+ (r —xp) avec xp € F, C F,et v —ap € Ft d’aprés a.

Soit x € F, la decomposition de x selon F'@ F* est v = 2 + (x — x5), ce qui prouve que
x +— xp est la projection orthogonale sur F'.

d)

Soit x € F14, comme F( F* = E, alors il existe (y,z) € F x F* tels que x = y + 2.

Or z € Ftdonc 0 =<,z >=||2|]*+ < y,2 >= ||z||? alors 2 = 0, ainsi z =y € F.

Et comme F C F** on aura : F' = F*++
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Endomorphisme d’un espace hermitien

3.1 Géneralité (Espace dual)

Définition 3.1.1.
Soit E un C-espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E

dans C.

Définition 3.1.2.

On appelle espace vectoriel dual de E, qu’on note E*, l’espace vectoriel de toutes les formes
linéaire sur E. pour x € E et ¢ € E*,

on pose : p(x) =< x,d >

Remarque :
Si E est de dimension finie, alors dim(E) = dim(E"),
et pour cela : E est isomorphe a son espace dual E*.

Proposition 3.1.1.

Sotent E un C-espace vectoriel de dimension fini n,
(e1,..,€,) une base quelconque de E.

Pour chaque i € {1,2,..,n}, on définit e* € E*, par :

Vj e {1, 2, ..,TL}, < 6j,€;f< >= 52']'
. Alors (e, ..,€}) est une base de E*, appelée base duale de E.

Preuve
Puisque dim E* =n, alors il suffit de montrer que (ej, .., €}) est libre
Pour cela, soit (o1, g, ...nay) € C") tel que ajef + agel + ... + agel =0 .
Ona:) " aef=0Vje{l,2,..,n}, <e;,> el >=0
e Vje{l,2,..,n}, Y " a;<ejef >=0
e Vie{l,2,.,n}, ;=0 car <ej el >=J;.

Proposition 3.1.2.

Soient & un C espace vectoriel de dimension finie n |
(e1,€9,..,en) une base de E et (ef,e5,..,e!) sa base duale, alors
)V e E, x =" <z >e.

W)Yo e E*, p=3" <e,o> el
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Preuve
i) Soit « € E, avec x = Y., x;e;, alors pour tout j € {1,2,..,n}, on a:
<z, e >= ;.
ii) Soit ¢ € E* avec ¢ = > | y;ef, alors pour tout j € {1,2,..,n}, on a:
< €, ¢ >=1Y;.

Proposition 3.1.3.

Soient E un C espace vectoriel de dimension finie n |

(€1,€9,..,6,) une base de E et (e3,¢€5,..,€}) sa base duale. Soit v un endomorphisme de E et
A = (aij)1<ij<n la matrice de uw par rapport a la base (e, e, .., e,).

Alors
Vi,j € {1,2,..,n}, a; =<u(ej), e >.

Preuve
D’apres la proposition précédente, on a :
Vje{1,2,..,n}ule;) = >0, <ulej),ef >e;. Donc, si A= (a;)1<ij<n la matrice de u par
rapport a la base (e, .., e,), alors

\V/Z,j € {1,2,..,71}, a5 =< u(ej),e’-“

7

> .

Théoréme 3.1.1. (Isomorphisme sesquilinéaire entre E et son dual E*)
Soit ' un espace hermitien de produit scalaire hermitien noté < .,. >.
1) L’application :
i: E — E*

est un isomorphisme sesquilinéaire entre E et son dual E*.
r = <.T>

Preuve
Soit x € K
Sii(z) =0 (z € keri)
oma:<.,x>=0=VyeFE <yzxz>=0
=< z,r>=0
=z =0.
Donc i est injective, et Comme E et E* ont méme dimension.
Alors i est un isomorphisme sesquilinéaire.

3.2 Endomorphisme adjoint

Proposition 3.2.1.
Soit E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme u de F,
il existe un unique endomorphisme v de E, tel que :

Ve,y € B, <u(z),y >=<z,0(y) >
Dans ce cas, v s’appelle ['adjoint de u noté u*.

Preuve
Pour chaque y € E, on considere la forme linéaire ¢ sur E définie par :
Vo e B, ¢y () =< y,u(r) >.
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Puisque tout produit hermitien est non dégénéré et puisque E est de dimension finie, alors
I’application :¢) : E — E*

z=>U(z), OuVe € E)(2)(x) =< z,x >.
est un isomorphisme d’espace vectoriels.
On a: ¢, € E* donc il existe un unique z, € Etel que : ¢(z,) = ¢, donc si pour chaque
y € E, u*(y) = z,, considerons 'application u* : E — E. Alors u* est linéaire.
en effet, soient y1,y2 € F, et A € C, alors on a :
Ve € E, < x,u*(y1 + \ya) >=< u(x),y; + A\yp >

=< z,u*(y1) > +A < x,u*(y2) >

=<uz,u* () >+ <z, \u(y2) >
Donc Vz € E, < x,u*(y; + A\ya) — Au*(y2) — u*(y2) >= 0,
par suite u*(y1 + Aya) — u*(y1) — Au*(y2) = 0.
Donc u* est linéaire.
Et on a :
Vo, y € E, ¢y(x) = 1Y(z)(z) & Vo,y € E, <y,u(r) >=< 2,z >

S Vr,y € B, <y,u(r) >=<u*(y),x >

S Vr,y € B, <u(x),y>=<uzu(y) >

S Vr,y € B, <u(x),y >=<z,u*(y) >.

Yy
Yy
montrons L’'unicité de u* :

Soit w un autre endomorphisme de E, tel que : Vz,y € E, < u(x),y >=< z,w(y) >
alors, on aura :

Ve,y € B, <z,u*(y) >=<z,w(y) >

Ainsi on déduit que Vy € E, w(y) = u*(y).

Proposition 3.2.2.

Soit E un espace hermitien. Alors on a;

i)Vu € L(E), u** = u.

ii)Vu,v € L(E), (u+v)* =u* +v*.

i) Yu € L(E),V\ € C, (\u)* = \u*.

iwNu,v € L(E), (vou)* =u*ov*.

v) Si B est une base orthonormale de E et si A = Mat(u, f3), alors on a :

M(u*, B) = A*.

Preuve
i) Soit w = u** = (u*)*, alors w est 'unique endomorphisme de E vérifiant
Va,y € B, <u*(x),y >=< x,w(y) >, or par définition de I’adjoint, on a :
Ve,y € B, < u(z),y >=<z,u(y) > .
Donc u** = u.
i) Ve,y € E,, < (u+v)*(z),y >=<z,(u+v)(y) >=< z,u(y) >+ < z,v(y) >
=<u*(x),y >+ <v'(x),y >=< (v* +v*)(z),y > .
Donc (u + v)* = u* 4 v*.
iii) Se démontre de la méme maniere que ii).
iv)Ve,y € E,on a < (vou)*(z),y >=<z, (vou)(y) >=< z,v(u(x)) >=< v*(x),u(y) >
=< u*(v*(x)),y >=< (u* o v*)(x),y > .
Donc (vowu)* =u*ov*.
v) Posons A = (a;;)1<i j<n.et B = M(u*, B) = (bij)1<i j<n, alors on sait que
Vi, j € {]., ..,n}, ai; =< ei,u(ej) > et bz’j =< ei,u*(ej) >
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on aura b;; =< e;, u*(e;) >=< u(e;),e; >= < e;,u(e;) > = a;.
Donc, B = A= A~

Proposition 3.2.3.

Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E, alors

i) ker(u*) = Im(u)*.

i) Im(u*) = ker(u)*.

i) Si F est un sous-espace de E stable par u, alors F* est stable par u*.

Preuve
i) Soit y € E, alors on a
y € ker(u*) & u*(y) =0
S Ve e E,<u*(y),r >=0
S Vre E,<y,u(xr) >=0
sy e Im(u)t.
Donc ker(u*) = I'm(u)*.
ii) D’apres i), on a ker(u) = ker(u*) = Im(u*)*
Donc, on aura
ker(u)t = Im(u*).
iii) Soit £ un sous-espace vectoriel deF stable par u. Vérifions que F* est stable par u*,
pour cela soient y € F+, et z € F,
alors on a < u*(y),z >=< y,u(r) >=0 (car u(zr) € Fet y € F'}).
Donc F* est stable par u*.
Exercice :
Soient E un espace hermitien et f un endomorphisme de E vérifiant :

Vee E, < f(x),z >=0.

a) Montrer que V(x,y) € E?, < f(z),y >= — < f(y),z > .
b) En calculant < f(z + iy),x + iy > pour (z,y) € E?, démontrer que f = 0.
Réponce :

a) V(iz,y) € B>, ona: < flr+y),z+y>=0&< f(x),r >+ < f(zx),y >+ < f(y),z >

+<fly)y>=0e<f(r),y >= - < f(y).z>.
b) Pour tout (z,y) € E%on a :

< flr+iy),z+iy >=0< f(z),z > +i < f(x),y > —i < f(y),z >+ < f(iy), iy >=
0 =< f(2),y >=< f(y),r>.
Ce qui prouve que pour tout x € E,f(z) € B+, donc f(z) = 0 et par suite f = 0.

3.3 Endomorphisme unitaire

Dans ce paragraphe, n est un entier strictement positive. On suppose que C" est muni de
son prodit scalaire canonique .

Définition 3.3.1.
Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E.
On dit que u est unitaire, si u*u = Idg.
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Remarque :
1) Une matrice A € M, (C) est dite unitaire, si A*A = Id,,.
2) Soit B une base orthormale de E et soit A = Mat(u, B),
alors u est unitaire <> A est unitaire.
3)Tout endomorphisme unitaire est inversible et on a : u™! = u*.

Proposition 3.3.1.

Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E. Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) u est unitaire,

i) Vo € B, |lu(z)|| = [|«],

iii) Ve € B, <u(x),u(y) >=<z,y >.

Preuve

i) = ii)
Supposons que u est unitaire, donc pour tout x € F, u*(u(x)) = x.
Soit x € E, alors on a : ||u(x)||* =< u(z),u(z) >=< u*(u(x)),r >=< z,z >=||z|[%.
ii) = iii) Supposons que Vz € E, |[u(z)|| = ||z||.
Soient x,y € F, alors, d’apres 'identité de polarisation, on a :
< u(z),uly) >= 10 i¥[u(z) + itu(y) |

= 4 Do Flul) + u(ity)|]?

= 1 Lpmo Fllulz + )|

= 1 Do Fllz + iyl =< 2,y >.
iii)= i) Supposons que :
Ve,y € B, <u(z),u(y) >=<x,y > .
Soient x,y € E, alors on a :
Ve,y € E, <u(z),uly) >=<z,y > = Vo,y € E, <u*(u(x)),y >=< x,y >

= Vr,y € E, < (v*u)(z),y >=< z,y >
= Vr,y € E < (u'u)(z) —x,y >=0.

Fixons z € F , alors on aura
Yy € B, < (u*u)(x) —x,y >=0
Le produit hermitien est non dégénérée, donc on aura = € E, (v u)(z) —x = 0.
Donc pour tout z € E |, on a (uv*u)(z) = z. D’ou le résultat.

Remarque :

soit u un endomorphisme unitaire de £ et A € C une valeur propre de u, alors |A| = 1.
En effet : [[u(xo)|| = [Al|lzol| = [||zol|-

D'ou |\ = 1.

Exercice :

Soit u un endomorphisme unitaire de £, On désine par e ’endomorphisme identique.
1) Montrer que les valeurs propres de u sont des nombres de module 1 et que u est nversible.
2) Montrer que des veteurs propres de u assocée a des valeurs propres distinctes sont or-
thogononaux.
Réponce :

1) Sot z,y des vecteurs propres associés aux valeur propres Aet 7.
Ona: <zy>=<ur,uy >=< Ax,yy >=\y < T,y >.
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Alors Ay —1) <z,y>=0 (1)
En partculier;six =y et A =~ :
<z,xz>=|z|?#A0= I —-1=0.
Donc pour chaque A valeur propre de u. A est de module 1.
2) L’inverse d'un complexe A de module 1 est le nombre conjugué \; si donc x et y sont des
vecteurs associés a des valeurs propres A et v différentes, on reconnapit dans I’équation
(1) que: My =2 #1=<z,y>=0.
Donc des vecteurs propres associés a des valeurs propres distictes sont orthogonaux.

3.4 Endomorphisme normal

Définition 3.4.1.
Soit E un espace hermitien.
On dit qu’un endomorphisme u de E est normal, si u* ou = u o u*.

Remarque :
1) Une matrice A € M, (C) est dite normale, si A*A = AA*.
2) Soient F un espace hermitien,B = (ey, ea, ..., €,) une base orthonormale de F, u un endo-
morphisme de E et A = Mat(u, B), alors
u est normal < A est normale.
3) Si u est un endomorphisme normal, alors pour tout A € C, Aldg — u est normal.

Ezxercice :
Soit M € M, (C).
1) Montrer qu’il existe un unique couple de matrices hermitiennes (H, L) tel que M =
H +iL.
2) Montrer que M est normale si et seulement si HL = LH.
Réponce :

1) Soit M € M,(C).
i) Montrons qu il existe (H, L) € (M,(C))>/M = H + L,
donc : M*=H + —iL* e¢ M = H + 1L alors M* = H —i1L* et M = H +iL
Dot H = MM of [ = (MM
ii)Montrons que (H, L) est unique :
Supposons qu'il existe Hy, Ly € M, (C) tels que :
M:Hl—f—lLl et M* :Hl — L.

Onaura:leH:MzM,etMle:iM;M.

2) On suppose que M est normal
Montons que HL = LH.
Ona: MM?*=M*M < (H +iL)(H —iL) = (H —iL*)
< (H+iL)(H* —il*) = (H* —il*)(H +iL)
< (H+iL)(H —iL)=(H —iL)(H +iL)
& H? —iHL+4iLH + L?>=H?+4+iHL — LH + [?
< LH =HL.
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Proposition 3.4.1.

Soit u un endomorphisme normal de E, alors
iNe e B, [Ju(x)]] = ||u(x)]].

it) ker(u) = ker(u*).

iii) YA € C, ker(AMldg —u) = ker(AMdg — u*).

iv) Si F' un sous-espace stable par u, alors F* est aussi stable par u.

Preuve
i) Soit « € E, alors on a
llu(@)|| =< u(z),u(z) >=< u*(u(x)),z >=< u(u*(z)),r >=< u*(z),u"(z) >
= [Ju* ()|
ii) Soit = € E, alors on a
x € ker(u) < u(zx) =0< ||u(z)|]| =0 < ||u*(2)|]| =0 < u*(z) =0
& x € ker(u®).
iii) Soit A € C, puisque u*(u) = u(u*), alors on voit facilement, par un simple calcul, qu’on a
aussi (A dg —u)*(Mdg—u) = (Mdg —u)(Mdg —u)*, donc pour tout A € C, 'endomorphisme
(Mdg — u)est normal.
Donc d’apres ii), on a le résultat.

Théoréme 3.4.1.
Soit Eun espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme normal de E, il existe une base
orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Ezxercice : _
Soient n >3, G = {1,w?, .., w" }w = e, et E=F((G,C))un C e.v de dimension fini n .
Pour (f,g) € E X E,on pose :

< f.g>= 2 F(wF)g(w").

k=0

1) Montrer que < .,. > est un produit hermitien su E.
2) Pour k € {0,..,n — 1}, soit f, € E définie par : Vz € G, fi(z) = ==.
On considere 'application U de E dans E, définie par :
Vfe E Vze G U(f)(z) = f(wz).
a) Montrer que U est un endomorphisme unitaire de E.
b) Montrer que, pour tout k € {0,..,n — 1}, fi est un vecteur propre de U.
¢) En deduire que (fy, .., fn_1) est une base orthonormale de E.
3) Pour A € [0,1], Ay = Idg — AU — (1 — \)U*.
Montrer que, pour tout A € [0, 1], Ay est un endomorphisme normale de FE .
Réponce :

1)

B

i) Soient g, fi, fo € E et a € C.
ona:<afi+ fo,g>= Zz;é (afi + f2)(w*)g(w*)
=a< fi,g>+<fo,9>.
Alors < ., > est semi linéaire a droite.
< foagi+ g2 >= 2o f(wF)((agi + g2)(wh))
=a< f,g1 >+ < f,g2>.
alors < .,. > est linéaire a gauche.
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Donc < .,. > est sesquilineaire sur F.
ii) Soientf,g € E.
< g, > =200 g(wh) f(wk) = 32070 Fwh)(wh) =< f,g > .
D’ou < .,. > est hermitien.
3) Soit feE.
< [ >= 205 [fwh)P > 0.
Et de plus on a :
<f,f>=0&|f(w)]?=0Vk=0,.,n—1.
& f(w*)=0Vk=0,..,n—1.
& f(r) =0Vr € G.
& f=0. Alors < .,. > est défini positif.
Finalement < .,. > défini un produit scalaire sur E.
2)

a) Soient f,g € F.
<u(f)ulg) >= 35y u(f )( Fu(g)(w)
= Yo f(wEHh)g ( 1)
= > ey f(wh)g(w*
= >0s) S(wh)g(
:ZZ;if(wk) (w*) =< f,g9>.
alors u est un endomorphisme unitaire
b) Soient k£ € {0,..,n}.
On a: u(fy)(z) = fr(zw) = z’:;%k = w* fi(2), Vz € G.
Donc u(f) = wk fi.

Alors f est un vecteur propre de u (fx # 0) et w® est la valeur propre associée.
c¢) Les valeurs propres sont en nombre n et elle sont deux a deux distinctes, donc ( fo, ..,

est une base de E.
Soient k # | deux éléments de {0,..,n — 1}.

On a; <wu(fi),u(fi) >=< fi, i >
donc < wkfk, w'fy >=< fi, fr >
c’est-a-dire % =< fi, fi > (car wk = w™*).
Alors (5—,1 —1) < fr, fi>=0.
Or k # [,donc w* # w! :><fk,fl> 0.
Sik=1:<fu,fe>=5>0" o w—jkw* = =D o Jw|¥*F =1 car |w| = 1.
D’out (fi, .., fa_1) est une base othogonale de E
3) on a Pour A € [0, 1],
Ay =1dg — \U — (1 = \)U*. alors, A} = Idg — Au* — (1 — N)u, car\ € R.
On développe Ay A} et on aura :

AAL = L+ X+ (1= ) dp — ux —u+ A1 = M) (6’ + (u")*.

On trouve de la meme facon que :
A A =1+ N+ (1 =N)dg —u* —u+ A1 —N)(u? + (u*)>

Donc A, est normale.
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3.5 Endomorphisme hermitien

Définition 3.5.1.

Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E.
On dit que u est hermitien (ou auto-adjoint), s’il vérifié les conditions équivalents :
i) ut = u.

it) Ve,y € B, <u(z),y >=< z,u(y) >.

Remarque :
Soit 8 une base orthonormale de E, et soit A = Mat(u, 3),alors
u est hermitien < A est hermitienne (A*=A).

Tout endomorphisme hermitien est normal.

Proposition 3.5.1.
Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme
hermitien de E. Alors toutes les valeurs propres de u sont réelles.

Preuve
Soit A € C une valeur propre de wu,
alors il existe zg € E, tel que u(xg) = A\xg. Donc, on aura
< u(xg), kg >=< x0, u*(x0) >=< u(T0), T0 >=< o, u(z0) > (car u* = u)
=< A\xg, g >=< Tg, ATg >
= Allaol[* = Aol
= Al = A (car ||zol[* # 0)
= AeR
Exercice :
Soit u un endomophisme hermitien de FE.
1)Montrer que si e est ’endomorphisme identique et o et § des nombres réels,
on a :

1w — (e +iB)e)al|* = |(u — ae)a|* + 57|z |*.

2)Déduire que les valeures propres de u sont réelles.

Réponce :
1)
Soient u un endomorphisme hermitien,e I’endomorphisme identique et o, € R.
On a :
(u— (a+ip)e)r = (u — ae)r —ifxr = uyx — ifz. avec u; = u — ae.
L’ndomorphisme wu; est hermitien .
En effet : Soit y € £
<ur —ax,y >=<ur,y > — < ar,y >
=<z,uy > — < x,0Y >
=<z,uy > — < x,0Y >
=<z,uy —ay > .
Par suite :
||lurz — az, y||* =< wx —ifz, uyx — ifr >
=<z, mr > —if < wx,x > +if < v,ux >+ <zw >
= [[uz|* + B%[|2||?
= [|(u — ae)z|]® + B?[|]>.
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2)

Si o + 13 est une valeure propre de u,et x # 0 un vecteur propre associé on aura :

|(u = (e +iB)e)z||* = |Juz — (a + if)z]]* = ||luz — uz|]* = 0

donc ||(u — ae)z||? + §2]|z]]* = 0.

Le produit 3?||z||* est nul et donc 32 est nul car x # 0 alors 8 = 0, et comme a € R, D’ot une
valeur propre de u est nombre réel.

FEzxercice :
On désigne par u et v deux endomorphismes de E.
Montrer que :

1) Si 'endomorphisme wv est hermitien = Les endomorphisme composés uv et vu sont
identique.

2) S’il existe une base orthonormale de E dont les éléments sont vecteurs propres de u et
vecteur propre de v = les endomorphismes composés uv et vu sont identique.

Réponce :

1) Nous noterons < z,y > le produit hermitien dans E.
On a: <wvr,y >=<vz,u*y >=< z,v'u*y >
alors (uv)* = v*u*, et si u,v sont hermitiens :
(uv)* = vu. Par suite uv est hermitien si et seulement si :
(uv)* = uv < vu = uv.
2) Si les vecteurs de base (e, .., e,) sont vecteurs propres de u et v :
ue; = \e; et ve; = ;e; alors :
uve; = \jvi€; = vue;.
Les endomorphisme uv et vu transforment de la méme maniere les vecteurs d’une base
e; ; ils sont donc identiques.
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Conclusion

Dans ce travail on a défini les notions les plus importantes dans ’espace hermi-
tien comme :
- Les formes hermitiennes et les formes quadratiques
- La notion de produit scalaire hermitien
- la notion des bases orthogonales et des bases orthonormales
- Projection orthogonale.
Enfin j’ai terminé mon travail par introduire la notion d’isomorphisme entre un
espace hermitien et son dual, puis les endomorphismes d’un espace hermitien.
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