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Introduction

L’idée principale derriére ['apparition de la théorie des extensions de corps est la résolution
des équations polynomiales.

Autrement dit, on cherche les racines d’un polynome a coefficients dans K (ot K est un
corps), si on ne réussit pas a trouver ces racines dans K, on les cherche dans un autre corps
plus “grand” qui s’appelle une extension de K.

Par exemple, supposons que dans la théorie des ensembles on ne connait que le corps des
rationnelles Q et on veut résoudre toutes les équations polynomiales a coefficients dans Q. On
vous demande de trouver les racines du polynome :

P(z) =2 -2

qui est effectivement un polynome a coefficients dans Q.

Du fait que vous ne connaissez que l’ensemble Q vous seriez bloquer, car ce polynome n’admet
pas de solution dans Q méme si ses coefficients sont dans Q, et comme ¢a on affirme que
I’ensemble des rationnelles est insuffisant pour résoudre toutes les équations polynomiales a
coefficients dans Q.

Donc, que peut-on faire pour résoudre x> —2 =10 ?

Le présent travail a pour but de présenter des constructions d’extension de corps, concernant
I’extension algébrique, transcendante, normale, séparable et galoisienne.
Ainsi, ce mémoire est divisé en cing chapitres :
Le premier chapitre
Dans ce chapitre, on rappelle certaines définitions et propriétés concernant les anneaux et corps
et nous introduisons également la définition de [’action de groupe sur un ensemble.
Le deuxiéme chapitre
Le second chapitre est intéressé a la définition d’extension, des propriétés et des exemples sur
lextension, de plus il rappelle des définitions de [’extension algébrique et transcendante.
Le troisiéme chapitre
Le troisieme chapitre sera consacré a des définitions, des propriétés, des théoremes et des
exemples de corps de rupture, corps de décomposition et cloture algébrique.
Le quatriéme chapitre
Le quatrieme chapitre est intéressé sur les extensions normales et séparables.
Le cinquiéme chapitre




Dans ce chapitre, on donne des définitions et quelque propriétés sur le groupe de Galois pour
les extensions et les extensions galoisiennes, et a la fin on rappelle le théoréeme fondamental de
Galois pour les extensions galoisiennes finie.



Généralités sur les anneaux et les corps

1.1 Anneaux

Définition 1.1.1.

On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de composition internes, une addition et
une multiplication telles que :

i) (A,+) est un groupe commutatif ;

i1) La multiplication est associative ;

i11) La multiplication est distributive par rapport a l’addition.

e Si en outre, la multiplication est commutative, on dit que A est un anneau commutatif.
e 5i A posséde un élément neutre pour la multiplication, on note 14 cet élément unité et on dit
que A est un anneau unitaire.

e Un anneau A est dit un anneau intégre si :

Ve,ye A, ona : zy=0=2=00uy=0
e Soit A un anneau unitaire, [’ensemble :
UA)={z €A : zy=1et yr =1 avecy € A}

s’appelle ’ensemble des éléments inversibles.
e Une partie B d’un anneau A est dite sous-anneau de A si, et seulement si :
-B#0;
-Ya,be B,a—be B;
-VYa,b € B,ab € B.
e [’intersection d’une famille quelconque de sous-anneau de A est un sous-anneau de A.
Sauf mention du contraire, tous les anneaux considérés par la suite, sont supposés commu-
tatifs et unitaires.

Exemple 1.1.1.
(Z,+,.); (Q,+,.); (R,+,.); (C,+,.) sont des anneaux commutatifs unitaires intégres.

6
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1.2 Morphisme d’anneaux

Définition 1.2.1.
Une application f d’un anneau A dans un anneau B est dite un morphisme (ou homomor-
phisme) d’anneauz si elle satisfait les relations suivantes :

fla+0b)= f(a)+ f(b) et f(ab) = f(a)f(b) pour tout a,b € A.

- Un endomorphisme est un morphisme d’un anneau A dans lui méme.
- Un tsomorphisme est un morphisme bijective.
- Un automorphisme est un endomorphisme bijective.

1.3 Idéal

Définition 1.3.1.

Un ensemble I d’un anneau (A,+,.) est dit un idéal si on a :
- (I,+) est un groupe;

-VYeel Vye A ona xyel.

Exemple 1.3.1.

1. Les seuls idéauz de l'anneau (Z,+,.) sont sous forme nZ, car les seuls sous-groupes de
(Z,+,.) sont sous forme nZ.

2. Soit A un anneau et a € A, on a l’ensemble : Aa = {xa : x € A} est un idéal de A.

Définition 1.3.2. IDEAUX PREMIERS ET LES IDEAUX MAXIMAUX

Soient A un anneau commutatif unitaire et P un idéal de A :

- P est dit premier siVr,y€ A, xzy e P = x € P ouy € P.

- P est dit maximal si P # A et si les seuls idéauz compris entre P et A sont P et A.

Théoreme 1.3.1.
1. Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal.
2. Un morphisme d’anneaux est injectif si, et seulement si, son noyau est nul.

Preuve :

1. Soit f : A — B un morphisme d’anneauz.

OnaKer(f)={x € A : f(x)=0g} est un sous groupe additif de A. En outre , sia € Ker(f)
etbe A, on a f(ab) = f(a)f(b) =0pf(b) = 0p, de sorte que ab € Ker(f).

Ainsi Ker(f) est un idéal de A.

2. Si le morphisme est injectif, le Og a un seul antécédent qui est 04, c’est a dire que :
Ker(f) ={0a}.

Inversement, on a :

f(x) = fly) = f(x) = fly) =0 = f(x —y) = 0p, car f est un morphisme, c’est a dire que
x—1y € Ker(f) ={0a} et par la suite x = y. Cela veut dire que f est injectif. O

1.4 Caractéristique d’un anneau

Soit A un anneau. L’application :
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f+z - A
n = nly

est un morphisme d’anneaux. Son noyau est un idéal de Z, et donc de la forme pZ avec p € N.
On obtient, d’apreés le 1°" théoreme d’isomorphisme : Z/pZ = f(Z)(= Im(f)) qui est un sous
anneau de A.

Définition 1.4.1.
L’entier naturel p ainsi définit s’appelle la caractéristique de l’anneau A et se note Car(A).

Remarque 1.4.1.

- Car(A) =0, alors Ker(f) ={0} et donc Z = Im(f) C A. Donc A contient un sous anneau
1somorphe a 7 et en particulier A est infina.

-Car(A) =p#0 <= [Vn € N,(nl =0) = pn].

- L’anneau A est intégre, sa caractéristique est soit 0 soit un nombre premier.

Exemple 1.4.1.
Car(Z/nZ) =n , Car(Q) = Car(R) = Car(C) = 0.

1.5 Corps

Définition 1.5.1.

Un corps est un anneau unitaire dans lequel tout élément non nul est inversible, c’est a dire
que A — {0} est un groupe pour la multiplication.

St la multiplication d’un corps est commutative, on dit que le corps est commutatif.

e Soient K un corps et L une partie de K. On dit que L est un sous-corps de K si :
LA
-Ve,ye L:x—yeL;
-V(z,y) € (L*)? :zy~t € L*.

e L intersection d’une famille quelconque de sous-corps de K est un sous-corps de K.

Exemple 1.5.1.
(R, +,.) est un corps.
(Q,+,.) est un corps, de plus est un sous corps de R.

Remarque 1.5.1.

- Tout corps est intégre. En effet, si ab = 0 avec a # 0, alors 0 = a~tab = b, car a est inversible.
- Tout corps contient 1 et 0 avec 1 # 0.

- Les seuls idéaux d’un corps K sont {0} et K.

- Comme un corps est un anneau intégre, donc sa caractéristique est soit 0 soit un nombre
premier p.

Théoreme 1.5.1.

Soient A un anneau commutatif unitaire et P un idéal de A. Alors on a :
- P est premier si, et seulement si, A/ P est intégre.

- M est maximal si, et seulement si, A/M est corps.



1.6. ANNEAUX PRINCIPAUX 9

Preuve :

1. Supposons que P est premier :

Soit a,b € A tel que ab =0 avec a # 0, ces relations se traduisent dans A par ab € P et a ¢ P.
L’hypothése "P est premier” entraine que b € P, c’est a dire que b = 0.

Réciproquement, supposons A/P est intégre :

Soient a,b € A tel que ab € P. Par passage au quotient on obtient ab = ab = 0 et par la suite
a=0oub=0 (car A/P est intégre) de sorte que a € P ou b € P. Ainsi P est premier.

2. Supposons que M est maximal :

Soita € (A/M)—{0}, otia € A, montrons que a est inversible dans A/M . Pour cela considérons
lidéal aA + M qui contient strictement 'idéal M (car a ¢ M). A cause de la maximalité de
M, ona:aA+ M = A. Ainsi il existet € A et u € M tel que 1 = at + u. Par passage aux
classes modulo M, on obtient at = 1 et a est inversible dans A/M. Ainsi, l'anneau A/M est
un corps.

Réciproqguement, supposons A/M est corps :

Soient I un idéal tel que M C I eta € I — M. Onaa # 0 cara ¢ M, d’aprés Uhypothése
on a a est inversible dans A/M, c’est a dire qu’il existe t € A tel que 1 = at, ce qui implique
1 —at =0 de sorte que 1 —at € M C I. Donc 1= (1—at)+at € I puisqueat € I (a € I) et
par la suite [ = A. Ainsi, M est un idéal mazximal. O

Définition 1.5.2. CORPS DES FRACTIONS

On appelle le corps des fractions d’un anneau integre A est le plus petit corps commutatif
contenant A. .
Les éléments de ce corps se notent ¢, avec (a,b) € A x A*. On identifie les fractions § et e
lorsque la relation ab = a'b est vérifiée.

Exemple 1.5.2.

1. Le corps des fractions de l'anneau Z est le corps Q.

2. Pour les anneaur Q, R et C, le corps des fractions est I'anneau lui méme car Q, R et C sont
des corps.

3. Soit K un corps. le corps des fractions du anneau K[X] (I’anneau des Polynémes en une

indéterminée a coefficient dans un corps K) est K(X) (le corps des fractions rationnelles a
coefficient dans K).

1.6 Anneaux principaux

Définition 1.6.1.
Un anneau A est dit principal si tout idéal de A est principal, c’est a dire que pour tout idéal
I de A onal=<a> pourun certain a € I.

Exemple 1.6.1. !
1. Les anneauz Z et K[X] sont principauz.
2. L’anneau K[ X, Y] n’est pas principal.

1. Voir la démonstration de I’exemple dans 'ouvrage :
Mahdou Najib, Cours et exercices corrigés : structure algébriques 2017/2018, page 135
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1.7 Divisibilité - Eléments irréductibles

Définition 1.7.1.
Soit A un anneau.
Soient a et b deux éléments de A. On dit que a divise b, et on note alb, s’il existe c € A tel
que b = ac, Autrement dit :
<b>C<a>

Définition 1.7.2.
Soit A un anneau integre.
Soient a et b deux éléments de A. On dit que a et b sont associés si alb et bla, autrement dit :

Ju e U(A) tel que : a=bu

Définition 1.7.3.

Soient A un anneau et p € A. On dit que p est irréductible si :

- p ¢ U(A)

- Sip=ab, avec a,b € A, alorsa € U(A) oub e U(A).

Autrement dit les seuls diviseurs de p sont : les éléments inversibles, p et les associés de p.

On dit que les éléments a et b de A sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs
communs sont les éléments de U(A).
a et b sont premiers entre eur si, et seulement si, il exviste deux entiers x,y € A tels que
za+yb=1 (théoréme de Bézout).

Proposition 1.7.1.

Soient A un anneau intégre, principal et a un élément non nul de A. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) lidéal < a > est premier;

(11) a est irréductible ;

(ii1) lidéal < a > est mazimal.

Preuve :

(i7i) = (i) On utilisant le théoréme 1.5.1 :

< a > est mazimal alors A/ < a > est un corps, donc il est intégre ce qui implique que < a >
est premier.

(1) = (ii) Supposons que < a > est premier :

Soient b,c € A tels que a = be, alors on a : bc €< a > de sorte que b €< a > ouc €< a >.
Sibe<a>= 3d € A tel que : b= ad donc a = ade, c’est a dire que a(1 —dc) =0, et comme
a est non nul donc dc=1. D’ou c est inversible.

De méme maniere, on montre :

c €< a >= b est inversible.
Ainsi a est 1rréductible.
(i1) = (vii) Par la absurde :

Supposons que < a > n’est pas maximal, alors :

JpeAtg <a>C<p>C A
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donc pla, ceci implique que p est soit inversible, soit associé d a (car a est irréductible) d’une
part, et d’une autre :

Si p est associé a a, alors : < p >=<a >.

Si p est inversible, alors :< p >= A.

Dans les deux cas on trouve une contradictoire tel que < p > n’est pas un idéal de A contenant
< a > autre que A ou < a >. Cela prouve la maximalité de < a >. [

1.8 Corps premier

Définition 1.8.1.
On appelle corps premier d’un corps K le plus petit sous-corps de K.
En d’autre termes, le corps premier est ['intersection de tous les sous-corps de K.

Remarque 1.8.1.
Si K est un corps, alors le corps premier de K est le sous-corps de K engendré par 1.

Proposition 1.8.1.
Le corps Q et les corps de type Z/pZ, ou p est un nombre premier, n'ont pas un sous-corps
propre.

Preuve :

- Soit L un sous-corps de Q, alors il contient 0 et 1, ce qui implique que Z C L. Or le plus petit
corps contenant 7, est son corps des fractions, c’est a dire Q. Il résulte que L = Q.

- Supposons que Z/pZ, p est un nombre premier, posséde un sous-corps propre, donc il serait
de la forme mZ/pZ, avec pZ C mZ < 7, donc m|p avec m # p et m # 1, impossible car p est
premier. Donc Z/pZ n’a pas un sous-corps propre. O

Théoreme 1.8.1.

Soit K un corps :

- Si Car(K) =0, alors le sous corps premier de K est isomorphe a Q.

- Si Car(K) =p #0, alors le sous corps premier de K est isomorphe a 7/ pZ.

Preuve :
Soit ¢ le morphisme de 7 dans K (morphisme de caractéristique) et A le sous-corps premier

de K.

A contient 0 et 1 de K, et comme Im(¢p) ={nl : n € Z}, donc Im(¢p) C A.

- Si Car(K) =0 : alors Im(¢) =2 Z. On en déduit que A contient un sous-corps isomorphe au
Q (corps des fractions de Z.), mais A est le plus petit sous-corps de K. Alors A = Q.

-8t Car(K) =p#0 : alors Im(¢) = Z/pZ. Donc Im(¢) est un sous-corps (car p est premier)
de A. Dot A = Im(¢) = Z/pZ. O]

1.9 Action d’un groupe sur un ensemble

Définition 1.9.1.
FEtant donné un ensemble E et un groupe G, dont la loi est notée multiplicativement et dont
I’élément neutre est noté e, une action (ou opération) de G sur E est une application :
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vérifiant les propriétés suivantes :
-VeeE, v-e==x
-Y(9,9) € G* Ve € E, (z-g)-d = (99)
——
€E el

Définition 1.9.2.
Une action de groupe G sur un ensemble E est dite transitive si :

Ve,ye E,dg € G tel que y=x-g

Définition 1.9.3.
Une action de groupe G sur un ensemble E est dite libre si :

Ve E\Nge G si x-g=uxalorsg=e

Remarque 1.9.1.
Une action transitive d’un groupe fini G' sur un ensemble E est libre si, et seulement si, G et
E ont méme cardinal.



Extensions algébriques - Extensions transcendantes

2.1 Notion d’extension de corps

Définition 2.1.1.

Etant donné un corps K, on appelle extension de K tout corps E tel que K C E (ou bien E
contenant un sous corps isomorphe a K).

On identifiera souvent cette extension par : K — F.

Notation 2.1.1.

Soit A une partie de E, l'intersection de tous les sous-anneauz de FE contenant K et A est donc
un sous-anneau de E que l'on notera K[A], appelé sous-anneau de E engendré par K U A.

De méme, lintersection d’une famille quelconque de sous-corps de E est encore un sous-corps

de E. Il existe donc un plus petit sous-corps de E contenant K et A, que [’on appelle le sous-corps
de E engendré par K U A, noté K(A); c’est le corps des fractions de K[A].

Exemple 2.1.1.
1. C est une extension de Q et R.
2. Q(v2) ={a+bv2 : a,bcQ} est un corps tel que il contient Q, alors il est un extension

de Q.
3. Tout corps K est un sous-corps du corps K(X) des fractions rationnelles a coefficient dans
K, alors K(X) est une extension de K.

Théoreme 2.1.1.
Si A et B sont deux parties d’une extension E de K, alors :

K(AUB) = K(A)(B)

Preuve :

(O)
Tout sous-corps de E qui contient K, A et B contient K(A) et B. Donc K(A)(B) C K(AUB).

(<)
Tout sous-corps de E qui contient K(A) et B contient K, A et B. Donc K(AUB) C K(A)(B).
[

Corollaire 2.1.1.
Soient K — E une extension de corps et A ={ay,...,a,} C E, alors :

K(A) = K(al, ...,an) = K(Gq, ceey A1, Ajy 1, ...,an)(ai)

13



14 CHAPITRE 2. EXTENSIONS ALGEBRIQUES - EXTENSIONS TRANSCENDANTES

avec i € {1,..n}

Proposition 2.1.1.
Soit K — E une extension de corps. Alors K et E ont méme caractéristique.

Preuve :
En effet :
VneZ : nlg =0 & nlg =0g (CCLT 1K:1EetOK:0E)

]

Théoreme 2.1.2.
Soit E une extension de K. Pour tout a € FE, il existe un homomorphisme d’anneaux et un
seul :
0, K[X] — E
qui vérifier 0,(X) = a et o,(k) =k, Vk € K.

Preuve :
Ezistence :
Soit le morphisme :

o, : K[X] - E

P — P(a)

04 satisfait les conditions du théoréme car 0,(X) = a et o,(k) =k, Vk € K.
Unicité :
Si ¢ est une autre solution, alors pour tout :

P= i b; X' € K[X]

¢(P) = as(_Z LX) =Y d(b)A(X) =D b’ (car ¢(X) =a et ¢(b;) = b;)
donc . . .
¢(P) = P(a) = 04(P)
D’ou :

Théoreme 2.1.3.
Im(o,) est le sous-anneau Kla] de E engendré par K U{a}.

Preuve :

On a Im(o,) est un sous-anneau de E. Il contient K (= 0,(K)) et a = 0,(X), donc :
Kla] C 0,(K), car K|[a] le plus petit sous anneauz contenant K et a.

Or, pour tout x € Im(o,), il existe P € K[X] tel que :

r = P(a) € K|a]

Finalement :
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2.2 Degré d’une extension de corps

Rappel sur les espaces vectoriels :

Soit K un corps.
On appelle un K-espace vectoriel un ensemble E muni de deux lois :
- Une loi interne "+ (I’addition vectoriel) tel que (E,+) est un groupe commutatif.
- Une loi externe 77 (la multiplication par un scalaire) qu’est une application de K x E dans
E tel que :
Va,3e K2Vr e E : (a+B)r=ar+ Bx;
VYo e K,\Vr,y e E* : alz+y)=az+ay;
VYo, € K2V e E : a(fr)=(af)z;
YreE : lr=u=x.
Soit E une extension de K, alors E est un K-espace vectoriel ou l’addition vectoriel est

l'addition de E est la multiplication par un scalaire est la restriction de la multiplication de E
dans K x F.

Définition 2.2.1.

Soit E est une extension d’un corps K.

On appelle le degré de l'extension de E sur K est la dimension de K- espace vectoriel E et on
le note par [E : K].

Une extension E de K est dite extension finie si le degré est fini.

Exemple 2.2.1.
1. [C:R] =2, car {1,i} est une base pour le R-espace vectoriel C.

2. [Q(V?2) : Q] = 2, car {1,V/2} est une base pour le Q-espace vectoriel Q(v/2).
3. [C:Q=[R:Q] = 0.

Théoréme 2.2.1. THEOREME DE DEGRE
Soient K — L et L — E des extensions de corps. On a :

[E:K|=[E:L)L:K].

En particulier, l'extension K — E est finie si, et seulement si, les extensions L — E et K — L
le sont.

Preuve :

Soient {x;}ie; une base du L-espace vectoriel E et {y;}jc; une base du K-espace vectoriel L.
On va montrer que la famille {x;y;} i j)cixs est une base du K-espace vectoriel I :

C’est un systéme générateur, en effet pour tout z € E s’écrit :

z = E a;x;

iel
ou a; € L pour tout i € I. Or tout a; peut s’écrire sous forme :

a; = Zbijyj , avec les b € K.

jeJ
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Nous obtenons :

z= Zaﬂi = Z (Z bijy; )i

el el jeJ

= Z bijy;jxi

(i,5)eIxJ

C’est un systéme libre, en effet :
Si :
Z bijyjz; =0, avec les bj; € K

(4,)eIxJ

alors :

DO by =0

el jeJ

ce qui implique :
Zbijyj =0 , Viel
jeJ

car {x; }ier est une base du L-espace vectoriel E. Comme {y;};er une base du K-espace vectoriel
L, alors bjj =0 VY(i,j) € I x J.

Donc la famille {xz‘y‘j}(iJ)eIXJ est une base du K-espace vectoriel E. Nous avons alors :
[E: K| =dimg(FE) = Card(I x J) = Card(I)Card(J)
=dimp(E)dimg(L) = [E : L][L : K]. O
Corollaire 2.2.1.
SiK=FEyCFE C... CE,=F, alors :

[E: K] =B, : Eo] =[] [Ei: Ei1].
i=1
Preuve :
Par une simple récurrence. [

Exemple 2.2.2.
Soit :

Q(V2,V3) ={a+8V3 : a,8€Q(vV2)}
:{a+b\/§+0\/§+d\/6 :a,b,c,d € Q}

est une extension de Q avec {1,v/2,v/3,v/6} est un base pour Q-espace vectoriel Q(v/2,/3),
donc [Q(v/2,V3) : Q] = 4. De plus on a Q(v/2,v/3) est une extension de Q(+v/2) avec {1,+/3}
une base pour le Q(v/2)-espace vectoriel Q(v/2,v/3), done [Q(v/2,v/3) : Q(v/2)] = 2. Or on ait
déja vu que [Q(\/i) : Q] = 2, alors le théoréme de degré est vérifier, autrement dit :

[Q(V2,v3) : Q] = [Q(v2,V3) : Q(v2)][Q(V2) : Q.
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2.3 Extension simple

Définition 2.3.1.
Une extension E de K est simple si, et seulement si, Ja € E tel que : E = K(a).

Exemple 2.3.1.

C est une extension simple de R car C = R(7).

Q(v2,V3) est simple de Q avec Q(v/2,v3) = Q(v2 + V/3), en effet :

Q CQ(V2,V3) et vV2+ 3 € Q(V2,v3) = Q(vV2+ v3) C Q(v2,V3).

D’autre par, on a :

(V2+v3)2=5+2V6 € QW2+ v3) = v6 € Q(v2+ V3) Alors :
V6(V2+3) = 2v3+3vV2 = 2(V2 + V3) + V2 € QW2 + V3)
Done V2 € Q(v2 + V/3), on en déduire que v/3 € Q(v/2 + V/3) et par la suite on a :
Q(v2,v3) CQ(V2+ V3).

Finalement :

Q(v2,V3) = Q(vV2 + V3).

Théoreme 2.3.1.

Soit K — E une extension de corps.

Si [E : K] est finie alors cette extension est engendrée sur K par un nombre fini d’éléments,
c’est a dire :

E = K(ay,as, ...,a,), avec les a; € E.

Preuve :
Montrons par récurrence sur d = [E : K] :
Sid=2:soitac E—K, alors K C K(a) CFE et :

1<[K(a): K]|<[E:K]=2

par conséquence : [K(a) : K] =[E: K| =2 et E = K(a).

Supposons que le théoreme est vrai pour toute extension de degré < d—1, et montrons qu’il est
vrai pour d :

Soitay € E—K ona: K C K(ay) CE, ce qui implique que 1 < [K(ay) : K], donc :

E: K(a))] = <d-1

D’apres la supposition, on a : E = K(ay)(ag, ...,a,) = K(ay, ..., a,).
Ce qui acheve le preuve. [
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2.4 Elément algébrique, élément transcendent

Définition 2.4.1.
Soient K — FE une extension de corps et x un élément de E. On dit que x est algébrique sur
K s’il existe un polynome non nul P € K[X] tel que :

P(z) =0.
Dans le cas contraire, on dit que x est transcendant sur K.

Exemple 2.4.1.
1. V2 € R est algébrique sur Q, car /2 est une racine de :

P(X)=X?-2¢€Q[X].
2.1 € C et algébrique sur Q et sur R, car i est une racine de :
P(X)=X?+1€R[X] (aussi P € Q[X]).

3. m € R est transcendant sur Q, car pour tout polynome P € Q[X], m n’est pas une racine de
P.

Soient K — E une extension de corps et x € E. Soit le morphisme :

o, : K X] - F
P — P(x)

Théoreme 2.4.1.

1. Si x est transcendant sur K, le morphisme o, est injectif, le K-espace vectoriel K[x] est de
dimension infinie et K — K(x) est infinie.

2. Si x est algébrique sur K, il existe un unique polynome unitaire P de degré minimal vérifiant
P(x) = 0. Ce polynome est irréductible, on a K[z] = K(x) et cette extension de K est finie de
degré d (= deg(P)) et {1,x,2%,...,2% 1} est une base de K -espace vectoriel K(x).

On appelle P le polynéme minimal de x sur K.

Preuve :
1. Si x est transcendant sur K, alors pour tout polynéme P de K[X]—{0} on a P(x) # 0, donc
Ker(o,) = {0} ce qui implique que o, est injectif. Le 1¢" théoréme d’isomorphisme entraine
que :

K[X]/{0} 2 K[X] = K|z] (= Im(o,) dapres le théoreme 2.1.3)

alors K[z| est un K-espace vectoriel de dimension infinie car K[X] l’est. De plus K|x] C K(z)
qu’est le plus petit corps contenant K et x, alors K(x) est une extension sur K avec [K(x) : K]
est infinie.

2. Si x est algébrique sur K, il existe au moins un polynome non nul de K[X] tel que P(x) =0,
donc Ker(o,) # {0}. Le noyau de o, est un idéal de K[X], qui est principal, alors il est
engendré par un polynéme non nul de degré minimal P (P(x) = 0), il est unique si on le prend
unitaire. D’aprés le 19 théoréme d’isomorphisme on a : K[X]|/ < P >= K[z| (= Im(0y,)).
Comme l'anneau Kz| est intégre car c’est un sous-anneau de E (qui est un corps); donc
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lidéal < P > est premier (car K[X]/ < P > est intégre). Par la proposition 1.7.1 on a P est
irréductible et < P > est mazimal donc Kz| est un corps. Comme K (z) est le plus petit corps
contient K et x donc :

Klz] = K(x).
Il reste a montrer que K(z) est une extension finie de K avec dimy(K(x)) =d (= deg(P)) et
{1, 2,22 ..., 2971} est une base de K -espace vectoriel K (z).
{1, 2,22, ..., 2971} est un systéme libre car sinon, on peut trouver un polynome Q non nul de
degré inférieur ou égale a d — 1 tel que x est une racine. Ce polynome appartient a < P > ce
qui impossible car (deg(Q) < deg(P)).
Pour prouver que {1,z, 22, ..., 2%} est un systéme générateur du K -espace vectoriel E, il suffit
de montrer que :

™ € Vect(1,z,2%,...,2°") | ¥YmeN
car tout élément a de K(x) = Klz] s’écrit sous forme
a=by+bix+ ..+ bx? avec g € N.

Ceci vrai pour m <d—1. Sim > d, alorsm s’écrit m=d +r.

7
Nous allons démontrer z™ € Vect(1,x,2%,...,297Y) par récurrence sur r.
Pour r =0 : on écrivant P sous forme

P(X)=ay+a X + .. +X*

on obtient :
Plx)=ay+az+..+21=0

et :

vl = —ay — ayx — ... — ag_ 12"t € Veet(1, 2,27, ..., 2%

Supposons que : x4 € Vect(1, x, 22, ...,xd_l) est vrai pour r, et montrons que :
e e Veet(1, 2,27, ..., 2%7h).

D’apres la supposition, il existe c; € K pour 1 =0,1,...,d — 1 tel que :

2T =yt e+ .+ gzt

donc :
2 = o 4 g + o+ g

alors :

e e Vecet(1, x, 22, ..., 2%
car :

cox + 12”4 ...+ cgoxt € Vect(1,z,2%, ..., 2% et cy_i1xq € Vect(1,x, 27, ..., 2%

Il résulte que x™ € Vect(1,x, 22, ..., 2%71) pour tout m € N. Ceci prouve que :

dimg(K(z)) = [K(x) : K| =d.
U

Remarque 2.4.1.
Le polynome minimal sur un corps K d’un élément algébrique x d’une extension E de K divise
tous les polynomes P € K[X] tel que : P(z) = 0.
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2.5 Extensions algébriques, extensions transcendantes

Définition 2.5.1.
Une extension E d’un corps K est dite algébrique sur K, si tout élément de E est algébrique
sur K.

Dans le cas contraire, on dit que E est transcendante sur K.

Exemple 2.5.1.

1. C est une extension algébrique sur R, car pour tout z = a+ bi € C (avec a,b € R), z est
une racine de polynome P(X) = X? — 2aX + a* + b* € R[X].

2. R est une extension transcendante sur Q, car m € R est transcendant sur Q.

Théoreme 2.5.1.
Toute extension E de degré fini sur un corps K est algébrique sur K.

Preuve :

Posons [E : K] =n, avecn € N. Soita € E :

Les éléments 1,a,d?, ..., a™ sont linéairement dépendants car dimg (E) = n. Il existe by, by, ..., b,
des éléments de K, non tous nuls, tels que :

bo+bia+ ...+ b,_1a" ' +b,a" =0

Si :
P=by+b0bX+..+b, 1 X" +b,X"
alors P # 0 et P(a) = 0. Ce qui prouve que a est algébrique sur K. [

Remarque 2.5.1.
La réciproque est fausse, contre exemple :
Soit :
Q={r€C : xestalgébrique sur Q}

Q est un sous-corps de C contenant Q (voir la preuve de théoréme 3.3.3), de plus Q est une
extension algébrique de Q mais [@ : Q] = o0, car pour tout n € N*, il existe © € Q tel que
[Q(z) : Q] > n. Par exemple :

Soient n € N fizé et v = "2, x est une racine de P(X) = X" — 2 € Q[X] de plus P est
irréductible sur Q[X|, et comme la polynéme minimal P, de x sur Q divise P sur Q[X], alors
P = P, donc le deg(P,) = n+ 1. D’apreés le théoréeme 2.4.1 on a : [Q(x) : Q] =n + 1.

Donc pour tout n € N*, Q contient un sous-espace vectoriel de dimension supérieur ¢ n, alors
Q est Q-un espace vectoriel de dimension infinie.

Corollaire 2.5.1.
Une extension simple E = K (a) est algébrique si, et seulement si, a est algébrique sur K.

Preuve :

Si a est algébrique sur K, d’apres le théoréeme 2.4.1 E est une extension finie de K, ce qui
prouve que cette extension est algébrique (théoréme 2.5.1).

Réciproquement, si ’extension E est algébrique, alors a est algébrique sur K. [

Corollaire 2.5.2.
Toute extension E engendrée par un nombre fini d’éléments algébriques sur K est finie, donc
algébrique.
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Preuve :

Supposons que : A = {ai,as,...,a,} un ensemble des éléments algébriques sur K, tel que
E = K(ay,as,...,a,). Posons :

Koy=K et K;=K(ay,as,...,a;) pour i =1,2,..n

*

Soit i € {1,2,...,n}, nous avons K; = K; 1(a;). D’un autre cité, a; est algébrique sur K; 1,
car il est algébrique sur K et K C K; 1 C K;. Ceci implique que le degré [K; : K;_1] est fini.
On alors : .
[E: K] =K, : K= H [K;: Ki 1] est fini.
=1

Ainsi Uextension E de K est finie. d’apres le théoreme 2.5.1 E est algébrique sur K. [

Théoreme 2.5.2.

Soient K — L et L — E des extensions de corps. Si un élément x de E est algébrique sur L
et que L est une extension algébrique de K, alors x est algébrique sur K.

En particulier, st K — L et L — E deuz extensions algébriques, alors : K — E est algébrique.

Preuve :
Si un élément x de E est algébrique sur L, alors il est racine d’un polynome P € L[ X]|, écrivons :

P(X) = ZaiXi avec a; € L

1=0

On pose L' = K(ag, ...,a,) C L est extension de K, comme [’extension K — L est algébrique
donc les a; sont algébriques sur K, alors L' est une extension finie de K d’apreés le corollaire
2.5.2. Comme x est algébrique sur L' car P € L'[X], lextension L' — L' (x) est finie (théoréme
2.4.1), entraine que lextension K — L'(x) est finie, donc algébrique (théoréme 2.5.1), et x est
algébrique sur K. [



Polynémes et racines

3.1 Corps de rupture

Définition 3.1.1.

Soit K un corps et P € K[X] irréductible. On appelle corps de rupture de P sur K toute
extension E tel que :

- Dans E, P admet une racine a.

- E est engendré par K et a (E est une extension simple K(a)).

Exemple 3.1.1.
Le polynome P(X) = X? + 1 € R[X] est irréductible, un corps de rupture de ce polynéme est
C, puisque i € C est un racine de ce polynome et C = R(i).

Théoréme 3.1.1. DECOMPOSITION EN FACTEURS IRREDUCTIBLES
Soit P un polynome non constant de K[X]. Alors il existe un scalaire A non nul, des polynémes
Py, Py, ..., Py irréductibles sur K[X|, unitaires, distincts deuz a deuz et des entiers positifs non

nuls ny,no, ..., ng, uniques tels que :
k
P=x[]P"
i=1

Cette décomposition est unique.

Preuve :
Voir la démonstration de ce lemme dans ['ouvrage :

Olivier Debarre : Algebre 2, ENS, 2012-2013, page 4. O

Définition 3.1.2. MORPHISME DE K-EXTENSIONS (OU K-MORPHISME)
Si E, F sont des extensions de corps K. On appelle K-morphisme de E dans F' un morphisme
de corps qui vaut l'identité sur K.

Théoreme 3.1.2.
Si P est un polynome irréductible dans K[X] alors P posséde un corps de rupture sur K.

Preuve :
Soit M =< P >, M est un idéal mazimal car K[X] est un anneau principal et P est irréductible
(théoréme 1.7.1). Soit E = K[X|/M, alors E est un corps. On peut regarder E comme une

22
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extension de K. Pour voir ¢a, soit f : K[X] — E la surjection canonique. La restriction f
de f a K est un homomorphisme non nul car f(1) = 1. Il résulte que cet homomorphisme est
injectif car f est un morphisme de corps (Uanneau de départ est un corps). On en déduit que
K = f(K) C E. Ainsi E devient une extension de K (définition 2.1.1).

Soit o = X = f(X). Ecrivons :

P(X)=ay+u X +..+a,X"

nous obtient :

n n n
P(a) = a;0 = Z X = a; X
i=0 i=0 i=0
n n
= a; X' = fla; X")
=0 1=0

comme P € M, alors f(P(X)) =0= P(a).
Donc E est une extension de K contenant la racine o de P, alors v est algébrique sur K.
Comme l'image de f, d’aprés le théoréme 2.4.1, est K[a] = K(«), donc :

K(a) =E car f est surjectif.
D’ou E est un corps de rupture de P. [

Corollaire 3.1.1.
Tout polynome P € K[X] posséde un corps de rupture sur K.

Preuve :
En effet, tout polynome P € K[X]| se décompose en produit de polynomes irréductibles. ]

Théoreme 3.1.3.
Soit P un polynome de K[X] irréductible. Deux corps de rupture de P sont K-isomorphes.

Preuve :
Soient x une racine de P dans un corps de rupture E = K(x) de P et le morphisme d’annauz
suwvant :

comme x est algébrique sur K, alors Im(f) = K[z] = K(x) = E. De plus Ker(f) =< P >, en

effet :
comme P(z) =0 on a P € Ker(f) ce qui implique que < P >C Ker(f) de plus < P > est
mazximal car P est irréductible, donc Ker(f) =< P >. D’ot :

K[X]/<P>=F

POSONS :
o un isomorphisme de K[X]/ < P > dans E.
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S la surjection canonique de K[X| dans K[X]/ < P >.
On a :
f=008

alors

Vke Kona : f(k)=k=0(S(k)) =o(k).
Finalement si E = K(z) et E' = K(z') deuz corps de rupture, alors il sont K -isomorphes. [

Remarque 3.1.1.

L’isomorphisme entre deux corps de rupture n’est en général pas unique. Plus précisément,
étant donnés des corps de rupture K — K(x) et K — K(2') de P, il existe un unique K-
isomorphisme 0 : K(z) — K(z') tel que : 0(z) =z

3.2 Corps de décomposition

Définition 3.2.1.

Une extension E de K est un corps de décomposition pour P sur K si P peut étre scindé
dans E[X], c’est a dire qu’il peut étre décomposé en produit des polynomes linéaires dans E[X]
(de degré 1) et qui soit minimale pour cette propriété.

Exemple 3.2.1.
Le corps C est un corps de décomposition sur R pour le polynéome X? + 1.

Théoreme 3.2.1.
Tout polynome P € K[X] posséde un corps de décomposition sur K.

Preuve :

On procéde par récurrence sur le degré n de P.

Sin =1, K est un corps de décomposition de P sur K.

Supposons que le théoreme est vrai pour tout polynome de degré < n — 1, et démontrons-le
pour les polynomes de degré n. D’aprés le corollaire 3.1.1, on pose E un corps de rupture
de K engendré par la racine a; de P. Nous avons P(X) = (X — a1)Q(X) dans E[X] avec
deg(Q) = n — 1. D’apres hypothése de récurrence, il existe un corps de décomposition F de @
sur B, donc :

Q(X) = kﬁ(X —a;) dans F[X]

i=2
et : .
P(X)=(X - a)Q(X) = (X —a)k [[ (X — )
i=2
= kH (X —a;) dans F[X].
i=1
Ainsi F' est un corps de décomposition pour P sur K [

Théoreme 3.2.2.
Si E un corps de décomposition d’un polynome P € K[X] de degré n. Alors E est une extension
finie de K tel que :

[E: K] < nl
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Preuve :

On procéde par la récurrence sur n :

Sin =1, le résultat est claire, car E = K donc [E : K| = 1.

Supposons que le théoreme est vrai pour tout polynome de degré < n — 1 et montrons qu’il est
Ural pour n :

Soit a € E une racine de P, alors K(a) un corps de rupture de P sur K. Soit Q le polynome
minimal de a sur K, on a alors [K(a) : K] = deg(Q) (théoréme 2.4.1) et deg(Q) < deg(P).
Ecrivons P(X) = (X — a)R(X) sur K(a)[X] tel que deg(R) =n — 1 et comme E est un corps
de décomposition de R sur K(a) alors, d’aprées 'hypothése de récurrence, on a

[E: K(a)] <deg(R)! = (n—1)!
D’autre part, on a :
[E: K] =[E: K(a)][K(a) : K] = [E': K(a)]deg(Q) < deg(Q)(n —1)!

donc :
[E: K] <deg(P)(n—1)!=n(n—-1)!=n!

Théoreme 3.2.3.
Deux corps de décomposition E et E' pour un polynéome P € K[X] sont K -isomorphes.

Preuve :

Supposons que E et E' sont des corps des décompositions du polynéme P € K[X].

Montrons par la récurrence sur [E : K].

Si|E: K| =1, K est un corps de décomposition de P sur K donc toutes les racines de P sont
dans K, la minimalité de corps de décomposition entraine que E' = K, donc E = E'.
Supposons que le théoreme est vrai pour n — 1. Montrons-le pour n :

Soient Q un facteur irréductible de P dans K[X] et x € E une racine de Q, alors K(x) est un
corps de rupture de P avec K(x) est un sous-corps de E et de E' car v € E'. Dans K (x)[X]
on peut écrire P(X) = (X — 2)R(X) avec R € K(x)[X], de plus on a E et E' sont des corps
de décomposition de R dans K(x) et comme [K(z) : K] > 1 car K C K(z) donc :

[E : K]

D’apreés Uhypothése de récurrence, E et E' sont K (z)-isomorphes ce qui implique que E et E'
sont K-isomorphes car K C K(x). O

3.3 Cloture algébrique

Définition 3.3.1.

Le corps Q est dit algébriquement clos si tout polynéme non constant de Q[X] a au moins
une racine dans €.

Une cloture algébrique d’un corps K est une extension algébrique de corps K — §Q telle que
Q est un corps algébriquement clos.
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Exemple 3.3.1.

1. C est algébriquement clos, mais R n’est pas algébriquement clos, car : P(X) = X?+1 € R[X]
n’admet pas de racine sur R.

2. Le corps C est une cloture algébrique de R, mais pas de Q puisque il n’est pas algébrique sur

Q.

Proposition 3.3.1.
Si Q un corps est dit algébriquement clos, tout polynome P € Q[X]| non constant est scindé

dans Q[X].

Preuve :

Par récurrence sur n = deg(P) :

Sin=1:P est scindé dans Q[X].

Supposons que la proposition est vraie pour tout polynome de degré < mn, et montrons-le pour
n.

Soit P € Q[X] non constant de degré n, comme  est algébriquement clos donc P posséde
une racine x dans 2, alors dans Q[X], on a : P(X) = (X — 2)Q(X) avec Q € Q[X] tel que
deg(Q) =n — 1, d’aprés Uhypothese de récurrence @ est scindé dans Q[ X]. Alors P est scindé
Q[X]. O

Proposition 3.3.2.
Soit K — E une extension algébrique de corps. Si tout polynome de K[X]| est scindé dans E,
alors E est une cloture algébrique de K.

Preuve :

Pour montrer que E est une cloture algébrique il suffit de montrons que E est un corps
algébriquement clos.

Soient ) € E[X] un polynéme irréductible et x une racine de () dans une extension de E.
Alors x est algébrique sur E, d’aprés le théoréme 2.5.2 x est algébrique sur K. Soit P € K[X]|
le polyndome minimal de x sur K ; puisque Q est irréductible sur E, on a Q|P dans E[X]. Mais
par hypothese, P est scindé dans E donc x € E, et () a donc une racine dans E. Comme pour
tout polynome R € E[X] est produit de polynomes irréductibles, alors R elle admet un racine
dans E, donc E est algébriquement clos. On a alors montré que E est une cloture algébrique
de K. [

Proposition 3.3.3.
Soient Q0 un corps algébriquement clos et K C ) un sous-corps. L’ensemble des éléments de )
qui sont algébriques sur K est une cloture algébrique de K. On le note par :

K={a€cQ : aestalgébrique sur K}

Preuve :
L’ensemble K est un sous-corps de S, en effet :
-K#0 car KCK.
- Soient x,y € K, avec y # 0 on a x ety sont algébriques sur K. D’aprés la corollaire 2.5.2,
K — K(z,y) est algébrique, comme v —y € K(x,y) et xy~' € K(x,y), alors v — y et xy~!
sont algébriques, donc :

T —1, xyil eK
D’ot K une extension algébrique de K. Maintenant, il reste ¢ montrons que K est algébriquement
clos :
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Soit P € K[X] C Q[X] un polynéme non constant, comme ) est algébriquement clos alors
P possédé une racine x € Q) c’est a dire x est algébrique sur K, donc aussi sur K (théoréme
2.5.2), de sorte que x € K. O

Théoreme 3.3.1.

Soit K — K(x) une extension de corps tel que x est algébrique sur K, de polynome minimal
P € K[X]. Toute extension K — Q, ou  est un corps algébriquement clos tel que K C €,
se prolonge en K(x) < ), et le nombre de ces prolongements est égal au nombre de racines
distinctes de P dans son corps de décomposition.

Preuve :
Posons le morphisme d’un inclusion 1 : K < €.

- Soit le morphisme :
Q

Q(x)

¢ : K[X] —
QR

On a Ker(¢) =< P >, posons :
¢: K[X]/<P>—Q

Le morphisme qui s’en déduit. B
Or, K(x) = K[X]/ < P > via une K-isomorphisme 0. Alors o = ¢ o 0 est une prolongement
de i a K(z), car pour tout k € K on a :

avec S la surjection canonique de K[X| dans K[X]/ < P >.
- Comme pour tout K-morphisme o de K(x) dans 2, on a :

alors le donner d’un K-morphisme o de K(x) dans Q0 est équivalent a se donner un élément
o(x) € Q qui vérifie P(o(x)) = 0 car x est un générateur de K(x). Il y a donc exactement autant
de tels morphismes que de racines de P dans ) qui est une extension de K et algébriquement
clos, alors 2 il contient un corps de décomposition de P, ce qui montre le théoréme. [

Corollaire 3.3.1.
Soit K — E une extension algébrique de corps. Toute extension K — € ou ) est un corps
algébriquement clos, se prolonge en E — 2.

Preuve :
Dans cette démonstration, on va utilisé le lemme suivant :

Lemme 3.3.1. LEMME DE ZORN
Tout ensemble inductif admet au moins un élément maximal.

Rappel:

Soit E un ensemble partiellement ordonné.
E est dit inductif si toute partie de E non vide et totalement ordonnée possede un majorant.
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Preuve :
Voir la démonstration de ce lemme dans le site suivant :
https: // fr. wikipedia. org/wiki/Lemme_ de_ Zorn. O

Posons les injections canoniques suivantes :
u:K—FE et v: K<)

On désigne par F l’ensemble des extensions algébriques F de K tel que K C F C E et pour
lesquelles il existe un monomorphisme o : F' — €, tel que o = v.

On consideére l’ensemble € des couples (F,o), ou F € F. on a € # 0, car (K,v) € £ .

On considere, dans &, la relation binaire, notée <, définie par :

(Fio)< (F,0)a FCF et O"IF:(I

La relation < est une relation d’ordre partiel dans £, en effet :

Réflexivité :

Soit (F,o) €& :onaF CF etop=o. Ainsi < est réflevive dans E.

Antisymétrique :

Soient (F,0),(F',0') € £ tel que (F,0) < (F',0') et (F',0) < (F,0), alors :

(FCF et allF =o0) et (FFCFet O = o) ce qui implique que F = F' et 0 = o . Ainsi <
est antisymétrique dans &.

Transitivité :

Soient (F, o), (F',0'),(F",0") € & tel que (F,0) < (F',o') et (F',0') < (F",0"), alors :

(FCF et Ul/F =o0)et(F CF et 0‘/;:, =0 ce qui implique que :

1" /

FCF et O'|F:(0'|F/>‘FIU|F:O'

donc (F,o) < (F",d"). Ainsi < est transitive dans &.

Or, l’ensemble partiellement ordonné £ est inductif, en effet :

Soit {(F;,04) }ier € E une famille totalement ordonnée, alors :

F = Ui F; est un corps tel que K C F C Q) ; de plus, pour tout i € I, on a F; est algébrique
sur K, par la suite F' est algébrique sur K.

On définit un monomorphisme o : F — ) en posant :

\V/’iE[, O-|F¢:O-i

ce qui implique o = v car pour tout t € I , Ty = V.

On déduit que le couple (F, o), ainsi défini, appartient a € et est un majorant pour la famille
{(F}, 04) }icr- Par la suite, [’ensemble partiellement ordonné & est inductif. Alors, selon le lemme
de ZORN, il existe un élément maximal (Mo, 0¢) dans .

Puisque E est une extension algébrique de K, alors tout élément x € E est algébrique sur
K C My, donc il est algébrique sur My. Le théoréme précédent dit que l'on peut prolongé og en
My(z) < Q. Par mazimalité de (Mo, 00), cela entraine My(x) = My c’est-a-dire x € My, donc
E = M,.

Ce qui acheve le preuve. [
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Théoréme 3.3.2. THEOREME DE STEINITZ

Soit K un corps.

1. K posséde une cloture algébrique.

2. Deux clotures algébriques de K sont K-isomorphes.

Preuve :
1. Soient P = K[X]| — K ensemble des polyndmes non constants et {Xp}pep une famille
d’indéterminées sur K. On pose :

A= K[{Xp}rep]

l’anneau des polynomes sur K a une infinité d’indéterminées.

Remarque 3.3.1.
QeAs IneN et HP,...,P,} TP tel que Q € K[ Xp,,..., Xp,].
Soient Q, R € A, si Q € K[ Xp,,....,Xp,] et R € K[XP{,...,XP%], on a :

Q—R,QR e K[Xpl?"‘7XPn7XP1/7"'7XPT/n]

Soit I un idéal de A engendré par [’ensemble :
{P(Xp) e K[Xp] CA : PeP}

Ce idéal est un idéal propre de A, en effet :
Supposons que I = A, ce qui implique que 1 € I, donc :

IneN et Q,..Q,.€Aet P,....B, € P tel que 1 = ZQiPi(Xpi)

i=1

D’apres le corollaire 3.1.1 pour tout i € {1,...,n}, il existe une extension (corps de rupture)
de P; sur K dans laquelle a une racine a;. Considérant le corps L = K(ay, ...,ay), la relation
précédent reste valable sur L[{Xp}pep| , ce qui entraine la contradiction suivante :

1= i@ipi(az‘) =0
i=1

alors 1 ¢ I ce qui implique I # A.

D’ou il existe un idéal mazximal M de A contenant I.

Posons £y = A/M, On a E; est un corps, on peut considéré E; comme une extension de K,
car :

Soient la projection canonique ™ : A — Ei et linjection canonique i : K — A, on a
f(=moi): K — Ejy est un morphisme de corps non nul car :

f1) =7 oi(1) = (i(1) = 7(1) = 1

alors f est injectif ce qui implique K = f(K) C Ey, d’apreés la définition 2.1.1 on peut considéré
E, comme un extension de K.
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Montrons que tout polynome non constant de K[X], a au mois une racine dans Ej.
Par définition de idéal I :

P(Xp) eI C M = 7n(P(Xp)) =0 dans E;

On pose : « = w(Xp) et P(Xp) => 1 ;i X}p dans K[ Xp| — K, alors :

P(a) = Zaiai = Zaﬂr(Xp)i = Zw(aiX};) =7(P(Xp))=0
i=0 i=0 i=0
Ainsi o est une racine de P dans Ej.
En reprenant, a partir du corps Ey, le raisonnement fait a partir de K, et on construire un
corps Ey qui est une extension de E4 tel que :

K CFE CEy

et VP € Ey[X]| — Ey a une racine dans Es.
On suive ce procédure, on obtient, de proche en proche, une chaine croissante au sens d’inclusion

d’extensions de corps :
KCE CEC..CE,CE1C ..

telle que ¥Yn € N*,VP € E,[X| — E, a un racine dans E, .
On pose :

Ey=K et E=|]JE,
neN
la famille { B, }nen est totalement ordonnée par l'inclusion, donc E est un corps ce qui implique
E est une extension de K. Vérifions que E est algébriquement clos.
Soit P € E[X] — E tel que :
P(X) = ZaiXi, deg(P)=n>1

=0

il eziste alors k € N tel que {ag, ay,...,an} C Ey, par la suite P € Ex[X] — E.

Donc le polynome P a une racine dans FEr1 C E, ce qui implique que E est algébriquement
clos.

D’ou la proposition 3.3.3 entraine que K posséde une cloture algébrique.

2. Soient les inclusions i : K < Q et j : K — Q sont des clotures algébriques, j se pro-
longe par le corollaire 3.3.1 en un monomorphisme o : @ — ', de plus ce monomorphisme
est surjectif, en effet :

On a () C Q. D'autre par, Q est algébriquement clos et Q = o(Q) alors o (S2) est algébriquement
clos. Soit v € 0 :

Posons P le polynéme minimal de x sur o(Q)[X] car o(Q) C Q', or o(Q) est algébriquement
clos, donc x € () ce qui implique Q' C o(£2).

Donc :

a(Q) =

Comme o est un monomorphisme surjectif et pour tout k € K on a o(k) = k, donc o un
K -isomorphisme de Q dans ). O



Extensions normales - Extensions séparables

4.1 Extensions normales

Définition 4.1.1.

Soit E une extension de corps K. E est dite normale sur K, si :

- E est algébrique sur K.

- Tout polynome irréductible de K[X], qui a une racine dans E, est scindé sur E.

Exemple 4.1.1.

1. C est une extension normale de R.

2. L’extension Q(3/2) de Q n'est pas normale, car P(X) = X3 — 2 € Q[X] posséde une racine
dans Q(v/2) sans se décomposer en produit de facteurs linéaires dans Q(+v/2)[X], car :

P(X)=X%—2= (X — V2)(X?+V2X + V4)

X% 4 V2X + V/4 est irréductible dans Q(v/2)[X] car il est irréductible dans R[X].

Théoreme 4.1.1.

Soit K — E une extension de corps. les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) K < E est un extension finie et normale ;

(17) E est le corps de décomposition d’un polynome @ € K|[X].

Preuve :

(1) = (it)

Supposons que K — E est un extension finie et normale :

Comme E est finie, d’apres le théoréme 2.3.1 on a : E = K(ay, ...,a,) avec les a; € E.
Pouri=1,2,...,n, posons P; € K|X] le polynéme minimal de a;. Comme K — E est normal
alors les P; sont scindés sur E (car a; € E une racine de P;), donc aussi :

est scindé sur E.

De plus E est engendré par des racines de @Q, le corps E est corps de décomposition de Q) (car
elle est le minimal pour la décomposition).

31
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() < (i)

Supposons que E est le corps de décomposition d’un polynome @ € K[X] sur K donc, E est
une extension finie de K (le théoreme 3.2.2).

Montrons que E est une extension normale de K :

Soit P € K[X] un polynome irréductible a une racine a; dans E, soit M le corps de décomposition
de P sur K, alors M est une extension de E, et soit as une racine de P dans M. Pour montrer
que K — FE et normale il suffit de montrer que as € E, car cela entrainera que toutes les
racines de P dans M sont en fait dans E.

Or, Vi € {1,2}, on peut considéré que E(a;) est un corps de décomposition de Q sur K(a;). De
plus Vi € {1,2}, K(a;) est un corps de rupture de P sur K, donc il existe un K-isomorphisme
entre K(ay1) et K(ay). Les extensions K(a1) — FE(a;) = E et K(a1) & K(ag) — E(a3) sont
des corps de décompositions de @ sur K(ay), d’aprés le théoréme 3.2.8 E et FE(az) sont donc
K (ay)-isomorphes, ce qui implique que E = E(as), alors as € E.

Ce qui acheve le preuve. O

Remarque 4.1.1.
Si K — FE est une extension finie et normale de corps et que L est un corps intermédiaire
entre K et E, le théoreme entraine que l’extension de corps L — E est encore normale.

Corollaire 4.1.1.

Soit K — FE une extension finie de corps et soit ) un corps algébriquement clos contenant K.
L’extension K — FE est normale < tous les K-morphismes de E dans ) ont la méme image.
En particulier, si 2 est un corps algébriquement clos contenant E, 'extension finie K — E est
normale si, et seulement si, tous les K-morphismes de E dans € sont dtmage E.

Preuve :

(=)

St K — E est normale, d’aprés le théoréme précédent E est un corps de décomposition d’un
polynome P € K[X]. D’autre part le corps R = K({x; : z; est une racine de P}) est un
corps de décomposition de P sur K, d’apres le théoreme 2.3.1 E et R sont K-isomorphes.
Soit o un K-morphisme de E dans €2, alors o est injectif car est un morphisme de corps non
nulle (car Vk € K : o(k) = k). Alors o(E) = E = R, ce qui implique que o(E) est une
extension de K (car K C o(E)) engendré par les racines de P dans Q. D’ou image de E ne
dépend pas du K-morphismes de E dans ).

(<) |
Supposons que tous les K-morphismes de E dans £ ont la méme image, que l'on note £ C Q).
Comme E est une extension finie, alors elle est algébrique sur K. Soit P € K[X]| un polynome
wrréductible a une racine x € E. Montrons que P est scindé dans E :

Comme tout les racines de P sont dans ) car K C €, alors soit y une racine de P dans 2 on
a:

les corps K(z) C E et K(y) C Q d’aprés le théoréeme 3.1.3 sont K -isomorphes. Posons o un
K-isomorphisme de K(z) dans K(y), on a o(K(z)) = K(y) C Q, donc on peut considéré que
Q une extension de K(x). Comme E est extension algébrique de K(z) alors on peut prolonger o
d’apres le corollaire 3.8.1 en un K (x)-morphisme & : E — Q dont limage est E' (6(E) = E')
donc K(x) C E et K(y) CE'. Dot P € K[X] est scindé dans E', donc dans E puisque ces
deux extensions de K sont K-isomorphes. [
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4.2 Polynomes séparables

Définition 4.2.1.
On dit qu’un polynome P € K[X] est séparable s’il n’a aucun racine multiple dans son corps
de décomposition. Dans le cas contraire, on dit que P est inséparable.

Exemple 4.2.1.
Soit P(X) = X5—1 € R[X], on a C est un corps de décomposition de P, et tel que ses racines
i

dans C sont z; = ¥ 0<i< 4, deux a deux disjoints, alors P est séparable sur R.

Lemme 4.2.1.
Une polynome P € K[X] est séparable si, et seulement si, P et P’ sont premier entre eux.

Preuve :
Le pgcd(P,P') est le méme dans K[X] ou dans E[X] pour tout extension E de K, Si E est un
corps de décomposition de P, donc :

P est séparable < les racines sont tous simple < pged(P, Pl) =1 [

Théoreme 4.2.1.
Soit K un corps.
Si Car(K) =0, alors pour tout polynéome irréductible P € K[X] est séparable.

Preuve :
Si P un polynome irréductible K[X|, alors P n’est pas constant, donc P #0, en effet :

Eerwons :
n

P(X) = ZaiXi tel que a,, #0

=0

P'(X)= i ia; X'
=1

Alors, si Car(K) =0 : alors a, # 0 = na, # 0= P'(X) # 0.
De plus :
deg(P') < deg(P) = P 1P, dans K|[X]

L’irréductibilité du polynéme P implique alors : pged(P, P') = 1. D’aprés le lemme 4.2.1, P
est séparable sur K. O

4.3 Extensions séparables

Définition 4.3.1.

Soit K — E une extension de corps.

On dit qu’un élément de E est séparable sur K s’il algébrique sur K et que son polynome
minimal sur K est séparable.

L’extension K — E est séparable si tout élément de E est séparable sur K.
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Exemple 4.3.1.

C est une extension séparable de R, en effet :

C est une extension algébrique de R et pour tout z € C, on a z = a + ib avec a,b € R, alors :
- 51 b =0 le polynome minimal de z dans R est :

P(X)=X -z

donc P est séparable dans C.
- 8i b # 0 le polynome minimal de z dans R est :

P(X)=X?—-2aX +a*+V = (X —2)(X — 2).

donc P est séparable dans C.

Degré de séparabilité

Notation 4.3.1.
Soient K — E une extension finie et Q une cloture algébrique de K.
On note par Homg(E,Q) Uensemble de tous les K-morphismes de E dans Q.

Proposition 4.3.1.
Soient K — E une extension finie de degré n et ) une cloture algébrique de K. On a :

1 < Card(Homg(E,Q)) < n.

Preuve :

La premiére inégalité est une conséquence du corollaire 3.3.1.

Montrons la deuzieme inégalité :

Soit {e;}_, une base pour le K -espace vectoriel E.

Supposons qu’il existe o1, ...,0p, 0041 € Homg(FE,Q) sont deuz a deuz distinct. Cette famille
des éléments de Homg (E,Q) est libre sur S, en effet : Supposons par l'absurde que la famille
est liée, et notons r son rang. Quitte a renuméroter les o;, on peut supposer que la famille
(0)i_y est libre. 1l existe donc une unique famille de (\;)i_; C Q tel que :

T

Or41 = E \io;

i=1

Par ailleurs, il existe nécessairement un iy tel que [’élément \;, soit non nul.
Soit y € K non nul, d’aprés ’égalité précédente, pour tout x € K, on a :

ory1(zy) = Z Aioi(zy)
i=1

Ce qu’on peut réécrire sous la forme, en prenant en compte le fait que les o; sont des morphismes

d’anneaux :
T

\s Oz(y) O'Z(ZE)

Ory1(T) = i
i—1 Or41 (y)
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Par unicité des \;, cela implique que pour tout 1 < i <r :

\ i(y)

)\i = A\
Ur+l(y)

En particulier, puisque X;, est non nul, cela implique que o,.1(y) = 04, (y), pour tout y non nul
dans K. C’est absurde, puisque les o; sont supposés deux a deux distincts. Ce qui conclut.
Soit la matrice M € M,, ,4+1(€2) définit par :

oi(er) - onpaler)
M =

Ul(en> T Un+l<en)
On arg(M) <n.

Soient C, ..., Cp11 les colonnes de M, d’aprés le rg(M), ils sont liées.
Donc il eziste Ay, ..., \py1 € 2, non tous nul, tel que :

n+1

i=1

doncVj=1,...n, on a:

n+1 n+1

Z)\iai(ej) =0= (Z )\iai)<ej) =0

Ce qui équivalent que e; = 0 car les o; ne sont pas liées par la supposition. Ce qui absurde, car
ej = 0 est élément de la base.

D’ot 01, ...,0p,0p41 Sont liées dans Homy (E, ).

finalement :

Card(Homg(E,Q)) < n.
]
Proposition 4.3.2.

Soient K — E une extension finie de degré n et ) une cloture algébrique de K. On pose in-
clusion o : K < €, on a :

Card(Homg(E,Q)) est indépendantde o et .

Preuve :

Soit Q' une cloture algébrique de K, alors @ et Q' sont K-isomorphes. Soit 0 : ' — Q un
isomorphisme qui prolonge o ¢ .

Si ¢ € Homg(E,Q), alors 0~ op € Homp(E,Q'), donc on peut définit Uapplication suivante :

f : Homg(E,Q) — Homg(E,Q)
) — 0~ 1too
cette application est bijective, en effet :
Posons [application suwivante :
g : Homg(E,Q) — Homg(E,Q)
) > foo
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on a :

fog= idHomK(E,Q') et go [ = idgomg(E0)
Do
Card(Homg(E,Q)) = Card(Homy (E,Q))
0

Définition 4.3.2.

Soient K — E une extension de corps de degré fini et Q une cloture algébrique de K. On
appelle le degré de séparabilité de K — E est Card(Homg(E,Q)).

Le degré de séparabilité de K — E sera noté [E : K]s.

Exemple 4.3.2.

Soit R — C :

Comme C est une cloture algébrique de R, on a Card(Homg(C,C)) = 2, en effet :
Soient z € C et 0 € Homg(C,C), on a :

o(z) =0(a+ib) =0c(a) 4+ o(b)o(i) = a+ bo(i).

De plus, on a :
o(i)? =0(i®) =0(—-1) = -1 = 0(i) = +i

alors :

d@:aiw:{;

Finalement les seuls R-morphismes sont ['identité et le conjugué.
Alors le degré de séparabilité de cette extension est 2.

Théoréme 4.3.1.
Soient K — L et L — E des extensions finies de corps. On a :

[E: Kl]s=[E: L|s[L : K.

Preuve :
Soit Q) une cloture algébrique de E, puisque K — L et L — FE sont finie, donc elles sont
algébriques d’apres le théoreme 2.5.1. Alors Q) est aussi une cloture algébrique de L et de K.
Soit :

Homg(L,Q) ={o; : 1 €1}
avec I l'ensemble d’indice tel que Card(I) = [L : K]s.
Soiti € I, considérons le morphisme o; : L — ), d’aprés la proposition 4.3.2, on a le cardinal
de l’ensemble des prolongements de o; a E est indépendant de i et vaut [E : L)|s. On peut donc

noter (7;j)jes cet ensemble, avec Card(J) = [E : Ll;.
Alors on obtient Homg (E, Q) = {r; / (i,j) € I x J}, tel que :

[E: K|s = Card(Homg(E,Q)) = Card(I x J) = Card(I)Card(J)
(L KLIE: I,

Ce qui acheve le preuve. [
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Théoreme 4.3.2.
Soit K — E une extension finie de corps. On a :

|E: K], =[E: K| < L'extension K — E est séparable.

Preuve :

( <) Supposons que K — E est séparable :

Comme K — FE est finie donc E = K(ay, ...,a,) avec les a; € E, par conséquence les a; sont
séparables sur K ce qui implique que chaque a; est séparable sur K;_y = K(ay,...,a;—1) (le po-
lynome minimal a; sur ce corps divise son polynome minimal sur K, donc est aussi séparable).
Alors le nombre des racines de polynome minimal de a; sur K; 1 est égale a son degré. Or,
d’apres le théoreme 3.3.1 :

[Kifl(ai) : Kifl]s = [Kifl(ai) : Kifl]

Donc :
a partir de théoréme degré, on a :

1E: K] =T Ki(a) : Kii]

—.

=1

a partir de théoreme 4.5.1, on a :

—.

[E . K]S = [Ki_l(ai) . Ki—l]s

1

D’ou :

[E: K], =[F: K]
( =) Supposons [E : K]s = [E: K] :
Pour tout x € E, on a : [E : K(z)]
[E: K|y =[F: K)[K(z) : K|s et

on a :

s < [E: K(z)] et [K(z) : K]s < [K(x) : K|, comme
[E: K| =[F: K(2)|][K(x): K], et d’aprés Ihypothése,

[K(z): K], = [K(z): K] et [E:K(2)], =[E: K(z)].

La discussion précédente dit alors que x est séparable sur K, car le degré de polynome minimal
de x sur K est égale a le nombre de ses racines. Donc [’extension K — E est séparable. [

Théoreme 4.3.3.
Soient K — L et L — E des extensions de corps. Si un élément x € E est séparable sur L et
que L est une extension séparable de K, alors x est séparable sur K.

Preuve :
Si un élément x € E est séparable sur L, donc il est algébrique sur L. Soit P € L[X| son
polynome minimal sur L. Ecrivons :

P(X) = ZaiXi avec a; € L

1=0
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Posons M = K(ay, ...,a,) C L, si extension K < L est séparable, donc M est une extension
finie de K car les a; sont algébrique sur K et séparable. D’apres le théoreme 4.3.2 on a :
M : K], = [M : K]. Comme x est séparable sur M (car son polynome minimal sur M est
P qu’est séparable), d’aprés le théoréme 3.5.1, [M(z) : M|y = deg(P) = [M(z) : M| donc
Uextension M — M(x) est séparable et est finie car x est algébrique sur M. Le théoréme 4.3.1
entraine que [M(x) : K], = [M(z) : K]. L’extension K — M (x) est finie alors, d’aprés le
théoreme 4.3.2, elle est séparable, donc x est séparable sur K. [

Corollaire 4.3.1.
K — E est une extension séparable si, et seulement si, les extensions K — L et L — FE le
sont.

4.4 Théoreme de I’élément primitif

Définition 4.4.1.
On appelle élément primatif d’une extension finie E de K, tout élément a € E tel que :

E = K(a).

Exemple 4.4.1.
V24 /3 est un élément primitive de extension Q(\/ﬁ, \/§) de Q, la preuve voir exemple 2.3.1.

Théoréme 4.4.1. THEOREME DE L'ELEMENT PRIMITIF
Toute extension K — E séparable et de degré finie possédé un élément primitif.

Preuve :

On va distinguer deuz cas :

1" cas : K est fini

E lest aussi, donc le groupe (U(E),.) est cyclique. Si z € U(E) qui engendre U(E), donc il
engendre aussi E, car E est un corps. Alors :

E=K(z).

2¢me cas : K est infini

Posons [E : K] = n.

Soit Q une cloture algébrique de K, comme E est séparable sur K, d’apres théoréeme 4.3.2 on
a [E: Kl|s =n = Card(Homg(E,Q)), donc soient oy, ....,0, les éléments de Homy(E, Q).
Posons pour tout i,j € {1,...,n} aveci # j :

E,={xe€E : o(x)=0jx)}

Les E; ; sont sous-corps de E contient K, en effet :
-E;i; #0, car :
Ve e K CE,0i(x) =0j(z) =2

- Soient v,y € E;j on ax —y € E;j, en effet :

oi(x) = aj(x) et 0;(y) = 0;(y) = oi(x —y) = 0(x — y)



4.4, THEOREME DE L’ELEMENT PRIMITIF 39

- Sotent x,y € F;j avecy # 0 on a xzy~' € E,;, en effet : comme o;(y),0;(y) € Q, alors
ils sont inversibles car o;,0; sont des morphismes de corps injectif et y # 0, ce qui implique
oi(y™) =0,y "), donc :

oi(zy™") = oj(xy™)
Alors, les E; j sont des K-sous-espaces vectoriels de E et ils sont distincts de E car o; # 0
(car i # 7).

pour continue la preuve, on va utiliser le lemme suivant :

Lemme 4.4.1.

Sotent E un K-espace vectoriel, n € N* et Ey, ..., B, des sous-espaces de E distincts de E. Si
Card(K) >n, On a :

n

E¢|JE

i=1
Preuve :

On va procéde par la récurrence sur n :

Sin =1, d’aprés Uhypothése de lemme Ey est distinct de E, alors E ¢ E.
Supposons que le lemme est vrai pour n — 1, et montrons-le pour n :

On va montrer par l’absurde :

Posons

pour tout 1 =1,....n.

Supposons que Card(K) =2 n et E C F,, alors E = F, = F,_ 1 UE,.

Comme Card(K) > n > n — 1, d’aprés Uhypothése de récurrence, on a E # F,_1 (car
F 7,@ F,._1), alors il existe v € E,, — F,,_y. Fizons y € E — E,,, soit l'application suivante :

u : K — E
A= Ar+y
Comme v € E, ety ¢ E,, on a : u(\) ¢ E,, pour tout \ € K, donc w(K) C F,_ car
E = F, 1 UE,. Puisque Card(K) > n, alors il existe k € {1,....,n — 1} et \,u € K vérifiant :
A # et u(N),u(p) € Ey

alors :
== (u\) —u(p) € B, C Fy
contradiction avec x € E,, — F,,_1. Alors :

E¢F,

Le lemme a été démonter.

D’apres le lemme on a :

EIxGthngOOEiJ
i=1j=1
i
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autrement dit, pour tout i,j € {1,...,n}?* avec i # j on a : 0;(x) # oj(x).
Alors pour tout i € {1,...,n}, on a la restriction de o; sur K(x) appartient a Homg(K(x), ),
par la suite n < Card(Homg (K (x),Q2)). D’apres le théoréme 4.53.2 :
n< [K(z): K| < [E:K]=n.
Finalement : [K(z) : K] = [E : K] ce qui implique que :

E = K(z).



Extensions galoisiennes - Théorie de Galois

La Théorie de Galois est l’étude des extensions de corps K — E au moyen du groupes
des K-automorphismes de E. Cette méthode, introduite par le mathématicien frangais Evariste
Galois (1811-1832).

5.1 Groupe de Galois d’une extension de corps

Définition 5.1.1.
Etant donnée une extension E d’un corps K, on dit qu’un automorphisme o de corps E est un
K -automorphisme de E siox = idg.

Remarque 5.1.1.
L’ensemble Auty(FE) des K-automorphismes de E est un sous groupe de groupe (Aut(E),o).

Définition 5.1.2.
On appelle groupe de Galois d’une extension de corps K — E, le groupe Auty(E). On le
note par Gal(E/K).

Exemple 5.1.1.

1. Soit l’extension R — C :

D’apres l'exemple 4.3.2 les seuls R-automorphismes de C sont ['identité et conjugué.
2. Soit extension Q — Q(v/2) :

on a:

Q(V2) ={a+bV2+cV4 : a,bceQ}

Soient : o € Gal(Q(v/2)/Q) et a € Q(V/2) :
Eecrivons : o = a + b</2 + cv/4 avec a,b,ceQ
on a:

o(a) = o(a+bV2 4+ cVd) = a+bo(V2) + co(V4)

Or : o(¥/2)? U(\‘Vig) =0(2) =2
alors : o(¥/2) = /2



42 CHAPITRE 5. EXTENSIONS GALOISIENNES - THEORIE DE GALOIS

Videntité de Q(+/2) est le seul Q-automorphisme de Q(~/2).

Théoreme 5.1.1.
Soit K — FE une extension finie de corps. On a :

Card(Gal(E/K)) < [E: K],
En particulier, cette inégalité est une éqgalité si, et seulement si, [’extension K — E est normale.

Preuve :
Soient Q0 une cloture algébrique de K et j € Homy (E, ). Posons Uapplication f définit par :

[+ Autg(E) — Homg(E,Q)
o — joo
cette application est bien définie de plus il est injective, en effet :
Soient 0,7 € Autg(E) :

flo)=f(y)=joo=jony
alors :
VeeEona : j(ox)) = j(+(x))

et comme j est injective car j est un morphisme de corps non nul ce qui implique :
Vee Eona : olx)="(z)

donc :

Finalement :
Card(Autk(E)) < Card(Homg(E,Q)) = Card(Gal(E/K)) < [E : K],

Maintenant, on va montrer que :
Card(Gal(E/K)) = [E : K]; si, et seulement si, [’extension K — E est normale.
Le groupe Gal(E/K) agit a droit sur l’ensemble Hom(E,Q) par la formule :

Y(g,0) € Gal(E/K) x Homg(E,Q) : 0.g=00g
cette action est libre, car :
cog=0= g=Idg , car o est injective.

Alors, pour montrer :

Card(Gal(E/K)) = [E : K]s si, et seulement si, K — E est normale , il suffit de montrer
que :

Uaction de groupe Gal(E/K) sur l’ensemble Homy (E, Q) est transitive si, et seulement si, tous
les morphismes de Homy (E, ) ont méme image.

- Supposons que l’action de groupe Gal(E/K) sur l'ensemble Homy (E, Q) est transitive, alors :

Vo,v € Homg(E,Q),3g € Gal(E/K) : oc=7vog
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donc :
o(E)=~(g9(E)) =~v(F) car g est un automorphisme de E.

Donc tous les morphismes de Homy (E, Q) ont méme image.

- Inversement, supposons que tous les morphismes de Homy(E, ) ont méme image :

Soient 0,0 € Homg(E,Q), on a o(E) = o (E).

L’application g : E — E définie par g = (UE%U(E))*loal est un K -automorphisme de E (facile
o vérifie) tel que ¢ = o og, donc laction de groupe Gal(E/K) sur l'ensemble Homg(E,Q) est
transitive.

Finalement, d’aprés le corollaire 4.1.1 et la remarque 1.9.1 on a :

Card(Gal(E/K)) = [E : K|, & L'extension K — E est normale

5.2 Extensions galoisiennes

Définition 5.2.1.
Une extension de corps K — E est dite galoisienne si elle est séparable et normale.

Remarque 5.2.1.
St K — E est une extension finie alors :

K — FE est galoisienne < Card(Gal(E/K)) = [E : K]

Remarque 5.2.2.
St K — FE est une extension de corps finie, galoisienne et que M est un corps intermédiaire

entre K et E, lextension M — E est encore galoisienne (remarque 4.1.1 et corollaire 4.3.1)
et le groupe Gal(E /M) est un sous-groupe de Gal(E/K) :

Gal(E/M) ={g € Gal(E/K) : g = Idy}
En revanche, lextension K — M n’est pas nécessairement galoisienne.

Proposition 5.2.1.

Soit K — E Une extension finie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) K — FE est galoisienne.

(1i) E est le corps de décomposition sur K d’un polynome séparable.

Preuve :

(i) = (i)

Si E est le corps de décomposition d’un polynome séparable Q) € K[X], l'extension E est
isomorphe a le corps engendré par des éléments séparables (les racines de Q) ), donc E est une
extension séparable de K. Elle est aussi normale par le théoréme 4.1.1, donc elle est galoisienne.
(i) = (ii)

Supposons que K — E est galoisienne :

Comme K — E est finie, alors E est engendré par un nombre finie de ces éléments.

On écrit E = K(x1,...,2,) et l'on note P, € K[X] le polynome minimal de x; sur K. Comme
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K < E est normale (resp. séparable), chaque P; est scindé (resp. a racines simples) dans E,
donc aussi :

Q := ppcm(Py, ..., P,)

Comme E est engendré sur K par les x;, qui sont des racines de QQ, le corps E est un corps
de décomposition du polynome séparable Q) € KI[X] (car est un corps minimal pour cette
décomposition,).

Ce qui acheve le preuve. [

Proposition 5.2.2.

Soit K — E une extension finie et normale de corps et soit P € K[X] un polynéme séparable
scindé dans E. L’action de Gal(E/K) sur l’ensemble des racines de P dans E est transitive
si, et seulement si, P est irréductible dans K[X].

Preuve :
Voir la démonstration de cette proposition dans [’ouvrage :
Olivier Debarre : Algebre 2, ENS, 2012-2013, page 29. ]

5.3 Correspondance de Galois

Avant d’expliquer la correspondance de Galois qu’est un dictionnaire entre théorie des corps
et théorie des groupes, on va montrer le lemme d’Artin qui permet de démontrer la moitie de
la correspondance de Galois, pour cela on va fixé des notations qu’on va utiliser dans cette
section :

Soit E un corps, pour tout G sous-groupe des K -automorphismes de E, on note :

E¢:={r e E : Vo€ G,o(x) =2z} le corps d'invariant de G dans E, qui est un sous corps
de E en effet :

ES 40, car pour tout 0 € G, on a 0(0) =0 et 0(1) = 1, alors 0,1 € EY.

Soient x,y € EY, on a pour tout o € G les relations suivantes :
olx—y)=o(x)—oly)=z—y

poury #0 on a :

o(zy™) = o(z)o(y™) = o(z)o(y) ™" = zy~

alors v —y,xy~' € B¢,

Lemme 5.3.1. LEMME D’ARTIN
Soient K — E une extension finie et G un sous-groupe de Gal(E/K). Alors l'extension ES —
E est finie galoisienne de groupe de Galois

Gal(E/EY) =G

Ainsi :

[E: EY) = Card(Gal(E/E®)) = Card(G).

Preuve :
Pour tout g € G C Autg(E) on a g € Autge(E) alors :

G C Gal(E/E®)
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donc Card(G) < Card(Gal(E/EY)), de plus E est finie sur K alors E est finie sur EY O K,
d’apres le théoréme 5.1.1 Card(Gal(E/E)) < [E : E]. Ainsi :

Card(G) < Card(Gal(E/E®)) < [E : EY]
Alors pour montrer Gal(E/EY) = G, il suffit de montrer que
[E: EY) < Card(G)

Par l'absurde :
Supposons que [E : EY] > Card(G). Posons n =1+ Card(G) et soient ai, ..., a, des éléments
de E linéairement indépendants. Soit le systeme suivant :

n

(S) : Y ola)r; =0, oc€G

i=1

est un systéme de Card(G) équations et n inconnues.

Or, n > Card(G) et comme ay,...,a, sont des éléments de E linéairement indépendants,
alors pour tout o € G les éléments o(ay), ...,0(ay,) sont des éléments de E aussi linéairement
indépendants, donc le rang de la matrice associe au systéme est Card(G), alors ce systeme
posséde une infinité de solutions non nulles (xq, ..., x,).

On choisit une qui a le nombre des termes x; non nuls m est minimal. Quitte a renuméroter, on
peut supposer qu’il s’agit x1, ..., x,. Par linéarité de la solution, on peut aussi supposer x,, =1,

d’ou les relations :
m—1

Z o(a)z; +o(an) =0, oceG (1)

Soit T € G, comme 7" oo € G pour tout o € G, alors en appliquant T a les relations précédentes
pour T"to o € G. On obtient :

g o(a)1(z;) +o(an) =0, oG (2)

1

3

i

D’ou, si l'on soustrait le systéme des relations (1) de (2), on trouve :

-1

3

o(a;)(1(z;) —z;)) =0 oc€G

i=1

alors : (1(x1) — @1, ..y T(Xi—1) — Tin—1,0,...,0) est une solution de systéme (S), d’aprés la
minimalité de m on a cette derniére est une solution nulle, autrement dit :

pour tout i =1,...m—1et pour 7 € G on a : 7(x;) = z;

comme, pour tout T € G on a : Y. T(a)x; = 0, alors Y0 T(a)r; = Y T(ax;) =
(O ax;) = 0, donc Yt a;x; = 0 et comme les x; € ES ne sont pas nulle pour les
1 =1,....,m ce qui implique que les a; sont des éléments de E linéairement dépendants, contra-
diction.
D’ou :

[E: EY) < Card(G)
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Finalement

[E: E€] = Card(G) = Card(Gal(E/E®))

ce qui implique que E — E est finie galoisienne de groupe de Galois G (car G C Gal(E/E)).
[

Théoréme 5.3.1. (CORRESPONDANCE DE GGALOIS)
Soit K — E une extension finie galoisienne de corps, de groupe de Galois G := Gal(E/K).
1. Il existe des bijections inverses ['une de l’autre :

¢ : {sous — groupe de G} — {extensions intermédiaires entre K et E}
H > EH
U {extensions intermédiaires entre K et E} — {sous — groupe de G}
M - Gal(E/M)

2. Si H est un sous-groupe de G, Uestension K — EY est galoisienne si et seulement si H est
distingué dans G. Son groupe de Galois est alors le groupe quotient G/H.

Preuve :
1. montrons que :

oV = Id{eztensions intermédiaires entre K et E} et Wod = Id{sousfgroupe de G}-

Soit M € {extensions intermédiaires entre K et E}, alors l'extension M — E est finie
galoisienne.
Pour continue on va appliquer le lemme suivant :

Lemme 5.3.2.
Soient K — E une extension finie galoisienne de corps et G son groupe de Galois. On a :

K = E¢

Preuve :

Pour tout v € K et pour tout g € G, on a g(x) = x, alors K C E°.

Soient v € EY et P € K[X] son polynéme minimal sur K qui est séparable car K — E est
séparable. Comme [’extension K — E est normale donc P est scindé dans E, soit y une racine
de P dans E. Comme P est irréductible dans K[X|, d’aprés la proposition 5.2.2 il existe g € G
tel que y = g(x). Comme x € EY, on a y = x. Donc P n’a qu’une seule racine c’est a dire il
est de degré 1 et x € K.

Ce qui acheve le preuve. [

En appliquant ce lemme & Uextension finie galoisienne M — E, on obtient M = EGE/M)
c’est-a-dire M = ®(U(M)). L’autre égalité H = ¥(®(H)) = Gal(E/E") résulte du Lemme
d’Artin ci-dessus. Ceci montre le point 1) du théoréme.

2. Soient H un sous-groupe de G et g € G. L’extension intermédiaire g(E®) (car g est un
K -automorphisme de corps E et E™ est un corps intermédiaire entre K et E) correspond au
sous-groupe gHg™" de G, car g(E™) = E9H97"  en effet :
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D’une part, pour tout y € g(E™), il existe x € B tel que y = g(x). Or pour tout h € H, on
a:

[ghg™(y) = [ghg ] (g(z)) = gh(x) = g(x) =y , car x € E"

alors :
1

g(E") € Bo1

D’autre part, pour y € B9 soit & = g~ (y) ; pour h € H on a :

h(z) =hg™'(y) = g lghg " (y) = 97" (v) =«
D'ouz € Ef et y=g(x) € g(ET), puis :

BN C g(E")
Pour continue on va utiliser le lemme suivant :
Lemme 5.3.3.

Soit K — L et L — FE des extensions finies de corps, ou K — E est normale. L’extension
K — L est normale si et seulement si, pour tout K-automorphisme g de E, on a g(L) = L.

Preuve :
Voir la démonstration de ce lemme dans [’ouvrage :
Olivier Debarre : Algebre 2, ENS, 2012-2013, page 17. 0

D’aprés ce lemme Uextension K — E est galoisienne ssi g(E®) = FoHe™ = BH g4

gHg™' = H pour tout g € G, c’est-a-dire si et seulement si H est un sous-groupe distingué de
G.

De plus, considérons le morphisme de groupes :
¢ : G — Gal(E"/K)
g = g\ pH
est bien défini car pour tout g € G, on a g(E) = B9~ — FH | Le morphisme ¢ est surjective
d’apres le prolongement des K -automorphismes de B 6 E .
Le noyau de ¢ est :

Ker(¢)={g€G : gpn=1Idgn}={g9€ G : g€ Ga(E/E")}
= Gal(E/E™)
D’aprés lemme d’Artin - Ker(¢) = H.
D’apres le 1¢" théoréme d’isomorphisme :

G/H = Gal(E" | K)

Ce qui achéve le preuve pour 2). [
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5.4 Etude d’un exemple

Soit Uextension Q(i, v/2) de corps Q, cette extension est un corps de décomposition de po-
lynéme P(X) = X* — 2 € Q[X], alors Q — Q(i,v/2) est une extension finie et normale. De
plus la Car(Q) = 0, alors tout polynéome irréductible de Q est séparable, en particulier pour
tout élément de Q(i,+/2) son polynéme minimal sur Q est séparable, alors Q — Q(i,v/2) est
une extension séparable. D’otu elle est finie galoisienne.

- Le degré de Q(i,v2) sur Q, on a :

[Q(i, v2) : Q] = [Q(i, V2) : Q(V2)][Q(V2) : Q]

Or, [Q(v/2) : Q] égale a le degré de polynome minimal de /2 sur Q, comme ce dernier est un
racine du polynome P(X) = X*—2 € Q[X] qui est irréductible (d’aprés le critére d’Eisenstein),
unitaire et divisible par le polynome minimal de /2 sur Q, alors il est le polynéme minimal de
V2 sur Q, d’ot [Q(+/2) : Q] = 4. De plus on a [Q(i, v2) : Q(v/2)] = 2 car le polynéme minimal
de i sur Q(+v/2) est Q(X) = X%+ 1. Alors :

[Q(i,v2) : Q] = 8

- La détermination de groupe Gal(Q(i, v/2)/Q) qui d’ordre 8 car Q — Q(i, v/2) est galoi-
sienne :

Soit o € Gal(Q(i, v2)/Q) on a :

o(i)? = o(i?) = —1 alors : o(i) = +i.

o(vV2)* = 0(2) =2 alors : 0(V/2) = £vV2 ou o(V2) = £iv/2.

Or, o est complétement déterminé par son action sur i et v/2 car ces éléments engendrent
Q(i, v2) sur Q. Il en résulte que le groupe de Galois de l'extension Q(i, v/2) de Q est donnée
par :

01 02 03 04 05 O¢ a7 g

l —1 —1

(V2 | VE| =93] 3| 92| VE| =V | 7] =i

La loi de composition de ce groupe est définie par le tableau suivant :

01|01 |02 |03 |04 |05 |06 |07 | 08

02 | 02 | 01 | 04 | O3 | O | O5 | 08 | O7

O3 | 03 | 04 | O2 | O1 | O7 | 08 | Og | 05

04 | 04 | O3 | 01 | O2 | O8 | O7 | O5 | Og

05 | 05 | O | O | O7 | O1 | O2 | 04 | O3
06 | O | O5 | O7 | Og | O2 | 01 | 03 | 04
07 |07 |08 | 05| 06 | 03 | 04| 01| O2

0g | 08 | 07 | O¢ | O5 | O4 | O3 | O2 | 01
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- La détermination des Sous-groupes de Gal(Q(i, v2)/Q) :

L ordre d’un sous-groupe de Gal(Q(i, v/2)/Q) est un diviseur de 8 (le théoréme de Lagrange).
Alors :

Sous-groupe d’ordre 1 :

I = {0}

Sous-groupe d’ordre 2 :
A= {01,093}, B={01,05},C ={01,06},D ={01,07}, E = {o1,08}
Sous-groupe d’ordre 4 :
F ={01,09,03,04},G ={01,09,05,06}, H = {01,09,07,08}

Sous-groupe d’ordre 8 :

Gal(Q(i,V2)/Q)

On peut représenter les inclusions entre ces groupes par le diagramme ci-dessous, ou chaque
fleche (y compris composée) représente une inclusion :

Gal(Q(i, V2)/Q)
7N
HF G

ARNZ
E D ABC

NNV
1

- La détermination des sous-extensions de Q — Q(i, v/2) :

D’apres la théorie de Galois, on sait que chaque corps intermédiaire L, Q C L C Q(i, \4/5), est
le corps des invariants d’un des groupes ci-dessus. De plus, chaque inclusion entre sous-groupes
induit une inclusion (dans 'autre sens) entre corps intermédiaires. Si, pour un sous-groupe
H, on note L(H) le corps de ses invariants, on peut, avec la méme convention que ci-dessus,
représenter les corps intermédiaires par le diagramme suivant :

Q = L(Gal(Q(i, V2)/Q))
N
L(H) L(F) L(G)
JLNCL LN
L(E) L(D) L(A) L(B) L(C)
NN
Q(i, v2) = L(I)
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Pour déterminer ces corps intermédiaires, on considere une base du Q-espace vectoriel Q(i, \7?)
exprimée en termes de 1 et V2. Nous avons la base suivante :

{1,V2,(V2), (V2),4,iV2,i(V2)%,i(V2)*}

obtenue en multipliant terme o terme la base {1, v/2, (v/2)%, (v/2)?} de l'extension Q(+/2) de Q
et la base {1,4} de lextension Q(i, v/2) de Q(v/2).
Un élément x € Q(i,v/2) s’écrit, d'une maniére unique, sous la forme :
xr = bo + b1\4/§ + bg(%)Q —|— b3(\4/§)3 + b4’l + b5l.\47§ —|— bﬁl‘(\4/§)2 —|— b7’L‘(\4/§)3
avec les b; € Q.

Pour déterminer,par exemple L(A), on utilise I’équivalence :

r€L(A) & oy(r) =2

aa(x) = by — b1 V2 + ba(V/2)? — b3(V/2)% + bai — bsiv/2 + bgi(V/2)? — bri(V2)?
Donc :
ZEGL(A)<:>02<I>:I<:>b1:b3:b5:b7:0

ez eQi, (vV2)?)

et L(A) = Q(i, (v2)?) = Q(i,v2). D’une maniére analogue, on détermine les autres corps
intermédiaires. Les résultats sont résumés dans le tableau suivant :

Sous-groupe | Corps intermédiaire associé

| Q| =] | o |
©
|
S

- Les sous-groupes distingués de Gal(Q(i, v2)/Q) :
D’apres le tableau de la loi de composition de Gal(Q(i, v2)/Q) au-dessus, on a les sous-groupes
distingués sont :

I,AF,G, H,Gal(Q(i, v2)/Q)

- Des extensions galoisiennes de Q :
A partir de la partie 2 de la théoréeme fondamental de correspondance de Galois, on a les corps
intermédiaires qui sont galoisiennes de Q sont ceuxr associés aux sous-groupes distingués de

Gal(Q(i,v/2)/Q), Ces corps sont :
Qi v2); Q(i, v2): Q(1); Q(V2); Q(iv'2); Q
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