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❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧ ✺✻

❇✐❜❧✐♦❣*❛♣❤✐❡ ✺✼

✺



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡&

✶✳✶ ❈❧❛%%✐✜❝❛)✐♦♥ ❞❡% ♠/)❤♦❞❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✶ ▲✬❡①♣❧♦7❛)✐♦♥ ❞✉ ♣/)7♦❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✷ ▲❡ 7❛✣♥❛❣❡ ❞✉ ♣/)7♦❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✸ ▲✐✈7❛✐%♦♥ ❞✐7❡❝)❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✹ ▲✐✈7❛✐%♦♥ ❡♥ ❞7♦✐)✉7❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✺ ▲❡ ❜❛❧❧❛♥) ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ ❡) )7❛♥%✈❡7%❛❧ ❞✉ ❝❛7❜✉7❛♥) ✷✸

✷✳✻ ▲❛ ♣7♦❝/❞✉7❡ ❞❡ ❞✐%)7✐❜✉)✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✼ ❙❝❤/♠❛ 7❡♣7/%❡♥)❛)✐❢ ❞✉ ♣7♦❜❧D♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✶ ❈♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐7❡ ❞✬✉♥ ❝❤7♦♠♦%♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✷ ❈7♦✐%❡♠❡♥) ❞❡% ❞❡✉① ♣❛7❡♥)% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✸ ▼✉)❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛7❡♥) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✻



▲✐"#❡ ❞❡" #❛❜❧❡❛✉①

✹✳✶ ▲❡% %&'✉❝&✉'❡% ❞❡% ❝❛♠✐♦♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✹✳✷ ▲❡% ❝♦♠♠❛♥❞❡% ❞❡% ❝❧✐❡♥&% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✸ ▼❛&'✐❝❡ ❞✐%&❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✹ ❘8%✉❧&❛& ❛♣':% 3 ✐&8'❛&✐♦♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹✳✺ ❘8%✉❧&❛& ❛♣':% 10 ✐&8'❛&✐♦♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹✳✻ ❘8%✉❧&❛& ❛♣':% 100 ✐&8'❛&✐♦♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹✳✼ ❘8%✉❧&❛& ❛♣':% 1000 ✐&8'❛&✐♦♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹✳✽ ❘8%✉❧&❛& ❛♣':% 5000 ✐&8'❛&✐♦♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✾ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉'❡ %♦❧✉&✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✼



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

▲❡ ♣#$%♦❧❡ ❝♦♥*❡%✈❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♣%#♣♦♥❞#%❛♥$❡✱ ❡♥ $0$❡ ❞❡*

❞✐✛#%❡♥$* *♦✉%❝❡* ❞✬#♥❡%❣✐❡✱ ❝❡$$❡ %❡**♦✉%❝❡ ♥❛$✉%❡❧❧❡ ❥♦✉❡ ✉♥ %6❧❡

♣%✐♠♦%❞✐❛❧❡ ❞❛♥* ❧✬#❝♦♥♦♠✐❡ ❞✉ ♣❛②*✳ ▲❛ ❞✐*$%✐❜✉$✐♦♥ ❞❡* ♣%♦❞✉✐$*

♣#$%♦❧✐❡%*✱ ❡*$ ✉♥❡ ❛❝$✐✈✐$# ❧♦❣✐*$✐;✉❡ ;✉✐ ❡*$ ❝♦♥*$✐$✉❡ ❞❡ ♣❧✉*✐❡✉%*

♠❛✐❧❧♦♥✱ ✭❞#♣6$✱ ❡♥$%❡♣6$✱ ❝❡♥$%❡ ❞❡ ♣%♦❞✉❝$✐♦♥✱ ♠♦②❡♥ ❞❡ $%❛♥*✲

♣♦%$✮ ;✉✐ *♦♥$ ❧✐#❡* ❡♥$%❡ ❡✉① ♣❛% ❞❡* #❝❤❛♥❣❡* ❞❡ ♣%♦❞✉✐$* ❞❡♣✉✐*

❧✬❡①$%❛❝$✐♦♥ ❞✉ ♣#$%♦❧❡✱ ❡$ *♦♥$ #✈❛❝✉❛$✐♦♥ ❞❡* ❝❤❛♠♣*✱ *✉✐✈✐ ❞❡

*♦♥ $%❛✐$❡♠❡♥$ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡* %❛✣♥❡%✐❡*✱ ❥✉*;✉✬B ❧❛ ❞✐*♣♦*✐$✐♦♥

❞❡* ❝♦♥*♦♠♠❛$❡✉%*✳ ❈✬❡*$ ❧❡ ❝❛* ❞❡ ❞✐✈❡%*❡* *♦❝✐#$#* ❞❡ $%❛♥*♣♦%$

❞❡ ❝❛%❜✉%❛♥$* ;✉✐ ❛ ♣♦✉% ♠✐**✐♦♥ ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❧❛ ❞✐*$%✐❜✉$✐♦♥ ❡$ ❧❛

❝♦♠♠❡%❝✐❛❧✐*❛$✐♦♥ ❞❡* ♣%♦❞✉✐$* ♣#$%♦❧✐❡%*✱ ❡$ ❞✬❛**✉%❡% ❧✬#;✉✐❧✐❜%❡

❡♥$%❡ ❧✬♦✛%❡✭♣%♦❞✉❝$✐♦♥✮✱ ❡$ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✭❝♦♥*♦♠♠❛$✐♦♥✮✳ ❆ ❝❡❧❛

*✬❛❥♦✉$❡ ❧❡ *♦✉❝✐ ❞❡* ❡♥$%❡♣%✐*❡* ❞❡ *❛$✐*❢❛✐%❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ *❡*

❝❧✐❡♥$* ❡$ ❧❡* ❛♣♣%♦✈✐*✐♦♥♥❡%✳ ▲❡ ❜✉$ ❞❡ ❝❡ ♣%♦❥❡$ ❡*$ ❞✬#❧❛❜♦%❡%

✉♥ ♠♦❞F❧❡ ❞✬♦♣$✐♠✐*❛$✐♦♥ ♣❡%♠❡$$❛♥$ ❞❡ ♠❡$$%❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♣❧❛♥

❞❡ ❧✐✈%❛✐*♦♥ ❞❡* ❝❛%❜✉%❛♥$* ❞❡ ❢❛G♦♥ B *❛$✐*❢❛✐%❡ ❧❡ ♣❧✉* ♣♦**✐❜❧❡

$♦✉$❡* ❧❡* ❝♦♥*♦♠♠❛$❡✉%* *✐$✉❡♥$ *✉% ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞✉ $❡%%✐$♦✐%❡✱ ❡$

B ♠✐♥✐♠✐*❡% ❧❡ ❝♦H$ ❞❡ ❞✐*$%✐❜✉$✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐✈%❛✐*♦♥✳

❈❡ ♠#♠♦✐%❡ ❡*$ ❞❡✈✐*# ❡♥ ♣❧✉*✐❡✉%* ❝❤❛♣✐$%❡*✳ ▲❡ ♣%❡♠✐❡% ❝❤❛✲

♣✐$%❡ ❡*$ ❝♦♥*❛❝%# B ✉♥❡ ❜%F✈❡ ❞❡*❝%✐♣$✐♦♥ ❞✉ %#*❡❛✉ ❧♦❣✐*$✐;✉❡

❡$ ❧❡* ♠#$❤♦❞❡* ❞✬♦♣$✐♠✐*❛$✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛$♦✐%❡✳ ▲❡ *❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐$%❡✱

❛❜♦%❞ ❧❛ ♣%♦❜❧#♠❛$✐;✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡* ❞✐✛#%❡♥$❡* ❝❛%❛❝$#%✐*$✐;✉❡*✱ B

*❛✈♦✐% ❧❡* ❝♦♥$%❛✐♥$❡* ❡$ ❧❡* ♦❜❥❡❝$✐❢* ❛**✐❣♥#*✱ ❡♥*✉✐$❡ ♦♥ ✈❛ ♣%#✲

*❡♥$❡% ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ♠❛$❤#♠❛$✐;✉❡ ❞✉ ♣%♦❜❧F♠❡ #$✉❞✐#✳ ▲❡ $%♦✐*✐F♠❡

❝❤❛♣✐$%❡ ❡*$ ❝♦♥*❛❝%# B ✉♥❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ❞❡ %#*♦❧✉$✐♦♥* ❞✉ ♣%♦❜❧F♠❡✳

✽



❊♥ ✜♥✱ ❧❛ ❞❡(♥✐*(❡ ♣❛(,✐❡ ❝✬❡/, ❝♦♥/❛❝(1❡ 2 ❧❛ /✐♠✉❧❛,✐♦♥ ✐♥❢♦(♠❛✲

,✐7✉❡✳

✾



❈❤❛♣✐%&❡ ✶

)&*❧✐♠✐♥❛✐&❡

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

▲❛ ❧♦❣✐&'✐(✉❡ ♣❡✉' &❡ ❞-✜♥✐0 ❝♦♠♠❡ ❧✬❛0' ❞❡ ❣-0❡0 ❧❡& ✢✉①

❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉0 ❝♦6'✳ ◆♦♥ &❡✉❧❡♠❡♥' ❧❡& ✢✉① ❞❡ ♣0♦❞✉✐'&✱ ♠❛✐& ❛✉&&✐

❧❡& ✢✉① ❞✬✐♥❢♦0♠❛'✐♦♥ ❛&&♦❝✐-& ❛✉① ✢✉① ♣❤②&✐(✉❡&✱ ❞❡♣✉✐& ❧❡ ❢♦✉0✲

♥✐&&❡✉0 ✐♥✐'✐❛❧ ❥✉&(✉✬❛✉ ❝❧✐❡♥' ✜♥❛❧✳ ❊❧❧❡ ♣❡0♠❡' ❧✬❛❞-(✉❛'✐♦♥ ❡♥'0❡

✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡' ✉♥❡ ♦✛0❡✱ ❛✐♥&✐ (✉✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉0❡ 0❡♥'❛❜✐❧✐'- ❞❡&

✐♥✈❡&'✐&&❡♠❡♥'&✳

❆✉❥♦✉0❞✬❤✉✐✱ ✓ ❧❛ ❧♦❣✐&'✐(✉❡ ❡&' ✉♥ &❡❝'❡✉0 ❡&&❡♥'✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛❝✲

'✐✈✐'- -❝♦♥♦♠✐(✉❡ ❡' ❝♦♥&'✐'✉❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦0♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝'✐✈✐'-

✐♥❞✉&'0✐❡❧❧❡ ❡' ❞❡ &❡0✈✐❝❡& ✔✳ ❊❧❧❡ &✬❡&' ✐♠♣♦&-❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ -❧-✲

♠❡♥' ❞❡ ❞✐✛-0❡♥❝✐❛'✐♦♥ ♣❛0 ❧❡ &❡0✈✐❝❡ ✭0❡&♣❡❝' ❞❡& ❞-❧❛✐&✱ ❝♦♥❢♦0✲

♠✐'- ❞❡& ❝♦♠♠❛♥❞❡&✱ ❝❛♣❛❝✐'- G ❣-0❡0 ❧❡& 0❡'♦✉0& ❝❧✐❡♥'& ❡' ❧❡

&❡0✈✐❝❡ ❛♣0H&✲✈❡♥'❡✳ ✳ ✳ ✮ ❡' ♦✛0❡ ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬❛❝'✐✈✐'-& ❞❡ ♣❧✉& ❡♥

♣❧✉& ❧❛0❣❡✳ ❊❧❧❡ ❡&' ✐♥❞✐&&♦❝✐❛❜❧❡ ❞❡& &②&'H♠❡& ❞❡ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ❡'

❞❡ ❝♦♥&♦♠♠❛'✐♦♥ ❡' '0H& ✐♠❜0✐(✉-❡ ❛✈❡❝ '♦✉'❡& ❧❡& ❢♦♥❝'✐♦♥& ❞❡

❧✬❡♥'0❡♣0✐&❡ ✭❢♦♥❝'✐♦♥& ❝♦♠♠❡0❝✐❛❧❡&✱ ❛❝❤❛'&✱ 0❡❝❤❡0❝❤❡ ❡' ❞-✈❡✲

❧♦♣♣❡♠❡♥'✱ ♠❛0❦❡'✐♥❣ ✳✳✳✮✳

❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉0 ❜✉' ❞❡ ♣❡0♠❡''0❡ ✿

✲ ▲❛ ❣❡&'✐♦♥ -❝♦♥♦♠✐(✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥✱ ❡♥ &✉♣♣0✐♠❛♥' ❧❡&

0✉♣'✉0❡& ❞❡ &'♦❝❦& ❝♦6'❡✉&❡&✱ ❣0L❝❡ G ✉♥❡ ✐♥❢♦0♠❛'✐♦♥ ❝♦♥&'❛♥'❡

&✉0 ❧✬-'❛' ❞✉ ♠❛0❝❤-✳

✲ ▲❛ 0-❞✉❝'✐♦♥ ❞❡& &'♦❝❦& ❣0L❝❡ G ✉♥❡ 0♦'❛'✐♦♥ ❛❝❝-❧-0-❡ ❞❡&
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 ❞✐&♣♦&✐-✐♦♥ ♣❡✉- L-!❡ !.❛❧✐&.❡ ♣❛! ✉♥ ✐♥-❡!♠.❞✐❛✐!❡ !❡✈❡♥❞❡✉!

✶✸



♦✉ ❞✐$❡❝'❡♠❡♥' ♣❛$ ✉♥ ❝♦♥,♦♠♠❛'❡✉$✳

✶✳✶✳✷ ❖❜❥❡❝(✐❢ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐0(✐1✉❡ ❞❡ ❞✐0(3✐❜✉(✐♦♥

▲❡, ♦❜❥❡❝'✐❢, ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐,'✐4✉❡ ❞❡ ❞✐,'$✐❜✉'✐♦♥ ❬✹❪ ,♦♥' ♠✉❧✲

'✐♣❧❡,✱ ❡❧❧❡ ✈✐,❡ ; ,❛'✐,❢❛✐$❡ ❧❡, ❝❧✐❡♥', ❡♥ ❛,,✉$❛♥' ❧❛ 4✉❛❧✐'< ❡'

❡♥ $<❞✉✐,❛♥' ❧❡, ❝♦=',✳ ❈❡, ♦❜❥❡❝'✐❢, ,❡ $<,✉♠❡♥' ❞❛♥, ❧❡, ♣♦✐♥',

,✉✐✈❛♥', ✿

• ▲❡ 0❡3✈✐❝❡ ❝❧✐❡♥(7❧❡ ✿

✲ ▼❛①✐♠✐,❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4✉❛❧✐'< ❞❡ ,❡$✈✐❝❡ ✭❛♠<❧✐♦$❡$ ❧❡ ,❡$✈✐❝❡

❝❧✐❡♥'✮✳

✲ ❘❡,♣❡❝' ❞❡, ❞❛'❡, ❞❡ ❧✐✈$❛✐,♦♥✳

✲ ▼✐♥✐♠✐,❛'✐♦♥ ❞❡, ❞<❧❛✐,✳

• ▲❛ 39❞✉❝(✐♦♥ ❞❡0 ❝♦:(0 ✿

✲ ▼✐♥✐♠✐,❡$ ❧❡, ❝♦=', ❞❡ ♠❛✐♥'✐❡♥ ❡♥ ✐♥✈❡♥'❛✐$❡✳

✲ ▼✐♥✐♠✐,❡$ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ '♦'❛❧❡ ❞❡, ,'♦❝❦,✳

✲ ▼✐♥✐♠✐,❡$ ❧❡, ❝♦=', ❞❡ ❞✐,'$✐❜✉'✐♦♥✳

✲ ▼✐♥✐♠✐,❡$ ❧❡, ❝♦=', ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛'✐♦♥✳

✲ ▼✐♥✐♠✐,❡$ ❧❡, ❝♦=', ❞❡ ♠❛♥✉'❡♥'✐♦♥✳

✲ ▼✐♥✐♠✐,❡$ ❧❡, ❝♦=', ❞❡ '$❛♥,♣♦$'✳

• ▲❛ 1✉❛❧✐(9 ✿

✲ ▼❛①✐♠✐,❡$ ❧❡, ❡✛♦$', ❞❡ ❞<'❡❝'✐♦♥ ❞❡, ♥♦♥ ❝♦♥❢♦$♠✐'<,

♣♦✉$ ❧❡, ❡①♣<❞✐'✐♦♥,✳

✲ ▼❛①✐♠✐,❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4✉❛❧✐'< ❞❡, ♣$♦❞✉✐',✳

✶✳✷ ▼$%❤♦❞❡* ❞✬♦♣%✐♠✐*❛%✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛%♦✐3❡

▲✬♦♣'✐♠✐,❛'✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛'♦✐$❡ ❬✷❪ ❞<✜♥✐' ✉♥ ❝❛❞$❡ ❢♦$♠❡❧

✶✹



♣♦✉# ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉① ♣#♦❜❧+♠❡, ❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉,/#✐❡✱ ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡ ♦✉

❞❡ ❧❛ ✈✐❡ 5✉♦/✐❞✐❡♥♥❡✳ ▲❡, ♣#♦❜❧+♠❡, ❞✬♦♣/✐♠✐,❛/✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛/♦✐#❡

,♦♥/ ❤❛❜✐/✉❡❧❧❡♠❡♥/ ❞9✜♥✐, ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣#♦❜❧9♠❛/✐5✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐①

❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ ❛❧/❡#♥❛/✐✈❡ ❞❛♥, ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ /#+, ❣#❛♥❞ ♠❛✐, ✜♥✐

❞✬❛❧/❡#♥❛/✐✈❡,✳

▲❡, ♣#♦❜❧+♠❡, ❞✬♦♣/✐♠✐,❛/✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛/♦✐#❡ ♣❡✉✈❡♥/ ,✬❛✈9✲

#❡# /#+, ❞✐✣❝✐❧❡, = #9,♦✉❞#❡ ❜✐❡♥ 5✉✬✐❧, ,♦✐❡♥/ ❣9♥9#❛❧❡♠❡♥/ ❢❛❝✐❧❡,

= ❢♦#♠❛❧✐,❡#✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧/9 ❞❡ ❝❡, ♣#♦❜❧+♠❡, ❛ ♣♦✉# ♦#✐❣✐♥❡ ,♦✐/ ❧❛

,/#✉❝/✉#❡ ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ #9❛❧✐,❛❜❧❡ ,♦✐/ ❧❛ ♥❛/✉#❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥

♦❜❥❡❝/✐❢✳

✶✳✷✳✶ ▼$%❤♦❞❡* ❡①❛❝%❡*

❖♥ ♣❡✉/ ❞9✜♥✐# ✉♥❡ ♠9/❤♦❞❡ ❡①❛❝/❡ ❝♦♠♠❡ 9/❛♥/ ✉♥❡

♠9/❤♦❞❡ 5✉✐ ❢♦✉#♥✐/ ✉♥❡ ,♦❧✉/✐♦♥ ♦♣/✐♠❛❧❡ ♣♦✉# ✉♥ ♣#♦❜❧+♠❡

❞✬♦♣/✐♠✐,❛/✐♦♥✳❬✺❪ ▲✬✉/✐❧✐,❛/✐♦♥ ❞❡ ❝❡ /②♣❡ ❞❡ ♠9/❤♦❞❡, ,✬❛✈+#❡

♣❛#/✐❝✉❧✐+#❡♠❡♥/ ✐♥/9#❡,,❛♥/❡ ❞❛♥, ❧❡, ❝❛, ❞❡, ♣#♦❜❧+♠❡, ❞❡ ♣❡✲

/✐/❡, /❛✐❧❧❡,✳

• ▲❛ ♠$%❤♦❞❡ ❞❡ ❇1❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ✿

▲✬❛❧❣♦#✐/❤♠❡ ❇#❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❝♦♥,✐,/❡ = ♣❧❛❝❡# ♣#♦✲

❣#❡,,✐✈❡♠❡♥/ ❧❡, /F❝❤❡, ,✉# ❧❡, #❡,,♦✉#❝❡, ❡♥ ❡①♣❧♦#❛♥/ ✉♥

❛#❜#❡ ❞❡ #❡❝❤❡#❝❤❡ ❞9❝#✐✈❛♥/ /♦✉/❡, ❧❡, ❝♦♠❜✐♥❛✐,♦♥, ♣♦,✲

,✐❜❧❡,✳ ■❧ ,✬❛❣✐/ ❞❡ /#♦✉✈❡# ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ ❝♦♥✜❣✉#❛/✐♦♥ ❞♦♥♥9❡

❞❡ ♠❛♥✐+#❡ = 9❧❛❣✉❡# ❧❡, ❜#❛♥❝❤❡, ❞❡ ❧✬❛#❜#❡ 5✉✐ ❝♦♥❞✉✐,❡♥/

= ❞❡ ♠❛✉✈❛✐,❡, ,♦❧✉/✐♦♥,✳

▲✬❛❧❣♦#✐/❤♠❡ ❜#❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❡✛❡❝/✉❡ ✉♥❡ #❡❝❤❡#❝❤❡

❝♦♠♣❧+/❡ ❞❡ ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡, ,♦❧✉/✐♦♥, ❞✬✉♥ ♣#♦❜❧+♠❡ ❞♦♥♥9✱

♣♦✉# /#♦✉✈❡# ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ ,♦❧✉/✐♦♥ ✳▲❛ ❞9♠❛#❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲

#✐/❤♠❡ ❇!❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❝♦♥,✐,/❡ = ✿

✲ ❉✐✈✐,❡# ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡ #❡❝❤❡#❝❤❡ ❡♥ ,♦✉, ❡,♣❛❝❡,✳

✲ ❈❤❡#❝❤❡# ✉♥❡ ❜♦#♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ /❡#♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ♦❜❥❡❝✲

/✐❢ ❛,,♦❝✐9❡ = ❝❤❛5✉❡ ,♦✉, ❡,♣❛❝❡ ❞❡ #❡❝❤❡#❝❤❡✳

✶✺



✲ ➱❧✐♠✐♥❡' ❧❡( ♠❛✉✈❛✐( (♦✉(✲❡(♣❛❝❡(✳

✲ ❘❡♣'♦❞✉✐'❡ ❧❡( 23❛♣❡( ♣'2❝2❞❡♥3❡( ❥✉(5✉✬7 ❧✬♦❜3❡♥3✐♦♥ ❞❡

❧✬♦♣3✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳

• ▲❛ ♣#♦❣#❛♠♠❛'✐♦♥ ❞②♥❛♠✐,✉❡ ✿

❈✬❡(3 ✉♥❡ ♠23❤♦❞❡ 5✉✐ ❝♦♥(✐(3❡ 7 ❝♦♥(3'✉✐'❡ ❞✬❛❜♦'❞ ❧❡(

(♦✉( ❝❤❡♠✐♥( ♦♣3✐♠❛✉① ❡3 ❡♥(✉✐3❡ ♣❛' '2❝✉''❡♥❝❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥

♦♣3✐♠❛❧ ♣♦✉' ❧❡ ♣'♦❜❧=♠❡ ❡♥3✐❡'✳ ❈❡33❡ ♠23❤♦❞❡ ❡(3 ❞❡(3✐♥2❡

7 '2(♦✉❞'❡ ❞❡( ♣'♦❜❧=♠❡( ❞✬♦♣3✐♠✐(❛3✐♦♥ 7 ✈♦❝❛3✐♦♥ ♣❧✉( ❣2✲

♥2'❛❧❡ 5✉❡ ❧❛ ♠23❤♦❞❡ ❞❡ (2♣❛'❛3✐♦♥ ❡3 ❞✬2✈❛❧✉❛3✐♦♥ ✭❜'❛♥❝❤

❛♥❞ ❜♦✉♥❞✮ (❛♥( ♣❡'♠❡33'❡ ♣♦✉' ❛✉3❛♥3 ❞✬❛❜♦'❞❡' ❞❡( ♣'♦✲

❜❧=♠❡( ❞❡ 3❛✐❧❧❡( ✐♠♣♦'3❛♥3❡(✳

• ♣#♦❣#❛♠♠❛'✐♦♥ ❧✐♥0❛✐#❡ ✿

❈✬❡(3 ❧✬✉♥❡ ❞❡( 3❡❝❤♥✐5✉❡( ❝❧❛((✐5✉❡( ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ ♦♣2✲

'❛3✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ '❡♣♦(❡ (✉' ❧❛ ♠23❤♦❞❡ ❞✉ (✐♠♣❧❡①❡ ❡3 ❧❡(

❛❧❣♦'✐3❤♠❡( ❞❡ ♣♦✐♥3( ✐♥32'✐❡✉'( ❞❡ ❑❛'♠❛'❦❛'✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥(✐(3❡

7 ♠✐♥✐♠✐(❡' ✉♥❡ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❝♦D3 ❡♥ '❡(♣❡❝3❛♥3 ❞❡( ❝♦♥3'❛✐♥3❡(✱

❧❡ ❝'✐3='❡ ❡3 ❧❡( ❝♦♥3'❛✐♥3❡( 23❛♥3 ❞❡( ❢♦♥❝3✐♦♥( ❧✐♥2❛✐'❡( ❞❡(

✈❛'✐❛❜❧❡( ❞✉ ♣'♦❜❧=♠❡✳

✶✳✷✳✷ ▼0'❤♦❞❡7 ❛♣♣#♦❝❤0❡7

• ▲❡7 ❤❡✉#✐7'✐,✉❡7 ✿
▲❡( ❤❡✉'✐(3✐5✉❡( (♦♥3 ❞❡( ♠23❤♦❞❡( ❡♠♣✐'✐5✉❡( 5✉✐ ❞♦♥♥❡♥3

❣2♥2'❛❧❡♠❡♥3 ❞❡ ❜♦♥( '2(✉❧3❛3( (❛♥( ♣♦✉' ❛✉3❛♥3 G3'❡ ❞2✲

♠♦♥3'❛❜❧❡(✳ ❊❧❧❡( (❡ ❜❛(❡♥3 (✉' ❞❡( '=❣❧❡( (✐♠♣❧✐✜2❡( ♣♦✉'

♦♣3✐♠✐(❡' ✉♥ ♦✉ ♣❧✉(✐❡✉'( ❝'✐3='❡(✳ ▲❡ ♣'✐♥❝✐♣❡ ❣2♥2'❛❧ ❞❡

❝❡33❡ ❝❛32❣♦'✐❡ ❞❡ ♠23❤♦❞❡( ❡(3 ❞✬✐♥32❣'❡' ❞❡( (3'❛32❣✐❡( ❞❡

❞2❝✐(✐♦♥ ♣♦✉' ❝♦♥(3'✉✐'❡ ✉♥❡ (♦❧✉3✐♦♥ ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♦♣3✐✲

♠❛❧❡ 3♦✉3 ❡♥ ❝❤❡'❝❤❛♥3 7 ❛✈♦✐' ✉♥ 3❡♠♣( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ '❛✐(♦♥✲

♥❛❜❧❡ ❬✺❪✳

✶✻



•



✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

◆♦✉# ❛✈♦♥# ♣()#❡♥+) ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐+(❡ ❧❛ ❝❤❛1♥❡ ❧♦❣✐#+✐3✉❡

❡+ #❡# ❞✐✛)(❡♥+# +②♣❡#✳ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞)✜♥✐ ❧❛ ❝❤❛1♥❡ ❧♦❣✐#+✐3✉❡ ❞✉

+(❛♥#♣♦(+ 3✉✐ ♣❡✉+ 8+(❡ ❝♦♥#✐❞)()❡ ❝♦♠♠❡ )+❛♥+ ❧❡ ❝♦♥+❡①+❡ ❣)✲

♥)(❛❧ ❞❡ ♥♦+(❡ +(❛✈❛✐❧✱ ❡+ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝✐+) ❧❡# ❞✐✛)(❡♥+❡# ♠)+❤♦❞❡#

❞✬♦♣+✐♠✐#❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ ❧♦❣✐#+✐3✉❡✳

✶✽



❈❤❛♣✐%&❡ ✷

❚&❛♥+♣♦&% ❞✉ ❝❛&❜✉&❛♥%

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

▲❡ "#❛♥&♣♦#" ❞❡ ❝❛#❜✉#❛♥" ❝♦♥&✐❞.#. ❝♦♠♠❡ ❞✉ "#❛♥&♣♦#"

❞❡ ♠❛"✐0#❡& ❞❛♥❣❡#❡✉&❡&✱ 3✉✐ #❡❣#♦✉♣❡ ❛✉&&✐ ❜✐❡♥ ❧❡ "#❛♥&♣♦#" ♣❛#

#♦✉"❡✱ ✈♦✐❡ ❢❡##.❡✱ ❛✈✐♦♥✱ ✈♦✐❡ ✢✉✈✐❛❧❡ ❡" ♠❛#✐"✐♠❡ 3✉❡ ♣❛# ❝❛♥❛❧✐✲

&❛"✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❝❤❛3✉❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ "#❛♥&♣♦#" ❡&" "#0& ❞✐✛.#❡♥" ❞❡&

❛✉"#❡&✱ ✐❧ ❡①✐&"❡ ✉♥❡ #0❣❧❡♠❡♥"❛"✐♦♥ ♣#♦♣#❡ ? ❝❤❛❝✉♥ ✭❆❉❘✱ ❘■❉✱

■▼❉●✱ ❆❉◆❘ ❡" ❉●❘ ♦✉ ■❆❚❆✮✳ ❈✬❡&" ♣♦✉#3✉♦✐ ❧❛ ❧.❣✐&❧❛"✐♦♥

❡①✐&"❛♥"❡ ❞❛♥& ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡&" "#0& ❛❜♦♥❞❛♥"❡✳

▲❛ ❞✐&"#✐❜✉"✐♦♥ ❞❡& ♣#♦❞✉✐"& ♣."#♦❧✐❡#&✱ ❡&" ✉♥❡ ❛❝"✐✈✐". ❧♦✲

❣✐&"✐3✉❡ 3✉✐ ❡&" ❝♦♥&"✐"✉❡ ❞❡ ♣❧✉&✐❡✉#& ♠❛✐❧❧♦♥✱ ✭❞.♣K"✱ ❡♥"#❡♣K"✱

❝❡♥"#❡ ❞❡ ♣#♦❞✉❝"✐♦♥✱ ♠♦②❡♥ ❞❡ "#❛♥&♣♦#"✮ 3✉✐ &♦♥" ❧✐.❡& ❡♥"#❡

❡✉① ♣❛# ❞❡& .❝❤❛♥❣❡& ❞❡ ♣#♦❞✉✐"& ❞❡♣✉✐& ❧✬❡①"#❛❝"✐♦♥ ❞✉ ♣."#♦❧❡✱

❡" &♦♥" .✈❛❝✉❛"✐♦♥ ❞❡& ❝❤❛♠♣&✱ &✉✐✈✐ ❞❡ &♦♥ "#❛✐"❡♠❡♥" ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡& #❛✣♥❡#✐❡&✱ ❥✉&3✉✬? ❧❛ ❞✐&♣♦&✐"✐♦♥ ❞❡& ❝♦♥&♦♠♠❛"❡✉#&✳

❉❛♥& ❝❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ♥♦✉& ❞.❝#✐✈♦♥& ✿

❉✬✉♥❡ ♣❛#"✱ ❧❡ #.&❡❛✉ ❞❡ ❞✐&"#✐❜✉"✐♦♥& ❡♥ ♣#♦❞✉✐"& ♣."#♦❧✐❡#&✱

❞❡ ❧✬❡①♣❧♦#❛"✐♦♥ ❞❡ ♣."#♦❧❡ ❜#✉"❡ ❥✉&3✉✬? ❧❛ ❧✐✈#❛✐&♦♥✳

❉✬❛✉"#❡ ♣❛#"✱ ❧❡ ♣#♦❜❧0♠❡ ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡ 3✉✐ ❡&" "#❛✐". ❞❛♥& ❝❡

♠.♠♦✐#❡✱ ❡" ♣❧✉& ♣#.❝✐&.♠❡♥" ♥♦✉& ♣#♦♣♦&♦♥& ✉♥❡ ♠♦❞.❧✐&❛"✐♦♥

❞✉ ♣#♦❜❧0♠❡ &♦✉& ❢♦#♠❡ ❞❡ ♣#♦❣#❛♠♠❡ ♠❛"❤.♠❛"✐3✉❡ ❧✐♥.❛✐#❡✳

✶✾



•
•

•





•

•





✷✳✷ "#♦❜❧'♠❛*✐,✉❡

▲❡ ❝♦$% ✐♥❞✉✐% ♣❛, ❧❡ %,❛♥.♣♦,% ❡% ❧❛ ❞✐.%,✐❜✉%✐♦♥ ❣,❡✛❡

❧♦✉,❞❡♠❡♥% ❧❡ ♣,✐① ❞❡ ,❡✈✐❡♥% ❞❡. ❝❛,❜✉,❛♥%. ❞❛♥. ❧❛ 5✉❛.✐ %♦%❛✲

❧✐%7 ❞❡. ♣❛②.✱ ❞✬❛✉%❛♥% ♣❧✉. 5✉❡ ❝❡. ♣,♦❞✉✐%.✱ ; ❢♦,%❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱

.♦♥% ; ❞❡. ♣,✐① ❛❞♠✐♥✐.%,7. ✭♣,✐① ✜①❡. .✉, %♦✉% ❧❡ %❡,,✐%♦✐,❡✮✳ ▲❡.

❡♥%,❡♣,✐.❡. ❝❤❛,❣7❡. ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❡,❝✐❛❧✐.❛%✐♦♥ ❡% ❞❡ ❧❛ ❞✐.%,✐❜✉%✐♦♥

❞❡ ❝❡. ♣,♦❞✉✐%. .❡ %,♦✉✈❡♥% .♦✉✈❡♥% ❛♣♣❡❧7❡. ; .✉♣♣♦,%❡, ❧✬✐♠✲

♣❛❝% 7❝♦♥♦♠✐5✉❡ ❞❡. .✉,❝♦$%. ✐♥❞✉✐%.✱ ♣♦✉, ❝❡❧❛ ❧❡. ❡♥%,❡♣,✐.❡.

❝❤❡,❝❤❡♥% ; ♦♣%✐♠✐.❡, ♣❧✉.✐❡✉,. ❝,✐%B,❡. ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ❧✐✈,❛✐.♦♥ ❞✉

❝❛,❜✉,❛♥% ✿

• ▼✐♥✐♠✐$❡& ❧❛ ❞✐$*❛♥❝❡ ♣❛&❝♦✉&✉$ ♣❛& ❧❛ ✢♦**❡ ❞❡ *&❛♥$♣♦&*✳
• ▼❛①✐♠✐$❡& ❧❛ 2✉❛♥*✐*3 ❧✐✈&3❡✳
• ▼✐♥✐♠✐$❡& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❛♠✐♦♥$ *✐❡&$ ❛✉ ❝❛$ ❞✬✉♥❡ ❧✐✈&❛✐$♦♥ ❡♥
❞&♦✐*✉&❡✳

• ▼✐♥✐♠✐$❡& ❧❡ *❡♠♣$ ❞❡ ❧❛ ♣&3♣❛&❛*✐♦♥ ❡* ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛*✐♦♥✳

✷✳✸ "#'0❡♥*❛*✐♦♥ ❞✉ ♣#♦❜❧4♠❡

❉❛♥. ❝❡ ♠7♠♦✐,❡ ♥♦✉. 7%✉❞✐♦♥. ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% ❧❛ ♣❤❛.❡ ❞❡

❧✐✈#❛✐%♦♥ ✳ ❈❡%%❡ 7%✉❞❡ ♣,❛%✐5✉❡ ❝♦♥.✐.%❡ ; ♦♣%✐♠✐.❡, ❧❛ ❞✐.%,✐❜✉✲

%✐♦♥. ❞❡. ♣,♦❞✉✐%. ♣7%,♦❧✐❡,. .✉, ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ❝❧✐❡♥%. ✭.%❛%✐♦♥.✮

; ♣❛,%✐, ❞❡✉① ❞7♣F%.✳

✷✳✸✳✶ ❍②♣♦(❤*+❡+

• ❖♥ ✉%✐❧✐.❡ ✉♥❡ ❧✐✈,❛✐.♦♥ ❞✐,❡❝%❡✳
• ▲❡. ❝❛♠✐♦♥. ❞♦✐✈❡♥% ❧✐✈,❡, ❧❡. ❝❛,❜✉,❛♥%. ❡% ,❡✈❡♥✐, ; ❧✬❡♥✲
%,❡♣F%✳

✷✹



•

hi=1,..,5 ∈ {1, 3, 5, 8, 10}
•
•

•

•

•



• ❈❤❛#✉❡ ❝♦♠♣❛*+✐♠❡♥+ ♥❡ ❝♦♠♣*❡♥❞ #✉✬✉♥ 0❡✉❧ ♣*♦❞✉✐+ #✉✐
❡0+ ❞❡0+✐♥2 ♣♦✉* ✉♥ 0❡✉❧ ❝❧✐❡♥+✱ ❡+ #✉✐ ♥❡ ♣❡✉+ 4+*❡ ❞✐✈✐02

♣♦✉* ❞❡✉① ❝❧✐❡♥+0✳

• ❯♥ ❝❛♠✐♦♥ ♣❡✉+ +*❛♥0♣♦*+❡* ♣❧✉0✐❡✉*0 ♣*♦❞✉✐+0 9 ❧❛ ❢♦✐0✳
• ;❧✉0✐❡✉*0 ❝♦♠♠❛♥❞❡0 ♣❡✉✈❡♥+ 4+*❡ 0❛+✐0❢❛✐+❡0 ♣♦✉* ✉♥ ♠4♠❡
❝❧✐❡♥+✳

• ❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ❞♦✐+ ♣❛0 ❞2♣❛00❡* ❧❛ ❝❛♣❛❝✐+2 ❞✬✉♥ ❝❛✲
♠✐♦♥✳

• ❯♥ ❝♦♠♣❛*+✐♠❡♥+✱ ✐❧ ❡0+ ♣❧❡✐♥ ♦✉ ✈✐❞❡✳

✷✳✸✳✸ ❖❜❥❡❝(✐❢

✶✳ ▲❡ ❝♦?+ ❡0+ ❧✬✉♥❡ ❞❡0 ❝❛*❛❝+2*✐0+✐#✉❡0 ❞❡ ❧✬2✈♦❧✉+✐♦♥ 2❝♦♥♦✲

♠✐#✉❡ ❞❛♥0 ❧❡0 ♣❛②0 ✐♥❞✉0+*✐❡❧0 ❡+ ❧✬❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡0 ❢*❛✐0

❞❡ ❞✐0+*✐❜✉+✐♦♥ ❞❡0 ❜✐❡♥0 ❡+ 0❡*✈✐❝❡0 ❡+ ❧❡ ❝❤✐✛*❡ +*D0 2❧❡✈2

#✉✬✐❧0 ❛❧❧D❣❡♥+✳ ▲❡ ♣*✐① ♦✉ ❝♦?+ ❞❡ ❧❛ ❞✐0+*✐❜✉+✐♦♥ ❡0+ ❞♦♥❝

✉♥ ❢❛❝+❡✉* ✐♠♣♦*+❛♥+ ❞✉ ❝♦?+ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✱ ❞❡ ❧❛ *❡♥+❛❜✐❧✐+2

❞❡0 ❡♥+*❡♣*✐0❡0 ❡+ ❞❡ ❧✬2❝♦♥♦♠✐❡ ♥❛+✐♦♥❛❧ ❡♥ ❣2♥2*❛❧✱ ♣♦✉*

❝❡❧❛ ♥♦✉0 ❝❤❡*❝❤♦♥0 9 ♠✐♥✐♠✐0❡* ❧❛ ❞✐0+❛♥❝❡ +♦+❛❧❡ ♣❛*❝♦✉✲

*✉❡0 ♣❛* ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❝❛♠✐♦♥0✱ ❝❡ #✉❡ ♠✐♥✐♠✐0❡ ❧❡ ❝♦?+ ❞❡

+*❛♥0♣♦*+✳

✷✳ ❙❛+✐0❢❛✐*❡ ❧❡ ♣❧✉0 ♣♦00✐❜❧❡ ❧❡0 ❞❡♠❛♥❞❡0 ❞❡0 ❝❧✐❡♥+0 ♣♦✉*

♠❛①✐♠✐0❡* ❧❛ #✉❛♥+✐+2 ❧✐✈*2❡ ❡+ ❛✉00✐ ♣♦✉* ✈❛❧♦*✐0❡* ❧❛ #✉❛❧✐+2

❞❡ 0❡*✈✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥+*❡♣*✐0❡✳

✷✻



✷✳✹ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥

❯♥ ♣#♦❜❧'♠❡ *✉❡❧❝♦♥*✉❡✱ ♣❡✉. /.#❡ ♠♦❞1❧✐31 ❞✬✉♥❡ ❢❛7♦♥

♠❛.❤1♠❛.✐*✉❡ ❡. .❡❧ *✉✬✐❧ ❡①✐3.❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ .#❛✐.❡#✱ ❧♦#3 ❞❡ ❧✬1.✉❞❡

❞✬✉♥❡ 3✐.✉❛.✐♦♥ #1❡❧✱ ❛✉.#❡♠❡♥. ❞✐.✱ ❧❛ ♠♦❞1❧✐3❛.✐♦♥✱ ❡3. ✉♥ ♣#♦✲

❜❧'♠❡ ❞✬♦✉.✐❧3 ♠❛.❤1♠❛.✐*✉❡✱ ♣❡#♠❡..❛♥. ❞❡ 3②♥.❤1.✐3❡#✱ ❞✬✐♥.❡#✲

♣#1.❡# ❡. ❞❡ 3.#✉❝.✉#❡# ❧❡3 ❞♦♥♥1❡3 ❞✬✉♥ ♣❤1♥♦♠'♥❡ #1❡❧✱ .♦✉. ❡♥

.❡♥❛♥. ❝♦♠♣.❡ ❞❡3 ♦❜❥❡.3 ♣#13❡♥.1 ❞❛♥3 ❧❛ #1❛❧✐.1✱ ❛✐♥3✐ ❧❡3 #❡❧❛✲

.✐♦♥3 ❡. ❧❡3 ♣#♦❝❡33✉3 ❡♥.#❡ ❝❡3 ♦❜❥❡.3✳

▼♦❞1❧✐3❡ ✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ♣#❛.✐*✉❡✱ ❝♦♥3✐3.❡ @ ❛✈♦✐# ❞❡3 ✈❛#✐❛❜❧❡3 ❞❡

❞1❝✐3✐♦♥3 ❞✉ ♣#♦❜❧'♠❡✱ ❡. ❞1.❡#♠✐♥❡# ✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ♦❜❥❡❝.✐❢ @ ♦♣✲

.✐♠✐3❡ ✭♠❛① ♦✉ ♠✐♥✮ 3♦✉♠✐3❡ @ ❞❡3 ❝♦♥.#❛✐♥.❡3✳

• ❉♦♥♥#❡% ✿

✲ N ✿ ▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥.3✳

✲ K ✿ ▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❝❛♠✐♦♥3✳

✲ Qpi ✿ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥. i ❡♥ ♣#♦❞✉✐. p✳

✲ Qck ✿ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐.1 ❞✉ ❝♦♠♣❛#.✐♠❡♥. c ❞❡ ❝❛♠✐♦♥ k✳

✲ Dij ✿ ▲❛ ❞✐3.❛♥❝❡ ❡♥.#❡ ❧❡ ❧✐❡✉ i ❡. ❧❡ ❧✐❡✉ j✳

✲ O ✿ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡♥.#❡♣F.✳

✲ D1 ✭#❡3♣✳ D2✮ ✿ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞1♣F. ✶ ✭#❡3♣✳ ✷✮✳

• ❱❛)✐❛❜❧❡% ✿

qkpi ✿ ▲❛ *✉❛♥.✐.1 ❧✐✈#1❡ ❞❡ ♣#♦❞✉✐. p ❛✉ ❝❧✐❡♥. i ♣❛# ❧❡ ❝❛♠✐♦♥

k✳

Xk
ij❂

{

1 3✐ ❧❡ ❝❛♠✐♦♥ k ✈✐3✐.❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥. j ❥✉3.❡ ❛♣#'3 i.

0 3✐ ♥♦♥.

✷✼



Zk
ip❂

{

1 !✐ ❧❡ ❝❛♠✐♦♥ k ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥+ i ❧❡ ♣-♦❞✉✐+ p.

0 !✐ ♥♦♥.

yki❂

{

1 !✐ ❧❡ ❝❛♠✐♦♥ k ✈✐!✐+❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥+ i.

0 !✐ ♥♦♥.

T k
i ❂

{

1 !✐ ❧❡ ❝❛♠✐♦♥ k ✈✐!✐+❡ ❧❡ ❝❡♥+-❡ i

0 !✐ ♥♦♥

vkip❂

{

1 !✐ ❧❡ ♣-♦❞✉✐+ p ❡!+ ❛❧❧♦✉0 ❛✉ ❝❛♠✐♦♥ k ♣♦✉- ❧❡ ❝❧✐❡♥+ i.

0 !✐ ♥♦♥.

Qk
cp❂

{

1 !✐ ❧❡ ❝♦♠♣❛-+✐♠❡♥+ c ❞❡ ❝❛♠✐♦♥ k ❡!+ -❡♠♣❧✐ ❡♥ ♣-♦❞✉✐+ p.

0 !✬✐❧ ❡!+ ✈✐❞❡ .

• ❈♦♥#$❛✐♥#❡( ✿

➪ ♣❛-+✐- ❞❡ ❧❛ ❞0✜♥✐+✐♦♥ ❞❡! ✈❛-✐❛❜❧❡! ❡+ ❧❡! ♥♦+❛+✐♦♥! ❝❤♦✐!✐❡!

❛✉✲❞❡!!✉!✱ ❧❡! ❞✐✛0-❡♥+❡! ❝♦♥+-❛✐♥+❡! ❞✉ ♣-♦❜❧9♠❡ ♣❡✉✈❡♥+ :+-❡

0❝-✐+❡! ❝♦♠♠❡ !✉✐+ ✿

∑

j∈J

T k
j ≤ T k

0
∀k = 1, ..., K, J = {D1, D2} ✭✷✳✶✮

N
∑

i=1

yki ≤ N ×
∑

j∈J

T k
j ∀k = 1, ..., K, J = {D1, D2} ✭✷✳✷✮

∑

i∈I

Xk
ij = ykj ∀k = 1, ..., K, I = {D1, D2, 1, ..., N} , j = 1, ..., N ✭✷✳✸✮

N
∑

j=1

Xk
ij =

N
∑

j=1

ykj ∀k = 1, ..., K, ∀i = 1, ..., N. ✭✷✳✹✮

∑

j∈J

Xk
j0 = 1 ∀k = 1, ..., K, J = {D1, D2, 1, ..., N} . ✭✷✳✺✮

✷✽



K
∑

k=1

yki ≤ 1 ∀i = 1, ..., N. ✭✷✳✻✮

Zk
ip = vkip ∀k = 1, ..., K, ∀i = 1, ..., N, ∀p = 1, ..., 4. ✭✷✳✼✮

yki ≤
4

∑

p=1

Zk
ip ≤ 4× yki ∀k = 1, ..., K, ∀i = 1, ..., N. ✭✷✳✽✮

Zk
ip × qkpi ≤ Qpi ∀k = 1, ..., K, ∀i = 1, ..., N, ∀p = 1, ..., 4. ✭✷✳✾✮

qkpi =
5

∑

c=1

Qk
pc ×Qk

c × Zk
ip ∀k = 1, ..., K, ∀i = 1, ..., N. ✭✷✳✶✵✮

4
∑

p=1

Qk
pc = 1 ∀k = 1, ..., K, ∀c = 1, ..., 5. ✭✷✳✶✶✮

∑

i,j∈S

Xk
ij ≤ |S| − 1 ∀k = 1, ..., K, 2 ≤ |S| ≤ N − 2. ✭✷✳✶✷✮

▲❡" ❝♦♥&'❛✐♥&❡" (2.1) ❡& (2.2) ❣❛'❛♥&✐""❡♥& +✉❡ ❝❤❛+✉❡ &♦✉'✲

♥/❡ ♣❛""❡ ♣❛' ❧✬❡♥&'❡♣3& ♣✉✐" ❧✬✉♥ ❞❡" ❞❡✉① ❞/♣3&"✳ ▲❡" ❝♦♥&'❛✐♥&❡"

(2.3) ❡& (2.4) ❛""✉'❡♥& +✉❡ ❧❡" ❝❛♠✐♦♥" ❡♥&'❡♥& ❡& "♦'&❡♥& ✉♥❡ "❡✉❧❡

❢♦✐" ❛✉ ♣❧✉" 9 ❝❤❛+✉❡ ❝❧✐❡♥&✳ ▲❛ ❝♦♥&'❛✐♥&❡ (2.5) ❡①✐❣❡ ❛✉① ❝❛♠✐♦♥"

❞❡ '❡✈❡♥✐' 9 ❧✬❡♥&'❡♣3&✳ ❈❤❛+✉❡ ❝❧✐❡♥& ❞♦✐& <&'❡ ✈✐"✐&/ ✉♥❡ "❡✉❧❡

❢♦✐" ❛✉ ♣❧✉"✱❝❡ +✉✐ ❡"& ❛""✉'/ ♣❛' ❧❛ ❝♦♥&'❛✐♥&❡ (2.6)✳ ▲❛ ❝♦♥&'❛✐♥&❡

(2.7) "✐❣♥✐✜❡ +✉✬✉♥ ♣'♦❞✉✐& ❡"& ❧✐✈'/ ♣❛' ✉♥ ❝❛♠✐♦♥ ♣♦✉' ✉♥ ❝❡'✲

&❛✐♥ ❝❧✐❡♥&✱ "✬✐❧ ❡"& ❞/❥9 ❛❧❧♦✉/ ❞❛♥" ❧❡ ♠<♠❡ ❝❛♠✐♦♥ ❡& ♣♦✉' ❧❡

♠<♠❡ ❝❧✐❡♥&✳ ❙✐ ✉♥ ❝❧✐❡♥& ❡"& ✈✐"✐&/✱❛❧♦'" ❛✉ ♠♦✐♥" ✉♥ ♣'♦❞✉✐& ❧✉✐

"❡'❛ ❧✐✈'/✱❝❡ +✉✐ ❡"& ❛""✉'/ ♣❛' ❧❛ ❝♦♥&'❛✐♥&❡ (2.8)✳ ▲❛ ❝♦♥&'❛✐♥&❡

(2.9) "✐❣♥✐✜❡ +✉❡ ❧❛ +✉❛♥&✐&/ ❧✐✈'/❡ ❞✬✉♥ ♣'♦❞✉✐& ♥❡ ❞♦✐& ♣❛" ❞/✲

♣❛""❡' ❧❛ +✉❛♥&✐&/ ❞❡♠❛♥❞/❡✳ ▲❛ ❝♦♥&'❛✐♥&❡ (2.10) "✐❣♥✐✜❡ +✉❡

❧❛ +✉❛♥&✐&/ ❧✐✈'/❡ ❞✬✉♥ ♣'♦❞✉✐& ♣♦✉' ✉♥ ❝❡'&❛✐♥ ❝❧✐❡♥& ❡"& ✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐"♦♥ ❞❡" ❝♦♠♣❛'&✐♠❡♥&"✳ ❯♥ ❝♦♠♣❛'&✐♠❡♥& "✬✐❧ ❡"& ✉&✐❧✐"/

❛❧♦'" ♥❡ ♣❡✉& ❝♦♥&❡♥✐' +✉✬✉♥ "❡✉❧ ♣'♦❞✉✐&✱ ❝❡ +✉✐ ❡"& ❛""✉'/ ♣❛' ❧❛

❝♦♥&'❛✐♥&❡ (2.11)✳ ❊♥ ✜♥✱ ♦♥ '❡&'♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥&'❛✐♥&❡ ❞✬/❧✐♠✐♥❛&✐♦♥

❞❡" "♦✉"✲&♦✉'" ❡♥ (2.12)✳

✷✾



• ❖❜❥❡❝%✐❢ ✿

Min Z =
K
∑

k=1

∑

i∈I

∑

j∈J

DijX
k
ij, I = J = {O,D1, D2, 1, .., N} ✭✷✳✶✸✮

Min W =
K
∑

k=1

N
∑

i=1

4
∑

p=1

[(

Qpi − qkpi
)

× Zk
ip

]

✭✷✳✶✹✮

▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ (2.14) ♣❡*♠❡& ❞❡ ♠✐♥✐♠✐-❡* ❧❛ ❞✐-&❛♥❝❡ ♣❛*✲

❝♦✉*✉- ♣❛* ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ❝❛♠✐♦♥-✳ ▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ (2.15) ♣❡*♠❡& ❞❡

♠❛①✐♠✐-❡* ❧❛ 5✉❛♥&✐&6 ❧✐✈*6❡✳

✷✳✺ ➱✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞.❧❡ ♠❛(❤1♠❛(✐2✉❡

▲❛ &❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣*♦❜❧8♠❡ ❡-& ❝♦♥♥✉❡ ♣❛* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜*❡

❞❡ ❝♦♥&*❛✐♥&❡ ❛✐♥-✐ 5✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡-✳ ❈♦♥♥❛✐&*❡ ❧❛ &❛✐❧❧❡

❞✉ ♣*♦❜❧8♠❡ ♣❡✉& ♥♦✉- ♦*✐❡♥&❡* ✈❡*- ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐&6 ❞✉ ♠♦❞8❧❡

♠❛&❤6♠❛&✐5✉❡ ❡& ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠6&❤♦❞❡ ❞❡ *6-♦❧✉&✐♦♥✭-♦✐&

❡①❛❝&❡ ♦✉ ❛♣♣*♦❝❤6❡✮✳

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉6✐♦♥

◆♦✉- ❛✈♦♥- ♣*6-❡♥&6 ❞❛♥- ❝❡ ❝❤❛♣✐&*❡ ❧❛ ❝❤❛>♥❡ ❧♦❣✐-&✐5✉❡

❞✉ &*❛♥-♣♦*& ❡♥ ♣*♦❞✉✐&- ♣6&*♦❧✐❡*-✳ ◆♦✉- ❛✈♦♥- ❞6✜♥✐ ❡& ♠♦❞6❧✐-6

❧❡ ♣*♦❜❧8♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐✈*❛✐-♦♥ ❞❡- ♣*♦❞✉✐&- ♣6&*♦❧✐❡*-✱ ❡& ❞❛♥- ❝❡ 5✉✐

-✉✐& ♥♦✉- ❞✐-❝✉&❡*♦♥- ❧❛ *6-♦❧✉&✐♦♥ ❞✉ ♣*♦❜❧8♠❡✳

✸✵



❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ &-.♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❜❧3♠❡

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

▲❡" ♠$%❤♦❞❡" ❞❡ )$"♦❧✉%✐♦♥" ❞✬✉♥ ♠♦❞/❧❡" ♠❛%❤$♠❛%✐1✉❡"

"♦♥% ♥♦♠❜)❡✉"❡"✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♠$%❤♦❞❡ ♣❛)♠✐ ❞✬❛✉%)❡ ❡"% )❡❧❛%✐❢

"❡❧♦♥ ❧❛ "%)✉❝%✉)❡ ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ♠❛%❤$♠❛%✐1✉❡ ❡% ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛✉1✉❡❧

✐❧ ❛♣♣❛)%✐❡♥%✳

❉❡ ♥♦♠❜)❡✉"❡" ♠$%❤♦❞❡" "❡ "♦♥% ❛%%❛1✉$❡" : ❝❡ ♣)♦❜❧/♠❡ ♠❛✐"

❧❡✉)" ❛❞❛♣%❛%✐♦♥" ♦♥% ❝♦♥♥✉ ♣❧✉" ❛✉ ♠♦✐♥" ❞❡ "✉❝❝/" ❧❛ ❞✐✣❝✉❧%$

)$"✐❞❡ ❞❛♥" ❧❛ )$"♦❧✉%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡" ♠$%❤♦❞❡" ❡①❛❝%❡" %❡❧❧❡" 1✉❡ ✿

❧❡ "✐♠♣❧❡①❡✱ ❧❛ ♠$%❤♦❞❡ ❞❡" ❞❡✉① ♣❤❛"❡"✱ ❝❛) ❡❧❧❡" ♥$❝❡""✐%❡♥% ✉♥

%❡♠♣" ♠❛❝❤✐♥❡ ❡% ✉♥ ❡"♣❛❝❡ ♠$♠♦✐)❡ %)/" ✐♠♣♦)%❛♥%✳❆✐♥"✐✱ "✬✐♠✲

♣♦"❡ ❧❡ )❡❝♦✉)" ❧✬✉%✐❧✐"❛%✐♦♥ ❞❡" ♠$%❤♦❞❡" ❤❡✉)✐"%✐1✉❡" 1✉✐ "♦♥%

❞❡" ❛♣♣)♦❝❤❡" "✐♠♣❧❡"✱ )❛♣✐❞❡ ❡% 1✉✐ ❞♦♥♥❡♥% ❞❡" ❜♦♥" )$"✉❧%❛%"✳

❉❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐%)❡ ♥♦✉" ❡""❛②♦♥" ❞❡ ♣)$"❡♥%❡) ❧❡" ❛❧❣♦)✐%❤♠❡"

❣$♥$%✐1✉❡"✱ ❡♥ ♣❛)%✐❝✉❧✐❡) ❧❡✉) ♣)✐♥❝✐♣❡✱ ❧❡" ❞✐✛$)❡♥%❡" $%❛♣❡" "✉✐✲

✈✐❡" : ❧❛ ❝♦♥"%)✉❝%✐♦♥ ❞❡" "♦❧✉%✐♦♥"✱ ❡% ❧❡" ❝)✐%/)❡" ❛♣♣)♦✉✈$" ♣♦✉)

%)♦✉✈❡) ♦✉ ❣$♥$)❡) ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ "♦❧✉%✐♦♥✱ ❡♥"✉✐%❡ ♥♦✉" ♣)$"❡♥%♦♥"

❧✬❛❞❛♣%❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡%%❡ ♠$%❤♦❞❡ ❛♣♣)♦❝❤$❡ "✉) ♥♦%)❡ ♣)♦❜❧/♠❡✳

✸✶



▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠+,❤♦❞❡ ❛ +,+ ♦-✐❡♥,+ ✈❡-0 ✉♥❡ ♠+,❤♦❞❡

❛♣♣-♦❝❤+❡✱ ❝❡,,❡ ❞+❝✐0✐♦♥ ❛ +,+ ♣-✐0❡ 4 ❝❛✉0❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦-,❛♥❝❡ ❞❡

❧❛ ,❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥0,❛♥❝❡ 4 -+0♦✉❞-❡✱ 6✉✐ ♣-♦0❝-✐, ❧❛ ,❡♥,❛,✐✈❡ ❞❡ ❧❡

-+0♦✉❞-❡ ♣❛- ❞❡0 ♠+,❤♦❞❡0 ❡①❛❝,❡0✱ ❝❛- ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐, ♣❛0 ✉♥ ❛❧❣♦✲

-✐,❤♠❡ ♣♦✉✈❛♥, ❧❡ -+0♦✉❞-❡ ❡♥ ✉♥ ,❡♠♣0 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ;♦✉- ♥♦,-❡

❛♣♣-♦❝❤❡ ❞❡ -+0♦❧✉,✐♦♥✱ ♥♦✉0 ✉,✐❧✐0❡-♦♥0 ✉♥ ❛❧❣♦-✐,❤♠❡ ❣+♥+,✐6✉❡

❞✉ ❢❛✐, 6✉❡ ♣-❡06✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛-, ❞❡0 ❛♣♣-♦❝❤❡0 -+❝❡♠♠❡♥, ♣✉❜❧✐+❡0

0♦♥, ♦-✐❡♥,+❡0 ✈❡-0 ❝❡ ,②♣❡ ❞✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡0✱ ❡, ❧❡0 ♠❡✐❧❧❡✉-0 -+0✉❧,❛,0

❝♦♥❝❡-♥❛♥, ❝❡ ♣-♦❜❧>♠❡ 0♦♥, ♦❜,❡♥✉0 4 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡0 ❛❧❣♦-✐,❤♠❡0✳

❖♥ ✈❛ ✉,✐❧✐0❡- ✉♥❡ ♠+,❛✲❤❡✉-✐0,✐6✉❡ ❞✬❛♠+❧✐♦-❛,✐♦♥ 0✉❝❝❡00✐❢0 ❛✉

0❡✐♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡ ❣+♥+,✐6✉❡ ❡♥ ,❛♥, 6✉❡ ❧✬♦♣+-❛,✐♦♥ ❞❡ ❝-♦✐0❡✲

♠❡♥, ❡, ❞❡ ♠✉,❛,✐♦♥✳ ▲❡0 ❛❧❣♦-✐,❤♠❡0 ❣+♥+,✐6✉❡0 0♦♥, 0❛♥0 ❞♦✉,❡

❧❡0 ♠+,❤♦❞❡0 ❧❡0 ♣❧✉0 ♣✉✐00❛♥,❡0✳

✸✳✶ ▲❡% ❆❧❣♦*✐,❤♠❡% ●0♥0,✐2✉❡%

❬✶❪ ▲✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡ ❣+♥+,✐6✉❡ ❛ +,+ ❞+✈❡❧♦♣♣+ ✐♥✐,✐❛❧❡♠❡♥,

♣❛- ❏♦❤♥ ❍♦❧❧❛♥❞ ✭✶✾✼✺✮ ❡, 0❡0 +,✉❞✐❛♥,0 4 ❧✬✉♥✐✈❡-0✐,+ ❞✉ ▼✐❝❤✐✲

❣❛♥✳ ▲❡✉-0 -❡❝❤❡-❝❤❡0 ❛✈❛✐❡♥, ♣♦✉- ❜✉, ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐- ❞❡0 0②0,>♠❡0

❛-,✐✜❝✐❡❧0 ♣♦00+❞❛♥, ❝❡-,❛✐♥❡0 ♣-♦♣-✐+,+0 ❞❡0 0②0,>♠❡0 ♥❛,✉-❡❧0✳

▲❛ ❣+♥+,✐6✉❡ ❛ +,+ ,->0 ♣♦♣✉❧❛✐-❡ ❛✉ ❝♦✉-0 ❞❡0 ❞❡-♥✐>-❡0 ❛♥♥+❡0

♣♦✉- ❧❡0 ♣-♦❜❧>♠❡0 ❞❡ ,♦✉-♥+❡0✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❤✉✐, ❛-,✐❝❧❡0 0❡ 0❡-✈❡♥,

❞❡ ❝❡,,❡ ❛♣♣-♦❝❤❡✳ ▲❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡ ❣+♥+,✐6✉❡ ❡0, ,->0

❝♦♥♥✉✱ ✐❧ ❧✐♠✐,❡ ❧❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬+✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡0 ❡0♣>❝❡0✳ ❯♥❡ ♣♦✲

♣✉❧❛,✐♦♥ 0♦❧✉,✐♦♥0 ❡0, ♠❛✐♥,❡♥✉❡ ❡, ✉♥ ♣-♦❝+❞+ ❞❡ -❡♣-♦❞✉❝,✐♦♥

♣❡-♠❡, ❛✉① 0♦❧✉,✐♦♥0 ♣❛-❡♥,0 ❞✬O,-❡ 0+❧❡❝,✐♦♥♥+❡0 ♣❛-♠✐ ❧❛ ♣♦♣✉✲

❧❛,✐♦♥✳ ❈❡,,❡ 0+❧❡❝,✐♦♥ ❡0, 0♦✉✈❡♥, ❡♥ -❡❧❛,✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ 6✉❛❧✐,+ ❞❡

❧❛ 0♦❧✉,✐♦♥ ♦❜,❡♥✉❡ ♣❛- ❝❡0 ♣❛-❡♥,0✳ ❖♥ ❡✛❡❝,✉❡ ❛❧♦-0 ✉♥ ❝-♦✐0❡✲

♠❡♥, ❡♥,-❡ ❧❡0 ♣❛-❡♥,0 ❛✜♥ ❞❡ ♣-♦❞✉✐-❡ ✉♥❡ ❞❡0❝❡♥❞❛♥❝❡✳▲❡0 0♦✲

❧✉,✐♦♥0 ❡♥❢❛♥,0 ♣-+0❡♥,❡♥, ❛✐♥0✐ ❞❡0 ❝❛-❛❝,+-✐0,✐6✉❡0 ❞❡0 ♣❛-❡♥,0✳

▲❡0 ♠❡✐❧❧❡✉-❡0 0♦❧✉,✐♦♥0 ❡♥❢❛♥,0 ♦♥, ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉-❡0 ❝❤❛♥❝❡0 ❞❡ 0✉-✲

✈✐❡ ♣✉✐06✉✬♦♥ +❧✐♠✐♥❡ ❧❡0 ✐♥❞✐✈✐❞✉0 ❛②❛♥, ✉♥❡ ♠♦✐♥0 ❜♦♥♥❡ ✈❛❧❡✉-✳
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➪ ❧✬♦❝❝❛&✐♦♥✱ ✉♥❡ ♠✉-❛-✐♦♥ ❡&- ❛♣♣❧✐/✉0❡ ❛✜♥ ❞✬❛❥♦✉-❡4 ❞❡& ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡& ♣4♦♣4✐0-0& ❡- ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡4&✐-0 ❞❛♥& ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& &♦❧✉-✐♦♥&

❣0♥040❡&✳ ❈❡--❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥-4❡ ❧✬0✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡& ❡&♣;❝❡& ❡- ❧✬❛❧❣♦✲

4✐-❤♠❡ ❣0♥0-✐/✉❡ /✉✐ = ❧✬♦4✐❣✐♥❡ ❞✬✉-✐❧✐&❛✐- ✉♥ ✈❡❝-❡✉4 ❜✐♥❛✐4❡ ♣♦✉4

❡♥❝♦❞❡4 ❧❡& &♦❧✉-✐♦♥&✳

✸✳✶✳✶ ▲❡% ❝♦♠♣♦%❛♥,❡% ❞✬✉♥ ❛❧❣♦2✐,❤♠❡ ❣5♥5,✐6✉❡

❯♥ ❛❧❣♦4✐-❤♠❡ ❣0♥0-✐/✉❡ ❡&- ❞0✜♥✐ ♣❛4 ✿

✶✳ ❈❤"♦♠♦%♦♠❡ ✿ ❯♥ ❝❤4♦♠♦&♦♠❡ ❡&- ❝♦♥&-✐-✉❡4 ❞✬✉♥❡ &0✲

/✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❣;♥❡& /✉✐ ♣❡✉✈❡♥- ♣4❡♥❞4❡ ❞❡& ✈❛❧❡✉4& ❛♣♣❡✲

❧0❡& ❛❧❧;❧❡& /✉✐ &♦♥- ♣4✐&❡ &❡❧♦♥ ❧❡ ♣4♦❜❧;♠❡ 0-✉❞✐❡✳

✷✳ ●(♥❡ ✿ B❧✉& ♣❡-✐-❡ ❡♥-✐-0 ❡①✐&-❛♥-❡ &②♠❜♦❧✐&0❡ ♣❛4 ✉♥ ♥♦♠❜4❡

✭❡♥-✐❡4✱ 40❡❧✱ ❝❛4❛❝-;4❡&✱✳✳✳✮✳

✸✳ ❆❧❧(❧❡ ✿ ▲❛ ✈❛❧❡✉4 ♣♦&&✐❜❧❡ ♣♦✉4 ✉♥ ❣;♥❡✳

✹✳ ❊♥❢❛♥/ ✿ ❯♥ ■♥❞✐✈✐❞✉ ❣0♥040 = ♣❛4-✐4 ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉&✐❡✉4&

♣❛4❡♥-&✳

✺✳ 0♦♣✉❧❛/✐♦♥ ✿ ❯♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤4♦♠♦&♦♠❡ ♦✉ ❞❡ ♣♦✐♥-& ❞❡

❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡ 4❡❝❤❡4❝❤❡✳

✻✳ ❊♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥/ ✿ ▲✬❡&♣❛❝❡ ❞❡ 4❡❝❤❡4❝❤❡✳

✼✳ ❋♦♥❝/✐♦♥ ✜/♥❡%% ✿ ▲❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ✜-♥❡&& ❝✬❡&- ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✬0✈❛✲

❧✉❛-✐♦♥ ♣♦&✐-✐✈❡ ❞❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉& /✉❡ ♥♦✉& ❝❤❡4❝❤♦♥& = ♠❛①✐♠✐✲

&❡4 ♦✉ = ♠✐♥✐♠✐&❡4✳

✽✳ ▲❡% ♦♣9"❛/❡✉"% ✿B❡4♠❡--❡♥- ❧❛ ❝♦♥&-4✉❝-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ = ♣❛4-✐4 ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❛♥& ❧❡ ❜✉- ❞✬❡①♣❧♦4❡4

❧✬❛✈❛♥-❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐4♦♥♥❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❛❧❣♦4✐-❤♠❡ ❣0♥0-✐/✉❡✳

✸✳✶✳✷ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡% ❝❤2♦♠♦%♦♠❡%

■❧ ❡&- 0✈✐❞❡♥- /✉❡ ❧✬❛❧❣♦4✐-❤♠❡ ❞0♣❡♥❞4❛ -4;& ❢♦4-❡♠❡♥- ❞✉

-②♣❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝❤♦✐&✐✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ &❡ ❢❛✐- ❣0♥04❛❧❡♠❡♥- &✉4 ✉♥
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•



 !❧❡❝%✐♦♥♥❡) ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ -✉✐ ❢♦)♠❡)♦♥% ❧❡ ❣!♥!)❛%✐♦♥ ❢✉%✉)❡ ✳

✸✳✶✳✺ ❙%❧❡❝)✐♦♥

▲❛  !❧❡❝%✐♦♥ ❝♦♥ ✐ %❡ 4 ❝❤♦✐ ✐) ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣✲

%! ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐) ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❞❡  ♦❧✉%✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉ ♣)♦❝❤❡ ❞❡

❝♦♥✈❡)❣❡) ✈❡) ❧✬♦♣%✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ❈❡% ♦♣!)❛%❡✉) ❡ % ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥

❞✉ ♣)✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❞❛♣%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛  ❤"♦$✐❡ ❞❡ ❉❛$✇✐♥✳

■❧ ❡①✐ %❡ ♣❧✉ ✐❡✉) %❡❝❤♥✐-✉❡ ❞❡  !❧❡❝%✐♦♥✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡ ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡ 

✉%✐❧✐ !❡ ✿

✲ ❙!❧❡❝%✐♦♥ ♣❛+ +❛♥❣ ✿ ❈❡%%❡ %❡❝❤♥✐-✉❡ ❞❡  !❧❡❝%✐♦♥ ❝❤♦✐ ✐% %♦✉✲

❥♦✉) ❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣♦  !❞❛♥% ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉)  ❝♦)❡ ❞✬❛❞❛♣%❛✲

%✐♦♥✳

✲ -+♦❜❛❜✐❧✐%! ❞❡ 0!❧❡❝%✐♦♥ ♣+♦♣♦+%✐♦♥♥❡❧❧❡ 1 ❧✬❛❞❛♣%❛%✐♦♥ ✿❚❡❝❤✲

♥✐-✉❡ ❞❡ ❧❛ )♦✉❧❡%%❡ ♦✉ )♦✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦)%✉♥❡✱ ♣♦✉) ❝❤❛-✉❡ ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉✱ ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐%! ❞✬C%)❡  !❧❡❝%✐♦♥♥! ❡ % ♣)♦♣♦)%✐♦♥♥❡❧❧❡

4  ♦♥ ❛❞❛♣%❛%✐♦♥ ❛✉ ♣)♦❜❧D♠❡✳

✲ ❙!❧❡❝%✐♦♥ ♣❛+ %♦✉+♥♦✐ ✿❈❡%%❡ %❡❝❤♥✐-✉❡ ✉%✐❧✐ ❡ ❧❛  !❧❡❝%✐♦♥ ♣)♦✲

♣♦)%✐♦♥♥❡❧❧❡  ✉) ❞❡ ♣❛✐)❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ✱ ♣✉✐ ❝❤♦✐ ✐% ♣❛)♠✐ ❝❡ 

♣❛✐)❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ -✉✐ ❛ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉)  ❝♦)❡ ❞✬❛❞❛♣%❛%✐♦♥✳

✲ ❙!❧❡❝%✐♦♥ ✉♥✐❢♦+♠❡ ✿▲❛  !❧❡❝%✐♦♥  ❡ ❢❛✐% ❛❧!❛%♦✐)❡♠❡♥%✱ ✉♥✐❢♦)✲

♠!♠❡♥% ❡%  ❛♥ ✐♥%❡)✈❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞✬❛❞❛♣%❛%✐♦♥✳

✸✳✶✳✻ ❈/♦✐0❡♠❡♥)

▲❡ ❝)♦✐ ❡♠❡♥% ❛ ♣♦✉) ❜✉% ❞✬❡♥)✐❝❤✐) ❧❛ ❞✐✈❡) ✐%! ❞❡ ❧❛ ♣♦✲

♣✉❧❛%✐♦♥ ❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥% ❧❛  %)✉❝%✉)❡ ❞❡ ❝❤)♦♠♦ ♦♠❡ ✳ ▲❡ ❝)♦✐ ❡✲

♠❡♥%  ♦♥% ❡♥✈✐ ❛❣!❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣❛)❡♥% -✉✐ ❣!♥D)❡♥% ❞❡✉① ❡♥❢❛♥% ✳

♣♦✉) ❡✛❡❝%✉❡) ❧❡ ❝)♦✐ ❡♠❡♥%  ✉) ❞❡ ❝❤)♦♠♦ ♦♠❡ ❝♦♥ %✐%✉! ❞❡ ▼

❣D♥❡ ✱ ♦♥ %✐)❡ ❛❧!❛%♦✐)❡♠❡♥% ✉♥❡ ♣♦ ✐%✐♦♥ ❞❛♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ♣❛)❡♥% ✱

♦♥ !❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ✉✐%❡ ❧❡ ❞❡✉①  ♦✉ ✲❝❤❛✐♥❡ %❡)♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ 

❞❡✉① ❝❤)♦♠♦ ♦♠❡ ✱ ❝❡ -✉✐ ♣)♦❞✉✐% ❞❡✉① ❡♥❢❛♥% ✳ ❖♥ ♣❡✉% !%❡♥❞)❡

✸✺



Pm = 0, 1



✸✳✶✳✽ ❈%✐'(%❡ ❞✬❛%%-'

❆❝"✉❡❧❧❡♠❡♥" ❧❡( ❝)✐"+)❡( ❞✬❛))/" ❧❡( ♣❧✉( ✉"✐❧✐(1( (♦♥" ❧❡(

(✉✐✈❛♥"( ✿

✲ ❯♥ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❣1♥1)❛"✐♦♥ ✜①1 ; ❧✬❛✈❛♥❝❡ <✉✐ (♣1❝✐✜❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡

❞✬✐"1)❛"✐♦♥( ♠❛①✐♠✉♠ <✉❡ ❧✬❛❧❣♦)✐"❤♠❡ ♥❡ ❞♦✐" ♣❛( ❞1♣❛((❡)✳

✲ ▲❡ "❡♠♣( ❧✐♠✐"❡ <✉✐ ❡(" ❧❡ "❡♠♣( ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡①1❝✉"✐♦♥ ❞✉

♣)♦❣)❛♠♠❡✳

✲ ❯♥ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❣1♥1)❛"✐♦♥ ❡✛❡❝"✉1❡ (❛♥( ❛♠1❧✐♦)❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✜"♥❡((✳

✲ ❯♥❡ ✜"♥❡(( ❧✐♠✐"❡✱ ❧❡ ♣)♦❣)❛♠♠❡ (✬❛))/"❡ ❞❡( <✉✬✐❧ ❛""❡✐♥"

✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✜"♥❡(( ✜①1❡ ❛✉ ♣)1❛❧❛❜❧❡✳

✸✳✷ ❆❞❛♣'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐'❤♠❡ ❛✉ ♣/♦❜❧4♠❡

◆♦✉( ❛❧❧♦♥( ♣)1(❡♥"❡) ❧❡( ❞✐✛1)❡♥"❡( 1"❛♣❡( ❞✬❛❞❛♣"❛"✐♦♥

❞❡ ❧✬❛❧❣♦)✐"❤♠❡ ❣1♥1"✐<✉❡ ❛❜♦✉"✐((❛♥" ; ❝♦♥(")✉✐)❡ ✉♥ (❝❤1♠❛ ❞❡

❧✐✈)❛✐(♦♥✳ ❈❡""❡ ♠1"❤♦❞❡ ❞❡✈)❛ ♥♦✉( ♣❡)♠❡"")❡ ❞❡ ❞1"❡)♠✐♥❡) ❧❡(

"♦✉)♥1❡( ♥1❝❡((❛✐)❡( <✉✬✐❧ ❢❛✉❞)❛ ❡✛❡❝"✉❡) ♣♦✉) "♦✉( ❧❡( ✈1❤✐❝✉❧❡(

❞✉)❛♥" ❧❛ ♣1)✐♦❞❡ ❞❡ (❡)✈✐❝❡✳

✸✳✷✳✶ ❉♦♥♥2❡3

❆✈❛♥" ❞✬❛))✐✈❡) ; ❧❛ ♣)♦❝1❞✉)❡ ❞✬♦♣"✐♠✐(❛"✐♦♥✱ ✐❧ ❡(" ♥1❝❡(✲

(❛✐)❡ ❞❡ )❡❝✉❡✐❧❧✐) "♦✉"❡( ❧❡( ✐♥❢♦)♠❛"✐♦♥( )❡❧❛"✐✈❡( ; ❧✬♦♣1)❛"✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❧✐✈)❛✐(♦♥ ❞❡( ♣)♦❞✉✐"( ❝❛)❜✉)❛♥"(✳

• ▲❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡( ♣)♦❞✉✐"( Np = 4✳

• ▲❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡( ❝♦♠♣❛)"✐♠❡♥"( ❞❡ ❝❤❛<✉❡ ❝❛♠✐♦♥ Nc = 5✳

• ❉♦♥♥1❡( )❡❧❛"✐✈❡( ; ❧❛ ✢♦""❡ ✿

✸✼



✲ ▲❡ ♥✉♠&'♦ ❝❤❛,✉❡ ❝❛♠✐♦♥✳

✲ ❈❛♣❛❝✐1&2 ❞❡2 ❝❛♠✐♦♥2✳

✲ ❈❛♣❛❝✐1& ❞❡ ❝❤❛,✉❡ ❝♦♠♣❛'1✐♠❡♥1✳

✲ ▲❛ ❞✐21❛♥❝❡ ❧✬❡♥1'❡♣61✲❞&♣61✳

• ❉♦♥♥&❡2 '❡❧❛1✐✈❡2 ❛✉① ❝❧✐❡♥12 ✿

✲ ▲❡ ♥✉♠&'♦ ❞❡ ❝❤❛,✉❡ ❝❧✐❡♥12✳

✲ ▲❡2 ❞❡♠❛♥❞❡2 ❞❡2 ❝❧✐❡♥12✳

✲ ❉✐21❛♥❝❡ ❞&♣61✲❝❧✐❡♥1✳

✲ ❉✐21❛♥❝❡ ❝❧✐❡♥1✲❝❧✐❡♥1✳

✸✳✷✳✷ ❈♦❞❛❣❡

◆♦✉2 ❛✈♦♥2 ❛❞♦♣1& ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♠✉❧1✐✲❝❛'❛❝1='❡2 ♦> ❧✬✐♥❞✐✲

✈✐❞✉ ❡21 ✉♥❡ 2✉❝❝❡22✐♦♥ ❞❡2 ❝❛♠✐♦♥2 ❡1 ❝❤❛,✉❡ ❝❛♠✐♦♥ ❡21 ❞&✜♥✐

♣❛' 2✐① ♣❛'❛♠=1'❡2 ✿

✲ ▲❛ *+,✉❝+✉,❡ ❞✉ ❝❛♠✐♦♥ ✿ ❊21 ✉♥ ✈❡❝1❡✉' (hi)i=1,..,5✱ ❛✈❡❝ hi

❝✬❡21 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐1& ❞✉ ❝♦♠♣❛'1✐♠❡♥1 i✳

✲ ▲❛ ❝❤❛,❣❡ ❞✉ ❝❛♠✐♦♥ ✿ ❊21 ✉♥❡ ♠❛1'✐❝❡ (Cij)
j=1,..,5
i=1,..,4 ❞❡ ❞✐♠❡♥✲

2✐♦♥ 4× 5 ✱ ❛✈❡❝ ✿

Cij❂

{

1 2✐ ❧❡ ♣'♦❞✉✐1 i ❡21 ❝❤❛'❣& ❞❛♥2 ❧❡ ❝♦♠♣❛'1✐♠❡♥1 j .

0 2✐ ♥♦♥.

✲ ▲❛ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ❧✐✈,❛✐*♦♥ ❞✉ ❝❛♠✐♦♥ ✿ ❊21 ✉♥❡ ♠❛1'✐❝❡ (Aij)
j=1,..,N+4
i=1,..,4+1

❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ (N + 4)× (4 + 1)✳

✲ Pi=1,..,4 ✿ ❉&2✐❣♥❡ ❧❡ ♣'♦❞✉✐1 i✳

✲ P0 ✿ ❊21 ✉♥ ♣'♦❞✉✐1 ✜❝1✐✈❡✳

✸✽



d1

{

1 .

0 .

d2

{

1 .

0 .

aij j i

j ≥ 1

ai0

{

1
∑4

j=1 aij 6= 0 .

0 .



•

Dij

Vi i

Hj ∈ {1, 3, 5, 8, 10}



a11 + a12 6= 0

a31 + a32 6= 0

D = D01 +D13 +D35 +D50

a11 + a12 + a31 + a32

S

T

j ∈ S

k ∈ T



✷✳ ❙❛"✐$❢❛✐" ❧❡ ♣❧✉$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ j ♣❛/ ❧❛ ♣/♦❝1❞✉/❡

$✉✐✈❛♥"❡ ✿

 ♦✉# p ❛❧❧❛♥' ❞❡ ✶ + Np ❢❛✐#❡ ✿

✲ ❙♦✐" djp ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥" j ❡♥ ♣/♦❞✉✐" p✳

✲ ❈❤❡/❝❤❡/ ❧❡ ❝♦♠♣❛/"✐♠❡♥" c∗ ❞✉ ❝❛♠✐♦♥ k 7✉✐ ❡$" ✈✐❞❡ ❡"

7✉✐ /1❛❧✐$❡ ✿ min
1≤c≤5

{(djp − hkc) ≥ 0}

✲ ❈❤❛/❣❡/ ❧❡ ♣/♦❞✉✐" p ❛✉ ❝♦♠♣❛/"✐♠❡♥" c∗ ♣♦✉/ ❧❡ ❝❧✐❡♥" j✳
❋✐♥ ♣♦✉#✳

❛✳ ❙✐ ❧❡ ❝❛♠✐♦♥K ❛❧❧♦✉❡ ❛✉ ♠♦✐♥$ ✉♥ ❝♦♠♣❛/"✐♠❡♥" ❛✉ ❝❧✐❡♥"

j ❛❧♦/$ ✿ S = S \ {j}.
❜✳ ❙✐ ♥♦♥ ✿

✲ ❙✐ S \ {j} 6= ∅ ✿ ❝❤♦✐$✐/ ✉♥ ❝❧✐❡♥" i ❞❛♥$ S \ {j} ❡"

/❡✈✐❡♥" 9 2)

✲ ❙✐ S\{j} = ∅ ✿ T = T\{k}✱ ❝❤♦✐$✐/ ❛❧1❛"♦✐/❡♠❡♥" ✉♥
❝❧✐❡♥" i ∈ S ❡" /❡✈✐❡♥" 9 1)✳

✸✳ ❙✬✐❧ ❡①✐$"❡ ✉♥ ❝♦♠♣❛/"✐♠❡♥" ✈✐❞❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛♠✐♦♥ k ✿ ❈❤❡/❝❤❡/

❧❡ ❝❧✐❡♥" i ✈♦✐$✐♥ ❞❡ j✱ ❡" /❡✈✐❡♥" 9 2)✳

✹✳ ❙✐ ♥♦♥✱❝❤♦✐$✐/ ✉♥ ❝❧✐❡♥" i ∈ S ❡" /❡✈✐❡♥" 9 1)✳

❋✐♥ ✭❝+,❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✮

✸✳✷✳✹ ●5♥5#❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ✐♥✐'✐❛❧❡✭❞❡7 ✐♥❞✐✈✐❞✉7✮

▲❛ "❛✐❧❧❡ ▼ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❞♦✐" ,"-❡ ❝♦♥/"❛♥"❡ ❞✉-❛♥"

"♦✉"❡/ ❧❡/ ❣1♥1-❛"✐♦♥/✱ ♣♦✉- 1✈✐"❡- ❧❛ ❞✐✈❡-❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦-✐"❤♠❡✳

✲ ❙♦✐" ▼ ❧❛ "❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥✳

❉1❜✉"

✲ i← 1✳

❋❛✐#❡ ✿

✲ ❈❤♦✐%✐ ❛❧(❛)♦✐*❡♠❡♥) ✉♥ ❝❧✐❡♥) j ❞❡ S✳

✲ ❈*(❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ (j)✳

✲ i← i + 1

✹✷



(i ≥M)

M

2

(M + 1

2

)

p1 p2

Vi p1 Vj p2
Vi Vj



•

•





Aij

P ∗ Vi i

Vi

pi pj
Vi

p1 p2

Vi



✸✳✷✳✾ ❚❡&' ❞✬❛++,'

❖♥ ❛ ❝❤♦✐'✐ ❝♦♠♠❡ *❡'* ❞✬❛--.* ✉♥ ♥♦♠❜-❡ ✜①❡ ❞✬✐*3-❛*✐♦♥✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

◆♦✉' ❛✈♦♥' ♣-3'❡♥*3 ❞❛♥' ❝❡ ❝❤❛♣✐*-❡ ✉♥ -❛♣♣❡❧ ❝♦♥❝❡-♥❡

❧❡' ❛❧❣♦-✐*❤♠❡' ❣3♥3*✐:✉❡'✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' ❞3❝-✐* ❧❡' ❞✐✛3-❡♥*❡' 3*❛♣❡'

❞❡ ❝❡**❡ ♠3*❤♦❞❡ ❛♣♣-♦❝❤3❡ ❡* ❧❡✉- ❛❞❛♣*❛*✐♦♥ < ♥♦*-❡ ♣-♦❜❧=♠❡✱

❡* ❞❛♥' ❝❡ :✉✐ '✉✐* ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' ♣-♦♣♦'❡- ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥

❡* ❧❡ -3'♦✉❞-❡ < ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣-♦❣-❛♠♠❛*✐♦♥ ❡♥ ❈✳

✹✼



❈❤❛♣✐%&❡ ✹

❙✐♠✉❧❛%✐♦♥ ✐♥❢♦&♠❛%✐0✉❡

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❯♥❡ ♣$❡♠✐'$❡ ❞)✜♥✐+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣$♦❣$❛♠♠❛+✐♦♥ ✐♥❞✐0✉❡ 0✉❡

❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡4+ ✉♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉+✐❧4 ❡+ ❞❡ +❡❝❤♥✐0✉❡4 ♣❡$♠❡++❛♥+

❞❡ $)4♦✉❞$❡ ❞❡4 ♣$♦❜❧'♠❡4 ♠❛+❤)♠❛+✐0✉❡4 ♣❛$ ♦$❞✐♥❛+❡✉$✳ ▼❛✐4

❝❡++❡ ❞)✜♥✐+✐♦♥ ♥)❣❧✐❣❡ ❧❡ 4❡♥4 ❞❡ ❧❛ ♣$♦❣$❛♠♠❛+✐♦♥✱ 0✉✐ ❡4+ ❞❡

+$♦✉✈❡$ ✉♥❡ 4♦❧✉+✐♦♥ ♦♣+✐♠❛❧❡ < ♥✬✐♠♣♦$+❡ 0✉❡❧ +②♣❡ ❞❡ ♣$♦❜❧'♠❡✳

❉❛♥4 ❝❡ ❝❤❛♣✐+$❡ ♥♦✉4 ♣$)4❡♥+♦♥4 ✉♥❡ 4✐♠✉❧❛+✐♦♥ ✐♥❢♦$♠❛✲

+✐0✉❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ < ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣$♦❣$❛♠♠❛+✐♦♥

❡♥ ❈✳

✹✽



▲❛ ♣#♦❣#❛♠♠❛'✐♦♥ ❡+' ❧✬❛#' ❞❡ #/+♦✉❞#❡ ❧❡+ ♣#♦❜❧2♠❡+ ♠❛✲

'❤/♠❛'✐5✉❡ ♣❛# ❧✬✉'✐❧✐+❛'✐♦♥ ❞❡+ '❡❝❤♥✐5✉❡+ 5✉✐ ❧✉✐ +♦♥' +♣/❝✐✜❡#✱

❞❡ ♠❛♥✐/#/ ❡✣❝❛❝❡ ❡' ❝♦♥❝✐+❡✳

✹✳✶ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈

❈ ❡+' ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣#♦❣#❛♠♠❛'✐♦♥ ✐♠♣/#❛'✐❢ ❡' ❣/♥/✲

#❛❧✐+'❡✳ ■❧ ❡+' 5✉❛❧✐✜/ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❜❛+ ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥+ ❧❡ +❡♥+ ♦>

❝❤❛5✉❡ ✐♥+'#✉❝'✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡+' ❝♦♥?✉❡ ♣♦✉# @'#❡ ❝♦♠♣✐❧/❡ ❡♥

✉♥ ♥♦♠❜#❡ ❞✬✐♥+'#✉❝'✐♦♥+ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛++❡③ ♣#/✈✐+✐❜❧❡ ❡♥ '❡#♠❡+ ❞✬♦❝✲

❝✉♣❛'✐♦♥ ♠/♠♦✐#❡ ❡' ❞❡ ❝❤❛#❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ♦✉'#❡✱ ✐❧ ♣#♦♣♦+❡ ✉♥

/✈❡♥'❛✐❧ ❞❡ '②♣❡+ ❡♥'✐❡#+ ❡' ✢♦''❛♥'+ ❝♦♥?✉+ ♣♦✉# ♣♦✉✈♦✐# ❝♦##❡+✲

♣♦♥❞#❡ ❞✐#❡❝'❡♠❡♥' ❛✉① '②♣❡+ ❞❡ ❞♦♥♥/❡ +✉♣♣♦#'/+ ♣❛# ❧❡ ♣#♦❝❡+✲

+❡✉#✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✐' ✉♥ ✉+❛❣❡ ✐♥'❡♥+✐❢ ❞❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❞✬❛❞#❡++❡ ♠/♠♦✐#❡

❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦'✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥'❡✉# ❬✾❪✳

✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥

• ❉♦♥♥/❡+ ✿
✲ ▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❝❛♠✐♦♥+ Nc = 4✳

✲ ▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥'+ m = 5✳

✲ ▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ♣#♦❞✉✐'+ Np = 4✳

✲ ▲❛ +'#✉❝'✉#❡ ❞❡+ ❝❛♠✐♦♥+ ✿

H1 H2 H3 H4 H5

❝❛♠✐♦♥ ✶ ✶✵ ✶✵ ✺ ✺ ✸

❝❛♠✐♦♥ ✷ ✶✵ ✽ ✺ ✺ ✺

❝❛♠✐♦♥ ✸ ✽ ✽ ✽ ✽ ✶

❝❛♠✐♦♥ ✹ ✽ ✽ ✽ ✽ ✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ▲❡& &'(✉❝'✉(❡& ❞❡& ❝❛♠✐♦♥&

✹✾



✲ ▲❡# ❞❡♠❛♥❞❡# ❞❡# ❝❧✐❡♥+# ✿

-.♦❞✉✐+ ✶ -.♦❞✉✐+ ✷ -.♦❞✉✐+ ✸ -.♦❞✉✐+ ✹

❈❧✐❡♥+ ✶ ✶✷ ✶✼ ✶✷ ✵

❈❧✐❡♥+ ✷ ✺ ✶✶ ✶✹ ✽

❈❧✐❡♥+ ✸ ✶✼ ✺ ✾ ✺

❈❧✐❡♥+ ✹ ✶✷ ✷ ✶✶ ✵

❈❧✐❡♥+ ✺ ✾ ✵ ✶✶ ✶✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ▲❡& ❝♦♠♠❛♥❞❡& ❞❡& ❝❧✐❡♥/&

✲ ▲❛ ♠❛+.✐❝❡ ❞✐#+❛♥❝❡ ✿

❖ ❉ ✶ ❉ ✷ ❈ ✶ ❈ ✷ ❈ ✸ ❈ ✹ ❈ ✺

❖ ✵ ✶✵ ✶✽ ✶✶ ✶✵ ✷✷ ✶✸ ✷✷

❉ ✶ ✶✸ ✵ ✺ ✶✺ ✶✻ ✶✼ ✶✹ ✶✺

❉ ✷ ✶✺ ✺ ✵ ✶✾ ✷✵ ✶✺ ✶✻ ✶✶

❈ ✶ ✶✶ ✶✺ ✶✾ ✵ ✼ ✺ ✶✵ ✶✵

❈ ✷ ✶✵ ✶✻ ✷✵ ✼ ✵ ✾ ✶✶ ✺

❈ ✸ ✷✷ ✶✼ ✶✺ ✺ ✾ ✵ ✶✸ ✶✸

❈ ✹ ✶✸ ✶✽ ✶✻ ✶✵ ✶✶ ✶✸ ✵ ✶✼

❈ ✺ ✷✷ ✶✺ ✶✶ ✶✵ ✺ ✶✸ ✶✼ ✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ▼❛/2✐❝❡ ❞✐&/❛♥❝❡

✹✳✸ ❘$%✉❧(❛( ♥✉♠$,✐.✉❡ ❡( ✐♥(❡,♣,$(❛(✐♦♥

❙♦✐+ i ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬✐+A.❛+✐♦♥# ✿

✺✵



i = 3 ❙♦❧✉$✐♦♥ ✶ ❙♦❧✉$✐♦♥ ✷

❈♦*$ ❞✉ $,❛♥.♣♦,$ ✶✸✹ ✶✹✾

◗✉❛♥$✐$4 ❧✐✈,4❡ ✾✶ ✾✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❘$%✉❧(❛( ❛♣+,% 3 ✐($+❛(✐♦♥%

i = 10 ❙♦❧✉$✐♦♥ ✶ ❙♦❧✉$✐♦♥ ✷

❈♦*$ ❞✉ $,❛♥.♣♦,$ ✶✸✹ ✶✹✼

◗✉❛♥$✐$4 ❧✐✈,4❡ ✾✶ ✾✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ ❘$%✉❧(❛( ❛♣+,% 10 ✐($+❛(✐♦♥%

i = 100 ❙♦❧✉$✐♦♥ ✶ ❙♦❧✉$✐♦♥ ✷

❈♦*$ ❞✉ $,❛♥.♣♦,$ ✶✷✺ ✶✹✼

◗✉❛♥$✐$4 ❧✐✈,4❡ ✾✶ ✾✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✕ ❘$%✉❧(❛( ❛♣+,% 100 ✐($+❛(✐♦♥%

i = 1000 ❙♦❧✉$✐♦♥ ✶ ❙♦❧✉$✐♦♥ ✷

❈♦*$ ❞✉ $,❛♥.♣♦,$ ✶✷✺ ✶✹✼

◗✉❛♥$✐$4 ❧✐✈,4❡ ✾✶ ✾✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ✕ ❘$%✉❧(❛( ❛♣+,% 1000 ✐($+❛(✐♦♥%

✺✶



i = 5000

5000

100

•
2

•



•

•



•

•



✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

◆♦✉# ❛✈♦♥# ♣(♦♣♦#) ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐/(❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐✲

❝❛/✐♦♥ ❛✈❡❝ #❛ ()#♦❧✉/✐♦♥ 5 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣(♦❣(❛♠♠❛/✐♦♥ ❡♥ ❈✳

◆♦/(❡ ♣(♦❣(❛♠♠❡ ❢♦✉(♥✐ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ #♦❧✉/✐♦♥ ❛♣(9# 100 ✐/)(❛✲

/✐♦♥#✱ ❝❡# ❞❡✉① #♦❧✉/✐♦♥# ;✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣()#❡♥/) ❛♣♣❛(/✐❡♥♥❡♥/

❛✉ ❢(♦♥/ ❞❡ ♣❛(❡/♦ ❡/ ❡❧❧❡# ❞♦♠✐♥❡♥/ ♣❧✉#✐❡✉(# #♦❧✉/✐♦♥#✳

✺✺



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧

◆♦✉# ❛✈♦♥# ❢❛✐) ✉♥❡ +)✉❞❡ -✉✐ ❛ ♣♦✉/ ♦❜❥❡❝)✐❢ ✧❧✬♦♣)✐♠✐✲

#❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐#)/✐❜✉)✐♦♥ ❞❡# ♣/♦❞✉✐)# ❝❛/❜✉/❛♥)# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧❛ ❧✐✈/❛✐#♦♥✧✱ ❝❡ ♣/♦❜❧9♠❡ ❝♦♥#✐#)❡ : ♠✐♥✐♠✐#❡/ ❧❡ ❝♦;) ❞✉ )/❛♥#✲

♣♦/) ❡) ❛✉##✐ : ♠❛①✐♠✐#❡/ ❧❛ -✉❛♥)✐)+ ❧✐✈/+❡ ♣❛/ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡#

❝❛♠✐♦♥#✳

▲✬+)✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣/♦❜❧+♠❛)✐-✉❡ ❞✉ )/❛♥#♣♦/) ❞❡# ♣/♦❞✉✐)# ❝❛/✲

❜✉/❛♥)# ✈❡/# ❧❡# /+❣✐♦♥# ❡) ❧❡✉/# ❝❤❛/❣❡♠❡♥)✱ ❛ ❢❛✐) ❧✬♦❜❥❡) ❞❡

♥♦)/❡ +)✉❞❡✱ ❛✐♥#✐ ❛♣/9# ❛✈♦✐/ ❞✬+❝/✐) ❧❡ #❝❤+♠❛ ❞❡ ❞✐#)/✐❜✉)✐♦♥✱

♥♦✉# ❛✈♦♥# ♦♣)+ ❞❡ /+#♦✉❞/❡ ❧❡ ♣/♦❜❧9♠❡ ❡) ❝♦♠♣)❡ )❡♥✉ ❞❡ #❛

❝♦♠♣❧❡①✐)+ ❡) ❞❡ ♣/♦♣♦#❡/❛ ✉♥❡ #♦❧✉)✐♦♥ ♦♣)✐♠❛❧✳

◆♦✉# ♣❡♥#♦♥# -✉❡ ♥♦)/❡ ♦❜❥❡❝)✐❢ ❡#) ❛))❡✐♥)✱ ❝❛/ ❧❡ #❝❤+♠❛

❞❡ ❧✐✈/❛✐#♦♥ ❞❡# ♣/♦❞✉✐)# ♣+)/♦❧✐❡/# +❧❛❜♦/+ ♣❛/ ♥♦)/❡ +)✉❞❡ ❡#)

/+❛❧✐#❛❜❧❡✱ ❡) : ♣❛/)✐/ ♥♦)/❡ ♣/♦❝+❞✉/❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♠✐♥✐♠✐#+ ❧❡

❝♦;) ❞✉ )/❛♥#♣♦/) ❡) ♠❛①✐♠✐#+ ❧❛ -✉❛♥)✐)+ ❧✐✈/+❡✳

❈♦♠♠❡ ♣❡/#♣❡❝)✐✈❡ ♥♦✉# #♦✉❤❛✐)♦♥# ❞❡ ❢❛✐/❡ ✉♥❡ ✐♥)❡/❢❛❝❡

-✉✐ ♥♦✉# ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉/❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ❧✐✈/❛✐#♦♥✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ♥♦✉# ❡#♣+/♦♥# -✉❡ ❝❡ )/❛✈❛✐❧ #♦✐) ❜+♥+✜-✉❡ ❡)

-✉✬✐❧ ♦✉✈/❡ ✉♥❡ ♣♦/) ♣♦✉/ ❧✬❡①♣❧♦✐)❛)✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉# ❡♥ ♣❧✉# ❡✛❡❝)✐✈❡

❡) ❝/♦✐##❛♥)❡ ❞❡# )❡❝❤♥✐-✉❡# ❞❡ ❧❛ /❡❝❤❡/❝❤❡ ♦♣+/❛)✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✺✻



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❙✳ ❆♠'❞'❡✳ ❆❧❣♦-✐/❤♠❡1 ❣'♥'/✐3✉❡1✳ ❆ ❣❡♥❡$✐❝ ❛❧❣♦*✐$❤♠ ❢♦*

$❤❡ ♠✉❧$✐❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ ❦♥❛♣0❛❝❦ ♣*♦❜❧❡♠✱ 5✳✸✵✲✽✵✱ ✷✵✵✹✳

❬✷❪ ▲✳ ❇❡❧❤♦✉❧✳ ❘'1♦❧✉/✐♦♥ ❞❡ ♣-♦❜❧'♠❡1 ❞✬♦♣/✐♠✐1❛/✐♦♥ ❝♦♠❜✐✲

♥❛/♦✐-❡ ♠♦♥♦ ❡/ ♠✉❧/✐✲♦❜❥❡❝/✐❢1 ♣❛- '♥✉♠'-❛/✐♦♥ ♦-❞♦♥♥'❡✳

❖♣$✐♠✐0❛$✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛$♦✐*❡✱ 5✳✹✹✲✾✵✱ ✷✵✶✹✳

❬✸❪ ❍✳ ❉❛❤❜✐❛✳ ❖♣/✐♠✐1❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐1/-✐❜✉/✐♦♥ ❞❡1 ♣-♦❞✉✐/1 ♣'✲

/-♦❧✐❡-1✳ ❘❡❝❤❡*❝❤❡ ❖♣❡*❛$✐♦♥♥❡❧❧❡✱ 5✳✶✼✲✶✶✻✱ ✷✵✶✶✳

❬✹❪ H✳ ❉❡✈❡-♥❛②✳ ▲❡ /-❛♥1♣♦-/✱ ♠♦/❡✉- ❞❡ ❧❛ ❝❤❛K♥❡ ❧♦❣✐1/✐3✉❡✳

▲♦❣✐0$✐C✉❡ ❡$ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥$✱ 5✳✼✺✲✼✼✱ ✶✾✾✼✳

❬✺❪ H✳ ❋♦✉✐❧❤♦✉①✳ ❘❡❝❤❡-❝❤❡ ♦♣'-❛/✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡/ ♦♣/✐♠✐1❛/✐♦♥ ❝♦♠✲

❜✐♥❛/♦✐-❡✳ ❉✐0❝*❡$❡ ✈✈❛*✐❛❜❧❡ ❡①$*❡♠✉♠ ♣*♦❜❧❡♠0✱ 5✳✺✵✲✶✷✶✱

✷✵✶✻✳

❬✻❪ ❏✳ ❋-❛♥❝♦✐1✳ ▼♦❞'❧✐1❛/✐♦♥ ❞✉ 1②1/T♠❡ ❞'❝✐1✐♦♥♥❡❧ ❡/ ♣❡-❢♦-✲

♠❛♥❝❡✳ 5❧❛♥✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡0 ❝❤❛K♥❡0 ❧♦❣✐0$✐C✉❡0✱ 5✳✶✽✲✶✶✷✱ ✷✵✵✼✳
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0$♦❝❦0✱ 5✳✻✶✲✶✵✼✱ ✷✵✵✽✳

❬✽❪ H✳ ❚♦/❤✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ -♦✉/✐♥❣ ♣-♦❜❧❡♠✳ ▲♦❣✐0$✐C✉❡ ❡$ ▼❛♥❛❣❡✲

♠❡♥$✱ 5✳✶✵✵✲✻✵✱ ✷✵✵✷✳

❬✾❪ ✇✇✇✳ ✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦-❣✴✇✐❦✐✴❝✳
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