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Introduction :

Le présent travail a pour but d’étudier quelques propriétés des anneaux et modules
gradués dans le cas commutatif, et leurs dimension, et de présenter une comparaison entre
dimgrA, KdimA et Kdim(1+ A, ) A proposer par Lionel Ducos qui utilise des notions
récentes telles que les idéaux et monoides bords.

Ainsi, ce mémoire est divisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre :

Le long de ce chapitre, on va rappeler certaines définitions et propriétés concernant
les modules et les anneaux classiques. Les résultats sont exposés sans démonstration
mais avec des références précises.

Le deuxiéme chapitre :

Ce chapitre est consacré aux définitions des anneaux et modules gradués et leurs
propriétés. En premier lieu, on va traiter quelques définitions de base des anneaux
et modules gradués comme : anneau gradué, module gradué, idéal homogene, sous
module homogene et homomorphisme homogene. Ensuite, on va aborder les pro-
priétés de ses anneaux et modules gradués tels que, anneau gradué Noethérien
(resp.Artinian), module simple, anneau gradué de type fini, ainsi les propriétés de
I'anneau A@ avec A est un anneau commutatif gradué.

Le troisiéme chapitre :

Ce chapitre est consacré a la dimension des anneaux gradués et leurs propriétés.
Premierement, on vas traiter la dimension des anneaux gradués de degrés posi-
tive et leurs propriétés. deuxiemement, on va présenter ’article de Lionel Ducos
nommé "Sur les dimensions des anneaux gradués', dont lequel il s’agit d'une
é¢tude de la dimension de Krull des anneaux commutatifs N-gradués, noethériens
ou pas. Dans un premier temps, ils donnent les liens entre les définitions classique
et constructive de la dimension graduée : la définition classique utilise les chaines
d’idéaux premiers gradués, celle constructive fait appel a des idéaux bords et mo-
noides bords d’éléments homogenes. ils fixent Comme but d’établir des relations
dimensionnelles classiques, et comparant la dimension de Krull et la dimension
graduée, de I'anneau gradué.

Le quatriéme chapitre :



Dans ce chapitre on va citer la définition de la catégorie des anneaux gradués, ces
dernieres sont considérés associatifs et admet une identité. Ensuite on va définir la
catégorie des modules gradués noté R-gr, et leurs propriétés.

Les sections de ce chapitre sont situé dans le livre de Constantin Nastasescu et
Freddy Van Oystaeyen, nommé "Methods of Graded Rings’.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE

Durant tout ce mémoire, tous les anneauzx sont considérés commutatifs avec élément unité
et nous noterons toujours 1 cette unité (il pourra nous arriver d’écrire 1 pour préciser
qu’il s’agit de l’élément unité de 'anneau R), sauf mention du contraire.

1.1 Rappels sur les idéaux

Définition 1.1.1
Un ensemble I d’un anneau (A,+,.) est dit un idéal si on a :

— (I,+) est un groupe.
— Pourtousx €l ety€e A, onaxy € I.

Définition 1.1.2
Soient A un anneau et P un idéal de A.

1. On dit que P est premier si P(# A) etVx,y € A on a :
ryeP=—xec PouyecP.

2. P est dit un idéal maximal si P est maximal pour linclusion (P est supposé diffé-
rent de A), c’est-a-dire que si P' est un idéal de A tel que P C P’, alors P' = P
ou P = A.



Définitions 1.1.3
Soient A un anneau, I et J deux idéauz de A, l’idéal quotient de I par J on a :

[I:J)={xze JlaJ CI}

Uidéal [I : J] est appelé l'idéal transporteur de J dans 1. 'idéal [(0) : J] est appelé
Uannulateur de I noté par Ann(I) :

Ann(I) .= {x € AlzI = (0)}

Soient A un anneau, et I un idéal de A le radical I de A est définit comme suit :

VI={aeA, il existen > 1, a" € I}

Définition 1.1.4

Soit A un anneau et soit I un idéal de A distinct de A. On dit que I est un idéal primaire
s’tl vérifie la condition suivante : soit a et b dans A tels que ab € I et a ¢ I, alors il existe
n>1 tel que b™ € I.

Si I est un idéal primaire de radical p, on dira aussi que I est p-primaire.

Définition 1.1.5
Un idéal premier p est considéré comme un idéal premier minimal sur un idéal I s’il est
minimal parmi tous les idéaux premiers contenant I.

Définition 1.1.6
Soit A un anneau. On dit qu’un idéal premier p de A est minimal si A n’a pas d’idéal
premier strictement contenu dans p.

Définition 1.1.7 (la hauteur d’un idéal)

Soient A un anneau et P un idéal de A. Si P est un idéal premier on définit sa hauteur,
notée ht(P), comme étant la borne supérieure des entiers naturels n tels qu’il existe une
chaine strictement croissante de n+1 idéaux premiers contenus dans P :

PP C...CP =

Pour tout idéal propre I, sa hauteur ht(1) est la plus petite des hauteurs des idéauz premiers
qut le contiennent.



1.2 Rappel sur les modules

1.2.1 Définitions :

Définition 1.2.1
1) Soit A un anneau. Un A-module est un ensemble M muni d’une loi de groupe abélien
(M.4) et d’une application (modulation) de A x M — M telles que

a(x +y) = ax + ay

(ab)x = a(bx) Ve, y e M
(a+b)x=ar+br Vabe A
lyz ==z

2) Soit M un A-module. Une partie N de M est un sous-module de M si (N,+) est un
groupe abélien et axr € N pour tout x € N et a € A.

Définition 1.2.2

Soient R un anneau et M un R-module. Un sous module N de M a appelé un sous module
premier de M, si pour chaque r € R et m € M, la condition rm € N implique m € N ou
rM C N.

Définition 1.2.3
Soit M un A-module. On définit I'annulateur de M par :

Ann(M) = {a € AlaM = 0}

Définition 1.2.4

Soient M un A-module et @ un sous-module propre de M (c’est-a-dire un sous-module
de M différent de M). On dit que @ est p-primaire dans M si la condition suivante est
satisfaite : si a € A et m € M sont tels que am € Q et m ¢ Q, alors a € p, ol p est

lidéal premier \/ Ann(M/Q).

Définition 1.2.5

Soient M un module et N un sous-module de M. On dit que N admet une décomposi-
tion primaire dans M si N peut s’écrire comme une intersection finie de sous-modules
primaires dans M :

N:QlﬂngmQr

Définition 1.2.6
Soit A un anneau. La longueur d’un A-module M est la borne supérieure de [’ensemble
des entiers n tels qu’il existe une suite My C My... C M, strictement croissante de sous-
A-modules de M.



Définition 1.2.7
1) Une suite exacte de A-module et d’homomorphismes

Uj— i Ui
‘--Mi—l —1> Mz L> Mi—l—l —+1>

est dite suite exacte en M; si Keru; = I'mu,;,_,. Cette suite exacte si elle est exacte
en chaque M;.
2) Une suite exacte courte est une suite exacte de la forme

u

0— M MM —0

c’est a dire que u est injectif, v est surjectif.

Définition 1.2.8
Soient A un anneau et f : M — N un homomorphisme de A-modules. Le A-module
quotient N/ f(M) est appelé conoyau de f. On le note Coker f.

Lemme 1.2.9 (Lemme de serpent)
Considérons un diagramme d’homomorphismes de A-modules :

0—>N—‘">M-2op -0

o, b

0 N Lo M2 pr 0

dans le quelles deux lignes sont supposées exactes et les deux carrés commutatifs : i’ o f =
goietpog=~honp.

Définition 1.2.10
1) Un module M est de type fini s’il existe une partie fini {x1,...,x,} de M telle que
(1, ..., xp)y = M. On a dans ce cas : M = 3" | Rx;.

2) Un module M est dit cyclique s’il existe x € M tel que M = (x) ; i.e M = Rx.

Théoréme 1.2.11 ([17],théoréme 1.12.4)

Soit M un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) M est de type fini.

2) Il existe n > 1 tel que M est isomorphe a un quotient d’un module libre de type fini A™.

Théoréme 1.2.12 ([17] lemme de Nakayama)

Soient I un idéal de R et J(R) le radical de Jacobson de l'anneau R. Les assertions
suivantes sont équivalentes : 1. I C J(R).

it. Pour tout module de type fini M tel que IM = M, on a M = 0.

1ii. Pour tout module M de type fini et tout sous module N de M tel que M = IM + N,
ona M = N.

iv Pour tout module M tel que M/IM =< 21, ...,2, >, on a M =< xq, ..., T, >.



1.2.2 Modules libres

Définition 1.2.13

Soit M un A-module. M est dit libre s’il est somme directe de copies de A. ST Aa; = A et
M = ®;c1Aa;, ou I est un ensemble d’indezation,l’ensemble {a; \ i € I} est appelé alors
une base de M.

Un module libre est dit de rang n s’il admet une base de cardinal n.

Théoréme 1.2.14 ([25], Corollaire 3.7)
Soient R un anneau et E un R-module libre de rang n. Si {ay,...,a,} engendre E, alors
c’est une base de E.

Définition 1.2.15
Soit M un A-module.

1) Une résolution libre de M est une suite exacte
e.—L,—L, 1 —..— L1 —Lyg— M—70

ot L, est un A-module libre pour tout n > 0.

2) Une présentation de M (de longueur 1) est une suite ezacte
Li—Ly— M —0
ou Lg et Ly sont des modules libres. Notamment, tout module admet une présen-
tation.
3) Un module M est dit de présentation fini, s’il admet une présentation :
Li—Ly— M —0

avec Lo et Ly sont libres de base finie.

1.2.3 Modules projectifs

Définition 1.2.16
Un module P est dit projectif si pour tout diagramme de modules :

P

1

B-2-A—>0

ot la ligne est exacte, il existe « € Hom(P, B) tel que le diagramme est commutatif. c¢’est
a dire que goa = f.

10



Proposition 1.2.17
1) Tout module libre est projectif.

2) Tout module M admet une résolution projectif, c’est a dire qu’il existe une suite
exacte :
vi. P, —..—P —F — M—70

ot tous les P; sont projectifs.

Théoréme 1.2.18

Soit P un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) P est projectif;

2) Toute suite exacte ) — A — B — P — 0 est scindé.
3) P est un facteur direct d’un module libre.

4) Hom(P,.) est un foncteur exact.

Théoréme 1.2.19 (Lemme de Shanuel)
Soient ) — K — P — M — 0et0 — K' — P — M — 0 deux suites
exactes, ou P et P’ sont projectif. Alors on a :

KeP 2K &P

Théoréme 1.2.20
Soit R un anneau intégre. Alors tout idéal projectif de R est de type fini.

1.3 Anneaux et modules des fractions

1.3.1 Anneaux des fractions

Définition 1.3.1
Soit R un anneau.

1. On dit que R est local s’il admet un seul idéal mazimal M et on le note (R, M).
2. On dit que R est semi-local s’il admet un nombre fini d’idéaur maximauzx.
Définition 1.3.2

Soient A un anneau et S une partie non vide de A. On dit que S est une partie multipli-
cative de A si :

1)1eSet0¢5S.
2)Va,be S,ab e S.

Soit A un anneau commutatif et .S une partie multiplicative de A. On définit une relation
de A x S par :

(a,s) ~ (a',s') <= (as’ —a's)t = 0 pour un certain t € S.

11



~ est bien une relation d’équivalence.
On note par a/s la classe d’équivalence de (a, s) qu’on appelle fraction. Sur 'ensemble de
ces fractions noté S7'A, on définit I'addition et la multiplication par :

(a/s)+ (d'/s") = (as’ + sa’)/(ss")

et

(a/s) x (a'/s") = (ad'/ss")
On vérifie facilement que + et x sont bien définit et font de S~!A un anneau commutatif
unitaire d’élément nul 0/1 et d’élément unité 1/1.

Définition 1.3.3
L’anneau S™1A est appelé anneau des fractions de A par rapport a S.

Remarques 1.3.4

1) Si A est intégre et S = A\ {0}, alors ST'A est le corps des fractions de A.

2) Si S est le semi groupe des éléments non diviseurs de zéro, alors STYA s’appelle l'an-
neau total des fractions de A.

Exemple 1.3.5 (Localisation)

Soit P un idéal premier de A. On a S = A\ P est une partie multiplicative de A. Dans
ce cas on note STYA par Ap. Les éléments de a/s ot a € P et s € S forment un idéal
de M de Ap. Sia/s ¢ M alors a ¢ P et par suite 1/a € Ap et donc s/a € Ap. Donc
a/s € U(Ap) de sorte que M est l'unique idéal maximal de Ap. Ainsi on a :

M = PAp ={a/s\ae P,se S}

Ap est appelé anneau local en P ou localisation de A en P.

1.3.2 Modules des fractions

On peut de maniére analogue appliquer la construction de S~'A & un A-module M pour
construire le module des fractions.

Soient M un A-module et S une partie multiplicative de A. On définit sur M x A la
relation d’équivalence :

(m,s) ~ (m',s") < 3t e S/t(ms' —sm') =0

On désigne par m/s la classe de (m, s) qu’on appelle fraction. L’ensemble de ces fraction
noté S—'M.
En définissant de maniere naturelle I’addition et de la modulation par :

(m/s)+ (m'/s") = (s'm+ sm’)/ss’

12



et

(a/t)(m/s) = (am/st)
ot a/t € ST'A, ST'M ainsi un S7!A-module (et aussi un A-module).
Définition 1.3.6

Soit M un A-module, la familles des idéaur premiers p de A tels que M, # 0, est appelée
le support de module M. Elle est notée par Supp(M).

Théoréme 1.3.7 ([17].théoréme 6.2.1)

Soient S une partie multiplicative d’un anneau R et M un R-module. Alors :
1) Si M est un R-module de type fini, alors S™*M est un S~ R-module de type fini.
2) Si M est un R-module libre, alors ST'M est un S~ R-module libre.

3) Si M est un R-module de présentation finie, alors S™'M est un S~ R-module de
présentation finie.

1.4 Anneaux réduits

Définition 1.4.1
Un anneau A est dit réduit si A n’admet pas d’éléments nilpotents autre que zéro, c’est a
dire que si x™ = 0 pour un certain entier naturel non nul n et x € A, alors x = 0.

Théoréme 1.4.2
Soient A un anneau réduit et S une partie multiplicative de R. Alors S™'A est réduit.

Corollaire 1.4.3
Soient R un anneau et K son anneau total des fractions. Alors, R est réduit si et seule-
ment si K est réduit.

Théoréme 1.4.4
Soit R un anneau. Alors R est réduit si et seulement si Rp est réduit pour tout idéal
premier P de R.

1.5 Anneaux classiques

Proposition 1.5.1 ([17], Théoréme 7.1.1)
Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Tout ensemble non vide d’idéaux de A admet un élément mazimal.

2) Toute suite croissante d’idéauz de A est stationnaire.

13



3) Tout idéal de A est de type fini.

Définition 1.5.2
Un anneau A est dit Noethérien s’il vérifie l'un des conditions équivalentes de la proposi-
tion 1.5.1.

Proposition 1.5.3 ([17], Corollaire 7.1.11)
Soient A un anneau Noethérien et ¢ : A — B un morphisme d’anneaux surjectif. Alors
B est Noethérien.

Proposition 1.5.4
Soient A un anneau Noethérien et M un A-module. Alors M est Noethérien si et seule-
ment si M est de type fini.

Proposition 1.5.5 ([17], Proposition 7.1.12)
Soient A un anneau Noethérien et S une partie multiplicative de A. Alors S~ A est Noe-
thérien.

Théoréme 1.5.6 ([16], Exercice 24, Page 65)
Un anneau A est Noethérien si et seulement si tout idéal premier de A est de type fini.

Théoréme 1.5.7 (Théoréme de Hilbert)
Soient A un anneau Noethérien et X une indéterminée sur A. Alors A[X] est Noethérien.

Corollaire 1.5.8 ([17], Corollaire 7.1.15)
Soient A un anneau Noethérien et X1, Xo, ... X, des indéterminées sur A. Alors A[X7, ...X,)
est un anneau Noethérien.

Corollaire 1.5.9 ([17], Corollaire 7.1.16)
Soient A un anneau Noethérien et B une A-algébre de type fini. Alors B est un anneau
Noethérien.

Définition 1.5.10

Soit A un anneau et soit M un module. On dit que M est Artinien si toute suite décrois-
sante de sous-A-modules de M est stationnaire.

On dit que A est Artinien si c’est un A-module Artinien.

Théoréme 1.5.11 ([2], théoréme 12.2.4)
Soit A un anneau. Un A-module M est de longueur finie si et seulement si il est Artinien
et Noethérien.

Définition 1.5.12
Soient A un anneau et M un A-module.

1. M est dit simple st M # 0 et si M ne contient pas de sous modules propres.

2. M est dit semi-simple si M est produit fini de modules simples.

14



3. Un anneau A est dit semi-simple s’il est un module semi-simple.

Proposition 1.5.13 ([2], proposition 12.1.3)
Soient A un anneau et M un A-module simple. Alors, 'annulateur de M est un idéal

mazimal de A et M ~ A/Ann(M).

Algebre sur un anneau

Définition 1.5.14
Une algébre sur un anneau commutatif R est une structure algébrique qui se définit comme
suit : (E, R, +,., X) est une algébre sur R, ou une R-algébre, si :

— (E,+,.) est un module sur R ;

— La lot de composition interne x, de E x E dans E, est bilinéaire.

Remarque
Dans le cas ou R est un corps, on aura (F,+,.) un espace vectoriel sur R.

Extension triviale

Définition 1.5.15

Soient A un anneau, E un A-module et R := A o< E l’ensemble des couples (a,e) muni
de l'addition composante par composante et de la multiplication définie par : (a,e)(b, ) =
(ab,af 4+ be). R est dit 'anneau extension triviale, ou simplement extension triviale, de A
par E.

Dimension d’un anneau

Définition 1.5.16
Soit A un anneau. On appelle dimension de A la borne supérieure des longueurs des chaine
strictement croissantes :

PP C...CP,

d’idéauz premiers de A.
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CHAPITRE 2

ANNEAUX ET MODULES GRADUES

2.1 Anneau gradué

Définition 2.1.1
Soit G un groupe abélien additif. Alors l'anneau R est un anneau commutatif G-gradué
sl existe une famille { R, }nec de sous groupes abéliens de R tels que :

1. R = @nec Ry (comme des groupes abéliens).
2. R,R,, C Ry pour tous n et m de G.

Lorsqu’on parle d’anneau gradué sans préciser de quel type, il est sous-entendu
qu’il s’agit de graduation de type Z, sauf mention du contraire.
On dit aussi qu’un anneau gradué de type N est un anneau gradué & degrés positifs.

Remarques 2.1.2

- Un élément non nul x € R, est appelé un élément homogeéne de degré n et on écrit
deg T =n.

- Un élément r de R a une décomposition unique comme r = >, r,, avec v, € R, pour
tout n, mais la somme étant une somme finie, c’est-a-dire presque tout r,, sont nuls. Les
éléments r, sont appelés les éléments homogénes de r.

Remarque 2.1.3
Si R =@, R, est un anneau gradué, alors Ry est un sous-anneau de R, 1 € Ry et R,, est
un Rg-module pour tout n.
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Preuve

Comme Ry.Ry C Ry, est un anneau gradué par un groupe abélien G c’est-a-dire que Ry
stable par multiplication alors il est bien un sous-anneau de R. pour montrer que 14 € Ry,
on prend 1 =Y, z, avec z,, € R, pour tout n. Alors pour tout i :

xizlxxi:an%
n

avec T, € R, et x; € R; donc z,x; € R,4; et on a x; € R; donc x; = x;x pour tout i (par
comparaison de degré et de 'unicité de décomposition) donc :

ro=1l.xg= anm‘o = an =1
n n
d’ou 1 = xg € Ry, et aussi R, est un Ry-module car Ry.R,, C R, pour toutes n.

Exemple 2.1.4 ( L’anneau de polyndéme)
Soient R un anneau et xq, s, ...., T, des indéterminées de R. Pour m = (my, ma, ...,mg) €
N¢ soit 2™ = " ah?..a2l'? les monémes de polynéme alors l'anneau de polynéme S =
Rz, x9, ...x4] est un anneau Z-graduée avec :

Sp = {3 mend Tmx™/Tm € R et my +mao + ... + mg = n}

est appelé la graduation standard d’anneau de polynome S = R[x1, x, ...., 4] avec Sy = R
et deg x; = 1 pour tout ©.

Il y’a d’autre graduation qui peut étre mis sur S. Soit (aq, ao, .., aq) € Z2, alors les sous
groupes ou :

Sn =X mend Tmx™ /Tm € R et aymy + aoma + ... + agmg = n}

définit une graduation dans S, ici R C S et le deg x; = «; pour tout i.

Un exemple particulier, soit S = K|[z,y, z| (ou K est un corps )et f = 23 +yz, sous
la notation standard de S, les composantes homogénes de f sont 2° et yz, si nous donnons
a S la graduation induite par la définitions en fixant deg(x)=3, deq(y)=4, deg(z)=5, alors
f est homogéne de degrés 9.

Exemple 2.1.5 ( Laurent polynomial ring)

Si A est un anneau, soit R = A[X, XY l'anneau des polynémes de Laurent avec le X
indéterminé. Un élément de R est de la forme Y >, a;X; avec m € Z et, la somme est fini
c’est-a-dire presque tout les a; sont nuls, alors R a la standard Z-graduation R, = AX™,
n e

Exemple 2.1.6

Soient R un anneau commutatif et M un R-module. R o< M est un anneau Z-gradué avec
(RxM)y=R®0

(Rx M)y =0& M et (Rox M), =0 pourn #0,1.
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Exemple 2.1.7
Soient R un anneau gradué et S une partie multiplicative des éléments homogéenes de R,
alors Rg est un anneau gradué ou :

(Rs)n = {g € Rg|r et s sont homogenes et deg(r) — deg(s) = n}

2.2 Sous anneau gradué

Définition 2.2.1

Soit R = Pnez R, un anneau commutatif gradué. Soit S C R un sous anneau. Alors S est
un sous-anneau gradué de R si S = @nez Sn avec S, = SN R, c¢’est-a-dire pour tout élé-
ment f € S toutes les composantes homogénes de [ (comme un élément de R ) sont dans S.

Remarque 2.2.2
Soient R un anneau gradué, S C R un sous anneau et So = SN Ry un anneau. Alors S est
un sous-anneau gradué si seulement si S est engendré sur Sy par des éléments homogénes

de R .

Preuve
Pour I'implication directe supposons que S = @,z S, ou S, = SN R, comme 1z € S et
1r € Ry, donc 1 € Sy. Il est clair de voir que S = Y seg,.nez Sos.

Pour I'implication inverse, soit T une famille engendrée par des éléments homogenes et
Sn = Y sernr, So0s. il est clair que S, = SN R, et S = Ppez Sn-

On particulier, si fi, ..., f, sont des éléments homogenes de R alors Ry[fi...f,] est un
sous-anneau gradué de R.

Exemples 2.2.3
— K22, zy,y?] est un sous-anneau gradué de Klz,y].
— KI[t?,t4, %] est un sous-anneau gradué de Kft].
— Z[u?, u® + v3] est un sous-anneau gradué de Z[u,v|, ou deg u =3 et deg v = 2.

2.3 Anneau gradué associé a une filtration

Définition 2.3.1
Soient R un anneau et T = {1,}>2, une chaine d’idéaux de R. T est appelée une filtration
de R si :

1) I, =R .
2) I, O 1,41 pour toute n.

3) I,.1,, C I, pour toute n et m.
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Exemples 2.3.2
— Soit I est un idéal de R, alors la famille {I"} est une filtration de R.

— Soit I est un idéal de R, alors {I"} est une filtration de R avec I" est la cloture
intégrale de I™.

Exemples 2.3.3
1. Soit T = {I,}°, une filtration d’un anneau R, On définit le Ress-algébre R(Z)
par :
RI) =@l =ROLOLG ...

ot la somme directe est comme un R-module et la multiplication est déterminée par
1,1, C I,+,. Une autre maniére pour définir le Ress-algebre de I est de le décrire
comme un sous-anneau de l'anneau gradué R[t] (oi t est de degré 1) comme suit :

R(T) = {aop + a1t + ast> + ... + ant™ € R[t] | a; € I; V i}

Alors R(T) est le sous-anneau gradué de R[t] avec (R(T)), = {at"|a € L,}. l'avan-
tage de cette approche est que l’exposant de la variable t identifie les degrés des
composantes homogénes d’un élément particulier de R(Z).

2. Soit T = {I,,}5°, une filtration d’un anneau R. On définit un nouveau anneau
gradué appelé l'anneau gradué associe a T, noté par G(Z), qui est défini comme un
R-module :

G(I) = @nIn/InJrl - R/Il @ [1/[2 @ 12/[3 @ ..
Définir la multiplication dans G(I) : soit n et m deux entier non négative et sup-

pose Tp+1I, 11 et Tp+Im i1 sont des éléments de (G(Z)), et (G(Z)), respectivement,
on définit le produit comme suit :

(xn + In—i—l)(xm + ]m—i-l) = TpTm + ]n+m+1

2.4 Idéal homogene ou gradué

Définition 2.4.1
Soient R un anneau gradué et I un idéal de R. les deuzx conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1) I est engendré par une famille des éléments homogénes.
2) Les composantes homogénes de tout élément de I appartiennent a I.

Si 1 satisfait 'une de ces conditions, on 'appelle un idéal homogéne ou gradué.

Exemple 2.4.2

Soit R = K|x,y, 2] un anneau Z-gradué, alors I} = (z?yx + 2* — 222% 2y + y?) est un
idéal homogéne, par contre Iy = (z* +y) est un idéal non homogéne car y & I, maiy est
une composante homogéne de x> +1vy € I,.
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Proposition 2.4.3 ([9], proposition 15)
Si I et J sont deux idéaux homogénes, alors IJ, I N J, I + J sont aussi homogenes.

Preuve

Soit x € IJ, x s’écrit x = 3 | a;b;, avec a; € [ et b; € J. On décompose a; = > 4 af-l et
bi = Y qb¢. Les al et les b sont respectivement dans I et dans J. Alors x = ¥ 4a a?bf/.
On voit sur cette écriture que la partie homogene de degré d de x est alors bien dans I.J.
Il est clair que si I et J sont deux idéaux homogenes alors I N J I'est aussi. De méme pour
I + J car la somme de deux éléments homogene de méme degré et aussi homogene.

Remarque 2.4.4
Soit R un anneau gradué. Si I C R est un idéal homogéne de R, alors R/I est un anneau
gradué ou :

(R/I), ={r+1Ilr € R,}

Proposition 2.4.5 ([18], exercise 2.8)
Soient R un anneau gradué et M un idéal homogéne maximal de R. Alors :

M:@ng@Rfl@m@Rl@Rg@
ot m est un idéal mazximal de Ry.

Proposition 2.4.6 ([6], proposition 4)
Sotent R un anneau gradué et p un idéal gradué de R, pour que p soit premier, il faut et
il suffit que si v € R,,, y € R, sont tels que x & p et y & p on ait xy ¢ p.

Preuve

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle est remplie, alors, dans I'an-
neau gradué A/p = @, A,,/pn, le produit de deux éléments homogenes # 0 est # 0, donc
A/p est inteégre .

2.5 Module gradué

Définition 2.5.1
Soient R un anneau gradué et M un R-module. On dit que M est un R-module gradué s’il
existe une famille de sous-groupes abéliens { My }ncz de M tels que :
1. M =&, M,.
2. R,M,, C M, ., pour tout n et m.
Remarques 2.5.2
- Chaque m € M peut étre représenter de manicre unique sous la forme d’une somme

m = > ez My, avec m, € M,, et la somme est fini, c’est-a-dire presque tout m, sont
nuls.

20



- Les éléments non nuls m,, dans cette somme ont appelé les composantes homogéenes de
m.

Il existe de nombreux exemples de modules gradués. Comme pour les modules arbi-
traires, la plupart des modules gradués sont construits en les considérant des sous-modules,
des sommes directes, des quotients et des localisations d’autres modules gradués.

Remarque 2.5.3
Comme RoM, C M,, on remarque que M, est un Ry-module, et aussi R est un R-module
gradué.

Exemples 2.5.4
— St {M;}icr est une famille des R-modules gradués, alors @;cr M; et [lier M; sont
ausst des R-modules gradués.
Cas particulier R ® R est un R-module gradué et R™ est un R-module gradué .
— Soient R un anneau gradué, M un R-module gradué et S une partie multiplicative
des éléments homogenes de R, alors Mg est un R-module gradué et aussi est un
Rg-module gradué.

Définition 2.5.5
Soit M un R-module gradué. On définit M "twisted by n" par M(n)=M est un R-module
gradué, pour k € Z, M(n), = M4, alors M(n) = @M (n)y.

Comme exemple, Soit R = K[z] avec K est un corps et deg x=1, alors Kz| =
K& Kz®d Kz? @ ... tel que K[z]p = K mais K[z](2)y = K22

2.6 Sous module homogene ou gradué

Définition 2.6.1
Soient M = @,, M,, un R-module gradué et N un sous-module de M. Pour chaque n € Z,

soit N, = NNM,. Si N =@, N,, on dit que N est un sous-module gradué ou homogéne
de M.

Proposition 2.6.2 ([18], proposition 2.1)
Soient R un anneau, M un R-module gradué et N un sous module de M. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1) N=Y,NNM,.
2) Pour toute u € N, toutes les composantes homogeénes de u sont dans N .

3) N est engendré par une famille des éléments homogénes .

Si l'une de ces assertions est satisfait, N a appelé sous-module gradué ou sous-module
homogéne de M.
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Preuve

(1)= (2) : Soit f € M. Ecrivez f = fu, + ... + fu,, avec fo, € M,,. Si f € N, alors
f=>n f,ll ol f; € N N M,. Par unicité de la décomposition de f, f,; = f, pour tout
n € Z. Ainsi f,, € N pour tout n € Z. L’autre implication est claire.

(2)= (1) : similaire.

(2)= (3) : Soit S = {f € N / f un élément homogene }. Par (2) S engendre N .On notera
que lorsque N est de type fini alors on peut montrer qu’il existe une famille des éléments
homogenes finis.

(3)= (2) : Soit S une famille des éléments homogenes engendrent N. Soit f € M, on sup-
pose que f = Y,ez fn € N, maintenant f = 2% r;s; ou s; € S est homogene et r; € R.
Soit deg s; = n; et r; = Y ez Tin. Alors f =Y, ripnsi. Pour h € Z ,fy, =3 imip-—n,5 €N
comme s; € N.

Propositions 2.6.3
Soient R un anneau gradué et M un R-module gradué.

1) Soit {Ny}aer une famille de sous-modules gradués de M alors NNy et 3. Ny sont
aussi gradués [[18], exercice 2.2].

2) Si I est un idéal gradué et N est un sous-module gradué, alors IN est un sous-
module gradué de N.

2) Si N C M est un sous-module gradué et I C R est un idéal homogéne, alors
(N:yI)={me M/IM C N} est un sous-module gradué de M.

Preuve

1) claire.

2) I est un idéal gradué, alors 3ry,ry, ... tel que I = (r1,79,...) tel que r; sont des
éléments homogenes, aussi on a N est un sous-module gradué, alors il est engendré
par une famille homogene S = {f;}.

Alors {r;f;} est une famille des éléments homogenes engendrent /N comme rf €
IN on remarque que rf = (3; a;r;) (X5 0, f7) = > airibj f; d’ott IN est gradué.

3) Soit m € (N :g I), comme M est gradué on peut écrire m = 3; m; on m; € M; un
élément homogene .

Soit T une famille des éléments homogenes engendrent I. Alors Tm € N Vt € T,
on note que tm = >_; m;t qui est une décomposition homogene d'un élément de N,
donc tm; € N Vi car N est gradué.

Proposition 2.6.4 ([18], exercise 2.4)
Sotent N1, No C M deux sous-modules gradués, alors

(Nl ‘R NQ) = {T’ € R|’I"N2 Q Nl}

est un idéal homogéne de R .
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Preuve

Soit f € (Ny :g No) tel que f = 3, fn (car f € R). Soit T une famille des éléments
homogenes engendrent Ny, on a f € (N :g No) si seulement si ft € Ny Vt € T ainsi
(X fu)t € Ny, et (X fu)t = Son fut est une décomposition homogene de ft, donc puisque
Nj est homogene, alors f,t € Ny ¥n, donc f,, € (N7 :g Na) Vn.

Exemples 2.6.5
Les exemples suivants sont des cas particuliers de la proposition 2.6.4 :
— Si M est R-module gradué, alors AnngM = (0 :g M) est un idéal homogéne .
— Sixz € M un élément homogeéne, alors (0 :gr x) = (0 :g Rx) est un idéal homogéne.
— Si I est un idéal homogéne et x est un élément homogéne, alors (I :g x) est un
idéal homogeéne.

Proposition 2.6.6 ([18], proposition 2.2)
Soient R un anneau gradué, M un R-module gradué et N un sous-module gradué de M.
Alors M/N est un R-module gradué, avec :

(M/N), = (M, + N)/N = {m + N|m € M,}

Preuve

il est clair que {(M/N),}, est une famille de sous-groupes de M/N et Ry (M/N), =
Ri(M, + N)/N C (Myy + N)/N = (M/N)psp. Ici, siu € M et u=3,u, ot u, € M,
pour chaque n, alors u+ N =3, (u, + N). Ainsi M/N = 3,,(M/N),, finalement suppose
Sul(tun +N) =0+ N dans M/N ou u, € M, pour chaque n, alors 3, u, € N est depuis
N est un sous-module gradué, u,, € N pour chaque n. Par conséquent w, + N =0+ N
pour chaque n. Donc M/N = 3",(M/N),, est un somme direct interne.

2.7 Homomorphisme gradué

Définition 2.7.1

Soient R un anneau gradué et M, N deur R-modules gradués. Soit f : M — N un R-
module homomorphisme. Alors f est dit gradué ou homogéne de degré d si f(M,) C Nyiq
pour tout n.

Exemples 2.7.2
1) Soient M un R-module gradué et r € Ry, on va définir p,. : M — M par p,.(m) =
rm pour tout m dans M. Alors p, est un homomorphisme gradué de degré d.

2) Si f: M — N est un homomorphisme gradué de R-modules gradués. Alors le
ker(f) est un sous module gradué de M et im(f) est un sous module gradué de N.
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Définition 2.7.3
Soient R, S deuzr anneaux gradués et f : R — S un homomorphisme d’anneau. On dit
que [ est un homomorphisme d’anneau gradué ou homogéne si f(R,) C S, pour tout n.

Exemple 2.7.4

Soit R = K|[x,y] un anneau (muni d’une graduation standard ot K est un corps ). Alors
I’homomorphisme d’anneauw f : R — R déterminé par f(x) = z +y et f(y) = x
(te. f(g(z,y)) = gz + y,x)) est un homomorphisme d’anneau gradué mais ’homomor-
phisme d’anneau h : R — R défini par h(z) = x? et h(y) = xy est non gradué, comme
h(y) C Ry,. Cependant, nous pouvons rendre h un homomorphisme gradué comme suit :
soit S = klz,y] ot deg(x) = deg(y) = 2. Alors h : S — R comme il a défini ci-dessus
est maintenant gradué.

Dans un autre exemple, définissez un homomorphisme d’anneav : f : Klz,y,t] —
K[, t4t°] par f(z) = 3, f(y) = t1, f(z) = t°. Si on note deg t = 1, deg v = 3,
deg y =4, et deg z =5 alors f est homogene.

Définition 2.7.5

Soit R un anneau gradué.

On dit que deux R-module M et N sont isomorphe comme modules gradués s’il existe
un isomorphisme de degré 0 de M a N. De méme, deuxr anneauzr gradué R et S sont dit
isomorphe comme anneauz gradués s’il existe un isomorphisme d’anneau homogéne entre
les deuzr anneaux.

2.8 Décompositions primaires de sous-module gra-
dué

Définition 2.8.1

Soient M un R-module gradué et N un sous-R-module de M. On note par N* le sous-R-
module de M engendré par tous les éléments homogenes contenus dans N. Il est clair que
N* est le plus grand sous-module homogene de M contenu dans N.

Lemme 2.8.2 ([18], exercise 3.1, exercise 3.2 )
1) Soient M un R-module gradué et { Ny}, une famille des sous modules de M. Alors
NN = (NN))* .

2) Soient R un anneau gradué, M un R-module gradué et N un sous-module de M.
Alors \/AnngM/N* = (\/AnnpM/N)*.

Théoréme 2.8.3 ([18], Théoréme 3.1)
Soient R un anneau gradué et M un R-module gradué. Alors on a les deux assertions
sutvantes :

1) Sip est un idéal premier de R, alors p* est aussi premier.
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2) Si N est un p-primaire sous-module de M, alors N* est aussi p*-primaire.

Preuve

Nous montrons que si N est primaire, alors N* I'est aussi. En passant au module M/N*,
on peut supposer N* = 0. Supposons donc que r € R est un diviseur de zéro sur M.
Nous devons montrer que r est nilpotent sur M. Soit n le nombre de (différent de zéro)
composants homogenes de r. Par récurrence sur n on va montrer que r € v/ AnngM. Si
n =0 alors 7 = 0 et il n’y a rien a montrer. Supposons que n > 0. Soit x € M\0 tel que
re = 0 et soient 1y et x; les composantes homogenes de r et = (respectivement) de degré
le plus élevé. Alors ryx; = 0 et puisque N* =0, x; ¢ N. Ainsi, 7 est un diviseur de zéro
sur M/N. Comme N est primaire, ry est nilpotent sur M/N et donc r{M C N pour un
entier n > 0. Mais puisque r{M,, C N pour chaque n et N* = 0, nous conclurons que
riM = 0. Ainsi, r, C VAnngM .

Maintenant, choisissez m tel que 7"z = 0 mais 7} 'z # 0. Soit ' = r{" 'z et 1’ = r-ry.
Alors 2’ = ra’-ryx’ = 0 et donc " est un diviseur de zéro sur M avec une composante
homogene moins que r. Par récurrence, ' € VAnnzgM et donc r = v’ + ry/AnngM.
Ceci prouve que N* est primaire. De plus, si N est primaire & p = /AnngM /N alors,
en utilisant le lemme 2.8.2(2), N* est primaire & \/AnngpM/N* = p*. Ceci complete la
preuve de (2). Pour prouver (1), appliquer la partie (2) & M = R et N = p et utiliser le
faite que le radical d’un idéal primaire est premier.

Corollaire 2.8.4 ([18], Corollaire 3.1)

Soient R un anneau gradué et I un idéal homogéne de R. Alors, chaque idéal premier
minimal sur I est homogene. En particulier, chaque idéal premier minimal de ’anneau R
est homogene.

Preuve
Si P D I alors P* D I, alors si P est minimal sur [ alors P = Px.

Corollaire 2.8.5 ([18], Corollaire 3.2)

Soient M un R-module gradué et N un sous-module gradué de M. Si N a une décompo-
sition primaire, alors tous les composants primaires de N peuvent étre choisies pour étre
homogeénes.

Preuve
Soit N = Q1N Q2N ...N Q une décomposition primaire de N.Alors :

N=N=(@Q:iNQ:N..NQ)*=Q'NQ5N...NQ;

est une décomposition primaire de N avec des sous-modules primaires homogenes.
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2.9 Les propriétés des anneaux gradués

2.9.1 Criteére de finitude pour les anneaux gradués

Si A (resp. M) est un anneau gradué (resp. un module gradué), on note A; (resp.M;)
I'ensemble des éléments homogenes de degré i de A (resp. M).

Si A; = {0} (resp. M; = {0}) pour i < 0, on dira, pour abréger, que A (resp. M) est
un anneau (resp. un module) gradué a degrés positifs.

Proposition 2.9.1 ([6], Proposition 1)

Soient A = @iecz A;i un anneau commutatif gradué a degrés positifs, m [idéal gradué
@i>1 Ai, (xa)rer une famille d’éléments homogénes de A, de degrés i > 1. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) lidéal de A engendré par la famille (z)) est égal a m.
2) La famille (xy) est un systéme de générateurs de la Ag-algébre A.

3) Pour touti > 1, le Ag-module A; est engendré par les éléments de la forme [ 3>
qui sont de degré i dans A.

Preuve

Il est clair que les condition 2) et 3) sot équivalentes. Si elles sont vérifiées, tout éléments
de m est de la forme f((x))) ou f est un polyndéme de Ag[X,|rer sans terme constant on
a donc m = Y \er, Axy, ce qui entraine 1).

Inversement supposons vérifiée la condition 1) . Soit A" = Ag[za|rer la sous-Ag-Algebre
de A engendrée par la famille (z),), et montrons que A’ = A. Pour cela il suffit de montrer
que A; C A’pour tout ¢ > 0. Procédons par récurrence sur i, la propriété étant évidente
pour i = 0. Soit donc y € A; avec i > 1. Puisque y € m, il existe une famille (ay)xer
d’éléments de A, de support fini, telle que y = Y, ayx), et on peut supposer chacun des
ay homogene et de degrés (i — deg(xy))(en le remplagant au besoin par sa composante
homogene de ce degré), comme deg(xy) > 0, 'hypothese de récurrence montre que 1'on
aay € A pour tout A € L, douy € A" et A; C A, ce qui achéve de prouver que 1)
implique 2).

Corollaire 2.9.2
Soient A = @iz A; un anneau commutatif gradué a degrés positifs et m [’idéal gradué
A= @2‘21 Ai-
i) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) L’idéal m est un A-module de type fini.
b) L’anneau A est une Ag-algébre de type fini.

ii) Supposons vérifiées les conditions de (i) et soit M = @;cz M; un A-module gradué
de type fini. Alors, pour tout i € Z, M; est un Ag-module de type fini, et il exviste
ig tel que M; = {0} pour i < ig.
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Preuve

i) Si une famille (y,) d’éléments de A est un systéme de générateurs du A-module
m (resp. de la Ag-algebre A), il en est de méme de la famille formée des compo-
santes homogenes des (y, ) ; 'équivalence des conditions a) et b) résulte donc de la
proposition 2.9.1.

ii) On peut supposer A engendré (en tant que Ag-algebre) par des éléments homogenes
a;(1 <1 <r)dedegrés > 1, et M engendré (en tant que A-module) par des éléments
homogenes z;(1 < i < s), soit h; = deg(a;), kj = deg(z;). 1l est clair que M,, est
formé des combinaisons linéaires a coefficients dans A, des éléments ai" a3*...al" x;
tels que les o soient des entiers > 0 vérifiant la relation k; + Y7, a;h; = n, pour
chaque n il n’y a qu'un nombre fini de familles (a;)1<;<, vérifiant ces conditions,
puisque h; > 1 pour tout i, on en conclut que M,, est un Ap-module de type fini,

et en outre il est clair que M,, = {0} lorsque n < inf;(k;).

2.9.2 Propriétés de ’anneau A?

Définition 2.9.3
Soient A = @iz Ai un anneau gradué, M = @;cz M; un A-module gradué, pour tout
couple d’entiers (d, k) tel que d > 1,0 <k <d—1, posons :

A = Picr Ai et MOP) = Picp Migy

I est clair que A est un sous-anneau gradué de A et M%) un AD -module gradué, en
outre, si N est un sous-module gradué de M, N*) est un sous-AY-module gradué de
M@k - On écrira MDY aqu liew de M9, pour chaque d > 1, M est somme directe des
AD modules M@H (0 <k <d—1).

Proposition 2.9.4 ([6], Proposition 2)

Soient A = @iez Ai un anneau commutatif gradué a degrés positifs, M = @;cz M; un
A-module gradué. On suppose que A est une Ag-algébre de type fini et M un A-module de
type fini. Alors, pour tout couple (d, k) d’entiers tels qued > 1, 0<k<d—1:

i) A est une Ag-algebre de type fini.
i) M@K est un AD-module de type fini.

Preuve

Montrons que A est un A@-module de type fini. Soit (a;)1<i<s un systéme de générateurs
de la Agp-algebre A formé d’éléments homogenes. Les éléments de A (en nombre fini) de
la forme ai'as®...a$s tels que 0 < o; < d pour 1 < i < s constituent un systeme de
générateurs du A@-module A, en effet, pour tout systéme d’entiers n; > 0 (1 < i < s), il

y a des entiers positifs ¢;, r; tels que n; = ¢;d + r; avec r; < d, (1 <i < s); on a alors

ny N2 Ns __ q1 .92 qs\d( 71,72 Ts
attay?...a = (af'ad...a?)*(a}tal?...a’?)
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ce qui prouve notre assertion, car tout élément homogene z € A est tel que (9 € A@,
Alors, si M est un A-module de type fini, ¢’est aussi un A@-module de type fini, comme
M est somme directe des M (4:+) (0 <k <d-—1) chacun des M (dk) est un A@- module
de type fini, ce qui prouve (ii).

Appliquons ce qui précede au A-module gradué m = @;>1 A;, qui est de type fini
en vertu du corollaire 2.9.2. de la proposition 2.9.1; on voit que m® est un A@-module
de type fini, par suite (corollaire 2.9.2. de la proposition 2.9.1) A est une A-algebre de
type fini.

2.9.3 Idéaux premiers gradués

Définition 2.9.5

Soient A = @P;>0Ai un anneauw commutatif gradué da degrés positifs, m l'idéal gradué
@i>1 Ai ; nous dirons que deuz idéaux gradués a = Pi>0 Ai, b = Bi>0 Ai de A sont équi-
valents s’il existe un entier ng tel que a, = b, pour n > ny (il est clair que c’est bien une
relation d’équivalence). On dit qu’un idéal gradué est essentiel s’il n’est pas équivalent a m.

Proposition 2.9.6 ([6], Proposition 4)
Soit p = @i>opi un idéal gradué de A , pour que p soit premier, il faut et il suffit que si
r €Ay, ,y €A, sont tels quex ¢ p ety ¢ p on ait xy & p.

Preuve

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle est remplie, alors, dans I'an-
neau gradué A/p = @;>o Ai/pi,le produit de deux éléments homogenes # 0 et # 0 donc
A/p est integre.

Proposition 2.9.7 ([6], Proposition 5)

Soit @ = @;>o a; un idéal gradué de A, ng un entier > 0. Pour qu’il existe un idéal
premier gradué p = @;>op; tel que p, = ay, pour n > nyg, il faut et il suffit que, pour tout
couple d’éléments homogenes x, y de degrés > ng, la relation xy € a entraine "x € a ou
y € a " Sl existe n > nyg tel que a,, # A,, l'idéal premier gradué vérifiant les conditions
précédentes est unique.

Preuve

La condition de I’énoncé est évidemment nécessaire. Si I’'on a ag = A,, pour tout n > ny,
il est clair que tout idéal premier contenant m est gradué et répond a la question, il peut
donc y avoir plusieurs idéaux premiers gradués répondant a la question, toutefois, deux
quelconques de ces idéaux sont évidemment équivalents. Supposons donc qu’il existe un
élément homogene a € Ay (avec d > ny ) n’appartenant pas a ag. Soit p I'ensemble des
x € A tels que ax € a. Il est clair que p est un idéal de A, comme les composantes
homogenes de azx sont les produits par a de celles de x, et que a est un idéal gradué, p
est un idéal gradué, en outre, on a 1 ¢ p, donc p # A. Pour prouver que p est premier, il
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suffit de montrer que si z € A,,, y € A,, sont tels que = & p et y ¢ p, alors on a xy ¢ p
(proposition 2.9.8). On a alors ax € a,, 4, ay & a, 4, d’ou par hypothese a’xy € a,, n 24,
on en conclut que axy & a,,,1q puisque xy ¢ p. Enfin, sin > ng et x € A,, les conditions
x € a, et ar € a, 4 sont équivalentes par hypothese, donc pN A,, = a,, ce qui acheve de
prouver l'existence de 1'idéal premier gradué p répondant a la question. Si en outre p’ est
un second idéal premier gradué de A tel que p'NA,, = a,, pourn > ng,onaa ¢ p' et ax ¢ p/
pour tout & € p, d’ou p C p’ puisque p’ est premier. D’autre part, si x est un élément ho-
mogene de degré n > 0 de p/, ax est homogene de degré n+d > ng et appartient par suite
ap' NA, g = a,q, dou par définition x € p ce qui montre que p’' Np, et finalement p’ = p.

Proposition 2.9.8 ([6], Proposition 6)
Soit d un entier > 1.

(i) Pour tout idéal premier gradué essentiel p de A, p N AD est un idéal premier
gradué essentiel de A,

(ii) Inversement, pour tout idéal premier gradué essentielle p’ de A il eziste un ideal

premier gradué (nécessairement essentiel) p de A, et un seul, tel que pN A@ = p/.

Preuve

(i) Si @ € Aj n’appartient pas & pg, a* n’appartient pas & ppg donc p N A@ est
essentiel.

(ii) Pour tout n > 0 1’ensemble pN A, doit étre égal a 'ensemble a,, des x € A, tel que
x? € p/. Montrons que a = @,>0 a, est un idéal premier gradué, comme a, = p,
lorsque n est multiple de d, puisque p’ est premier, cela prouvera l'existence et
I'unicité de p. Or, si & € a,, Y € a,, (z-y)*? est somme de termes dont chacun est
produit de ¢ ou de y? par un élément homogene de degré nd, donc (z-y)?* € p/,
et puisque p’ est premier, (z-y)¢ € p/, donc a,, est un sous-groupe de A. Comme p’
est un idéal de A%, a est un idéal gradué de A, enfin, la relation (zy)¢ € p’ entraine
z¢ € p' ou y? € p’ ce qui achéve la démonstration en vertu de la proposition 2.9.8.

Définition 2.9.9

Soit A un anneau commutatif gradué a degrés positifs, p un idéal premier gradué essentiel
de A. L’ensemble S des éléments homogénes de A n’appartenant pas a p est multiplicatif,
et l'anneau de fractions S™A est donc gradué de fagon canonique (on notera qu’il y aura
en général des €léments homogenes # 0 de degré négatif pour cette graduation). Nous
désignerons par Ay, le sous-anneau de S™A formé des éléments homogénes de degré 0,
autrement dit l’ensemble des fractions x/s ou x et s sont homogénes de méme degré dans
A et s & p. De méme, pour tout A-module gradué M, S™M est gradué de fagon canonique
et nous désignerons par My, le sous-groupe des éléments homogenes de degré 0, qui est
évidemment un A,)-module.

Proposition 2.9.10 ([6], Proposition 7)
Soient p un idéal premier gradué de A, d un entier > 1, p' lidéal premier gradué pn A
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de AD, pour tout A-module gradué M, I’homomorphisme (M¥), —s M,y déduit de
Uinjection canonique MY —s M est bijectif.

Preuve

Si S est I'ensemble des éléments homogenes de A n’appartenant pas a p, et S’ = SN A®,
’homomorphisme canonique ¢ : S 'M@ — S=1M est un homomorphisme homogeéne
de degré 0, et il est injectif, car si x € M, est tel que sx = 0 pour s € A,,, s ¢ p, on
a aussi stz = 0, et s¢ € Ang, s ¢ p'. Reste a voir que I'image par ¢ de (M(d))(p/) et
(M), tout entier, mais si x € M,, s € A, et s ¢ p, on a aussi x/s = (zs*1)/s? avec
sl € A4, s¢ € Ay et s° ¢ p', d’ou notre assertion.

2.9.4 Anneau Noethérien gradué

Lemme 2.9.11 ([26], Lemme(2.1))

Soient B un anneau commutatif et I un idéal de sous anneau A de B.

Supposons que A est somme directe de B comme un A-module, alors I est de type fini si
seulement si l’idéal IB de B est de type fini.

Preuve

Choisissez les éléments 1, xs, ..., z, de I, alors soit IB = (x1,x,...,x,)B. Soit a € I,
on écrit a = Y, x;b; avec b; € B. Soit f : B — A une application linéaire tel que
fla) = a VYa € A alors on a a et x; € A, on obtient f(a) = f(3I_, z;b;) ce qui donne
fla) =30, z;f(b;) dans A, d'ott a € (x1, za, ..., x,)A, ainsi [ = (21, 29, ..., x,) A.

Lemme 2.9.12 ([26], Lemme(2.2))
Soient H un groupe abélien, A un anneau H-gradué et h € H. On suppose que l’'idéal Ap A
de A est de type fini , alors le Ag-module A, est de type fini.

Preuve

Choisissez (1, xa, ..., x,) des éléments de A, alors Ay, A = (x1, 29, ..., z,)A soit © € A, et
écrit a = Y1, x;y; avec y; € A, on note par y;o pour tout 1 < i < r, la composante ho-
mogene de y; de degré 0, puisque, x; € A, on obtient x = Y7, x;v,0 donc x € Y7_, x; Ay,
d'ou A, = X0, x; Ao.

Lemme 2.9.13 ([26], Lemme(2.3))
Soit B = ®sezBs un anneau Z-gradué, on pose B, = @40Bs et B_ = @®4.0Bs, on a les
assertions sutvantes :

1. Suppose que chaque idéal de B est engendré par des éléments de By est de type
fini, alors 'anneau By est Noethérien.

2. Suppose que tous les idéaur By B,B_B et B;B (s € Z) de B sont de type fini,
alors le By-algébre B est de type fini .

Preuve

30



1. Soit I un idéal de By, par supposition I'idéal I B de B est de type fini, donc d’apres
le lemme (2.9.11), I est aussi de type fini. Donc By est Noethérien.

2. Soit (f1, fa, .., f) (resp. g1, o, .., g¢ )des éléments homogenes de B de degrés po-
sitive (resp. négative )tel que BB = (f1, f2, .., f»)B (resp.B_B = (91,92, -, g:) B
). Soit d = max{deg(f;)|1 < i < r} et e = min{deg(g;)|1 < i < t}. On pose
C = By[Bsle < s <d.

Montrer que C' = B.

11 est clair que C C B .

Premiérement, remarquons que B, C C (V0 < s < d). Soit k& > d un entier et
supposons que B; C C' pour tout 0 < s < k. Soit x € By, alors comme x € B
on peut écrire x comme suit x = YI_, fix; avec x; € Bj_g4eqs,. Rappelons que
k >k —degf; > 0 et on obtient d’apres la supposition qu’on a fait x; € C' pour
tout 1 < i < r et comme x; € C et f; € C alors x € C, ainsi B, C C, la méme
chose pour B_ on obtient B_ C (', d’ou C' = B est montré.

Depuis tous les By-module By (e < s < d) sont par le lemme 2.9.11 de type fini,
on conclure que le By-algebre B = By[Bsle < s < d] est de type fini ceci complete
la preuve de lemme.

Théoréme 2.9.14 ([26], théoréme (1.1))
Soient H un groupe abélien et A un anneau H-gradué, supposons que H est de type fini,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) A et un anneau Noethérien.
2) L’anneau Aqy est Noethérien et le Ag-algébre A est de type fini.
3) Chagque idéal gradué de A est de type fini.

Preuve

Il suffit de montrer que (3)=(2).

- Le premier cas : H = Z" nous allons le prouver par récurrence sur n. Si n=0 il n’y a
rien a dire. Pour n=1 voir le lemme 2.9.13. Supposons que n > 2 et I'implication est vraie

pour n-1. Soit :
B.= Y A,

heZmtel quelh|=s

pour tout s € Z, ou |h| = 31 h; pour h = (hy, ha, ..., hy,)) € Z™. Alors la famille { B}z
définie une Z-graduation dans A, et on note A par B lorsque on considére A est un anneau
Z-gradué par la graduation {B},ecz.

Maintenant remarquons que tous les idéaux B, B, B_B, BsB (s € Z) de B sont de
types finis, comme il ont aussi gradués par la graduation H dans A. Alors B est par, le
lemme 2.9.13 est un By-algebre de type fini.

Soit ® : Z"~! — Z™ est 'homomorphisme de groupe défini par ®(h) = (h, — 3% })
pour tout h = (hy, ha, ..., hy,_1) € Z"*. On pose Cp, = Ay (h € Z™1). Alors il est facile
de voir que la famille {C},},czn—1 définie une Z" !-graduation dans By. On note par C
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I'anneau By est considéré comme Z" !-gradué avec la graduation {Cj}pezn-1.
Rappelons que chaque élément homogene de C est aussi homogene dans A. Alors on
trouve par (3), que 'idéal TA de A est de type fini pour chaque idéal gradué I de C. Par
conséquent, chaque idéal gradué I de C est, par le lemme 2.9.11, est de type fini, d’ott nous
obtenons, par récurrence, que 'anneau Cy = Ay est Noethérien et C est un Cy-algebre
de type fini. Alors on obtient I’assertion (2), parce que le C-algebre A est de type fini,
comme nous avons remarqué plus haut.

- Le cas générale : Soit T la partie de torsion de H. Alors comme H est de type fini on
peut écrire H =7Z" @& T, oun = rangzH. On pose :

Dy =P Apse

heZ

pour tout ¢ € T'. Remarquons que {D;};cr est une T-graduation sur A. On note A par D
lorsque on considére A comme un anneau 7-gradué par cette graduation. Alors tous les
Do-modules D, (t € T') sont par le lemme 2.9.12, de type fini, depuis les idéaux D;D de
D sont de type fini par (3)(rappelons que D;D = Y peczn ApyA sont aussi gradués dans
A). Donc I'anneau D est extension module-fini de Dg, puisque D = @yer Dy et T est une
famille fini.

Maintenant on considere I’'anneau Z"™-gradué Dy = @pezn, et on remarquons par le lemme
2.9.11 et (3) que chaque idéal gradué de Dy est de type fini. Donc par le cas 1, 'anneau
Ag = [Do|o est Noethérien et le Dy est un Ag-algebre de type fini. Alors on a I’assertion
(2), parce que 'anneau A = D est un extension module-fini de Dy comme il est indiqué
ci-dessus. Ceci termine la preuve du théoreme .

2.9.5 Module gradué simple

Lemme 2.9.15
Soient R un anneau gradué et M un R-module gradué. Alors M est simple comme un
R-module st et seulement si M est simple comme un Ry-module.

Preuve

Supposons que M est simple comme un R-module. Alors M = R/n pour un idéal maximal
homogene n. Par proposition 2.4.5,n = .6R_sBR_1EMES RS RyP... pour un maximum
idéal m de Ry. Donc M = R/n = Ry/m et donc M est simple comme un Ry-module.
L’inverse est trivial.

Si M est un R-module, on note la longueur de M comme un R-module par Ag(M) (ou
simplement par A(M) s’il n’y a pas d’ambiguité sur ’anneau sous-jacent).

Lemme 2.9.16
Soient R un anneau gradué et M un R-module gradué tel que Ag(M) = n. Alors il existe
une chaine de sous-modules de M tel que :

M=MyD>M D..D>M,; ODM,=0)
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tel que M;/M,; 1 est simple et M; est gradué pour tout i.

Preuve

Sin = 0, 1 le résultat est trivial, alors supposons n > 1. Par récurrence, il suffit de montrer
qu’il existe un sous-module gradué propre non nul de M. Soit x € M un élément homogene
non nul. Si Rx # M nous avons fini, donc supposons Rx = M. Alors M = R/I (en tant
que R-modules gradués), ou I = (0 :g x. Ainsi, Ag(R/I) = n et donc R/I est Artinien.
Ainsi, tous les idéaux maximaux de R/I sont homogenes (puisqu’ils sont minimaux). Si
le seul idéal maximal de R/I est (0), alors n = A(R/I) = 1, une contradiction. Ainsi, il
existe un élément homogene non nul » € R I tel que r + I n’est pas inversible dans R/I.
Soit y = rx et N = R,. Alors N est un sous-module gradué propre non nul de M.

Théoréme 2.9.17 ([18], Théoréme 4.2)
Soient R un anneau gradué et M un R-module gradué. Alors :

Ar(M) = A, (M)
=>n >‘Ro (Mn)

Preuve
Si Ag(M) = oo le Ag, (M) = oo, supposons que Ag(M) = n. Donc d’apres le lemme 2.9.16
il existe une chaine des sous-modules tel que :

M=MyD>M D..> M, DM, =0)

ou Mi/M;,; sont des R-modules gradués pour tout i. Par le lemme 2.9.15, ces modules
sont aussi des Ryp-modules simples. Par conséquent, Ag, (M) = n.

Corollaire 2.9.18 ([18], Corollaire 4.1)

Soient R un anneau gradué et M un R-module gradué. Alors M a une longueur finie
en tant que R-module si et seulement si chaque M, a une longueur finie en tant que
Ro-module et M,, = 0 pour tout n sauf pour une famille finie.

Preuve
Immédiatement a partir du théoreme 2.9.17.

Corollaire 2.9.19 ([18], Corollaire 4.2)
Un anneau gradué R est Artinien si et seulement si R, est un Ro-module Artinien pour
tout n et R, = 0 pour tout n sauf pour une famille fini .

Preuve
Un anneau Artinien si et seulement si elle a une longueur finie.
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2.9.6 Anneau gradué local

Définition 2.9.20
Soit A un anneau gradué, alors A est un anneau local si seulement si A a un unique idéal
mazimal homogeéne.

Proposition 2.9.21 ([24], Proposition 1.1.31)
Soit A un anneau gradué, alors A est un anneau gradué local si seulement si Ay est un
anneay local.

2.10 Résolution libre graduée

Tout au long de cette section, R désignera un anneau Noethérien gradué non négatif tel
que Ry est local. On note m l'idéal maximal homogene de R.

Proposition 2.10.1 (Graded version of Nakayama’s Lemma)
Soit M un R-module gradué de type fini. Alors pur(M) = dimp/m(M/mM). De plus, il
existe pr(M) éléments homogénes qui engendrent M.

Preuve

Choisissez des éléments homogenes x1,...,xx € M tels que leurs images dans M/mM
forme une R/m-base. Il suffit de montrer que x1, ...z), engendrent M. Soit N le sous-module
engendré par zy,...xg. Alors M = N +mM et donc M/N = m(M/N). Si M # N, alors
M/N est un R-module non-nulle gradué de type fini. Soit s le plus petit entier tel que
(M/N)s # 0. Alors (M/N)s = n(M/N)s ou n est un maximal de Ry. Ceci contredit la
version locale du lemme de Nakayama. Par conséquent M = N.

Corollaire 2.10.2 ([18], Corollaire 9.1)
Soit F' un R-module libre gradué de type fini. Alors, il existe un ensemble unique des
entiers {ny,...,ng} tel que F = ®;R(—n;) (comme des modules gradués).

Preuve
Soit k = rk F' = p(F). Alors il existe des éléments homogenes 1, ..., 71, qui engendrent F et
forment donc une base pour F. On pose que n; = deg x;, on remarque que F = @; R(—n;).

Définition 2.10.3
Soit M un R-module gradué de type fini. Une suite exacte :

E I F s Fy— M — 0

est appelée une résolution libre graduée de M si chaque F; est libre et tous les homomor-
phismes sont de degré 0. La résolution est appelée minimale si Ker(0;) C mF;1 pour tout
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i >0, de maniére équivalente, rangF; = u(Ker(0;-1)).

Remarque 2.10.4
Par la version graduée du lemme de Nakayama, il est clair que tout R-module gradué de
type fini posséde une résolution libre graduée minimale.

Lemme 2.10.5
On va Considérer le diagramme suivant des R-module gradué de type fini et des homo-
morphismes de degré 0 :

0 LG22~ N—>0

Supposons que les lignes sont exactes, F' et G sont libres et f est un isomorphisme. Sup-
posons que a(K) C mF et v(L) C mG. Alors il existe des isomorphismes de degré 0,
g: K — Leth:F — G qui rendent le diagramme commutatif.

Preuve

Puisque F est libre, on voit facilement qu’il existe des isomorphismes de degré 0, h et g tel
que le diagramme est commutatif. Si nous montrons que h est un isomorphisme, alors g
doit étre un isomorphisme par le lemme de serpent. Mais si on tensorise le diagramme avec
R/m, on voit par la minimalité que f ® 1 and § ® 1 sont isomorphisme. Par conséquent,
h ® 1 est un isomorphisme. Ainsi, si C' = coker(h) alors C'/nC' = 0 et donc C' = 0 par
Nakayama (graduée). Alors, h est surjective. Puisque G est libre, h est inversible et ainsi
le ker(h)/mker(h) = 0. Donc ker(h) =0 et h est un isomorphisme.

Théoréme 2.10.6 ([18],Théoréme 9.1)

Soient F et G deux résolutions libres minimales graduées de R-module gradué M de type
fini, alors il existe une chaine des homomorphismes f : F — G. tel que pour chaque i,
fi + F; — G; est un isomorphisme de degré 0.

Preuve

On définit 'application f; : F; — G; par récurrence sur i. Pour commencer, soit f_; :
M — M TD'application identité. Supposons que nous avons défini f; pour ¢ < p. Soit 0 le
différentiel pour la résolution F' et a' est le différentiel pour G.. On définit K; = ker(0;_;)
et L; = ker(0;_,) pour chaque i > 0. Nous incluons également dans notre hypothese de
récurrence qu'il existe des isomorphismes h; : K; — L; pour chaque i < p (c’est vide

pour p = —1). Alors considérons le diagramme suivant :
0 Ky Fppg —Kp —=0

h,,l
0 Ly Gpy1 —= L, —0
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Par le lemme précédent, il existe des isomorphismes de degré 0 fpi1 : Fpp1 — Gpyq et
hpt1 + Kpy1 — Lpy1 qui rendent le diagramme commutatif.
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CHAPITRE 3

SUR LA DIMENSION DES ANNEAUX
GRADUES

3.1 La hauteur et la dimension dans les anneaux gra-
dués

Lemme 3.1.1 ([18], exercice 5.1)
Soit R un anneau gradué réduit ou Ry est un corps et soit uw € R,\{0} avec (n # 0). Alors
u est transcendant sur Ry.

Lemme 3.1.2 ([18], lemme 5.1)
Soit R un anneau gradué qui n’est pas un corps et supposons que les seuls idéauzr homogénes
de R sont (0) et R. Alors R = K[t™',t] ou K = Ry est un corps et t est un élément
homogene de R transcendant sur K.

Preuve

Puisque tout élément homogene non nul de R est inversible, tous les éléments non nuls
de Ry sont inversibles et donc Ry est un corps. Comme R n’est pas un corps, il existe
t € R, (n #0) tel que (¢t # 0). Puisque t est inversible, t~! € R_,, et donc sans perte de
généralité, on peut supposer que n est le plus petit entier positif tel que (R, # 0), par
le lemme 3.1.1 on sait que t est transcendant sur Ry. On va montrer que tout élément
homogene dans R,, est de la forme ct’ pour certains i. Ceci est trivialement vrai quand
0 < m < n. On suppose m > n et soit u € R,,. Alors t 'u € R, et 0 < m —n < m,
donc par récurrence t~tu = ct’ pour certains i. En multipliant les deux cotés par t, et on
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a fini. Un argument similaire fonctionne pour les éléments homogenes de degrés négatifs.

Ainsi R = Ry[t™ !, 1].

Lemme 3.1.3 ([18], lemme 5.2)
Soient R un anneau gradué et P un idéal premier non homogene de R. Alors il n’y a pas
d’idéauz premiers propres entre P et P*.

Preuve

Par le passage a R/P* on peut supposer que R est un domaine et que P* = 0. Soit W
I'ensemble de tous les éléments homogenes non nuls de R. Puisque PNW = (), PRy
est un idéal premier non nul de Ry, . Puisque tout élément homogene non nul de Ry, est
inversible, nous avons par le lemme 3.1.2 que Ry = k[t™!,¢]. Puisque dim k[t~ ¢] =1 il
n'y a pas d’idéal premier propre entre (0) et PRy . Par conséquent, il n’y a pas d’idéal
premier propre de R entre (0) et P.

Théoréme 3.1.4 (Matijevic-Roberts)
Soient R un anneau gradué et P un idéal premier non homogéne de R. Alors ht(P) =
ht(P*) + 1.

Preuve

Si ht(P*) = oo alors le résultat est trivial, donc on suppose que ht(P*) < oco. Par récur-
rence sur n = ht(P*). Sin = 0 on a fini par le lemme 3.1.3. Supposons que n > 0 et
que @ est un idéal premier propre contenu dans P. Il suffit de montrer que ht(Q) < n.
Maintenant @Q* C P*. Si Q* = P* alors ) = P* (par le lemme 3.1.3) et nous avons
terminé. Si Q* # P* alors ht(Q*) < n — 1. D’ou ht(Q)) < n par récurrence.

Corollaire 3.1.5 ([18], Corollaire 5.1)
Sotent R un anneau gradué et M un R-module gradué de type fini. Soit p € Supp(M) ou
P est non homogene. Alors dimM, = dimMp~ + 1.

Preuve
Par le passage a R/AnngM on peut supposer que AnngM = 0. Ainsi, dimM, = dimRp =
ht(P) pour tout p € Supp(M). Le résultat découle maintenant du théoreme 3.1.4.

Corollaire 3.1.6 ([18], Corollaire 5.2)
Soit R un anneau gradué a degrés positifs. Alors :

dim R =mazx{ht(M) | M un idéal mazximal homogeéne}

Preuve

Soit N un idéal maximal de R. Alors ht(N*) = ht(N*) — 1 par le théoréme 3.1.4. Puisque
N* est homogene et R est un anneau gradué non négatif, N* est contenu dans un idéal
maximal homogene M. Puisque M # N*, alors ht(M) > ht(N*) + 1 = ht(N).

Proposition 3.1.7 ([18], Proposition 5.1)
Soient R un anneau gradué Noethérien et P un idéal premier homogene de hauteur n.
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Alors, il existe une chaine d’idéaux premiers homogénes distincts :

PchPCh...CP,=P

Preuve

Le résultat est trivialement vrai si n=0 donc on suppose n>0. soit Q un idéal premier
contenu dans P tel que ht(Q) = n — 1. Si Q est homogene nous avons fini par récurrence,
donc supposons que Q n’est pas homogene. Alors ht(Q*) = n — 2. Par le passage a R/Q*
on peut supposer que R est un domaine gradué et P est un idéal premier homogene de
hauteur deux. Il suffit de montrer qu’il existe un idéal premier homogene de hauteur 1
contenu dans P. Soit f € P un élément homogene non nul de P. Alors P n’est pas minimal
sur (f) par *KPIT, donc soit P; un idéal premier contenu dans P qui contient (f). Alors
P, est minimal sur (f) (comme ht(P) = 2) et donc homogene.

*KPIT (Krull’s principal ideal throreme) : Si R est un anneau Noethérien, et I est un
idéal propre principal de R alors I a un hauteur au plus égale a 1.

Corollaire 3.1.8 ([18], Corollaire 5.2)
Soit R un anneau Noethérien gradué a degrés positifs. Alors :

dimR = sup{n tels que Py C P, C .. C P,|Py, P, .., P, sont des idéauzx premiers
homogénes de R}

Preuve
Cela résulte du corollaire 3.1.6 et de la proposition 3.1.7.

Proposition 3.1.9 ([18], Proposition 5.2)

Soient R un anneau gradué et I un idéal homogene engendré par des éléments homogénes
de degrés positifs. Supposons que Py, Ps..., P, des idéaux premiers homogénes, dont aucun
ne contient 1. Alors il existe un élément homogéne x € I avec x ¢ P; pour tous i.

Preuve

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer qu’il n’y a pas de relations d’inclusion
entre les idéaux Pi, Ps..., P,, Ainsi pour chaque i, P, ne contient pas l'idéal homogene
PN ﬁl N P, . Par conséquent, il existe un élément homogene u; ¢ P; tel que u; € P;
pour tout @ # j. Aussi, pour chaque i, il existe un élément homogene w; € I\ P; de degré
positif. En remplacant w; par une puissance suffisamment grande de w;, on peut supposer
que deg u;w; > 0. Soit y; = u;w;. Alors y; ¢ P; mais y; € IﬂPlﬂ...E..ﬂPn. En prenant des
puissances de y;, si ¢’est nécessaire, nous pouvons supposer que deg y; =deg y; pour tous
i, j. Maintenant, soit © = y;+y2+..+y,. Alors x est homogene, = € I et ¢ P; pour tout i.

Remarque 3.1.10
Nous notons que la proposition 3.1.9 est fausse sans [’hypothese que I est engendré par
des éléments de degrés positifs. Par exemple, soit S = Zy et R = S[x] ot deg x = 1. Soit
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I =(2,z)R, P, = (2)R et P, = (x)R. Alors il n’existe pas d’élément homogéne x € I tel
quex ¢ PLUP, .

Lemme 3.1.11

Soit (R, m) un anneau local tel que R/m est infini. Soient M un R-module et Q, N1, Na, .., Ny
des sous-modules de M tel que ) ne soit pas contenu dans aucun N;. Alors il existe v € @)
tel que x ¢ N; pouri=1,...;s .

Preuve
Supposons la contradiction que @ C U;N;. Pour chaque i = 1,...,s soit x; € Q\N;. En
remplacant QQ par Rxi + ... + Rz et N; avec N; N Q) on peut supposer que Q est de type
fini et Q = U;V;. Alors :

Q/m@Q = U;(N; + mQ)/mQ

Comme un espace vectoriel sur un corps infini n’est pas I'union d’un nombre fini de sous-
espaces propres, il faut que Q/m@Q = (N; + mQ)/m() pour certains i. Par le lemme de
Nakayama on a () = N;, une contradiction.

Le corollaire suivant nous permet dans certaines situations d’éviter des idéaux qui ne
sont méme pas premiers ou homogenes :

Corollaire 3.1.12 ([18], Corollaire 5.3)

Soit R un anneau gradué tel que Ry est local avec un corps de résidu infini. Soit I un idéal
de R engendré par des éléments homogénes de méme degré s. Supposons que Jy, ..., J, des
idéaur de R, dont aucun ne contient I. Alors il existe un élément homogéne x € I de
degré s tel que x ¢ J; pour tout j.

Preuve
Il est clair que I N R, n’est pas contenu dans J; N R, pour tout i, sinon I C J;. On applique
le lemme 3.1.11, il existe = € I N Ry tel que x ¢ J; pour tout i.

Théoréme 3.1.13 ([18], Théoréme 5.2)
Soient R un anneau gradué Noethérien et P un idéal premier homogéne de hauteur n.
Supposons que :

(a) P est engendré par des éléments de degrés positifs, ou
(b) Ry est local avec un corps de résidu infini et P est engendré par des éléments de
meéme deqgré s.

Il existe alors des éléments homogénes wy, ..., w, € P tels que P est minimal sur (wy, ..., w,)R.
De plus, dans le cas (b), nous pouvons choisir wy, ..., w, en degré s.

Preuve

Si n = 0, le résultat est trivial, donc on peut supposer que n > 0. Soit @1, ...,Q, les
premiers minimaux de R. Puisque P n’est pas contenu dans aucun @);, il existe un élé-
ment homogene w; € P (de degré s dans le cas (b)) tel que w; ¢ @; pour tout i. Alors
ht(P/(w;)) = n — 1. Le résultat suit maintenant par récurrence.
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Corollaire 3.1.14 ([18], Corollaire 5.4)

Soit R un anneau gradué Noethérien a degré positif avec Ry Artinian et local. Soit M un
idéal mazimal homogéne et d = dim R = ht(M). Alors il existe des éléments homogénes
Wy, ..., wq € Ry tels que M = /(w1 ...,wy). Si de plus R = Ro[Ry] et le corps de résidu
de Ry est infini on peut choisir wy, ..., wq dans R;.

Preuve

Soit m un idéal maximal de Ry. Puisque mR est nilpotent, on peut passer a I’anneau
R/mR et supposer que Ry est un corps .i.e. M = R, par le théoreme 3.1.13, il existe
des éléments homogenes wy, ..., wy dans R, (ou dans R; si 'hypothese supplémentaire est
satisfait ), tel que M est minimal sur (wy, ..., wy), comme chaque idéal premier minimal sur
(w1, ..., wq) est homogene et donc contenu dans M, M est le seul idéal contient (wy, ..., wy).

Ainsi M = \/(wy, ..., wy).

3.2 Comparaison entre la dimension de Krull et la
dimension graduée

Lionel Ducos, Sur les dimensions des anneaux gradués, Année 2009, 1-10,
18-22.

Dans ce chapitre, on va présenter quelques notions récentes (idéaux et monoides
bords) proposer par Lionel Ducos pour revisiter quelques résultats classiques de base
sur la dimension de Krull des anneaux commutatifs N-gradués et donner le lien entre la
dimension gradué et I'idéaux et monoides bords. L’objectif principal de ce chapitre est
de comparer dimgr A, Kdim A et Kdim (1 + A,)"'4, ot A désigne un anneau gradué
(Noethérien ou pas).

3.2.1 Caractérisations de Kdim A et dimgr A

Monoides et idéaux bords en terrain commutatif

Définition 3.2.1
Pour une suite xy, ..., x; d’éléments d’un anneau commutatif A, on définit de maniére
récursive le monoide bord S(xo, ..., x;) par :

S()={1} et S(xg, ..., 1) = (S(21, ..., 1) + Azo)xd
d’ou, par exemple :
S(xg, 1) = (1 + Azy)a) + Axg)zy
S(wo, x1,12) = (1 + Amp) ) + Azy)2l + Azo)z)
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La suite xy, ..., x; est dite pseudo-singuliere lorsque 0 € S(xy,...,x;). Sinon, la suite est
dite pseudo-réqulicre.

Définition 3.2.2
Pour tout idéal I C A et tout élément x € A, on note (I : x) l'idéal transporteur de x
dans I et (I : ™) l'union croissante des idéaux transporteurs Upen(I @ ™).

On définit également l'idéal bord N (xo, ..., z;) par :
N()={0} et N(zg, ..., ) = (N (0, ooy my—1) : 25°) + Ay
d’ou, par exemple :

N(xg, 1) = (((0: 25°) + Axg) : 23°) + Az
={y € A|0¢€ ((y+ Az)a} + Azo)zy'}

= Unen({zg ", 2521 ™) « (2021)")

Mo, 71, 72) = Upen((xf ™, apai ™ alatad ™) o (zor22)")

On pourra remarquer que l’idéal bord N (a,b...) ne dépend précisément que des idéaux
<a>,<b>,.. .

Théoréme 3.2.3 (dimension de Krull)
Dans un anneau commutatif A, il y a équivalence entre :

1) (formulation classique) La longueur de toute chaine strictement croissante d’idéauz
premiers est inférieure ou égale a d.

2) (formulation lie aux bords) Toute suite d’éléments xo,...,xq de A est pseudo-
singuliere, c’est-a-dire :
0€ S(xo,...,xq) = ((-..(1 + Amg)zl... + Axy) 2l + Axg)
ou encore :

1€ N(zg,...,xza) = ((...(0: ) + Azg...) : ) + Axy

3) (formulation déployée) Pour tous xy,...,xq € A, il existe ay, ...,aq € A vérifiant :

agxg € \/@

a1z, € +/(ao, o)

asxy € y/(a1, x1)

aqZq € \/{(Ad—1,Ta—1)
1e <ad, l’d>

Lorsque ces assertions équivalentes sont réalisées, on note Kdim A < d.
Dans le cas contraire, lorsqu’il existe une suite xg, ..., rq pseudo-réquliére ou une chaine
d’idéaux premiers de longueur d + 1, on note Kdim A > d + 1.
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Ce théoreme est principalement prouvé a I’aide des lemmes suivants :

Lemme 3.2.4

Soit une suite pseudo-réguliére x, ..., T4 dans un anneau commutatif A, i.e. 0 ¢ S(xo, ..., Tq),
ou encore 1 ¢ N (xq, ..., xq). Alors il existe des idéaux premiers Py C Py C ... © Pyyq tels
que T; € pir1\p; pour 0 < i <d.

Lemme 3.2.5

Dans un anneau commutatif A , si on considére des idéaux premiers Py C Py C ... C Pyiq,
alors pour des éléments (xg,...,xq) € A tels que x; € piy1\p; pour 0 < i < d, on a
S(zo,...,xq) N By =0 et N(xg,...,xq) C Pas1-

En particulier, 0 ¢ S(zo, ..., xq) et 1 & N(zo, ..., zq).

3.2.2 Dimension graduée d’un anneau gradué

Notation

Dans tout ce chapitre, les anneaux gradués sont commutatifs et ont une graduation
de type N. Soit A un anneau gradué. On note :

A; I'ensemble des éléments homogenes de degré i, i.e.A = @;>04;

H la partie multiplicative constituée des éléments homogenes de A i.e. H = U;>04;.

A, lidéal 'augmentation, i.e. Ay = @;>14; .

S'le monoide 1 + A, (formé d’éléments réguliers).

P Iidéal gradué engendré par IN H (lorsque [ est un idéal de A).

Voici quelques rappels classiques :

Lemme 3.2.6
Soit A un anneau gradué. Tout élément maximal de [’ensemble des idéauz gradués propres
de A est un idéal maximal de A (et contient obligatoirement A, ).

Nous allons maintenant adapter les résultats de la sous section précédente a la notion
de dimension graduée (le supremum des longueurs des chaines d’idéaux premiers gradués).

Lemme 3.2.7

Soit une suite pseudo-réquliére xy, ..., xq d’éléments homogéenes dans un anneau gradué A
, i.e. 0 ¢ S(xo,...,xq) . Alors il existe des idéauxr premiers gradués qo C ¢1 S ... T Qa1
tels que x; € qi11\q; pour 0 <i<d .

Preuve

le lemme 3.2.4 prouve l'existence d’idéaux premiers po & p1 & ... & pat1 tels que z; €
pit1\p; pour 0 < ¢ < d. Il suffit maintenant de prendre la partie graduée de chaque idéal
premier, i.e. ¢; := p!" pour tout i, pour obtenir une chaine d’idéaux premiers ¢y C ¢1 <
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. © qay1 tels que x; € gi1\q; pour 0 < i < d car les x; sont homogenes.

Lemme 3.2.8

Soit des idéauzr premiers gradués po C p1 S ... C par1 d’un anneau gradué A . Alors il
existe des éléments homogeénes x, ...,xq € H tels que x; € piy1\p; pour 0 <i < d . Pour
une telle suite S(xg,...,xq) Npo =0 et N'(xq,...,xq) C Pai1-

En particulier, 0 ¢ S(xo, ...,xq) et 1 & S(zo, ..., Ta).

Preuve

Comme les p; sont gradués et distincts, l'existence d’'une suite “séparante” d’éléments
homogenes xq, ...,zq € H est évidente. Le reste de ’énoncé est une conséquence directe
du lemme 3.2.5.

Lemme 3.2.9

Soit A un anneau gradué et I C A un idéal gradué. Si x € H un élément homogeéne, alors
les idéaux (1 : x*°) et (I: x*°) + xA sont gradués. En conséquence, si xg,...,T, sont des
éléments homogénes alors Uidéal N (xq, ..., x,,) est gradué.

Preuve

Pour a € (I : z*), décomposons a = ag + a3 + ... + a, ou a; € H est homogene de
degré i pour tout i. Il existe d € N tel que az? € I. Or I est gradué, donc il contient les
composantes homogenes de az? : celles-ci sont a;z¢ puisque z est homogene. On a donc
a; € (I: %) pour tout i, ce qui prouve que (I: z*°) est gradué. Par suite, (z) + (I: ™)
est gradué puisque x est homogene.

Théoréme 3.2.10 (Dimension graduée)
Dans un anneau gradué A, il y a équivalence entre :

1) (formulation classique) La longueur de toute chaine strictement croissante d’idéauz
premiers gradués est inférieure ou égale a d.

2) (formulation avec bords) Toute suite d’éléments homogeénes xy, ..., xq € H est pseudo-
singuliére, c¢’est-a-dire :
0€S(xo, .., wq) = ((..(1 + Azmg)zl)... + Azy)2l + Azg)zl
ou encore :
1€ N(zg,...,xq) = ((...(0: ) + Azo...) : ) + Axy

3) (formulation déployée) Pour tous xy,...,xq € H, il existe ay, ...,aq € H :
apxo € /(0)
a1y € +/{ao, To)

asxs € /(a1, x1)

aqq € \/{(ad—1,Ta—1)
1e <CLd, $d>
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Lorsque ces assertions équivalentes sont réalisées, on note dimgr A < d.
Dans le cas contraire, lorsqu’il existe une suite xy, ..., xq pseudo-réquliere d’éléments homo-
génes ou une chaine d’idéauz premiers gradués de longueur d+1, on note dimgr A > d+1.

Preuve
1) & 2) :D’apres lemme 6.2.2 et le lemme 6.2.3.
2) < 3) : On a successivement :

ag € \/(T) I X
a1 € \/({ao, zo)) : w1 C /(N (20)) : 1 = /(N (20) : 25°)

az € \/({a1,21)) 1 22 C \/(N(z0) : 2° + Na1) : 22 = /(N (w0, 71) : 25°)

ag € \/({ag_1,74-1)) : xq C ... C \/ () oy Ta_1) : TP)

1€ /((aq,za)) C ¢(/\/(x0,...,md_1) TP + A:pd) = V(N (2o, .., 4))

D’ou finalement 1 € N (o, ..., z4).

2) = 3) : par récurrence : I’élément homogene 1 appartient a N (xy,...,z4). Comme

(N (g, .oy zq_1) = 2°) et {xy) sont des idéaux gradués , il existe un élément homogene

aqg € N (zo,....,q-1) : ) tel que 1 € ag + (z4) .

Maintenant, pour un entier ¢ < d , considérons un élément homogene a; € (N (xo, ..., x;_1) :

25°). Pour un certain entier k¥ € N I'elements homogene a;z¥ appartient & N (z, ..., 7;_1)

.Comme (N (zg,...,2;-2) : °,5) et (x;_2) sont des idéaux gradués, il existe un élément

homogene a; 1 € (N(xg,...,m2) : 22°,) tel que a;z¥ € a;y + {(w;_1) dou a;x; €
<ai—1>$i—1>-

Une récurrence décroissante sur l'entier i (allant de d a 1) prouve la formulation déployée

en fournissant des éléments homogenes a4_1, ..., ap.

3.2.3 Exemples d’applications

Proposition 3.2.11
On considére un anneau gradué A de dimension graduée finie. Si I est un idéal gradué, ra-
dicalement de type fini, inclus dans A, alors I est radicalement engendré par 14 dimgr A
éléments homogénes.

Preuve

Comme [ est gradué, on peut supposer qu’il est radicalement engendré par un nombre
fini d’éléments homogenes. La preuve consiste a montrer comment, en considérant d + 2
éléments homogenes (d > dimgr A) engendrant radicalement I, on peut construire d + 1
éléments homogenes engendrant radicalement I également. Afin alléger les écritures qui
suivent, pour des éléments a,b,c,... € A, on pose D(a,b,c,..) = +/{a,b,c,...) .

Ecrivons I = D(a,xy,...,xq) C Ay OU a, g, ..., 4 sont homogenes. Comme d > dimgr A,
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la formulation déployée du théoreéme 3.2.10 montre qu’il existe une suite d’éléments ho-
mogene ao, ..., ag € A vérifiant :

apxo € D(0) -+ aqgry € D(ag_1,x4-1) , 1 € D(aq,xq)
On multiplie ces appartenances par a et on utilise aD(a;, x;) C D(aa;, x;) :
aapzg € D(0) -+ aagry € D(aag_1,24-1) , a € D(aagy, zq)

Pour tout j > d, quitte a remplacer les éléments homogenes aa; et x; (appartenant a
Ay) par une de leur puissance (on travaille a radical pres), on peut supposer que aa; et
z; sont de méme degré, de sorte que aa; + x; est homogene. En utilisant D(aa;, x;) =
D(aa; + x;, aa;x;), il vient :

aayry € D(aag + xo, aapr) C D(aag + x¢,0)
aayry € D(aay + 1, aa121) C D(aay + x1,aa0 + o)

aaqgrqy € D(aag_1 + r4_1,a0a4-124-1) C D(aag_1 + x4-1, ..., aa0 + xq)

De a € D(aaq+xg, ..., aa0+ ) ,il s’ensuit g4, ..., xg € D(aaq+xq, ..., aag+xo) et donc que
I = D(a,zq,...,00) = D(aaq + x4, ...,aap + xy). L'idéal I est donc radicalement engendré
par d + 1 éléments homogenes.

Un autre résultat en liaison avec le précédent.

Proposition 3.2.12
Soit A un anneau gradué de dimension graduée finie. On suppose que Ag est un corps. Si
lidéal Ay est radicalement de type fini, alors il est radicalement engendré par dimgr A
éléments homogénes.

Preuve

Afin alléger les écritures qui suivent, pour des éléments a, b, ¢, ... € A, on pose D(a, b, c,...) =
V{a,b,e,...).

On peut supposer que A, (gradué) est radicalement engendré par d + 1 éléments ho-

mogenes : A, = D(xg,...,z4). La preuve consiste & montrer comment, sous I’hypotheése

d > dimgr A, on peut construire d éléments homogenes engendrant radicalement A, . La

formulation déployée du théoréme 3.2.10 montre qu’il existe une suite d’éléments homo-

genes ay, ..., ag vérifiant :

apxo € D(0) e a;i1Ti1 € D(a;, x;) . 1 € D(aq,zq)

On constate que aq est inversible puisque 1 € D(aq,z4) et 4 € A4. Soit ¢ > -1 le plus
petit entier tel que a;,; soit inversible. En particulier ag,...,a; € A, car Ay est un corps.
Maintenant, seules les appartenances suivantes nous intéressent :

apzo € D(0) a;i17i11 € D(a;, ;)

Pour tout entier j < i, quitte a remplacer a; et x; (appartenant a A,) par une de leur
puissance (on travaille a radical pres), on peut supposer que a; et z; sont de méme degré,
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de sorte que a; + z; € A4 est homogene. En utilisant z; € D(a;,z;) = D(a; + 5, a;x;),
il vient :

Lo, 171 S D(GO + Zo, aol'o) C D(ao + Xo, 0)
T1,A9T2 S D(a1 +$1,CL1$1) - D(a1 +LE1,CL0+$0)
To,a3r3 €  D(ag+ x2,a0w2) C  D(ag + 2,01 + 1, ag + o)

Ty, @11 € D(a; + 34, a;3;) C  D(a;+ x4, ...,a0 + x0)
Comme a;,; est inversible, il s’ensuit :

To, .. Tiy Tig1 € D(aj+xy,...,a0 +29) C Ay

et enfin Ay = D(xy,...,xq) C D(a; + x;, ..., a0 + T, Tivay ...y Tq) C Ay .
L’idéal A, est donc radicalement engendré par d éléments.

3.2.4 inégalités dimgr A < Kdim S'A < KdimA

Cette section explicite des preuves utilisent les idéaux et monoides bords pour
retrouver quelques inégalités élémentaires.

Lemme 3.2.13
- Soit deuzx entiers n,m € N quelconques.
Si A est un anneau commutatif, alors pour tous éléments x,y € A :

KdimA/N (z"y™) < max(KdimA/N (z), KdimA/N (y))
- Si A est un anneau gradué, alors pour tous éléments homogenes x,y € H :

dimgr A/N (z"y™) < maz(dimgr A/ N (x), dimgrAJN (y))

Preuve
Pour la démonstration voir la section 3, le lemme 3.6 de [13].

Lemme 3.2.14

Soit A un anneau commutatif, un idéal I C A et un monoide S C A :

- On a Kdim B/I < n si seulement si, pour tous xq,...,x, € A, l'idéal I rencontre le
monoide bord S(xg, ..., ).

- On a S™'B < n si seulement si, pour tous xo, ..., € A, le monoide S rencontre l’idéal
bord N (o, ..., Tp).

Lemme 3.2.15
Pour tout anneau gradué A, on a :

Kdim Ay < dimgr A < Kdim S™'A < Kdim A
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Preuve

- La premieére inégalité se montre ainsi : soit n > dimgr A et xg,...,z, € Ag. Comme les
z; sont homogenes (de degré 0), on a 0 € Sa(zg, ..., 7)) = ((1 + Axz,)zl... + Azp)z). On
prend alors la composante homogene de degré 0 il vient 0 € (1 + Agz,,)2... + Agxg)al) =
Sa, (0, ..., ), ce qui preuve n > Kdim Ay .

-Prouvons la seconde inégalité. Si n > Kdim S—'A, alors pour tous x, ..., z, € A, I'idéal
bord N (xy, ..., 2,) rencontre S. Or S = 1+ A, donc on a 1 € N(xyg,...,z,) + Ay. En
supposant de plus les z; homogenes, I'idéal N (xy, ..., x,) est gradué, donc il contient 1.
Ainsi dimgr A <n.

- La troisieme inégalité est immédiate : si n > Kdim A alors pour tous xg, ...,x, € A, on
ale N(xg,...,z,) donc S rencontre N (xg, ..., z,), dot n > Kdim S™1A.

Exemple 3.2.16
Soit A un anneau commutatif et B := A[X] l'anneau de polynomes canoniquement gradué.
Alors dimgr B =1+ Kdim By =1+ Kdim A.

Preuve
- Montrons 1 + Kdim A < dimgr B. Soit d > dimgr B et x1,...,xq € By = A. On a
alors :

0€ Sp(X,z1,...,7q) = (Sp(z1, ..., 7g) + XB) X"

Comme X est régulier, il vient 0 € Sg(x1,...,z4) + X B. Maintenant, on évalue X en 0,
et alors 0 € Sa(z1,...,x4). Ceci étant vrai pour tous zi,...,xq4 € A, on vient de prouver
Kdim A<d-—1.

- Montrons dimgr B < 1+ Kdim A par récurrence sur Kdim A.

Le résultat étant trivial pour I'anneau nul, supposons Kdim A < d. Pour tout a €
A, on a Kdim A/Na(a) < d — 1, si bien que I'hypothése de récurrence s’applique :
(dimgrA/N4(a))[X] < d. Or Na(a)[X] = Np(a) donc :

dimgrB/Ng(a) < d
Par ailleurs B/Np(X) = B/XB = A, donc :
dimgrB/Ng(X) = Kdim A<d

Via le lemme 3.2.13, on obtient dimgr B/Np(aX*) < maz(d,d) = d. Comme ceci est
vrai pour tout élément homogene aX* de B, on conclut que dimgr B < d + 1.

3.2.5 L’égalité dimgr A = Kdim S !'A en terrain Noethérien

De maniére générale, il existe des anneaux A tels que dimgr A < Kdim S7'A :
Mais dans le cadre noethérien, légalité est toujours vraie comme nous allons le voir.
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Lemme 3.2.17
Soit A un anneau gradué. Si dimgr A <0 alors Kdim A <0.

Lemme 3.2.18 ([12], corollaire 8.5 appliqué d fois)
Soit z un élément d’un anneau A noethérien et t, u deuz suites finies d’éléments de A.

Vye A, 0€ 8 (t,z,y, u) = Vyc A 0e€8 (t,y,x, u)
ou encore :

Vye A, 1eN (t,z,y, u) — Vye A, 1eN (t,y,z, u)
Lemme 3.2.19
Dans un anneau gradué A, on considere un élément x décomposé en xg + ... + x, ot les
x; sont homogenes de degré 1.

- SiN(x) C Iou I estun idéal gradué alors T[4 N (x;) C I
- Pour toute suite finie z d’éléments de A , on a [}y N (z2:) C N (zx) + A4

Théoréme 3.2.20
Soit A un anneau gradué noethérien. Alors dimgr A = KdimS~'A.

Preuve

Nous allons démontrer I'implication dimgr A < d = Kdim S™'A < d par récurrence sur
d € N. Admettons que le résultat soit établi pour un certain entier d € N (comme c’est le
cas pour d = 0, cf lemme 3.2.17). Supposons maintenant dimgr A < d + 1.

Soit h € H. Alors dans A 'idéal bord N'(h) est un idéal gradué, si bien que le quotient
A/N (h) est gradué également. De plus dimgr A/N (h) < d donc I'hypothése de récurrence
s'applique : Kdim T A/N'(h) <dou T =1+ (A/N(h)),, c’est-a-dire T'= S mod N'(h).
Ainsi dans T '(A/N(h)) =2 ST A/N (), on a :

v Zo, ..., Tq € S_IA/N(h), 1e NS_lA/,/\/'(h)('Tm ...,.Clld)
ce qui se traduit dans S*A par :
V$0,...,$d€ S_lA, 1 eNs—lA(h,xO7...,xd)

Comme A est noethérien, le localisé S™'A aussi. On sait d’aprés le corollaire 3.2.18
appliqué d fois que cela implique :

Y zg,...,xq € SA, 1€ Ng14(g,...,xq,h)
Nous obtenons ainsi, pour tout élément homogene h € H :
V2o, ...,xq € A, SN Na(zo,...,xq,h) # 0

Soit 411 € A décomposé en composantes homogenes z411 = hg + ... + h,. On utilise la
second résultat du lemme 3.2.19 :

NA(ZL‘Oy ooy Lds hU)"‘NA(xOv -y Xd, hn) - NA(:E(h "'axdaxd-f-l) + A+
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Mais S étant un monoide rencontrant chaque N4(zo, ..., T4, h;), il rencontre donc la somme
Na(zo, ..., x4, Tay1) + Ay. Enfin, S =1+ A, donc pour tous xg, ..., T4, T411 € A, le mo-
noide S rencontre Ny (zo, ..., Td, Tar1), autrement dit Kdim S;' < d + 1. L’hérédité est
démontrée.

Théoréme 3.2.21

Pour tout idéal premier gradué p d’un anneau gradué noethérien, on a ht(p) = htgr(p).
Autrement dit, pour tout n < ht(p), il existe une suite pseudo-réguliere d’éléments homo-
genes xy,...,x, € H telle que N (x4, ...,x,) C p.

Preuve

Par récurrence sur n : admettons la propriété pour un certain entier n > 0 (le cas n
= 0 étant trivial). Soit p un idéal premier de hauteur supérieure & n + 1 : écrivons
G0 S .. € ¢ C que1 := p. On considere alors une suite pseudo-réguliere zg,..., 2, € A
telle que z; € gi+1 \ ¢ (lemme 3.2.5). Comme p est homogene, on peut prendre z, € H
homogene.

On a alors Ny, (20, .., z,) C p, ce qui se traduit dans le localisé A, par 1 # Ny, (20, ..., 2n)-
On applique n fois le corollaire 3.2.18 dans I’anneau Noethérien A, : il existe des éléments
Y1, - Yn € A tels que 1 # Ny, (2,91, -, yn). On peut traduire cela dans 'anneau A par
1 # N, (20, Y1, - Yn) C P-.

Maintenant, dans l’anneau gradué Noethérien B := A/N(z,), I'idéal premier pB est
de hauteur supérieure & n car Ng(yi,...,y,) C pB. L’hypotheése de récurrence prouve
Iexistence d’une suite pseudo-réguliere homogene 1, ..., z,, € H telle que N C pB. Cela
se traduit dans A par Na(z,, 21, ...,2,) C p, ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

3.2.6 Les relations Kdim S™'A = Kdim A < 2dimgr A

Le passage le plus délicat dans une transcription idéaux premiers/idéaux bords porte
finalement sur ces relations 1’objectif de cette section est de savoir analyser les preuves
classiques utilisant les idéaux premiers pour obtenir des énoncés et des démonstrations
avec des idéaux bords.

Lemme 3.2.22
Soit A un anneau gradué. Si p est un idéal premier tel que ht(p) > 1 alors il existe un
idéal premier gradué q tel que ht(q) > 1.

Preuve

[par contraposition | Si tout idéal premier gradué de A est de hauteur nulle alors Kdim S A <
0 (les idéaux maximaux de S~'A sont en correspondance avec les idéaux maximaux gra-
dués my + A, de A) et le lemme 6.5.1 donne Kdim A < 0, donc tout idéal premier de A
est de hauteur nulle.
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Lemme 3.2.23 ([7],lemme.4. n.8, chap.5 )
Soient A = @;cz A; un anneau gradué intégre, S l’ensemble des éléments homogénes # 0
de A.

(i) Tout élément homogéne # 0 de ST'A est inversible, 'anneau Ko = (S7'A)q est
un corps et l'ensemble des i € Z tels que (ST'A); # 0 est un sous-groupe qZ de Z
(avec ¢ > 0).

(ii) Supposons que q > 1 et soit t un élément non nul de (S~tA),. Alors le K-
homomorphisme f de l'anneau de polynome Ky|X] dans S~'A qui transforme X
en t se prolonge en un isomorphisme de Ko[X, X | sur S™'A, et ST'A est inté-
gralement clos.

Le lemme suivant est une conséquence directe du lemme 3.2.23.

Lemme 3.2.24
Soit A un anneau gradué intégre et H, le monoide des éléments homogénes réguliers. Alors
Uanneau localisé H'A est soit un corps K, soit isomorphe a K[t,t™'] ot t est une indé-
terminée sur le corps K.

En particulier Kdim H,'A < 1, et donc tout idéal premier de A de hauteur supérieur
ou égale a 2 contient un élément homogene régulier.

Lemme 3.2.25
Dans un anneau gradué, si deux idéaur premiers p;, pir1 sont tels que p!" C pi S piv1,
alors " C il

Preuve
Dans anneau integre gradué A/p!", I'idéal p; 1 est de hauteur au moins 2 , donc il contient
un élément homogene régulier (lemme 3.2.24) et cet élément certifie p!” # p?} ;.

Lemme 3.2.26
Soit A un anneau gradué. S’il existe une chaine formée de n idéaux premiers non gradués
alors dimgr A > n.

Preuve

Considérons p; € ... € p,, ot les p; sont des idéaux premiers non gradués. On applique le
lemme 3.2.25 pour tous lest € 1,....n—1:

p!" C pi © piy1 done p!" C p?t,. De plus le lemme 3.2.22 appliqué a l'idéal p,/pd" du
quotient A/p9" montre I’existence d’un idéal premier gradué q contenant strictement pd",
Nous venons de construire la chaine d’idéaux gradués p{" C ... C p?" C g d’ou le résultat.

Corollaire 3.2.27
Soit A un anneau gradué. Alors Kdim A < 2dimgr A.

Preuve
Soit n < Kdim A. Considérons une chaine d’idéaux premiers py C ... C p, de A. Dans
cette chaine, disons qu’il y a ¢g idéaux premiers non gradués et n + 1 — g idéaux premiers
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gradués. Par définition de la dimension graduée, on a n — g < dimgr A et par le lemme
3.2.26 on a g < dimgr A. En additionnant on obtient n < 2dimgr A, d’ou le résultat.

Remarque 3.2.28

Linégalité générale Kdim A < 2dimgr A est-elle « optimale » ¢ Voici quelques éléments
d’une réponse partielle.

Les anneauzr gradués A de dimension de Krull nulle vérifient 'égalité Kdim A = 0 =
2dimgr A. D’apres [[5], page 84, exercice 7], quels que soient deux entiers h, d véri-
fiant h +1 < d < 2h + 1, il existe un anneau commutatif B tels que h = Kdim B
et d = Kdim B[X]. Comme 1 + Kdim B = dimgr B[X]| (cf. exemple 3.2.16), on a
dimgr B[X] < d < 2dimgr B[X] — 1. Ainsi on vérifie que Kdim A peut varier libre-
ment entre dimgr A et 2dimgr A — 1 lorsque A est un anneau de polynomes. Cela étant,
une question se pose (et l'auteur n’en connail pas la réponse) : pour un entier n arbi-

traire, eziste-t-il un exemple d’anneau gradué A (nécessairement non noethérien) tel que
n = Kdim A= 2dimgr A?

Théoréme 3.2.29
Soit A un anneau gradué. Pour tout idéal premier p, il existe un idéal premier gradué q
tel que ht(q) > ht(p).

Preuve
Soit n < ht(p) et cherchons un idéal premier gradué ¢ tel que ht(q) > n. Considérons une
chalne d’idéaux premiers du type :

PSSP PSSP S =D V j, ht(p;) > J

Dans cette chaine, on peut supposer pg gradué. Il existe alors un plus grand indice 7 > 0
tel que p; soit gradué. On applique alors le lemme 3.2.26 dans I'anneau gradué A/p; avec
la chaine d’idéaux premiers non gradués pj 11 C ... € p, : on a donc dimgr A/p; > n — j.
Ainsi il existe un idéal premier gradué ¢ D p; tel que ht(q) > n — j + ht(p;) > n.

Corollaire 3.2.30
Si A un anneau gradué alors Kdim A= Kdim S™A.

Preuve

On sait qu'un élément maximal d’une chaine d’idéaux premiers de A posseéde une hau-
teur inférieure a celle d’un idéal premier gradué bien choisi. Cela montre qu’on peut se
restreindre a ’étude des idéaux maximaux gradués pour cerner la dimension de A. Or
un idéal maximal gradué est de la forme mg + A, (avec mpidéal maximal dans Ay), c’est
donc un idéal maximal de S~'A. Ainsi on arrive & Kdim A < Kdim S™'A.

Exemple 3.2.31
Pour tout anneau Noethérien de polynomes A[X]|, on a Kdim A[X]| =1+ Kdim A.

Preuve
On a successivement K dim A[X] = dimgr A[X] (puisque A[X] est Noethérien) et dimgr A[X] =
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14+ Kdim A.
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CHAPITRE 4

CATECORIE DES ANNEAUX ET
MODULES GRADUES

Constantin Nastasescu, Freddy Van Oystaeyen, "Methods of Graded Rings",
2004

Dans cette section, tous les anneaux sont supposés des anneaux associatifs et tout
anneau R a une identité 1 € R (pas forcement commutatif).

Définition 4.0.1
Considérons un groupe G multiplicativement écrit avec un élément d’identité e € G, R
un anneau gradué d’une graduation de type G ou un anneau G-gradué, c’est a dire il

existe une famille {R,,n € G} des sous-groupe additive R,, de R tel que R = @ R, et
neG

R,R,, C R, pour tout n et m de G.
Pour un anneau G-gradué R tel que R, R,, = Ry, pour tout n, m € G, on dit que R est
fortement gradué par G.

4.1 Catégorie des anneaux gradués :

La catégorie de tous les anneaux est désignée par RING, Si GG est un groupe, la catégorie
des anneaux G-gradués, notée G — RING, est obtenue en prenant les anneaux G-gradués
pour les objets et pour les morphismes entre les anneaux G-gradués R et S on prend
les morphismes d’anneau ¢ : R — S tel que ¢(R,) C S, pour tout n € G. Notez que
pour G = {1} on a G — RING = RING. Si R est un anneau G-gradué, et X est un
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sous-ensemble non vide de GG, on note Ry = @ R,. On particulier, si H < G est un
reX
sous groupe, Ry = @ Ry est un sous anneau de R. Fn réalité Ry est un anneau H-
heH
gradué. Si H = {e}, alors Ry = R.. Clairement la relation R — Ry définit un foncteur
(=)u : G — RING — H — RING.

Proposition 4.1.1
le foncteur (—)g a un adjoint d gauche.

Preuve

Soit S € H — RING, S = @ Sj,. On définit 'anneau G-gradué S comme suit : S =
heH

comme anneau, et S, = S, si n € H, et S, = 0 autre part. Alors la relation S — S
définit un foncteur qui est un adjoint a gauche de (—)gy

On note que si S € RING = H-RING pour H = {1} alors I'anneau G-gradué S a une
G-graduation trivial. Soit H < G un sous-groupe normal. Ensuite, nous pouvons considé-
rer le groupe de facteurs G/H. Si R € G-RING , alors pour toute classe C' € G/H consi-
dérons I'ensemble Rc = @yec R, Clairement R = @ceq/u Re, et ReRer € Reoer pour
tout C,C" € G/H. Donc R a une G/H-graduation naturel, et on peut définir un foncteur
Ug/u : G-RING — G/H-RING, associer a I'anneau G-gradué R le méme anneau avec le
G/ H-graduation décrit ci-dessus. Si H = G, alors G/G-RING = RING, et le foncteur
Ug)c est exactement le foncteur oubli (the forgetful functor) U : G-RING — RING qui
associe a I’anneau G-gradué R I'anneau sous-jacent R.

nn

Proposition 4.1.2
Le foncteur Ug/y : G-RING — G /H-RING a un adjoint a droite.

Preuve

Soit S € G/H — RING. Nous considérons le groupe d’anneau S[G/|, qui est un anneau
G-gradué avec la graduation naturelle S[G], = Sg pour toute g € G. Puisque S =
@Dcec/u Sc, on définit le sous ensemble A de S[G] par A = @ceq/u Sc[C]. Sig € G
il existe un unique C' € G/H tel que g € C, définie A; = Scg. Il est clair que les A4,
définissent une G-graduation sur A, de sorte que A devient un sous-anneau G-gradué de
S|G]. Nous avons défini un foncteur F': G/H — RING — G — RING associer a S 'anneau
G-gradué A. Ce foncteur est un adjoint droit du facteur Ug/g. En effet, si R € G — RING
et S € G/H — RING on définit 'application :

¢ : Homeg/u-rine(Ug/u(R), S) — Homg—pina(R, F(S))

de la maniere suivante : si u € Home u—rine(Ua/u(R),S), alors p(u)(ry) = u(ry)g pour
tout , € R,. Alors ¢ est une bijection naturelle, son inverse est défini par ¢ ~*(v) = eoiov
pour toute v € Homg_give(R,A) ou i : A — S|[G] est la fonction d’inclusion, et
e : S|G] — S est la fonction d’augmentation, i.e (3 jeq 549) = S gec Sq-

Remarque 4.1.3
- La catégorie G — RING a des produits directs arbitraires. En effet, si (R;)ic; est une
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famille d’anneaux G-gradés, alors R = @nec([1:i(Ri)n) est un anneau G-gradué, qui est
le produit de la famille (R;);cr dans la catégorie G — RING. Notez que R est un sous-
anneau de [[;e; R; le produit de la famille dans la catégorie RING. L’anneau R est noté
par [1le; Ri. St G est fini ou I est un ensemble fini, nous avons [[e; Ri = [Licr Ri-

-Soit R = ®peq Ry un anneau G-gradué. On note par R I'anneau opposé de R, i.e R® a le
méme groupe additif sous-jacent comme R, et la multiplication est définit par ror' = 1r'r
pour r,7" € R. L’affectation (R°), = (R),-1 fait de R un anneau G-gradué. L’association
R — R, définit un isomorphisme entre les catégories G — RING et G — RING.

4.2 Catégorie des modules gradués

Définition 4.2.1

Lorsque l'anneau R est gradué par le groupe G, on considére la catégorie G — R-gr, sim-
plement écrite R-gr si aucune ambiguité ne peut survenir, définie comme suit. Pour les
objets de R-gr on prend les R-modules gradués (a gauche) et pour les R-modules gradués
M et N il ont définit les morphismes dans la catégorie graduée comme :

Homp_g(M,N) ={f € Homgr(M,N), f(M,) C N,, pour tout n € G}

De la définition, il est clair que Homp_z(M, N) est un sous-groupe additif de Hompg (M, N).

Remarque 4.2.2

-La catégorie R-gr a des coproduits et des produits. En effet, pour une famille des modules
noté {M;,i € J} un coproduit S; = GneaSy peut étre donné en prenant S, = @;c (M),
et un produit Py peut étre obtenu en prenant P, = [Tics(M;)n ,P; = ®nec [Lics(M;)n.
-Puisque pour tout f € Homp_g- (M, N) nous avons un noyau, Ker f, et un objet image,
Im f, qui sont dans R-gr et tels que : M/Ker f = Im f sont naturellement isomorphes
dans cette catégorie.

- La catégorie R-gr est une catégorie abélienne.

-Un morphisme gradué f est un monomorphisme si seulement si f est injective.

-Un morphisme gradué f est un épimorphisme si seulement si f est surjective.

Lemme 4.2.3 ([19].lemme 20)

Pour tout anneau gradué R commutatif (une graduation de type N) | les énoncés suivants
sont valables pour un morphisme f: M — N de R-gr :

(i) [ est un monomorphisme <= f est injective <= f, : M,, — N,, est injective pour
tout n € Z.

(i) [ est un épimorphisme <= f est surjective <= f, : M,, — N,, est surjective pour
tout n € Z.

(iii) La famille K = {m|f(m) = 0} est un sous anneau gradué de M , et K — M est
le noyau de f.

(iv) Le morphisme N — N/ f(M) est le conoyau de f.
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(v) Le morphisme f(M) — N est l'image de f.

Preuve

(i) I est clair qu'une injection est un monomorphisme. Inversement, supposons f : M —
N est un monomorphisme de G-modules gradués et que f(z) = f(y) pour x,y € M. 11
s’ensuit que f(z,) = f(yn) pour tout n € Z , ainsi nous pouvons réduire au cas ou
x,y sont homogenes de degré commun n. Soit x’,y" : S(—n) — M est les morphismes
correspondant a x,y respectivement. Alors fz’ = fy/ implique 2’ = ¢/ et ainsi x = y. Par
conséquent f est injective . Il est clair que f est injectif si seulement si f,, est injectif pour
chaque n.

(ii) Il est clair qu'une surjection est un épimorphisme. Inversement, supposons f : M —
N est un épimorphisme . L’image de f est un sous-module gradué de N, donc nous
pouvons former le module gradué N/ f(M). Soit g,h : N — N/ f(M) est la projection et
le morphisme zéro respectivement. Alors gf = hf implique que g = h, donc f(M) = N
et donc f est surjectif. Il est clair que f est surjectif si seulement f, est surjectif pour
chaque n.

(iii) et (iv) sont facilement vérifiés.

Définition 4.2.4

Pour M € R—gr et o € G, nous définissons la o-suspension M (o) de M comme étant le
R-module gradué obtenu da partir de M en mettant M (o), = M,, pour tout T € G. Ceci
définit un foncteur T, : R — gr — R — gr en mettant T,(M) = M(c). La famille des
foncteurs {T,,0 € G} satisfait :

1. T, o T, =T,, pour tout o, 7 € G.
2. Ty0l,_1=T,_10T,=1d ,pour tout o € G.

Pour un M € R — gr donné, nous définissons G(M) = {o¢ € G,M = M(o)}. Il est
facile d’établir que G(M) est un sous-groupe de G. Ce dernier sous-groupe est appelé le
stabilisateur (ou groupe d’inertie) de M. Dans le cas G(M) = G, nous disons que M est
G-invariant. Le sous-groupe G(M) est relié a sup(M).

Proposition 4.2.5

Avec la notation comme précédemment, si {o;,i € I} est une transversale gauche de G(M)
dans G alors il y a un J C I tel que : sup(M) = U;cy0,G(M). Notez que J = ) peut étre
autorisé. De plus, la cardinalité de J ne dépend pas de {o;,i € J}.

Preuve

SiT € G(M) alors M = M(7) dans R-gr. Prenons J C I tel que o; € sup(M ) pour tout i €
J. Alors: M (1), = M,, # 0, donc aussi M,,, # 0 et Uie 0,G(M) = sup(M). Inversement,
si o € sup(M) alors il résulte de G = U;e10,G(M) que o € 0,G(M) pour un certain i € I.
Donc o = o;7 pour un certain 7 € G(M). A partir de M, = M,,, = M(7),, = M,,
et M, # 0, on déduit que o; € sup(M) et donc i € J, ou sup(M) = U;ej0,G(M). La
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derniére partie de la déclaration est claire.
Au vu de la proposition précédente, nous pouvons mettre |J| = [sup(M) : G(M)].

Proposition 4.2.6
Pour M € R— gr et tout 0 € G on obtient : G(M(c)) = cG(M)o~. Aussi sup(M(c)) =
sup(M)o1L.

Preuve

Si A € G(M(o)), alors M(o) = M(o)(A\) = M(M\o) pour tout 0 € G. Donc M =
MMo)(o™) = M(o7*)\o) et 7' Ao € G(M) ou A € oG(M)o~!. Ceci prouve que l'in-
clusion G(M(c)) C 0G(M)o~" et I'inclusion inverse peut étre établie formellement de la
méme maniere. La derniere partie de la proposition est claire.

4.3 Propriétés élémentaires de la catégorie R-gr

Dans cette section, nous nous intéressons a quelques propriétés élémentaires de la
catégorie des R-modules gradués pour un anneau G-gradué arbitraire.

Proposition 4.3.1

Considérons M ,N, P dans R-gr avec les application linéaires suivantes : f : M —»
Ph: M — Ng: N — P, tel que f = goh et f est un morphisme dans R-gr.
Si g, ( resp.h) est un morphisme dans la catégorie R-gr, alors il existe un morphisme
B M — N, (resp. ¢ : N — P), dans R-gr tel que f =golh/, (resp. f =g oh).

Preuve

Prouvons le cas ot g est un morphisme en R-gr. On choisi m € M, homogene pour cer-
tains ¢ € G. On décompose h(m) comme h(m) = 3 ,cq h(m),. L’hypothese f = goh
implique que f(m) = Y ,cq g(h(m),) avec g(h(m),) € P.. Puisque f(m) € P, nous pou-
vons définir le morphisme (en R-gr) A’ en mettant h’'(m) = h(m),. Alors il est facile a
voir que f =goh.

Corollaire 4.3.2
Si M € R— gr est projectif (resp. injectif), considéré comme un module non-gradué alors
M est aussi projectif, ( resp. injectif) dans la catégorie R — gr.

Preuve

Prouvons la déclaration concernant la projectivitée, la version pour l'injectivité est dual.
Considérons un épimorphisme v : N — N’ dans R — gr et le morphisme f: M — N’
dans R — gr. Puisque u est aussi surjectif comme morphisme dans R — mod, il existe un
R-linéaire g : M — N tel que f = u o g. L’application de la proposition précédente
donne 'existence d’'un morphisme ¢’ tel que f = u o ¢’ et cela établit la projectivitée de
M dans R — gr.
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Corollaire 4.3.3 (la version gradué de théoréme de Maschke)

Considérons un sous-module N gradué du module gradué M. Alors N est une somme
direct gradué de M (c’est-a-dire un somme direct en tant qu’objet R — gr) si et seulement
si N est une somme direct de M considérée comme R-modules non-gradué.

Preuve

Si N est une somme direct de M en tant que R-module alors il y a un R-linéaire
f: M — N tel que foi = 1y, ou i est I'inclusion canonique N — M. Au vu de la
Proposition 4.3.1 on peut trouver un morphisme gradué f: M — N tel que foi = 1y.
Mais cela montre exactement que ¢ est inversible comme un morphisme dans R — gr et
donc M = N @& N', ou N’ = ker(f’), en R — gr. L’autre implication est assez triviale, de
sorte que les propriétés de déclaration sont en effet équivalentes.

Définition 4.3.4

Rappelons que dans toute catégorie C on dit qu’un sous-objet N C M est un sous-objet
essentiel si pour tout autre sous-objet non nul L C M on a LON # 0 (nous supposons que
C a un objet initial approprié 0). En particulier pour la catégorie R — gr un sous-module
gradué N de M est gr-essentiel s’il s’agit d’un sous-objet essentiel dans le sens ci-dessus
pour la catégorie R — gr, cela équivaut évidemment a : pour tout élément homogéne non
nulm € M on a NN Rm # 0, en autrement dit il existe un a € h(R) tel que am # 0 (tel
que h(R) la famille des éléments homogénes de R).

Proposition 4.3.5

Soit N C M dans R — gr. Alors N est gr-essentiel dans M si et seulement si N est
essentiel dans M dans R-mod. De plus, dans ce cas, nous avons que pour tout m € M il
y a un a, € R, homogéne tel que a,m € N et a;m # 0.

Preuve

Premierement il est clair qu’un sous-module essentiel N de M dans R-mod est certaine-
ment gr-essentiel (N et M comme dans I’énoncé). Inversement, supposons que N C M
est essentiel dans R — gr. Choisissez m # 0 dans M, écrivez supp(m) = {o1,...,0.},
m = mgy, +...+m,, avec 0 # m,, € M,., i =1,...,n. Par induction sur n, on peut établir
que RmN N # 0 en fait, nous établissons qu’il y a un a € h(R) tel que : am € N,am # 0.
Dans le cas n = 1 cela découle de gr-essentialité de N en M. En général, en appliquant
I'hypothese d’induction, on choisit b € h(R) de telle sorte que b(m — m,,) # 0inN. Si
xb(m — mgy,) # 0 in N alors bm = b(m — m,,) = 0 in N et nous avons terminé, donc
supposons que bm,, # 0. Prenons ¢ € h(R) tel que cbm,, # 0 dans N et regardons
cbm = cbmg,, + ... + cbm,, , puisque cb € h(R) ce dernier est la décomposition homogene
decbm et comme cbm,, # 0 nous devons avoir cbm # 0. Puisque cbm € N vient de
b(Mmg, + ... + cbm,, ) € N et cbm,, € N, la réclamation a été établie.
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PERSPECTIVES

Etude quelques propriétés algébriques des anneaux dans le cadre gradué tels que :
Cohérent et domaine de Bézout.
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