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f Introduction N

Les risques extrémes (inondations, sécheresses intenses, tremblements de terre, chocs pétro-
liers, crises financiéres, etc) sont généralement des événements rares (ie la probabilité d’appari-
tion est trés faible) qui captent l'attention par leurs caractéres inattendus et récurrents.

Souvent négligés par certains non-statisticiens et traités comme des observations aberrantes,
les extrémes ont fini par étre sous le feu des projecteurs notamment pour 'importance de leurs
impacts sociaux et économiques. Mais comment peut on estimer le caractére rare d’une variable
aléatoire 7

Les méthodes statistiques classiques utilisent toutes les données observées sans discerner
celles qui se rapportent aux événements extrémes fournissant ainsi des modéles appropriés pour
décrire le comportement central, et n’apportant guére d’informations spécifiques aux valeurs
extrémes.

Les outils probabilistes traditionnels développés dans un cadre gaussien sont inadaptés pour
I’étude de tels événements extrémes oil les valeurs sont loin d’étre concentrées autour de leur
moyenne.

L’étude des risques extrémes vise la protection des systémes ( industriels, économiques, fi-
nanciers, etc) contre les éventuelles catastrophes susceptibles de les détruire . Dans le cas de
notre projet, il s’agit de la gestion du risque hydrologique des crues pour protéger la station de
pré-traitement d’eau potable de la ville de Fés contre les inondations.

En effet, la station de pré-traitement d’eau potable de la ville de Fés a connu le 10/10/2008
de graves inondations causées par l'arrivée d’une crue torrentielle d’Oued Sebou, en raison des
lachers exceptionnels du barrage Allal El Fassi suite aux pluies extrémes qui se sont abattues sur
le bassin versant en cette période. Le débit du Oued a été alors estimé a 2600m?3/s. Cet incident
a induit d’importants dégats au niveau des équipements hydro-électro-mécaniques et électriques
de la station et a causé 'arrét total de la station, ce qui a engendré une rupture provisoire dans
I’approvisionnement en eau potable de certains secteurs de la ville de Fés.

Afin de permettre aux décideurs de trancher sur la solution adéquate pour protéger la station
contre les inondations (construction d’un mur de protection, digue, etc), il va falloir répondre
aux questions suivantes :

1. Quelle est la hauteur d’eau qui est atteinte ou dépassée pour une période donnée ?

2. Dans combien de temps, on peut s’attendre en moyenne & une "grande" hauteur d’eau
fixée ?

Statistiquement parlant, la question (1) se rapporte a I'estimation d’un quantile extréme ou
niveau de retour en hydrologie. Quant & la question (2), elle se rapporte a l’estimation d’une
"petite probabilité", ou de fagon équivalente en hydrologie & une période de retour.

Cependant, ’étude des risques extrémes est souvent confrontée a un probléme de manque
\ﬂ’\informations, notamment lors d’une analyse statistique. En effet, il n’est pas raisonnable je/
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@Voir extraire des quantiles de périodes de retour trés élevées (& savoir 100 ans voir 1000 m
a partir de quelques cinquantaines d’observations seulement. Comment peut on alors s’affranchir
de ce probléme ?
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f Résumé N

Une des voies empruntées pour remédier au probléme des valeurs extrémes est la théorie des
valeurs extrémes (TVE). Celle ci est basée sur 'approximation asymptotique des maxima (ou
minima )d’un grand nombre de variables aléatoires supposées i.i.d. L’étude des valeurs extrémes
se raméne alors & 'analyse des queues des lois de probabilité, en cherchant & estimer les quantiles
extrémes dépassés avec une probabilité trés faible.

Pour s’affranchir du probléme du manque d’observations due & la rareté du risque ainsi
que des problémes d’échantillonnage, une méthode basée sur la simulation stochastique a été
étudiée : Il s’agit de la méthode SHYPRE. Cette derniére traite le risque des crues par une
analyse fine de sa cause : les pluies intenses. En se basant sur l'information pluviométrique,
cette méthode consiste & chercher une modélisation probabiliste fine du processus de la pluie et
& partir d’une transformation pluie-débit, les débits extrémes correspondants sont estimés et ceci
pour des grandes périodes de retour. [’avantage de cette approche, par rapport & une approche
statistique classique, est le fait de disposer de 'intégralité de 'information temporelle des pluies
et des crues. De plus, la large prise en compte de 'information des pluies rend la méthode moins
sensible aux problémes d’échantillonnage. Ce qui donne aux aménageurs une idée claire sur les
hauteurs d’eau maximales pouvant se reproduire.
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f Organisation du rapport N

Ce rapport est organisé en 3 chapitres :

e Le premier chapitre présente les fondements théoriques et les résultats principaux de la
théorie des valeurs extrémes. En premier lieu, I’approche des lois des maximas basée sur le théo-
réme fondamental de Fisher-Tippet [8] est présentée. Ensuite et pour des limites de la premiére
approche discutée dans le chapitre, une deuxiéme approche a été étudiée , appelée approche
par dépassement de seuil justifiée par le théoréme de Pickands [9].Pour chaque approche, les
quantiles extrémes souhaités ont été calculés aprés avoir déterminé les paramétres de chaque
loi considérée en utilisant différentes méthodes d’estimation paramétrique.

e Avant d’aborder la méthode SHYPRE basée sur une simulation stochastique, le deuxiéme
chapitre a été introduit pour présenter différentes méthodes de simulation stochastique & savoir
la méthode d’inversion et la méthode d’acceptation-rejet. Dans une deuxiéme partie, et pour
déterminer la probabilité d’occurrence des risques rares, la méthode de Monte Carlo "naive" ne
peut étre utilisée a cause de la rareté des événements. Pour cela, d’autres méthodes de Monte
Carlo ont été présentées principalement : la méthode d’échantillonnage préférentiel.

e Le troisiéme chapitre de ce projet a été consacré a la présentation d’une deuxiéme méthode
pour la prédétermination des crues. Cette méthode vise & estimer les quantiles extrémes des dé-
bits par un procédé de simulation stochastique. Ce dernier est une combinaison de deux modéles.
Le premier est un modéle probabiliste dont 1'objectif est la description de ’aléa pluviométrique
tandis que le deuxiéme est un modéle hydrologique pluie-débit dont le but est de simuler la
réponse du bassin & des précipitations de tout ordre pour estimer les quantiles extrémes de
différentes périodes de retour.

o
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f Présentation du lieu du stage : L’ONEE N

Crée en 1972, ’ONEE est un établissement public & caractére industriel commercial. Doté de
la personnalité civile et de 'autonomie financiére, il assure la production et la gestion de 1’eau
potable au Maroc.

0.1 Missions principales de L’ONEE

Parmi les missions de 'ONEE :
* Planifier I'approvisionnement en eau potable a ’échelle nationale.
x Etudier Papprovisionnement en eau potable et assurer ’exécution des travaux des unités de
production et de distribution.
* Gérer la production de ’eau potable et controler la qualité des eaux produites et distribuées.
* Participer aux études, projets nécessaires a ’accomplissement de ses missions.

0.2 Les ressources de ’ONEE de Fés

Les ressources utilisées par 'ONEE de Fés, pour la production de I’eau potable sont :
Ressources souterraines et qui sont principalement les forages situés dans la plaine de SAIS.
Ressources superficielles et qui sont les eaux de OUED SEBOU.

0.3 Complexe de production d’OUED SEBOU

Le complexe de production de I’eau potable comprend deux stations :

* Station de pré-traitement : Les eaux brutes doivent généralement subir, avant leur
traitement proprement dit, un pré-traitement qui comporte un certain nombre d’opérations gé-
néralement physiques ou mécaniques. Le role de cette station est d’extraire de ’eau brute la
plus grande quantité possible d’éléments dont la nature ou la dimension constituerait une géne
pour les traitements ultérieurs.

Elle est située sur la rive gauche de I’Oued Sebou a la sortie de la ville & environ 8 km. Elle
fonctionne quand les matiéres en suspension sont comprises entre 2g/l et 50g/l notamment lors
des crues.

* Station de traitement : Située a Ain Noukbi, elle assure :
* le traitement des eaux recues de la station de pré-traitement selon une série d’étapes.
* Le controle de la qualité des eaux traitées.

* Refoulement des eaux vers le réservoir BAB HAMERA.

0.4 Description de la station de pré-traitement

Le ro6le de la station de pré-traitement est de diminuer la charge d’eau brute de la matiére
en suspension a une valeur inférieure & 2¢g/l, selon un certain nombre d’opérations.

N /
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f Dégrillage est destiné a retenir les matiéres volumineuses et déchets de toutes sortes con&
nus dans 'eau. Il permet de protéger les ouvrages en aval contre 'arrivée des gros objets sus-
ceptibles de provoquer des bouchages dans les différentes unités de traitement.

FI1GURE 1 — Dégrilleur

Relevage Cette opération s’effectue grace a des vis d’Archimmeéde, un moyen de relevage
particulierement efficace qui permet le pompage de ’eau vers les dessableurs.

A |

FIGURE 2 — Vis d’Archiméde

Dessablage Un pré-traitement purement physique débarrasse les eaux brutes des sables et des
graviers pour éviter les dépdts dans les canalisations et protéger les pompes.

FIGURE 3 — Dessableur




Débourbage Dernier pré-traitement, consiste a éliminer la boue par une décantation prélimi-
naire dans les débourbeurs.

FIGURE 4 — Débourbeur
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FIGURE 5 — Filiére de traitement des eaux de surface
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f Terminologie N

+Un Evénement extréme est un événement qui a une faible probabilité de se produire,
mais lorsqu’il se produit, prend de trés petites ou de trés grandes valeurs et a un grand impact.

+Un Evénement rare est un événement dont la probabilité d’occurrence est faible. Le fait
qu’un événement soit rare n’implique pas qu’il soit extréme : il est dépourvu de la notion de
quantifiablité ( petites ou grandes valeurs). A l'inverse, tout événement extréme est rare dans
le sens ou il a une faible probabilité de se produire.

«Une Crue est une forte augmentation, un accroissement du débit / de la hauteur d’eau en
écoulement d’un fleuve, d’une riviére, d’'un cours d’eau.

xInondation est une submersion temporaire par l’eau de terres qui ne sont pas submergées
en temps normal. La crue correspond a la montée des eaux d’un cours d’eau, l'inondation au
phénomeéne qui en résulte, I’eau débordant, se répandant sur les terrains alentours.

xLe débit est la quantité d’une grandeur qui traverse une surface donnée par unité de
temps. Il permet de quantifier un déplacement de matiére ou d’énergie.

xUn hyétogramme est la représentation, sous la forme d’un histogramme, de I'intensité de
la pluie en fonction du temps.

*x Un hydrogramme est le graphique de la variation temporelle du débit d’écoulement d’eau,
mesurée au sol.

xPrédétermination des crues Par le terme prédétermination, nous entendons l’annonce
d’un événement futur, avec spécification de son intensité et la probabilité d’occurrence, sans en
définir précisément une date.

Soit Y une variable aléatoire continue,
xUne Période de retour est une fonction donnée par :

1
T(y) =
F(y)
ot F(y) =P >y).
Elle représente le nombre d’observations tel que , en moyenne, il y ait une observation égale ou
supérieure a y. Il est évident que la période de retour augmente lorsque y augmente.
On peut alors définir la fonction niveau de retour comme l'inverse de la période de retour.

s (3)=+(3)

xUn Niveau de retour représente le niveau (d’eau par exemple) qui sera atteint ou dépassé

1
pour une certaine période de retour 7' (de probabilité T)

N /
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7 N

Chapitre 1

Etude probabiliste des Valeurs
Extrémes

1.1 Principe de la théorie des extrémes

Il s’agit dans ’étude des valeurs extrémes d’analyser 1’épaisseur des queues de distributions,
ou encore d’étudier les plus grandes observations d’un échantillon pour caractériser sa loi ini-
tiale. Ainsi, la théorie des extrémes vient en complément de la théorie statistique classique ot
il est plus commun d’étudier le comportement d’une distribution autour de sa moyenne plutét
que dans le domaine des observations extrémes souvent appelées événements rares. La théorie
des extrémes est fondée sur un équivalent au théoréme central limite mais pour les queues de
distribution.

On s’intéresse au comportement du maximum d’un échantillon(X7y, .., X;,) , variable aléatoire
définie par
M,, = max(Xy, ..., Xp),

On commence par des définitions essentielles pour ’étude du comportement asymptotique du
maximum d’un échantillon.

Définition 1.1. Soient F une fonction de répartition et F =1 — F, la fonction de survie
associée et a € [0,1] alors, le quantile d’ordre 1 — o de F' est défini par :

g(a) = F*(a) = infly: F(y) < o}.

ot F* est l'inverse généralisée de F.

Un quantile sera dit extréme si 'on remplace son ordre « par une suite «, — 0 quand
n — oo. Le fait que a,, — 0 quand n — oo indique que l'information la plus importante pour
estimer les quantiles extrémes est contenue dans la queue de distribution.(voir figure 1.1)
Définition 1.2. Statistique d’ordre
La statistique d’ordre de [’échantillon (Xi,...,X,) est le réarrangement croissant de
(X1,..., Xy). On la note par (X1, ..., Xnn)-

Le wvecteur (Xi1,..,Xnn) est appelé Uéchantillon ordonné associé a [’échantillon
(X1,.es Xp), €t X €tant la k'™ statistique d’ordre.

/
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FIGURE 1.1 — Quantiles extrémes et queue de distribution.

Dans un échantillon de taille n, une statistique d’ordre particuliérement intéressante pour

les événements extrémes est
X = max(Xy, ..., Xp).

Définition 1.3. Point extréme

Awec les notations de la définition précédente

On note par xp le point extréme supérieur de la distribution F (la plus grande valeur
possible pour Xy n,1 <k <n) et est défini par

zp = sup{x : F(x) <1} < +00

Soit(X71, ..., Xp,) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de fonction de répartition F' et (Xip,..., Xnn), la statistique d’ordre associée, alors la loi du
maximum M, est donnée par :

Fir, (z) = Pmax (X1, ..., Xp) < 7]
=P (Xi < 2)]

n

=[[PXi < 2]
=1
= HF(x).

=1

Alors,
Fu, (x) = [Fx (2)]".

\ La fonction de répartition de X n’étant souvent pas connue, il n’est généralement pas possi%/
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@ déterminer la distribution du maximum a partir de ce résultat. On s’intéresse alors ‘m
distribution asymptotique du maximum en faisant tendre n vers 'infini.On a

1si F(x) =1,
0si F(z) < 1.

n—00 n—-4o00

lim Fi, (z) = lim [F(z)]" = {

On constate que la distribution asymptotique, déterminée en faisant tendre n vers 'infini,
donne une loi dégénérée (elle prend des valeurs de 0 et 1 seulement).

L’idée est de procéder & une transformation. La plus connue en statistiques est la norma-
lisation illustrée a travers ’exemple du théoréme central qui aprés normalisation, donne la loi
asymptotique (non dégénérée) de la moyenne d’un grand nombre de variables aléatoires.

Dans la partie suivante, on commencera par énoncer le résultat fondamental de la théorie des
valeurs extrémes connu sous le nom de Fisher-Tippet-Gnedenko. Il établit la loi asymptotique
du maximum de I’échantillon X, ;, convenablement renormalisé.

1.2 Loi des extrémes généralisées, approche block maxima

le théoréme suivant montre que la seule distributions limite possible du maximum d’une
variable aléatoire convenablement renormalisé est la loi généralisée des extrémes.

Théoréme 1.4. (Fisher-Tippet-Gnedenko-Von Mises-Jenkinson)[8]

Soit (Xp)n une suite de variables aléatoires i.i.d.

S’il existe un réel v et deuz suites (an) et (by), n € N, avec a, > 0 et b, € R telles que :
M, —b

- ML x] - H'y($),

n—00 an

lim [P [
ou
lim F"(apx + by) = Hy(x).

n—oo

pour tout x € R, ot H, est une fonction non dégénérée, alors H. appartient a une famille
de loi appelée Lot généralisée des valeurs extrémes qu’on note GEV.

F™ est la fonction de répartition de M, tandis que H, est la fonction de répartition limite
de M,, correctement renormalisée par a, et b,.On dira que F" est dans le domaine d’attraction
D,.

Remarques :

e Ce théoréme présente un grand intérét, car si ’ensemble des distributions est grand, I’ensemble
des distributions des valeurs extrémes est trés petit.Ce théoréme n’est valable que si les suites
(an) et (by) existent et admettent des limites.

e Ce théoréme est un résultat important car il n’est pas nécessaire de faire d’hypothéses sur la
loi des X;. La valeur de v détermine le comportement de la queue de distribution.

e Le paramétre  est un paramétre de forme encore appelé indice des valeurs extrémes ou indice
de queue, a, est un paramétre de position et b,, paramétre d’échelle.

e les suites de normalisation (ay,) et (by,) ne sont pas uniques.

e Plus l'indice v est élevé en valeur absolue, plus le poids des extrémes dans la distribution
tgitiale est important. On parle alors de distributions & "queues épaisses".
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/ﬁ.l Loi des valeurs extrémes généralisée N

La forme de la distribution des valeurs extrémes est donnée pour tout x € R par

_f exp{=(1+72) " 1 pem0y si v 0.
Hy(z) = { exp{—e "} sinon. (1.1)

La fonction densité correspondante h, est donnée pour tout x € R par

hy(z) = H(x)(1 + 7)_1/7_11{1+w>0} siy # 0, (1.2)
7 exp(—x —e ")  sinon. '

Les lois limites possibles

Le comportement de la queue de distribution d’une suite de variables aléatoires sera com-
plétement caractérisé par le paramétre v. Une partie sera consacrée aux méthodes d’estimation
de ce paramétre. Le signe de v a une forte influence sur les distributions des extrémes, et on
distingue trois cas.

Domaine d’attraction de Gumbel : Lorsque v = 0, la distribution Hy est appelée distri-
bution de Gumbel. Le support de cette loi est R et dans ce cas les queues de distribution sont
légéres et décroissent de maniére exponentielle. Hy sera parfois notée A.

Domaine d’attraction de Fréchet : Lorsque v > 0, on a
o(x) = exp(—m_l/v)]l{xw}. Il contient les lois dont la fonction de survie est & décroissance
polynomiale. De telles distributions possédent des queues lourdes et la convergence de F™ vers
la loi limite se fait trés lentement.

Domaine d’attraction de Weibull : Lorsque v < 0, on pose & = —1/v > 0 et on note

| exp[—(—x)?] six est négatif
Valw) = { 1 sinon.

“]

Toutes les lois de ce domaine d’attraction ont un point extréme fini et la queue de distribution
sera tres mince.

Exemple 1.5. Plusieurs auteurs se sont intéressés a la détermination des suites de normali-
sation (an)n>1 €t (bp)n>1. Ainsi, Embretchs et al ont proposé dans [18] une estimation de ces
constantes de normalisation dans le cas ot la variable d’intérét a pour loi, la loi normale centrée
réduite. Elles sont ainsi définies,

loglogn + log 47
2(2logn)1/2

an = (2logn) ™12 et b, = (2logn)/? — +o((logn)~1/?).

1.2.2 Estimation des quantiles extrémes par ’approche de la loi GEV

On a, d’aprés le théoréme 1.4, 'approximation suivante :

M, — by,
v [a < x} = F™(anz +by) = Hy (), (1.3)

ou de fagon équivalente, en posant z = a,x + by,

P(M, < z) ~ H, (z;ﬂb”). (1.4)

N
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FIGURE 1.2 — Loi des extrémes généralisée.
A gauche les fonctions de répartition. A droite les densités
(noir :y = 0,bleu v = 1, rouge v = —1)

Dans la suite, on introduit la notation :

z—b
H’Y,anybn = H’Y ( a n> :
n

L’équation 1.4 montre que la loi du maximum M, peut étre approchée par H, 4, b, -
On peut réécrire I'équation 1.3 comme suit :

lim n log(F(apz 4+ b)) = lim n log(l — F(ayx + b)) = log(H,(x)).

n—-+o0o n—-+o0o

On peut montrer que a,z + b, — xr quand n — oo donc F(a,x + b,) — 0. On peut alors
faire un développement limité de log(1 + u) au premier ordre ce qui donne :

Flan + by) = —% log(H, ().

ce qui est équivalent a :

_ 1 x — by 1
Fa) ~ L log (H ( )) = L rog(tt,0,1).

n an

a l'aide de I'expression de H, donnée dans l'expression 1.1, on obtient ainsi une approximation
de la fonction de survie en queue :

Fz) ~ + [1 +fy<$_bn>yw, (1.5)

n an

que I'on peut prolonger & v = 0 en faisant tendre v — 0 dans I’équation 1.5 ce qui donne

N Fir= Len(-55%) y
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f On souhaite estimer des quantiles, or par définition du quantile (voir Définition 1.1) , il n@
faut inverser la fonction de survie de I’équation 1.5, ce qui nous permet d’approcher le quantile

q(a)par :
(@) ~ by + 2 Kl)ll}' (1.6)

¥ no

De méme que précédemment , le cas v = 0 dans Iexpression 1.6 peut étre vue comme le cas
limite lorsque v — 0, on a alors :

q(a) ~ by, — ap log(na). (1.7)

On obtient alors un estimateur du quantile extréme donné dans la définition suivante.

Définition 1.6. L’estimateur du quantile extréme de la loi GEV est défini par

() 1]

0t (G, by, V) sont respectivement des estimateurs des parameétres (an, by, yn)-

~

~ a
Qn(a) = b, + Al
Tn

De méme qu’auparavant, comme le cas v = 0 peut étre vu comme le cas limite lorsque v — 0.
On a d’aprés I’équation 1.7 R
Gn(a) =~ by — @y, log(na).

Pour mettre en pratique cette approche basée sur la convergence en loi du maximum (conve-
nablement normalisé) d’un échantillon vers une loi GEV, Jules Emile Gumbel a introduit 1'ap-
proche des maxima par bloc, en anglais "Block maxima approach".

Ainsi, si Pon dispose d’un échantillon i.i.d Xi,..., X, il nous faut d’abord obtenir des
maxima.l.’approche des maxima par bloc consiste a séparer I’échantillon en m sous échantillons
(blocs) disjoints, choisis arbitrairement assez grands. On extraira ainsi le maximum de chaque
bloc, on dispose alors d’un échantillon de maxima noté Zi, ..., Z,,.

La loi de ces maxima est alors approchée, pour une taille de chaque bloc assez grande, par la loi
généralisée des valeurs extrémes.

Une fois cet échantillon de maxima obtenu, on peut alors s’en servir pour estimer de diverses
fagons les paramétres (v, an,b,) de la loi GEV. On présentera dans le paragraphe suivant la
méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des moments pondérés.

Pour cela, considérons un échantillon 71, ..., Z,;, de m maxima 4.i.d de loi H, 4, ,-

1.2.3 Estimation des paramétres de la loi GEV

1.2.3.0.1 Meéthode du Maximum de Vraisemblance (EMYV)

Dans la théorie d’estimation paramétrique, la méthode du maximum de vraisemblance est
la technique la plus populaire. Dans cette méthode, on retient les paramétres qui maximisent
la fonction de vraisemblance ou, plus souvent le logarithme de la fonction de vraisemblance en
fonction des paramétres de la famille de la loi choisie pour ’ajustement.

N /
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f Si Hy est une fonction de répartition et hy , la fonction de densité associée alors la foncm
de vraisemblance basée sur les données 71, ..., Z, est définie comme suit

n

L(07 Zl7 ey Zn) = H h@(ZZ)]]'{Z~L>0}
i=1

et la fonction log-vraisemblance est

10; 21, ..., Zy) = log L(0; Z1, ..., Zy).

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 0 est définie comme suit

~

0, = gn(Zl, ey Zn) = argmax (05 Z1, ..., Zy),
0O

i.€ é\n maximise [(0; Z1, ..., Zy,) sur 'espace des paramétres © :Une approche pour déterminer
é\n est résoudre le systéme de vraisemblance en annulant les dérivées partielles de 1(6; Z1, ..., Z,,)
en ce qui concerne les paramétres v, Gy, by,.

la fonction de log-vraisemblance obtenue a partir de ’expression 1.2 s’écrit :

108 (LY, an, bn)) = —m log(an) — <1 + i) f;log (1 +y <Zianbn>)
S (5)

Zi — by ,
1+’y< )>0 Vie{l,..,m}.

an

avec

Le probléme de maximisation de la log-vraisemblance nécessite d’avoir recours a des méthodes
numériques, type algorithme de Newton-Raphson car I’estimateur du maximum de vraisemblance
n’est pas explicite.Un algorithme itératif de maximisation de la fonction de vraisemblance est
donné dans [2].

Les propriétés de consistance et la normalité asymptotique sont vérifiées lorsque v > —0.5 (voir
51).

Les résultats fournis dans 6] permettent de former un intervalle de confiance asymptotique.

Si m est le nombre de blocs de maxima, , alors on aura la normalité asymptotique suivante pour
m — 00 :

V((@n, 3, b) — (ans 7 bn)) = N(0,17Y) 4> 0.5

ou [ est la matrice d’information de Fisher estimée par :

1(6) = —E <82%(§25 @>>

ou L(Z;0) est la fonction de log-vraisemblance associée a la loi de la variable aléatoire Z,
paramétrée par un ensemble de paramétres ©. Les calculs des éléments de la matrice I pourront
étre trouvés dans [7].
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/KG.S.OQ Estimation des paramétres de la loi GEV par la méthode des momeﬁ
pondérés
On définit le moment pondéré d’ordre r par

1 = E(ZH,, , (Z)).

Y>An,0n

Cette quantité existe pour v < 1 et est donnée par :

1

o=

<bn - “7"(1 — (r+ 1M1 - w) .

ol 7 est la fonction gamma définie pour tout ¢t > 0 par :

I'(t) = /000 u! ™ exp(—u)du.

En utilisant la formule précédente, trois moments pondérés suffisent pour calculer a,, b, et
~. En effet, on a :

m:b—%ﬂ—ra—wx

a
24m — o = = (1 = 2 (1~ )

g —po 37 —1
2u1 —po 27— 1

Ainsi en remplagant respectivement g, € {0, 1,2} par son estimateur empirique
N 1 & i—1\"
Hrmn = leZl,m < m > .
1=

ou les Z1m, ..., Zm,m sont les statistiques ordonnées associées a ’échantillon 71, ..., Z,, et en
résolvant le systéme précédent, on obtient les estimateurs des moments pondérés des paramétres
G, by et .

Dans le cas d’échantillons de petite ou de moyenne taille, la méthode des moments pondé-
rés donne des meilleurs résultats que la méthode du maximum de vraisemblance. De plus les
estimateurs des moments pondérés des paramétres sont plus simples & calculer.

1.2.3.0.3 Discussion sur la méthode block maxima

Le formalisme de la loi des extrémes généralisée ne tient compte que d’une seule observation,
la plus grande alors que seul le maximum de 1’échantillon ne permet pas de modéliser le com-
portement des valeurs extrémes.
L’ajustement de la loi limite sera toutefois trés influencé par la taille des blocs formés a partir
de I’échantillon initial.
Cette approche méne aussi & une perte d’informations sur les observations extrémes qui sont
par définition trés rares. Par exemple, on peut avoir plusieurs observations extrémes au sein du
méme bloc, mais seule la plus grande d’entre elles sera prise en compte.
Une alternative a la loi GEV dans la modélisation du comportement du maximum d’un échan-
tillon est I’approche par dépassement de seuil se basant sur les "grandes valeurs" de I’échantillon.
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/@’) Loi des excés, approche POT N

L’approche par dépassement de seuil, en anglais "Peaks-Over-Threshold approach " notée
(POT), repose sur 'utilisation des statistiques d’ordre supérieur de I’échantillon. Elle consiste &
ne conserver que les observations dépassant un certain seuil. L’excés au dela du seuil est défini
comme ’écart entre l'observation et le seuil.

Plus précisément, soit un échantillon de variables aléatoires ¢.i.d Y71, ..., Y.

Soit u un seuil fixé¢ (non aléatoire) tel que u < yp. Considérons les N, observations Y;,,..Y;,
dépassant le seuil u. On appelle exces au dela du seuil u les Z; :=Y;, —u,ouj=1,...,Ny.

[ )

'Y

FIGURE 1.3 — Excés au dela du seuil w.

On notera F}, la fonction de répartition de 'excés Z au dela du seuil u. La loi des exceés est celle
de variables aléatoires i.i.d admettant pour fonction de répartition Fy,(y) = P(Z < y|Y > u)
représentant la probabilité que la variable aléatoire Y ne dépasse pas le seuil u d’au moins une
quantité y sachant qu’elle dépasse u. I, décrit ainsi la loi de Z sachant que Y > u. On peut la
réécrire en fonction de F' a l'aide du résultat suivant.

On a pour y >0 :
F(u+y)— F(u)

Fu(y)=PZ <ylY >u] =PY —u<ylY >u]= = F@) (1.8)
ou de maniére équivalente pour la fonction de survie :
— Fu+ Y
Fuls) = BlZ > ylY > 1) = 1= Fy) = 50 (1.9

L’idée de 'existence d’une équivalence entre la loi GEV et la loi des excés est la suivante.
A Taide du résultat donné dans le théoréme 1.4 pour n assez grand on a ,

F™(u) ~ exp (— (1 +7 <u a_nb")>_m> :

avec a, > 0 et (b,,7) € R% Ainsi,

nlog(F(u)) ~ — <1 + (“ — b”>>m. (1.10)

an,

Si u est assez grand alors un développement limité donne :

log(F(u)) ~ — (1 — F(w)). )

N
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/E remplagant dans ’équation 1.10 on obtient pour w assez grand N

1 ~b,\\ V"
1—F(u)%<1+'y<u n)) .
n an
De méme pour y > 0 on a,

1 —b,\\ "
1—F(u+y)%n(1+7<u+y)> .

Qn

En remplacant dans 1’équation 1.9 on obtient :

Fay~1-(1+42)7",

avec
o= an +y(u—by). (1.11)

Le théoréme suivant donne un résultat trés précis sur I'approximation de la fonction de
répartition F, lorsque le seuil u est proche du point extréme yp.

1.3.1 Théoréme de Pickands

Ce théoréme montre que la distribution des excés au dela d’un certain seuil u peut étre ap-
prochée par une loi de Pareto généralisée qu’on notera GPD (Generalized Pareto Distribution) :

Théoréme 1.7. Pickands [9] Soient X1, Xs, ..., X,, un échantillon de variables aléa-
toires i.i.d suivant la loi F'. I appartient au domaine d’attraction de H, si et seulement
si il existe une fonction positive o(.) positive telle que

lim  sup {|P(X —u<z|X >u)—Gy ()]} =0 (1.12)

U=TF )< p <

ou x* = sup{x; F, < 1} et G, est la distribution de Pareto généralisée (GPD) définie

par :
—1/y
1—<1+’y§> si’y#O,xZO;et:):<—gsi'y<0
g'y)o'(x) = o x v
l1—exp{—=} siy=0,2>0
o
Remarque :

e Le théoréme précédent établit ’équivalence entre la convergence en loi du maximum (conve-
nablement normalisé) d’un échantillon vers une loi des valeurs extrémes H, et la convergence en
loi des excés au-dela d’un seuil vers une loi de Pareto généralisée G, ,, lorsque le seuil tend vers
la limite supérieure du support de F'. Ainsi, les paramétres de la loi de Pareto généralisée ont
un lien avec ceux de la loi du GEV.Le paramétre de forme v est le méme que dans la loi GEV,
il caractérise donc la lourdeur de la queue de la loi .

Le paramétre d’échelle o de la GPD est tel que o = a,, + y(u — by,) (voir I'expression 1.11).
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/K(S.Z Estimation des quantiles extrémes par ’approche de la loi des excéﬂ

I’approche par la loi des excés est basée sur I'idée suivante. On a d’apreés 1’équation 1.9, pour
tout y > 0 la relation

F(u+y) = F(u)Fu(y)

Si on effectue le changement de variable z = u + y, alors 'approximation de la queue de distri-
bution donne B o -
F(z) = F(u)Fy(z — u) = F(u)Gy0(z — u),

ol Q_%g est la fonction de survie de la loi de Pareto généralisée G, , donnée dans le théoréme
1.7. On introduit alors la probabilité p que Y dépasse le seuil u,

p=PY >u)=F(u)

d’ou : B _ _
F(2) ~pGyo(z — F(p)).

On obtient ainsi pour v € R une approximation de la fonction de survie en queue :

Fz) ~p (1 +y (Hiw))_W. (1.13)

Le cas v = 0 peut étre vu comme le cas limite v — 0 dans ’équation 1.13 :

F(2) ~ pexp (-W) .

g

On souhaite estimer des quantiles, or par définition du quantile (voir Définition 1.1), il nous faut
inverser la fonction de survie donnée dans I’équation 1.13, ce qui donne :

i) = F (o) + 2 ((Z) o 1) , (1.14)

et dans le cas 7 = 0, on fait tendre ’équation 1.14 ce qui donne :
— g
q(a) ~ F* (p) — alog o) (1.15)

1.3.2.0.1 Lien entre ’approche block maxima et ’approche par dépassement de
seuil On notera la similitude entre ’expression du quantile de la loi GEV (voir I’équation 1.6)
et celle du quantile de la loi GPD (voir I’équation 1.14). Il y a trois parameétres inconnus dans
chacune d’entre elles :

* L’indice des valeurs extrémes v qui est le méme dans les deux expressions soulignant son
importance dans le comportement de la queue de distribution et donc celui des valeurs extrémes.
x Le paramétre d’échelle o joue le role de a, dans 'approche GEV.

* Le seuil uw = F* (p) joue le role de b, 'approche GEV.
Pour pouvoir estimer les quantiles extrémes, il nous faut donc estimer ces paramétres.
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f Définition 1.8. L’estimateur du quantile extrémes de la loi GPD est défini par :

() )

o, Y et o, sont des estimateurs des parameétres de forme et d’échelle.

qlap) ~u+

=) Q)

Remarque. Différentes valeurs du seuil u donneront différents échantillons d’excés plus ou
moins grands, ce qui influencera I'estimation des quantiles extrémes. Ce seuil doit étre suffisam-
ment grand pour vérifier le caractére asymptotique du modéle et que 'on puisse appliquer le
théoréme 1.7, mais pas trop grand pour garder un nombre suffisant d’observations qui dépassent
ce seuil afin de pouvoir estimer les paramétres du modéle car sinon on utilisera peu d’excés donc
peu d’informations.

Choix du seuil en pratique

x Premiére méthode : On fixe le nombre d’exces, noté k, qui doit tendre vers I'infini avec
la taille n de I’échantillon mais rester petit devant n pour que le seuil u, soit suffisamment
grand, i.e :

k
lim k, =ocoet lim — =0.
n—4o00 n—4+oo N

k
Ainsi, si p, = —, alors on choisit le seuil © comme étant le quantile d’ordre 1 — p,, de la loi
n

des données (i.e u, = F* (p,) ) qu’on pourra estimer par la statistique d’ordre Y;, 5, 1.

x Deuxiéme méthode :Généralement, le seuil est déterminé graphiquement par la fonction
moyenne des excés qui permet de décrire la prédiction du dépassement du seuil u lorsqu’un excés
se produit et qui est définie par :

en(u) = E(Y —ulY > u).

Cette fonction moyenne des excés est estimée par la somme des excés dépassant un certain
seuil élevé u, divisé par le nombre d’observations qui dépassent ce seuil (FME empirique).

~ E?:1(Xi - U)+
en(u) = = .
( ) Zi:l ]1{X¢>u}

(1.16)

ou (X; —u)t = sup(X; — u,0).

Cette approche pratique visant & choisir u consiste & tracer ’estimateur empirique de I’espé-
rance résiduelle de X et a choisir u de maniére a ce que €,(u) soit approximativement linéaire
pour tout x > w.
le graphique

{1ty Ba(0))s 0 < Yo 0} s Vi g, = mazi .
1€{1,....kn}

est appelé en anglais "Mean residual life plot".

Une fois le seuil u choisi, il nous reste a estimer les paramétres v et ¢ afin d’obtenir un
estimateur du quantile extrémes ¢(a,, ), ce qui fera 'objet de la partie suivante.
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m Estimation des paramétres de la loi des excés N

1.4.0.0.1 Meéthode du Maximum de Vraisemblance (EMYV)
La fonction de log-vraisemblance est obtenue a partir de la loi GPD G, , (voir Théoréme 1.7)
ce qui donne :

log(L(y,0)) = —kplog(o) — <1 + ’1y> kznlog (1 + gZZ-) .
i=1

avec 1 +~Z;/o > 0 pour i = 1, ..., ky sinon L(v,0) = —o0

Il n’existe pas d’expression explicite des estimateurs solutions des équations de vraisemblance.
Dans la pratique, les méthodes de résolution numérique telles que l’algorithme de Newton-
Raphson sont utilisées pour approcher les estimateurs voir [2].

Remarques. * D’aprés [5] Sous 'hypothése v > —1/2, les estimateurs du maximum de
vraisemblance sont asymptotiquement gaussiens et efficaces.
On a le résultat suivant pour v > —1/2 et k,, — 00 :

Vn((3,6) = (v,0)) = N(0,A).

avec

—0 202

A=(147) [1+7 —0]

On peut alors construire les intervalles de confiance de niveau (1 —«) suivant pour les paramétres

yeto:
I P N S N o o AP SR I R AN B o
Icl_a(v)—[v ¢ (1 2>\/E’7+¢ (1 2) \/E]
16 alo) = |-~ Dy | 2 55 1 10 - ), 255

¢! désigne la fonction quantile d’une loi normale centrée réduite.

x L’estimateur du maximum de vraisemblance est cependant peu utilisé en pratique car il
pose des problémes numériques et il est peu performant sur des échantillons de petite taille
(n < 500). 11 est préférable alors dans ce cas d’estimer les estimateurs par la méthode suivante.

1.4.0.0.2 Meéthode des moments
L’espérance et la variance d’une variables aléatoire Z de la loi GPD G, , existent si vy < 1/2.

Dans ce cas, on a :

0_2

1y (1—7)2(1—2v)
On peut alors exprimer les paramétres de la loi GPD v et ¢ en fonction de ’espérance et de
la variance de Z, soit :

o B B2 2.

Ainsi, en remplacant E(Z) et Var(Z) par leurs estimations empiriques :

E(Z) et Var(Z) =

k k
_ 1 n 1 n _
Z:———g Z; et s2(Z):= g Zi—ZQ.
kn41 e S< ) kn—1 ( )

N
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/ On obtient les estimateurs des moments vy et o, soit : N

~ _1 1 ﬁ t o _Z 1+£
=5 s2(zy) T $2(2) )

Ces estimateurs sont asymptotiquement gaussiens si v < 1/4 voir[7] .

1.5 Analyse exploratoire des données

L’information préliminaire utile sur un ensemble de données & analyser, peut étre obtenue par
plusieurs résultats graphiques et analytiques assez faciles. On commence habituellement ’analyse
statistique des données par la détermination des statistiques de base (moyenne, variance,...) et
dessin de nuages points, histogrammes, box-plots...en outre, dans ’analyse des extrémes, la
premiére tache consiste en étudiant le poids de queue des données.

Définition 1.9. QQ-plot

Le QQ-plot est un graphique qui oppose les quantiles de la distribution empirique auz
quantiles de la distribution théorique envisagée . St l’échantillon provient bien de cette
distribution théorique, alors le QQ-plot sera linéaire.

Dans la théorie des extrémes, le QQ-plot sous 'hypothése d’une distribution exponentielle est
la représentation des quantiles de la distribution empirique sur 'axe des X contre les quantiles
de la fonction de distribution exponentielle sur I'axe des Y.

Le graphique est I’ensemble des points tel que :

-k+1
X, G (222 k=1,
{< k,n» 0,1( n+1 ))7 ’ 7n}7

Xi,n :Représente le k-éme ordre statistique et G est la fonction inverse de la distribution
exponentielle.

L’intérét de ce graphique est de nous permettre d’obtenir la forme de la queue de distribution.
Trois cas de figure sont possibles :

— Les données suivent la loi exponentielle : La distribution présente une queue trés légere,
les points du graphique présentent une forme linéaire.

— Les données suivent une distribution & queue épaisse : Le graphique QQ-plot est concave.

— Les données suivent une distribution de queue légére :Le graphique QQ-plot a une forme
convexe.

Définition 1.10. ME-plot Le graphique ME-plot permet de déterminer le seuil (a partir

duquel , les valeurs sont considérées comme extrémes) nécessaire pour la modélisation de
Uapproche GPD .
LE ME-plot est défini de la maniére suivante :

{(Xk‘,nven(Xk;’n)) k=1, ,n}

Avec e, (u) est lestimatoire empirique de la fonction moyenne des dépassements :

e(u) = B[X —u/X > ul.
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/K(E').l Application : Estimation probabiliste des débits maximums annuelﬁ

Pour appliquer 'approche block maxima de la théorie des valeurs extrémes ainsi que la mé-
thode par dépassement de seuil, on a utilisé les débits maximums annuels de Oued Sebou depuis
1957 jusqu’a 2008 représentés dans le tableau 1.1.

On commence par explorer les données de la variable aléatoire qui nous intéresse a savoir :
Le débit. Dans un premier temps, on présente dans le tableau 1.3 les valeurs des statistiques
générales a savoir : la médiane, la moyenne, le premier et le 3 éme quantile , le min et le max
de la série d’observations.

Ensuite, on représente dans la figure 3.3 différents graphes permettant d’explorer les valeurs
extrémes des débits comme le QQ-plot et le Mean excess plot.

Les graphes de la figure 3.3 représentent les débits estimés par la théorie des valeurs extrémes.
A gauche, les débits extrémes sont estimés en utilisant la loi des excés et & droite, en utilisant
la loi généralisée des extrémes.

Pour estimer les quantiles extrémes des débits, on a utilisé le package fExtremes du logiciel
R qui contient les fonctions gev et gpd dédiées respectivement a la loi généralisée des extrémes
et a la loi des exces.

=
& [ e
g | s
o]
= o 1 = =
E = 8
T R o 2
[ o .
L & 1 #
1 g |4
= il
2 T T T T T = T T I T T
0 200 400 600 800 1000 a 200 400 600 800 1000
T T

FIGURE 1.4 — Estimation des débits maximums en fonction des périodes de retour fixées .
Agauche :par I'approche GPD, Adroite :par I’approche GEV
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FIGURE 1.5 — Analyse exploratoire des données des débits maximums annuels .
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6;;:k Année | Débits (m3/s) ‘::ik
1957 148
1958 113
1959 787
1960 152
1961 278
1962 481
1963 239
1964 415
1965 141
1966 1090
1967 335
1968 461
1969 517
1970 174
1971 203
1972 189
1973 139
1974 232
1975 238
1976 326
1977 148
1978 205
1979 380
1980 149
1981 195
1982 367
1983 81.6
1984 135
1985 261
1986 269
1987 570
1988 149
1989 356
1990 221
1991 270
1992 82.3
1993 324
1994 224
1995 376
1996 221
1997 195
1998 107
1999 229
2000 435
2001 490

\\\‘ 2002 445 ///

\\\7 TABLE 1.1 — Les débits maximums annuels de Oued Sebou depuis 1957 jusqu’a 2002 Al//
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f Année | Débits (m?/s) N
2003 654
2004 414
2005 333
2006 411
2007 400
2008 2600

TABLE 1.2 — Les débits maximums annuels de Oued Sebou depuis 2003 jusqu’a 2008

Min | ler quantile | Médiane | Moyenne | 3e quantile | Max
81.6 185.2 265.0 353 411.8 2600

TABLE 1.3 — Statistiques générales sur les données des débits maximums annuels

Commentaires sur la figure 3.3 :
1
e La fonction de répartition empirique attribue la probabilité — & chacun des n nombres dans
n

un échantillon.
La fonction de distribution empirique F,,(z) basée sur I’échantillon X7, ..., X, est définie par :
Pour un x fixé,

1 n
=1

e Le graphique QQ-plot présente une concavité, ce qui montre que les données suivent une
distribution a queue épaisse.

e D’apreés le ME-plot, & partir de la valeur de ’abscisse 420, le graphe devient linéaire. Alors,
le seuil & partir duquel les valeurs sont considérées extrémes peut étre estimé & 420.
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Chapitre 2

Méthodes de Monte Carlo

2.1 Principe de la méthode

Les méthodes de Monte Carlo permettent d’estimer des quantités en utilisant la simulation
de variables aléatoires.

Les problémes pouvant étre rencontrés comprennent le calcul d’intégrales, les problémes
d’optimisation, la résolution des systémes linéaires...La simplicité, la flexibilité et I'efficacité de
la méthode pour les problémes en grande dimension en font un outil intéressant, pouvant servir
d’alternative ou de référence pour d’autres méthodes numériques.

La premiére étape de la méthode consiste & écrire le probléme sous la forme d’une espérance.

Soit une variable aléatoire X = (X1, ..., Xy) de loi v sur R¢ (on abrégera cela par X ~ v) et
une fonction h : R¢ — R. Le probléme traité par les méthodes de Monte Carlo est 'estimation
de

E [h(X)] = /Rd h(z)v(dx)

La solution standard & ce probléme est de simuler une suite (X,)p>1 = (Xi1,1,..., Xqn) de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d) suivant la loi v, puis d’estimer
I'espérance E, [h(X)] par la moyenne empirique, ie :

E,[h(X)] ~ %Zh(Xk) = %ZYk =Y, (2.1)
k=1 k=1

Remarque. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la loi de X, on omettra v dans les notations.

Exemple 2.1. Calcul d’une intégrale Soit h : [a,b]? — R On cherche a calculer

I:/ h(z1,...xq)dx;...dzg.
R4

On peut réécrire I sous la forme

1
_ d
I = (b—(l) /Rd h(xl,...ﬂjd)mdflfl...dﬁﬂd.

Si on pose X = (X1,..,Xy) un d — uplet de variables i.i.d suivant la loi uniforme sur [a,b], on
a alors

\ I = (b—a)’E[A(X)).

/
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fSi nous cherchons a évaluer une intégrale de la forme N
I:/ h(z)f(x)dx.
Rd

avec f une densité de probabilité sur R® et h, une fonction borélienne, alors nous pouvons
écrire, sous les hypotheses d’existence de I, I = E[h(X)] et l'estimer en utilisant la méthode de
Monte Carlo.

2.2 Validité et comportement de la méthode

2.2.1 Convergence de la méthode

La convergence de la méthode de Monte Carlo est assurée par la loi forte des grands nombres,
sous I’hypothése que h est intégrable par rapport a la mesure v .

Théoréme 2.2. Loi forte des grands nombres
Soit (Yy,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d intégrables, i.e E[|Y1|] < oo.Alors

on a la convergence presque sure p.s de la moyenne empirique

N e pos
Vo= 2 L B
k=1
Exemple 2.3. Estimation de w

Supposons que (X,Y) suive la loi uniforme sur le carré C = [0,1] x [0,1] et que ¢(x,y) =
1y242<1- En notant D = {(x,y) € R+2,w2 +94? < 1} le quart du disque unité, on a donc :

I= //CnD(x,y)dxdy: %. (2.2)

En simulant des points (X;,Y;) uniformément dans C, la propriété précédente assure donc
que

I, =

n—-+o0o n—-+o0o

S

n
. s ~ .
> (X3, Y:) —— 7 e 4x 2
i=1
On dispose donc d’un estimateur Monte Carlo pour la constante 7.

2.2.2 Vitesse de convergence et erreur d’estimation

Sous I’hypothése que h est de carré intégrable par rapport & la mesure v, la vitesse de
convergence de la méthode de Monte Carlo est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.4. Théoréme central limite

Soit (Yp)n>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d de carré intégrables, i.e, E[Y{] <
0.
Notons 0 = Var[Y1],alors

Vi(Y, — E[Yi]) —E— N(0,02).

n—-+o00
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L . . . . . .
Le symbole = signifie "converge en loi". On dit que la suite (Y},)n>1 converge en loi vers Y’
si pour toute fonction continue bornée v, on a

E[y)(Yn)] 2= E[(Y)].
Remarque.
Si nous cherchons a approcher E[A(X)] par une méthode de Monte Carlo, Le théoréme 2.4

- o

renseigne que lerreur e, = Y,, —E[Y]] est d’ordre T mais cette erreur est aléatoire .En effet, e,
n

suit (approximativement) une loi normale N'(0,0?) donc, elle ne peut étre bornée mais elle peut

étre quantifiée via un intervalle de confiance. Sous les hypothéses du théoréme central limite,

pour tout a < b réels,

- o2 - o b —t?
Y, — <EWN|<Y,+b0/—| — —))dt.
tay/ - < V1] <Y, + - n%oo/a mexp( 5 )

Proposition 2.5. Intervalles de confiance

P

Soit « € [0, 1] fizé. Sous les hypothéses du théoréme 2.4,un intervalle de confiance de niveau
asymptotique o pour Yy, défini en 2.1 est donné par :

ICy;n = [Yn — ¢ 11— 5)%;1;” + o711 — g)\;ﬁ] .

ot ¢~ 1(1 — %) désigne le quantile d’ordre 1 — 5 de la loi normale centrée réduite.

Remarques.

— Une fois la suite (X,,)nen simulée, donner uniquement la valeur de Y, définie par 2.1
est insuffisant.Cette derniere doit étre accompagnée de I'intervalle de confiance IC,, , au
niveau de confiance a.

— Néanmoins, dans la pratique, o“ n’est pas connue. Pour obtenir une approximation de
I'intervalle de confiance, cette variance peut étre estimée par une méthode de Monte Carlo

2

comme le montre le lemme suivant.

Lemme 2.6. Estimateur de la variance
Si X1, Xa, ... sont i.i.d avec E(X?) < oo et 02 = V(X), alors

52 — (X1 — X2)2+ (X3 — X4)? + ...+ (Xop — Xon1)? ps .
i 2n n—+o0o

Démonstration. Les variables (X — X2)2, (X3 — X4)?,... sont i.i.d avec
E[(X; — X2)?] = 2E(X?) — 2E(X1)? < +o00 (car E(X?) > E(X1)? et E(X?) < 00) donc , le
résultat découle de la loi des grands nombres.
O

Lemme 2.7. Sous les hypothéses du théoreme 2.4 , on a :

(Vo — E[Y1]) —5— N(0,1).

On n—-+o0o

N
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/@ppel 2.8. Le lemme 2.7 est une conséquence du théoréme Slutsky. N

Théoréme 2.9. Théoréeme de Slutsky
Sotent (Yn)nen et (Zn)nen deuz suites de variables aléatoires. S’il existe une variable aléa-
toire Y telle que (Yn)nen converge en loi vers Y, et une constante c telle que (Zp)neN
converge en probabilité vers ¢, alors (Yy, Zn)n>1 converge en loi vers (Y, c). En particulier

L

, LY, ——— cY.
n—-+o0o

Il résulte du lemme 2.7 que l'intervalle de confiance au niveau a pour E[h(X)] définie en 2.1

s’écrit :
on
\/ Y —1—604/ n

avec ¢, > 0 et vérifie P(|Z] < ¢q) = a on Z ~ N(0,1).

Exemple 2.10. Soit U une variable aléatoire dans R* d € N* et f : R — R mesurable.
On cherche a calculer p = P(f(U) < A) pour un certain X. Soit X = 1pq<y.Alors p =
E(X). On peut approcher p en faisant des tirages i.i.d X1, X, ... de méme loi que X par

X1+ ...+ X, N
-~

n =

Nous calculons 0® = V(X) = p(1 — p). Sous les hypothéses du théoréme 2.4, notons e, =

Pn — . Si nous voulons une erreur |ey| inférieure a 0.01 avec un niveau de confiance 95%, c’est
a dire que l’on veut

P(Jep| > 0.01) < 0.05.

ce qui est équivalent a

P(jep| < 0.01) > 0.95.

Calculons :

X1+ ..+ X,
P(le,| <0.01) =P <—0.01 < %

— B(X)) < 0.01)
=P (—0.01ﬁ <V (M - E(Xl)) < \(/fo.m)

g g n

NG _ 2

( 0 /+0.010” e 5
pour n assez grana) ~

-0 01@ V2

dt

O
+0.01¥E =

dt — 1.

; 1)) =2
(par symtrie de N'(0,1)) /_oo Vor

2.3 Comparaison avec 'intégration numérique

Supposons qu’on veut calculer une approximation de I'intégrale

\ I= /[071](1 o(x)dzx.
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f Si la fonction ¢ est suffisamment réguliére, des méthodes déterministes d’intégration nulhh
rique permettent également d’approcher cette intégrale.

Commencons par la dimension d = 1 et rappelons quelques résultats classiques :
— Dans ce cas, si ¢ est de classe C', la méthode des rectangles sur la subdivision réguliére

1 n—1 . : . .
{, - ,1 ¢ a une précision (’)(%) Plus précisément, si on convient de noter M, =
n n

supaefoq]|9’ ()| et Ry, Papproximation obtenue, alors

My

2n

— Si ¢ est de classe C2, la méthode des trapézes sur la méme subdivision a une précision

R, — 1| <

1
en O(—). Plus précisément, si on note My = supycp,1)|¢” ()| et T),, I'approximation

obtenue, alors

Moy
T, — I < .
Tn =1l < 12n2
— La méthode de Simpson consiste & approcher f sur chaque segment

k k+1 D . .
[, } par un arc de parabole qui coincide avec f aux deux extrémités et au milieu
n o n

de ce segment. Si ¢ est de classe C%, cette méthode a une précision en
O(—;). Plus précisément, si on note My = supxe[()’l}w(‘l)(x)\ et S,, Papproximation

obtenue, alors

My
2880n*"
— De fagon générale, si ¢ est de classe C*, une méthode numérique adaptée a cette régularité
permettra d’atteindre une vitesse en O(n~%/%).
Cette vitesse s’effondre avec I'augmentation de la dimension d. Par contre, la méthode

[Sn = 1] <

de Monte Carlo, avec une vitesse en —, est insensible a la dimension et peut donc
n

s’avérer plus avantageuse dés que l’on travaille en dimension grande ou avec une fonction
irréguliére.

2.4 Monte Carlo dans un contexte bayésien

Les méthodes de Monte Carlo sont d’usage courant dans le cadre typique ot la loi de la
variable X dépend d’un paramétre 6. Dans 'approche fréquentiste, 6 est inconnu mais supposé
avoir une valeur fixée et les observations (z1, ..., x,) permettent de l'estimer , par une méthode
donnée par exemple au maximum de vraisemblance.

L’approche bayésienne est différente : Elle consiste & considérer que 6 est lui méme aléatoire
et suit une loi (dite a priori) donnée, les observations (1, ..., ;) permettent d’affiner cette loi
via sa mise & jour au vu des observations.

Plus formellement, notons 7 la densité de la loi a priori de 6 et f(z|f) la densité conditionnelle
de = sachant 6. Par la régle de Bayes, la densité & posteriori de 6 sachant x s’écrit alors

S0
N ") = T e @ > /@) O). /
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f On pourra s’intéresser & une valeur moyenne par rapport a cette loi & posteriori, laqum
s’écrira donc

i) = [ o@m(@ian =121 Ly s (23)

Le paramétre 6 est en général multidimensionnel. Par conséquent, le calcul de l'intégrale
2.3 est, sauf cas particulier, impossible analytiquement et difficile par intégration numérique
déterministe.

Supposons cependant que I’on sache simuler suivant la loi a priori 7(6) et, pour tout € ,évaluer
la quantité ¢(0)f(x]@). On retombe alors exactement dans le cadre d’application des méthodes
Monte Carlo d’intégration, puisqu’il suffit de générer des réalisations i.i.d(61, ..., 6,,) selon ()
pour en déduire que

fqu Fal6) 22 [ o(6)s(alon(6)as

L’estimateur du dénominateur de 2.3 correspond au cas ot ¢ = 1 et se traite de la méme
fagon .Au total, I'estimateur Monte Carlo de I = E[¢(0)|x] s’écrit :

Yoy (0:) f(x|6;)
>oimy f(@[0:)

En particulier, I’estimateur de la moyenne & posteriori de 6 est donné par

I, =

0(z) = / Or(6|2)do

qui admet pour estimateur Monte Carlo

(o) — Shet i 16
> i f(x]6:)

Remarque. Il s’avére bien que les méthodes de Monte Carlo interviennent dans plusieurs
domaines d’application . Néanmoins, leur application suppose savoir simuler des variables aléa-
toires identiques et indépendantes suivant une loi donnée .Pour cela, la section suivante traite
une liste non exhaustive des méthodes de simulation de variables aléatoires les plus connues.

2.5 Simulation de variables aléatoires

Introduction

Une méthode de Monte Carlo repose sur la simulation d’une suite de variables aléatoires
(Xn)n>1 indépendantes et identiquement distribuées i.i.d selon une loi donnée, cette partie
expose quelques méthodes pour y parvenir en commencant par la loi uniforme, sur laquelle
toutes les autres sont basées.

2.5.1 Simulation suivant la loi uniforme

Dans la suite, on suppose que 'on a un générateur de nombres aléatoires suivant la loi uni-
forme sur [0, 1].Disposer d'un tel générateur n’est néanmoins pas trivial :Un ordinateur ne dispose
d’aucun composant aléatoire. Un générateur de nombres aléatoires est donc un programme dé-
terministe qui produit une suite de valeurs "suffisamment" désordonnées pour ressembler & un
¢chantillon aléatoire, on parle alors de générateur pseudo-aléatoire.
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f Définition 2.11. Générateur pseudo-aléatoire

Un générateur de nombres pseudo-aléatoires est un algorithme qui, & partir d’une valeur
initiale ug, appelée graine, et une transformation D, produit une suite (up)n>1 = D™ (ug)
dans [0, 1]. Pour tout n, les valeurs uy, ..., u, reproduisent le comportement d’un échantillon
i.i.d de loi uniforme.

On suppose disposer d’un générateur pseudo-aléatoire pour la loi uniforme. Dans la suite,
on montre comment, partant de la loi uniforme, il est possible de générer d’autres lois.

2.5.2 Meéthode d’inversion

Soit F' une fonction de répartition bijective, alors si U suit une loi uniforme sur [0,1], la
variable aléatoire X = F~1(U) a pour fonction de répartition F. En effet, pour tout réel z,

P(X <z)=P(F YU)<2)=PU < F(z)) = F(x).

ou l'on a appliqué respectivement 'aspect bijectif de F, sa croissance et la forme spécifique
de la fonction de répartition de la loi uniforme.

Ce résultat représente un grand intérét :Si F' est facilement inversible, alors pour générer
une variable aléatoire de loi F, il suffit de générer une variable uniforme U et de lui appliquer
F~1. On peut méme généraliser ceci & des fonctions de répartition non bijectives, c’est d’ailleurs
I’objectif de ce qui suit.

Définition 2.12. Inverse généralisé
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F. On appelle inverse généralisée
de F, ou fonction quantile de X, la fonction F~1 définie pour tout u €]0,1[ par

F~Yu) =inf{z € R: F(x) > u}.

Rappel 2.13. Le réel q /5 : F~Y(1/2) est appelé la médiane de F. De fagon générale, lorsque
0<a<l,q_q:=F Y (1—-a) est appelé quantile d’ordre 1 —c de F.  On le rencontre constam-
ment dans les tests hypothéses, le plus fameuxr d’entre eux étant celui associé aux intervalles de
confiance a 95% de la loi gaussienne centrée réduite : qo.o75 := 1.96 o ¢ est la fonction de
répartition de la loi N'(0,1).

Si F' est inversible, 'inverse généralisée de F' coincide avec son inverse classique.

Proposition 2.14. Méthode d’inversion

Soit X wune variable aléatoire réelle de fonction de répartition F et U ~ U([0,1]).
Alors, F~Y(U) suit la loi de X.Autrement dit, il suffit de simuler u suivant U([0,1]) puis
d’appliquer la transformation x = F~1(u) pour simuler suivant la loi de X .

Démonstration. 11 s’agit de montrer que F~1(U) et X ont méme fonction de répartition , i.e,
pour tout y réel

\ P[F~(U) <y] = P[X <y] = F(y) = P[U < F(y)].

/
NS 30 J




/ﬁl/sufﬁt de montrer que pour tout y réel et tout u dans [0, 1], N
{(w,y) : F7H(u) <y} = {(w,) s w < F(y)}.

(C) Soit (u,y) tel que F~1(u) < y. Par croissance de F, on a F{F~'(u)} < F(y). Et par
définition de l'inverse généralisée F{F~(u)} > u. D’ott u < F(y).

(D) Si u < F(x) ,par définition de l'inverse généralisé , F~1(u) est le plus petit réel qui
vérifie u < F{F~!(u)} donc, F~(u) < z. O

Exemple 2.15. Loi discréte
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans l'ensemble fini de support Q = {x}, €

R,k € N*}.
Notons, pour k > 1,

k
pr = P[X = xi],50 = 0 et sp, :Zpk.

=1
Pour tout u € [0,1], linverse généralisé est donné par
+00
F M u) =inf{z €R: D> pplig,<ay > u}
k=1

Alors, pour U ~U([0,1]), la variable Z définie ci-dessous suit la méme loi que X

1 Si u € [0,1]
Z =< T S UuE]|sk_1,5k, k>2 (2.4)
0 st sinon.

En pratique,, il faut trouver, pour une réalisation u suivant la loi U([0, 1]), 'unique indice k
tel que sp_1 < u < sy et ceci, en testant successivement si u > p1, puis si u > p1 + pa ,etc.

Exemple 2.16. Loi exponentielle
Soit X ~ () une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre X > 0.
Rappel La loi exponentielle a pour support Ry. Sa densité est définie par

f(.’E) == Ae_kx]l{zzo}.
et sa fonction de répartition par

F(.ZE) = (1 — €_>\$)]l{$20}.

F est bijective et pour tout u € [0, 1],

alors, pour tout U ~ U([0,1]) ,
FHU)= - X"lUn(1 - U) ~ - X"Un(U) ~ ().

car 1 —U et U ont méme loi sur [0, 1].

N\
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/@emple 2.17. Loi de Weibull BN

La loi de Weibull est utilisée dans différents domaines(ingénierie, théorie des valeurs ex-
trémes, hydrologie, assurances,...). On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Weibull de
parametres A,k € RY lorsque sa fonction de répartition est donnée, pour tout réel, x > 0, par

F) = 1 — exp{—(z/)}.
Comme pour la loi exponentielle, la fonction de répartition est bijective et
F~1 = M=In(1 —u)}/*.
Ainsi, pour U ~ U([0,1]), M ~In(U)}* suit une loi de Weibull de parametres s X,k € R%..

Application 2.18. Simulation d’une loi conditionnelle
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F', On peut simuler suivant la loi de
X sachant Uévénement {X > c} i,e, on veut simuler suivant la distribution conditionnelle

P(X € |X > o).

L’algorithme est le swivant :
1. Simuler U suwivant la loi uniforme.

2. Calculer Z = F~1 ((1 - F(c))U + F(c))

En effet,
P(Z < ) = P((1 - F(e)U + F(e) < F(x)) =P (U < fm>
_ F(z)—F(c) c<X<xz
- 1-F(¢) = X>c =PX <2|X >0).
Remarque.

La méthode d’inversion n’est exacte qu’a condition de connaitre 'expression explicite de F~!
comme pour les fonctions de répartition des lois (exponentielle,double exponentielle, Weibull,Cauchy,...).

Il ne s’agit néanmoins que de cas trés limités. Un contre exemple classique & cette méthode
est la loi normale N(0, 1) : Il n’existe pas de formulation simple de sa fonction de répartition ¢ ou
de son inverse ¢~ !. Il faut alors utiliser un algorithme d’approximation :Il existe des polynémes
donnant une approximation de ¢ ou de son inverse ¢~'. La méthode d’inversion peut s’appliquer
& ces polynoémes pour simuler une loi normale.C’est la méthode utilisée par défaut dans R.

Si la méthode d’inversion est indiquée pour de nombreuses lois discrétes, elle est rarement
la plus efficace pour les variables aléatoires continues (méme lorsque F~! est explicitement
connue).D’autres méthodes sont alors & disposition comme on va voir dans ce qui suit.

2.5.3 Meéthode d’acceptation-rejet

Dans le cas ot il est difficile, voire impossible, de simuler une variable aléatoire par transfor-
mation inverse ou d’en obtenir une représentation alternative(facilement utilisable), on utilise
les méthodes d’acceptation-rejet.

Pour simuler suivant une densité f, appelée loi cible, ces méthodes utilisent une densité al-
\Sqnative g ,appelé densité /
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@rumen‘cale, plus simple(d’un point de vue simulation,e.g, lois uniformes, exponentielle, rm
male...)combinée avec une procédure de rejet.

Proposition 2.19. Méthode d’acceptation-rejet

Soit X = (X1, ..., X4) une variable aléatoire de densité f de R? et g une densité de RY telle
qu’elle existe une constante M > 1 satisfaisant

f(x) < Mg(z) pour tout x dans R%.

Soit (Up)n>1 une suite de variables i.i.d de loi U([0,1]) et (Y)n>1 = Yin,-.os Yan)n>1 une
suite de variables i.1.d de loi de densité g telles que ces deux suites sont indépendantes.
Alors, pour T défini par

f(Yn)

Ti=inf{n 2 1: Uy S a(Ya)} avec a¥a) = 5725,

Y7 suit la loi de densité f. Autrement dit, pour simuler X ~ f, il suffit de simuler

Y ~getUY =y~U(0, Mg(y)]),

Jusqu’a ce que u < f(y).

Remarque. f et g étant des densités, on a nécessairement M > 1.En effet,

f(x) < Mo(z) = / Jaydr < M /R po

Démonstration. Montrons que E[h(Yr)] = [ga h(y)f(y)dy pour toute fonction h borélienne
positive sur R%.

E

+00 +oo
n=1 n=1
D’apreés la définition du temps aléatoire 1T', on a
n—1
Lir—ny = Ly, <avi)} H Lv>aviy-
i=1

Les variables aléatoires (U;,Y;), @ € N*, étant 4.i.d , on en déduit

+o0
E[h(Yr)] = ) Eh(Ya) Ly, <o HE[L{r,5avi )]}
n=1
Pour tout n > 1, U, et Y,, étant indépendantes

E[h(Yn)]lUnga(Yn)] :/ h(y)g(y)/ ]lu<a(y)dUdy (25)
R4 u€(0,1]

= /Rd h(y)g(y)a(y)dy (2.6)

=37 [ )y 27)

N
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f On en déduit en particulier pour la fonction constante h = 1, N

BlLv, <ol = 77 L S0 = 37(= 1= ElLu,oa0): (28)

En combinant les équations 2.7 et 2.8, on obtient

n=1

1 n—1
Sous I'hypothése M > 1, la série géométrique S <1 — > converge et

E[h(Y7)] = % » h(y)f(y)dy x 1(111)
VM

- / W) f(y)dy.
Rd

O]

Une conséquence de la proposition 2.19 est que la probabilité d’acceptation est exactement
1/M (c.f., équation 2.8 ). De plus, le nombre moyen d’essais moyen jusqu’a ce qu’une variable
soit acceptée est M. En effet,

+oo
E(T) = nP[T = n]
n=1
“+o00
:ZnP[Ul > O[(}/]_), ceey Un—l > Ol(yn—l)v Un S O[(Yn)]

n=1

Comme (U,,,Y,),n > 1, sont i.i.d ,

+00
BIT] =3 n{P[U) > a(V)]}""'PU, < a(Y,)]
n=1
+o00o 1 n—1 1
= n|ll—— —.
n=1 ( M> M

Si on introduit la série entiére h(z) = Y., -, n2""! de rayon de convergence 1 i.e, la série
converge pour |z| < 1. h est la dérivée de la série entiére ") 2" = (1 — 2)~%. On en déduit
h(z) = (1 — 2)~2 et par suite

E[T] = %h (1—]\14) _ M.

Exemple 2.20. Pourz > 1,

.3 )
Soit f(r) = 5Ty y>1y avec Z = ffroo e dx .
On veut simuler swivant f en utilisant la méthode d’acceptation-rejet , introduisons alors une

@ction qg . /
N 13 /




ft g(z { 21 Les fonctions f et g sont des densités de probabilité. N

*11 est faczle de szmuler sutvant la densité g en utilisant la technique d’inversion de la fonction
de répartition.

17" 1 1
En effet, pour x > 1, G(z fl wdu= |——| =1—-=-=1-——.
1

et pour u € [0;1], G (u) =

1—u
*Cherchons la constante k tel que f(z) < kg(z) pour tout x > 1.
Posons h = i x> 1— e~
g

Nous avons h'(z) = (2x — 3z%)e™"" < 0 pour tout = > 1.Done, pour tout x > 1 h(z) < h(1) =

e
Nous en déduisons que pour tout x > 1,

f(IL’) — .,L,2€—r3+l.

Nous ne connaissons pas Z mais nous pouvons calculer a(x) pour tout x > 1 donc nous
pouvons utiliser ’algorithme de simulation par rejet pour simuler suivant la densité f.

2.6 Meéthodes de réduction de la variance
On se concentre dans cette partie sur le probléme d’estimation de
I=E,[h(X)],X ~v,

ol h est une fonction mesurable telle que :
(H1) h est intégrable par rapport a la mesure v (I est bien définie),
(H2) h est de carré intégrable par rapport a la mesure v.
Sous I'hypothése (Hp), pour une suite (X,,)n>1 de variables aléatoires i.5.d suivant la loi v,

I'estimateur
1 n
= — h(X; 2.
DY (29)

converge vers [.

On a vu dans la premiére partie, que sous 'hypothése (Hz) théoréme central limite), la
précision, €(a), de 'estimateur Y;, au niveau de confiance 1 — « est donné par :

_ a\ o _ « -
e(a) = 267 (1 - 5) 7% = 2671 (1 - §) Var(Y,).
L’objectif de cette partie est de trouver un estimateur plus efficace (en terme de réduction de

variance) que I'estimateur de Monte Carlo classique Y. Il s’agit de trouver une variable aléatoire
Y, ou de fagon équivalente un estimateur 6, tel que

E[Y] = E[h(X)] et Var(Y) < Var[h(X)] /

N
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@ N

E[6,] = E[h(X)] et Var(3,) < Var[h(X))]

Généralement, Y et on s'écrivent ¥ = g(X) et Oon = %Zi:l g(X,), avec g : R — R une
fonction mesurable. La nouvelle méthode d’estimation implique donc le méme cout de simulation.

2.6.1 Echantillonnage préférentiel (Importance Sampling)

La méthode d’échantillonnage préférentiel repose sur I'idée que pour calculer E¢[h(X)] pour
X de densité f, il peut étre plus intéressant d’échantillonner suivant une autre loi de densité g
1.e écrire ~
Ef[h(X)] = Eg[n(X)],
de sorte que 'estimateur Monte Carlo de I'espérance sous g soit plus efficace que ’estimateur
Monte Carlo sous f.

Exemple 2.21. Probabilité d’événement rare

On souhaite calculer P[X > 4.5] pour X ~ N(0,1). Etant donné (X,)n>1 une suite de n =
10000 wvariables aléatoires i.i.d suivant la loi N'(0,1), on obtient via ’estimateur de Monte
Carlo classique

P[X > 4.5] ~ Zn{x>45}_0

Dans le cas d’un événement rare, la szmulatwn 'naive” peut s’avérer trés inefficace. Une so-
lution est d’avoir recourt a une distribution alternative .Soit Z ~ 1¢(4.5,1) une variable aléatoire
sutvant la loi exponentielle de parameétre 1 et translatée de 4.5 i.e ,la densité de Z est donnée
par

6274.5

g(z) = W Li>a5)-
On peut écrire
+oo +o0 ¢(9U)
P[X > 4.5] = o(x)dx :/ ——=g(x)dx.
4.5 25 9(2)
Ainsi pour une suite (Zy)nen de n = 10000 variables aléatoires i.i.d suivant la loi de Z, on

a l'estimation

P[X > 4.5] ~ Z¢ ]I{Zk>45}—336><106

Le postulat de base de ’échantillonnage préférentiel est que pour toute densité g : RY —
R, (Z ~g) tel que supp(f) C supp(g), on a

(2.10)

Définition 2.22. Estimateur d’échantillonnage préférentiel
Soient g une densité telle que supp(f) C supp(g) et (Zn)n>1 une suite de variables aléatoires
i.i.d sutvant la densité g.On définit 'estimateur d’échantillonnage préférentiel par

1 f(Z)
n ; g(Zk)h g

La densité g est appelée loi instrumentale (ou loi d’importance) et le rapport f(Zy)/(g9(Zk)
est appelé poids d’importance.
15 J
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f Biais de ’estimateur. Sous I'hypothése supp(f) C supp(g) ,on obtient en utilisant l’éq®
tion 2.10 que 'estimateur est sans biais.

Convergence de ’estimateur. Les variables aléatoires (h(Zy,)f(Zy)/9(Zn))nen sont i.i.d et
d’espérance finie sous g. La loi forte des grands nombre donne

o 2 4242

| - &m0

n——+oo

Variance de I’estimateur. Les variables aléatoires (Z,),>1 étant i.i.d suivant la densité
g, la variance de I'estimateur s’écrit

e[ )

Proposition 2.23. L’estimateur d’échantillonnage préférentiel gn est plus efficace en terme
de réduction de variance que l’estimateur de Monte Carlo classique si

Es [hZ(X) (ggg - )} <0.

Démonstration. En effet,
Posons

Calculs de la variance :

Alors,

Var {W]  Varlh(X)]- = / h2(z) [ﬂx) - 1] F(@)da

=E; [hQ(X) <§g§— )] < 0.

Remarque. Bien que l'estimateur S\n(g) converge presque surement vers E¢[h(X)] pour
toute densité g, il n’est de variance finie que lorsque

W(2)1(2) (@)
N 20 o e i
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mnsi les densités instrumentales g telles que f/g n’est pas bornée sont a proscrire. Lorsm
Var[h(X)] < oo, une condition suffisante pour garantir que d,(g) soit de variance finie est de
choisir une densité g telle que f/g soit bornée.

Parmi les estimateurs d’échantillonnage préférentiel de variance finie, il est possible d’expli-
citer en fonction de f et h, la loi instrumentale optimale en terme de variance.

Proposition 2.24. L’estimateur d’échantillonnage préférentiel de variance minimale ,
dn(g*), est obtenu pour la densité instrumentale

UG
g% (2) fsupp(f) h(2)|f(@)dz’ € R". (2.11)

Démonstration. La fonction d’importance optimale en terme de variance est définie

hQ(X)f(X)} [hQ(Z)fQ(Z)]
9(X) 9°(2) 1’

= argmin E,

g" = argmin Ej [
g g

Or,l'inégalité de Jensen donne

W(2)f2(2) W(2)IF(2)])" _ 2
Sl R e U

La borne inférieure est indépendante de g et est atteinte pour g définie par 2.11.

Lorsque h > 0, la densité instrumentale optimale est g* = hf//E¢[h(X)]. Néanmoins, cela
requiert de connaitre E¢[h(X)] qui est justement la quantité d’intérét . La proposition précédente
fournit une stratégie pour choisir g : Un candidat pertinent est tel que |h|f/g soit quasi constant
de variance finie.

Remarque. La méthode d’échantillonnage préférentiel est une méthode générale dont 1'in-
térét majeur , mais aussi la difficulté majeure, réside dans les hypothéses faibles sur le choix de
densité instrumentale g.

Il faut également noter que le cout de calcul de cet estimateur peut étre différent de ce-
lui de l'estimateur de Monte Carlo.Ce critére est a prendre compte dans la comparaison des
performances des estimateurs.

2.6.2 Variables de contréle

Définition 2.25. Méthode de la variable de contrile

Soit hg : R* — R telle que son espérance, notée m, soit facilement calculable et
Var[ho(X)] > 0.

Pour tout réel b, étant donnée (X, )n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d suivant la loi
v, on définit l'estimateur

3

h(Xk) = b(ho(Xk) —m). (2.12)
k=1

\ Biais de I’estimateur.Comme m = E[hy(X)], on a directement E[Sn] = E[h(X)]. /
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f Convergence de ’estimateur.La loi forte des grands nombres pour les suites de varia@
aléatoires (h(X,))n>1 et (ho(Xy))n>1, donne

1< p.s
o kz_: h(Xy) —— E[h(X)] R s
! op —=— E[h(X)], pour tout réelb.

1 & s n—-+00
— E h()(Xk)—m%)O
n

k=1

n—-+00

Intervalle de confiance. Les variables aléatoires (Y;,(b))n>1 = (h(Xn) — b[ho(Xn) — m])nen
sont 7.i.d et de variance finie ,notée o%(b).Le théoréme central limite donne alors, pour tout réel

b,

Vi(6.(5) = E[(X)]) —=— N(0,5°(0)).

On en déduit l'intervalle de confiance au niveau de confiance 1 — «

~ o(b) = o(b
IC o = [5n - Q1—a/2\§ﬁ), on + Q1—a/2\>ﬁ)]

= |:Sn - QI—a/2\/m’ On + 0102 \/m] ’

oil q1_q/9 est le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale centrée réduite.

Remarque. On estime la variance de la méthode d’estimation via la variance empirique
associée aux réalisations de la variable aléatoire Y = h(X) — b(ho(X) —m) :

02 = — S [A(X5) — b(ho(Xx) — m) — 5 (b))%
k=1

Variance de ’estimateur. En utilisant le fait que les variables (ffn(b))nzl sont ¢...d , on
obtient que la variance de 'estimateur 2.12, est pour tout réel b,

Varlo,(b)] = %02(5) = %{Var[h(X)] + b*Varlho(X)] — 2bCovu[h(X), ho(X)]}
~ Var[T] + %{szar[ho(X)] — 9bCoulh(X), ho(X)]}

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 2.26. L’estimateur gn(b) est de variance plus faible que l’estimateur classique
Y, si, et seulement si, on choisit b et hg tels que

b Varlho(X)] — 2bCou[h(X), ho(X)] < 0.

La variance de l'estimateur gn(b) étant une fonction quadratique et convexe en b, elle admet
un unique minimum b*.0n a alors le résultat suivant :

N /
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f Proposition 2.27. L’estimateur de variance minimale, gn(b*), est obtenu pour

* — argminVarld, = Covlh(X), ho(X)]
V= arginVarton Ol = o]

et

~

Var[on(b*)] = Var[¥,](1 — p(h(X), ho(X)))2,
e Covlh(X), ho(X)]

p(h(X), ho(X)) = \/Var[h(X)]VGT[hO(X)]'

On en déduit que l'estimateur de variance minimale a une variance inférieure & celle de
I'estimateur classique Y;,.La méthode est d’autant plus efficace que p(h(X), ho(X))? est proche
de 1, i.e, les variables h(X) et ho(X) sont corrélées.

Exemple. On cherche a calculer [ = fol e da par une méthode de Monte Carlo.

Nous avons I = E(eV”) avec U ~ U([0,1]).Donc nous pouvons faire I'approximation

2 2
eVi + ..eUn

n

I~

avec Uy, Uy, ...1.i.d ,~ U(]0,1]).Nous avons donc une premiére méthode de Monte Carlo. Avec
les notations ci dessus, nous avons h(z) = e Posons ho : * — 1 + 22 est proche de h sur
[0, 1].Nous savons calculer

! 1 4
E[ho(X)] :/ l+a%de =14 == —.
0 3 3
Nous pouvons faire 'approximation en utilisant la méthode de variable de controle pour réduire
la variance
(VT —1—U2) + ...+ (V7 —1—U2) .
n

I =

(ho(0))-

2.7 Application : Estimation des débits maximums annuels par
la méthode de Monte Carlo

Estimer la période de retour d’'un quantile extréme revient a estimer la probabilité d’occur-
rence de ce quantile.
Considérons la variable aléatoire X représentant le débit maximum annuel et soit ¢ un quantile
extréme, on cherche la probabilité de dépassement du quantile ¢ donnée par p = P[X > ¢|. En
se basant sur le résultat de ’approche maxima de la théorie des valeurs extrémes , la variable
aléatoire X a comme densité hy , avec hy la densité de la loi généralisée des extrémes définie
dans le premier chapitre (voir la formule 1.2).

NN
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(iors, N

p= / hey (t)dt (2.13)
0
= /q qh,y(t)ldt (2.14)
0 q
~ %thy(ui). (2.16)
i=1

Avec n le nombre de simulations et U ~ U[0, ¢|.

Les parametres de la densité h, sont ajustés par la méthode des moments pondérés sous
le logiciel R en utilisant les données du tableau 1.1. En utilisant ’approximation fournie par la
formule 2.16, on représente dans la figure ci-dessous la période de retour en fonction des quantiles
extrémes estimés par la loi généralisée des extrémes.

120
|

80

1/p
|

40

o
o o P oo

o
I I I I

1000 1500 2000 2500

q

FIGURE 2.1 — Estimation de la période de retour des quantiles extrémes.

Commentaire :
Pour une période de retour de 130 ans, le débit maximum estimé en utilisant la méthode de
Monte Carlo est & peu prés 1700m3 /s et en utilisant ’approche maxima de la théorie des valeurs
extréme, le débit maximum est estimé & peu prés a 1500m3/s.
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Chapitre 3

Prédétermination des crues extrémes
par simulation : Méthode SHYPRE

Introduction La problématique des crues réside dans le besoin d’extrapoler en fréquence un
phénomeéne aléatoire trés variable et relativement peu observé par rapport & sa variabilité. Cette
problématique est abordée dans ce chapitre par la modélisation et la simulation des phénoménes
réalisées a partir de deux outils de modélisation : un générateur stochastique de chroniques
de pluies horaires et une modélisation hydrologique conceptuelle permettant de transformer la
pluie en événements de crues. Du couplage de ces deux modéles résulte une méthode originale
de prédétermination des crues extrémes, la méthode SHYPRE appartenant & la famille des
méthodes dites par simulation.

3.1 FEtat de I’art de la méthode SHYPRE

La méthode SHYPRE(Simulation d’'Hydrogrammes pour la PREdtermination des crues) a
été congue pour étudier les distributions de variables hydrologiques (pluies et débit).Elle combine
un modéle stochastique pour la pluie horaire avec un modéle de transformation de la pluie en
débit. L’extrapolation de la pluie vers les grandes durées de retour est obtenue en générant
beaucoup d’événements différents sur une grande période de simulation plutét qu’en ajustant
directement une distribution de probabilité théorique sur des valeurs observées.

3.1.1 Simulation de pluies

La pluie résulte de processus physiques naturels dont les principes fondamentaux sont connus.
Les phénoménes énergétiques et mécaniques concernant la physique atmosphérique sont alors &
la base des modéles de prévision météorologique. Mais ces modéles sont associés a des échelles
souvent trop grandes pour étre utilisés en hydrologie. Le phénomeéne de précipitation est alors
plutdt considéré comme un phénoméne aléatoire qui peut étre étudié de fagon statistique par le
biais d’approches stochastiques,a la base de générateur de pluies.

Les modéles de génération de pluies sont plus fréquemment associés & un pas de temps jour-
nalier.La modélisation des pluies au pas de temps journalier est plus simple car le phénomeéne
est moins complexe qu’aux pas de temps horaire plus fin or ’étude des crues nécessite souvent
d’avoir une information a pas de temps infra-journalier.
Les modélisations de chroniques de pluies & pas de temps fin ont fait 'objet de nombreuses re-
cherches a travers différentes approches.Le modéle retenu est basé sur une simulation "directe"
des hyétogrammes, définie & partir de ’analyse descriptive du signal de pluie observé. Ce type
e modeéle part aussi du principe que la pluie peut étre assimilée & un processus aléatoire /e/
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ﬁtermitten‘c (succession d’états secs et pluvieux). N

L’élaboration de ce type de modéle se résume donc & trouver les bonnes variables aléatoires in-
dépendantes décrivant le processus de pluie, ainsi que les lois de probabilité qui les représentent
le mieux. La reconstruction du signal s’effectue grace a une hiérarchisation logique du tirage des
différentes variables, afin de parvenir & une représentation la plus fidéle possible du signal de
départ.

La validation du modéle consiste & étudier sa capacité a reproduire des variables représentatives
du signal simulé, non utilisés lors du calage du modéle.

Sur cette base, différents modéles peuvent ére élaborés, les différences proviennent en particulier
du choix des variables descriptives et de leurs lois de probabilité.

3.1.2 Le passage aux débits

Les pluies simulées peuvent étre transformées en événements de crues par le biais de modéles
hydrologiques. Il existe une multitude de modélisations plus ou moins complexes, s’appuyant
sur des approches différentes.Ils peuvent étre utilisés en prévision des crues, pour déterminer
I’évolution des débits dans un futur proche, a partir d’hypothéses sur les pluies & venir. Une
classification de ces modéles hydrologiques est présentée en fonction de la simplification qui est
faite dans la modélisation des processus.Trois types de modéles sont différenciés :

* Les modéles empiriques en simplifiant au maximum le processus, ils ne s’intéressent
qu’a la réponse du systéme. Cette réponse est modélisée grace a une équation ou & un opérateur
dont les paramétres sont déterminés par les résultats expérimentaux. Ces modéles sont assimilés
a une "boite noire" donnant une description purement mathématique du fonctionnement du
systéme, sans faire appel & une notion liée & la physique du processus.Ces modéles sont trés dé-
pendants des données et donc difficilement extrapolables au dela de leur condition d’élaboration.

* Les modéles conceptuels Ils sont basés sur une conception simple du processus qui ne
fait pas vraiment appel aux processus physiques mis en jeu. Ces processus physiques et leur
interaction sont modélisés par des opérateurs dont les paramétres n’auront pas de signification
physique réelle. Ces modéles sont surement ceux qui présentent le plus de développements, sur-
ement parce qu’ils présentent un bon compromis entre leur facilité de mise en ceuvre et leurs
bonnes performances. Couplés a des générateurs de pluies, il y a par exemple le modéle hydro-
logique GR3H utilisé dans la méthode SHYPRE (voir [?]).

*Les modéles 4 base physique Ils cherchent & représenter et a expliquer le fonctionne-
ment du systéme par la description de ses mécanismes internes, avec 'utilisation des lois phy-
siques théoriques. Les parameétres de ces modéles sont censés étre mesurables .Les difficultés de
la mise en place de ces modéles restent liées & a complexité des processus hydrologiques et a la
disponibilité des données relatives a la mesure de ses différentes composantes.

3.2 Modéle de génération stochastique de pluies horaires de la
méthode SHYPRE

3.2.1 Principe

Le générateur stochastique de pluies horaires vise la simulation directe des hyétogrammes.
C’est un modéle événementiel, c’est a dire qu’il crée de fagon indépendante et discontinue des
@nements pluvieux au pas de temps horaire.
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@tte mise en ceuvre du générateur de pluies horaires implique trois étapes : N

1-Analyse descriptive des hyétogrammes observés qui déterminera la structure et le
calage du générateur. Elle conduit au choix des variables qui définissent au mieux la structure
temporelle du phénoméne et au choix des variables et au choix des lois de probabilités qui
vont décrire ces variables. Les paramétres des lois de probabilité de chaque variable sont ensuite
estimés & partir d’un ajustement statistique des distributions de fréquence des valeurs observées.

2-Simulation d’événements pluvieux Différentes valeurs des variables définies a 1’étape
précédente sont générées par simulation stochastique. La génération des variables est réalisée
suivant un ordre dicté par la construction des événements pluvieux.L.’hypothése d’indépendance
des différentes variables descriptives permet le tirage des valeurs des variables indépendamment
les unes des autres.

3-Validation des résultats obtenus La validation du modéle se fait alors sur les variables
tests (hauteur et durée totale des épisodes).En comparant les premiers moments statistiques
de ces variables tests calculés sur les épisodes observés et simulés. Ces variables tests n’ayant
pas servi lors de la génération des hyétogrammes, leur bonne restitution lors de la simulation
permettra de juger la capacité du modéle & reproduire la structure des hyétogrammes.

3.2.2 Variables du modéle

3.2.2.1 Définition des variables du modéle

Avant de définir les différentes variables du modéle de génération de pluies horaire, il convient
de définir quelques termes.
x Une averse est définie comme une succession de pluies horaires ne présentant qu’un maxi-
mum local, avec une décroissance des pluies autour de ce maximum local.
x Une période pluvieuse est une période de pluies horaires comprenant une ou plusieurs

averses.
* Un événement pluvieux est une succession de pluies journaliéres supérieures & 4dmm et
comprenant au moins un cumul journalier supérieur & 20mm. Chaque événement pluvieux sé-
lectionné suivant ce critére est alors analysé au pas de temps horaire.

* Un épisode pluvieux est I’équivalent d’un événement pluvieux, mais représenté au pas de

temps horaire.

Dans un épisode pluvieux étudié, on distingue les averses principales des averses ordinaires.
L’averse principale est unique est repérée comme étant celle qui apporte la plus grande quan-
tité d’eau au cours de I’événement. Toutes les autres averses sont alors considérées comme des
averses ordinaires.

Les variables du modéle de génération de hyétogrammes horaires sont :
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Variables Notation

Nombre d’événements pluvieux par année NE

Origine de I’événement dans la journée TSE

Nombre de périodes pluvieuses par événement NG
Nombre d’averses par période pluvieuse NA

Durée de I'averse(en heures) DA

Volume de I'averse(en mm) VOL

Rapport entre la pluie maximale de ’averse et son volume RX
Position relative de la pluie horaire maximale dans ’averse RPX

Pluie (mm)

Episode Pluvieux

Prenons I'exemple d’un épisode pluvieux dans la figure 3.1 pour illustrer la détermination
des variables descriptives du modéle.

Cet épisode est composé de trois périodes pluvieuses entrecoupées de deux périodes séches.
La seconde période pluvieuse contient trois averses. Au total, il y a 5 averses et la premiére est
I’averse principale. Les 4 autres sont des averses ordinaires. le tableau suivant décrit les valeurs
des différentes variables décrivant I’épisode pluvieux de la figure 3.1 qui contient 3 périodes plu-

vieuses.

|
1
T T T T ! temps (h)
0 B 10 15 20
[ NA(1)=1| DIA(1)=2
3 périodes pluvieuses 1 2 NG(1)=34 | NA[2)=3 || DIA(2)=1
E averses I 1 I I 2 : 3 I4 I I5 | l NA(3) =1
(nombre (Durée

Durée (h) 4 4 3 2 2 d'averse) |/inter-averse)

Volume (mm) 12 10 ° 6 7

RX 5/12 4/10 5/9 4/6 5/7

PRX 2/4 2/ |1/3 | 1/2 |1/2

FIGURE 3.1 — Exemple d’épisode pluvieux.
Variables | Averse 1 | Averse 2 | Averse 3 | Averse 4 | Averse 5
NA 1 3 ° ° 1
DIA 2 0 0 1 °
VOL 12 10 9 6 7
DAP 4 ° ° ° °
DAO ° 4 3 2 2
RX 1.67 1.6 1.67 1.33 1.43
\ RPX 0.5 0.5 0.33 0.5 0.5
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f Chaque événement pluvieux, repéré sur les critéres des pluies journaliéres, est analysé d@
méme fagon au pas de temps horaire pour fournir une série de valeurs prises par les différentes
variables. Pour chaque variable, ces valeurs forment 1’échantillon représentant la population de
la variable.Elles vont étre utilisées pour 'ajustement de la loi de probabilité de cette variable.

3.2.2.2 Lois de probabilité des variables du modéle

Les valeurs des différentes variables descriptives définies précédemment, sont extraites des
pluies horaires issues des séries pluviographiques. La distribution de probabilité de chaque va-
riable va étre ajustée par une loi de distribution théorique dont on calculera les paramétres.

Variable loi de probabilté
NE loi de poisson
NG,NA TSE Géomeétrique
DIA Géométrique tronquée
DAP Poisson tronquée
DAO Poisson tronquée
RX Uniforme
RPX loi normale tronquée
VOL Exponentielle

Ces lois théoriques, calées sur les distributions empiriques des valeurs observées, vont servir
a générer de facon aléatoire chacune des variables nécessaires a la simulation des épisodes plu-
vieux. Les paramétres des lois statistiques décrivant la distribution des variables du modéle sont
alors calculés en utilisant la méthode des moments .

L’étape descriptive étant terminée. Il reste & réaliser ’étape de modélisation. Cette étape
consiste a hiérarchiser le tirage des différentes variables utilisées et de les combiner suivant des
régles précises pour générer les hyétogrammes au pas de temps horaire.

3.2.2.3 Structure du modéle

Les variables du modéle sont générées suivant un ordre précis, par un tirage aléatoire dans
la loi de répartition qui les caractérise :

Pour chaque année a simuler

1. Tirage du nombre d’épisodes pluvieux & générer dans ’année.
Pour chaque épisode pluvieux

2. Tirage du nombre d’averses : calcul du nombre total d’averses de I’épisode.

3. Tirage de la position de ’averse principale dans une loi uniforme bornée au nombre total
d’averses.
Pour chaque averse i construire on génére
— Tirage de la durée (DA)
— Tirage du volume (VOL)
— Tirage du ratio pluie maximale horaire /VOL (RX)
— Tirage de la position relative du maximum (RPX)

4. Positionnement des averses avec leur volume.

5. Calcul et positionnement de la pluie maximale horaire des averses.
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f 6. Répartition aléatoire des pluies horaires autour du maximum de ’averse. N

7. La durée qui sépare 'averse de la suivante.

8. et enfin, tirage de l'origine de I’épisode dans la journée.

3.3 Modéle de transformation pluie-débit(Modéle GR3H)

le modéle de transformation de la pluie en débit requis par la méthode SHYPRE est le modéle
GR3H (GR pour Génie Rural, 3 pour son nombre de paramétres, H pour horaire) Il s’agit d’ un
modéle hydrologique de type conceptuel. Le signal d’entrée est la pluie horaire sur le bassin et
le signal de sortie le débit & l'exutoire.

P
Ps = (I-)P B iip
a
I v 0.9 Pr 0.1 Pr
\ ¥ ¥
S =kA HU HU2
L I
E Fiil
C X
l |
B Op
N R I
R
Q: 4B A
0 -0::0

FIGURE 3.2 — Structure du modéle GR3H.

3.3.1 Architecture du modéle GR3H

L’architecture du modéle GR3H repose sur deux réservoirs, caractérisés par un paramétre
chacun et sur deux hydrogrammes unitaires, caractérisés par un méme parameétre .

Paramétres du modéle

Parameétre Signification
S Niveau de remplissage du réservoir-sol
A Niveau maximal du réservoir-sol
C Nombre de pas de ’hydrogramme unitaire
R Niveau de remplissage du réservoir-eau-gravitaire
B Niveau maximal du réservoir-eau-gravitaire
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/ Le fonctionnement du bassin versant est décrit par : N

1) La fonction de production L’étude de la fonction de production se limite & I’étude du
réservoir-sol. Cette fonction assure la transformation de la pluie brute P en pluie nette Pr . La
différence Ps est stockée définitivement dans le réservoir-sol et ne participe pas a la génération
des débits.

La répartition de la pluie P est fonction du taux de remplissage k& du réservoir-sol k défini comme
le rapport du niveau de remplissage S.

2
Si le systéme est soumis a une pluie élémentaire d P, la pluie nette est égale & dPr = (A) dP

et son complément est dirigé vers le réservoir-sol. La variation du niveau du réservoir sol est donc
S 2
dsS=|1—-1|~— dP.

Cette relation en valeur instantanée peut étre intégrée sur le pas considéré. Ainsi, I’accroissement
du niveau du réservoir est donné par la formule :

1 (%)

15 (S /A) tanh(P/A) | — 1%

P
AS =8 — 51 = Atanh (A)

2x

-1
—7 - ol S1 est le niveau du réservoir au début du pas de temps pendant
e

lequel il regoit la pluie P et S5 le niveau du réservoir a la fin de ce pas de temps.

2) La fonction de transfert Elle assure la transformation de la pluie nette Pr en débit @) avec
un retard (apporté par C') et un étalement dans le temps (assuré par le réservoir de transfert R,
qui stocke partiellement pour assurer la décrue) .Il est composé de :

e Le premier hydrogramme unitaire : Il décrit la propagation d’une importante fraction
(90%) des pluies sortantes de la fonction de production jusqu’au deuxiéme réservoir.Elle corres-
pond a l'idée d’un écoulement souterrain.

avec tanh(z) =

e Le deuxiéme hydrogramme unitaire : Il décrit la propagation d’une petite fraction
(10%) des pluies issues de la fonction de production, et participant a I’écoulement direct sans
passer par le second réservoir.Elle correspond & la prise en compte du ruissellement direct.

e Le réservoir eau-gravitaire :1l recoit les débits issus du premier hydrogramme unitaire.
Sa vidange, définie par une fonction puissance, fournit la seconde partie du débit a 'exutoire.
Le niveau R du réservoir détermine le débit @, qu’il relache selon la relation :

R5

Qr:4*B4*At'

Pour I'utilisation du modéle GR3H en prévision, les paramétres A, B et C sont fixés, considé-
rés comme des valeurs caractéristiques du bassin versant et obtenus par calage sur un échantillon
d’événements pluie débit. Le modéle GR3H fonctionne en mode événementiel, i.e discontinu dans
le temps, ceci nécessite 'initialisation en début de crue du réservoir de production (le paramétre
d’initialisation du modéle S0/A est optimisé a chaque événement de crue).

3.3.2 Calage du modéle GR3H

Le modéle GR3H posséde 3 paramétres A,B et C' & identifier. De fagon générale, le calage
\ﬂe\s paramétres d’'un modéle consiste a déterminer le jeu de paramétres qui permet d’obtegbx/
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@ réponse du modéle la plus proche de la réponse observée. Pour cela, on cherche a minim@
une fonction critére qui permet de juger la bonne adéquation entre les réponses simulées( ou
calculées) et les réponses observées.

L’optimisation du modéle GR3H est faite par un algorithme qui s’apparente a la technique des
gradients. L’optimisation va porter sur la valeur du critére de performance, ou fonction critére.
Le critére utilisé est appelé Critére de Nash tient compte de 1’écart entre les observations et les
simulations et est donné par :

Zij\il(QObS(i) - Qcale(i))2 )

NASH =1 - &=L _——
Zi:l(Qobs(Z) - Qobs)2

tend vers 1 pour une adéquation parfaite.
Pour chaque valeur prise par les paramétres lors des différentes itérations, le critére de NASH
est calculé & partir des débits simulés et observés.

3.3.3 Application : Estimation stochastique des débits maximums annuels
de Oued Sebou

Pour appliquer la méthode SHYPRE, on a utilisé les données de pluies horaires enregistrées
a Fés et qui sont disponibles dans [19].

On a sélectionné tous les événements pluvieux qui vérifient le critére extréme ( toute succes-
sion de pluies journaliéres supérieures ou égales a 4mm qui contient au moins un cumul journalier
de 20mm).

50 événements pluvieux ont été sélectionnés. Dans les tableaux 3.1, 3.2 , 3.3, 3.3, on présente
les détails de chaque événement ( nombre de périodes pluvieuses de chaque événement, nombre
d’averses de chaque période pluvieuse, le volume des averses de chaque période pluvieuse, la du-
rée entre les averses, la pluie maximale de chaque averse ainsi que sa position au sein de I’averse ).

En utilisant les données des tableaux 3.1, 3.2 , 3.3, 3.3, les paramétres de chaque variable
aléatoire sont ainsi ajustés en utilisant la méthode des moments pondérés. Ensuite, et en res-
pectant l'ordre de simulation décrit dans le paragraphe 3.2.2, on simule différentes valeurs de
chaque variable sous le logiciel R pour construire des hyétogrammes .

Et pour transformer la pluie simulée en débit, on utilise le modéle GR3H de transformation de
pluie en débit. Les paramétres A, B, C' de ce modéle sont déterminées en optimisant la fonction
de critére NASH décrite dans le paragraphe 3.3.2. Ainsi, les débits sont calculés en utilisant les
formules figurantes dans 3.2.
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NumE | NG | NA VOL DIA
1 1| 4 0.7,14,6,4 2,4.4
2 6 | 7 2,2.7,6,4.8 5,4,3,4,1,0
3 2 | 2 3,5 3
1 6 | 9 15,19,5,30,20,20 | 0,1,0,3,1,1,0,1
5 7 | 7 | 8,14,31,0.7,0.1,1,7 | 2,2,11,11,11.4
6 5 | 5 14,1232 42,418
7 5 | 5 4,12,0.5,12,6 15,33
8 1| 4 1,12,0.5,6 1,17.3
9 2 | 2 0.5,22 1
10 3 | 3 1,3,13 4,14
11 2 | 2 3,5 3
12 1| 4 0.4,0.8,10,3 11,311
13 1|1 18 0
14 8 | 8 | 17.7,17,6,0.1,32,8 | 5,2,10,11,5,4
15 1 | 3 36 0,0
16 3| 3 32,9,19 3,1
17 2 | 2 2,21 1
18 7 | 8 | 09,21,6,28,14,14 5,5,1,0,2,1
19 1 | 3 31 0,0
20 2 | 3 10,20 1,0
21 5 | 6 0.3,4,5,12,0.6 10,4,7,11
22 2 | 2 6,10 3
23 3 | 4 0.2,3,13 1.4
24 1 | 3 27 45,6
25 2 | 3 18,38 1,0
26 1 | 2 23 0
27 1 | 3 45 0,0
28 1| 4 6,9,11,0.5 3,8,17
29 1 | 3 35 0,0
30 5 | 5 15,2,5,7.7 12,921
31 5 | 5 26,23,0.8,6,7 14,11
32 6 | 6 0.4,0.4,5,2,6,0.9 5,3,11,3,23
33 2 | 3 0.8,21 1,0
34 1] 6 39,11,0.4,1 0,0,3,11,5
35 1 | 3 32 0,0
36 7 |10 7,7.17,3,0.5 4,1,0,5,5,18,5
37 1| 4 0.4,7,0.2,11 453
38 7 | 7 | 04,4,11,16,04,094 | 4,14.2,11,5.4
39 1| 4 0.4,0.4,13,1 5,217
40 1 | 3 34 0,0
41 1 | 2 21 0
42 1 | 2 31 1,40
43 3 | 3 7.6,11 1,16
44 3| 4 4,19,30 2.1

TABLE 3.1 — Données d’événements pluvieux pour construire les hyétogrammes.
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FI1GURE 3.3 — Estimation par la méthode SHYPRE des débits maximums en fonction des périodes
de retour fixées.

Commentaires :

e Pour une période de retour de moins de 50 ans, Le débit maximum est estimé a 2500m3 /s et
pour une période de 100 ans, il s’éléve a 3500m3/s.

e En comparant les résultats fournis par la méthode SHYPRE et la théorie des valeurs extréme
et , on constate que cette derniére sous estime le risque des crues a une valeur de 1500m?3 /s contre
3500m3 /s fourni par la méthode SHYPRE et ceci est du aux problémes d’échantillonnage.

NumE | NG | NA VOL DIA
15 2 | 2 14,17 1
16 3 | 3 14,148 3,10
47 1| 4 6,15,0.1,12 3,5,15
48 1| 2 25 0
49 2 | 2 8,13 1
50 9 | 9 [125,7.8,2,54,13,18 | 9,23.4,5,5,10,3,3

TABLE 3.2 — Données d’événements pluvieux pour construire les hyétogrammes(suite).
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DA RPX Pmax
1,422 1,0.75,1,1 0.7,8.4,3
1,1,2,3,2,3.2 1,1,0.2,2/3,1,1/3 2.2,5,3,3.2,3
2,3 0.5,1/3 2,3
3,2,3,2,3,5,3,2,5 | 2/3,0.5,2/3,0.5,1,2/5,2/3,0.5,1/5 3,5,7,5,3,9,5,6,9
34,4,1,1,12 1,0.5,1,1,1,1,0.5 4,5,10,0.7,0.1,1,5
3,2,3,2,1,1,1,1,34 | 1/3,1/2,2/3,1/2,1,1,1,1,2/3,3/4 | 4,5,5,6,3,0.5,3,0.4,4,4
42421111 1/2,1,1/4,1/2,1,1,1,2/3 6,4,7,4,0.1,3,2,4
12,1,3 1,1/2,1,1 0.4,5,0.2,5
22421 1/2,1,3/4,1/2,1 3.3,5.2,2
25,13 2/3.2/5.1,1/3,2/3 2.4,0.5,5.3
25,1,3 1,1/2.12/3 3.4,0.5,3
1,6 1,2/5 0.5,7
124 1,1/2,1/2 12,5
2.1 1/2,2/3 2.3
1,1,3,1 1,1,1,1 0.4,0.8,6,3
5 4/5 6
4,4,3 3/4,1/4,1/3 5,6,4
6,3,5 1/2,1,1/3 10,5,6
1,5 1,1/2 2.7
11124144 1,1,1,1/2,3/4,1,3/4 0.9,2,1,8,11,6,5
432 3/4,1/3.1/2 45,6
3,3,2 1,2/3,1/2 5,6,5
122321 1,1/21,2/31/2,1 0.3,3,3,3,5,0.6
3,3 2/3,1/3 3,5
1,2,3.3 1,1,2/3,1/3 0.2,2,4,3
3.2.4 2/3.1/2,1/4 45,6
12,3 1,1/2,1/3 812,11
42 3/4,1/2 6,7
5,4,2 3/5,1/4,1/2 5,8,6
923,41 1,1/3,1/2,1 5.4,4,0.5
3,3,3 2/3,1/3,1/3 6,7,6
4,13,1,2 1/2,1,2/3,1,1/2 6,2,3,7,5
8,5,1,2,2 1/3,2/5,1,1/2,1/2 7,9,0.8,4,5
1,1,3,1,3,1 1,1,1,2/3,1,1/3,1 0.4,0.4,3,2,4,0.9
1,3,3 1,1/3,1/3 0.8,5,5
332311 2/3.2/3.1/2 8,7.6.5,0.4,1
4,2,3 3/4,1/2,2/3 5,3,6
1244112 1,1/2,3/4,3/4,1,1,1 0.4,3,4,6,0.4,0.9,3
1141 1,1,3/4,1 0.4,0.4,5,1
24,2 1/2,3/4,1/2 6,7.,6
3,1 3/4,1 7.5
3,3 2/3,1/3 8,10
2,2,2 1,1/2,1 5,4,7

TABLE 3.3 — Données d’événements pluvieux pour construire les hyétogrammes.
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DA RPX Pmax
24,32 1,3/4,2/3.1/2 3,6,8,6

3,3 2/3,1/3 6,7

3,3,2 1/3,2/3,1 6,6,5
2.3,1,3 1/2,2/3,1,2/3 46,0.1,5

2,3 1/2,1/3 8,6

2,2 1,1/2 5,8

3,2,221,1,233 | 2/3,1/2,1,1/2,1,1,1/2,1/3,1/3 | 6,4,4,5,2,5,3,6,9

1,4,2,2 1,0.75,1,1 0.7,8,4,3

TABLE 3.4 — Données d’événements pluvieux pour construire les hyétogrammes. (suite)
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f Conclusion N

Le risque hydrologique des crues peut étre traité statistiquement en utilisant la théorie des
valeurs extrémes de deux maniéres différentes :L’approche block maxima qui permet d’estimer
les quantiles extrémes des débits d’une période de retour donnée en utilisant les valeurs maxi-
males des blocs choisis pour I'ajustement des paramétres de la loi généralisée des extrémes .

Néanmoins,cette approche utilise peu d’informations puisque seulement les maximums par
bloc sont considérés, pour cela, I’approche par dépassement de seuil fournit un remeéde et consiste
& considérer comme extrémes toutes les valeurs dépassant un seuil fixé .

Cependant, ’étude statistique des crues nécessite d’extrapoler la distribution des débits au
dela du domaine des observations. Il est donc essentiel d’exploiter des informations complémen-
taires issues du réseau pluviométrique comme c’est le cas dans la méthode SHYPRE qui utilise
un modéle de génération stochastique de pluies horaires, couplé & un modéle conceptuel global
de transformation de la pluie en débit.

Ainsi, la simulation d’événements de pluie et leur transformation en débit permet de générer
différents scénarios de crues de diverses formes pour tester le comportement de I'ouvrage étudié.
L’originalité de cette approche est que ’extrapolation des débits ayant une probabilité de dépas-
sement faible, se fait de fagon empirique, et non plus sur I'ajustement direct des distributions
observées.

Pour affiner I'étude de la méthode SHYPRE, il s’avére important d’utiliser de nouveaux
outils mathématiques, tels que les copules, pour affiner la prise en compte des dépendances
entre les variables descriptives de la pluie impactant le comportement du modéle vers les valeurs
extrémes.

De plus, les résultats de la méthode SHYPRE en utilisant le pas de temps horaire pour la
simulation des pluies sont fortement tributaires de l'initialisation du modéle. C’est a partir de
ce constat qu’est venue I'idée de coupler avec le modéle de pluies horaire un modéle de pluie
journalier qui va permettre de situer les événements pluvieux dans une chronique simulée en
continu qui va servir a l'initialisation du modéle horaire et donc la diminution du nombre de
paramétres nécessaires a la modélisation au pas de temps horaire.
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