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RESUME

Nous avons décomposé ce mémoire en cing chapitres.
Le premier chapitre préliminaire est consacré aux quelques propriétés des opérateurs ac-
crétifs dans un espace de Banach, en particulier dans les espaces de Hilbert.
Ce chapitre représente la base de la suite de ce travail, il est complété et enrichi par des opé-
rateurs accrétifs.

Dans le second chapitre, aprés définitions des opérateurs m-accrétifs et leur caractéris-
tique, notre contribution était de proposer quelques exemples de ce type d’opérateur, ainsi que la
projection de quelques théoréemes sur ces opérateurs qui ont un role important dans la physique.

Le probleme d’évolution dans les espaces de Hilbert approché et étudié par la théorie
des semi-groupes, ainsi que la notion du générateur infinitésimal de semi-groupe, ont été ’objet
du troisiéme chapitre.

Nous avons développé certaines démonstrations ou passage de démonstration.

Le quatrieme chapitre aborde une nouvelle théorie basée sur la notion des solutions
e-approchée et les bonnes solutions du probléme d’évolution non linéaire.
Nous avons proposé une synthése de ’essentiel provient de I'article de Crandall et Ligget com-
plétant des travaux de Brezis et Pazy. Il s’agit d’étendre, par des méthodes nouvelles, certaines
résultats établir dans le cadre des espaces de Hilbert aux espaces de Banach généraux et d’ob-

tenir des résultats dans le cadre non linéaire, aussi proche que possible de la théorie linéaire
(Hille-Yoshida).

Pour ce qui concerne le dernier chapitre, nous avons abordé quelques problémes phy-
siques (les problémes de chaleur non linéaire, le probléme de Stéfan; il s’agit d’un probléme
difficile, nous I’avons étudié dans des cas particuliers) dans un cadre général avec une hypothése
non classique du fait que ¢ est croissante.

La question de l'existence et d’unicité est étudié pour ces problémes physiques.
Ce chapitre est complété par I’étude des opérateurs elliptiques d’ordre 2. Nous avons proposé
quelques estimations et inégalités liées aux solutions des problémes.



CHAPITRE 1

OPERATEURS ACCRETIFS D'UN ESPACE
DE BANACH

Notations On désigne par X un espace de Banach réel de norme notée |.|.
On appelle opérateur de X toute application A de X dans #(X)et on définit :
Domaine de A;

D(A) ={z € X; Az # 0}

Image de A;

RA)=JAz= ] Az
)

zeX ze€D(A

On identifiera souvent A & un graphe {(z,y) € X x X,y € Ax}.
Ainsi on écrira :

ACXxXetye Az & (z,y) € A

La somme de deux opérateurs A et B de x est Définie comme suit :
Vre X (A+B)(x)=Ax+Bxr=y+z; y € Ax,z € Bx.
(Noter que D(A+ B) = D(A) N D(B)).

Le composé AB des opérateurs A et B est 'opérateur dont le graphe est :
AB ={(z,y) € X x X; Jz€ X avec z € Bz, y € Az}.

I'opérateur A est dit univoque, si Az a au plus un élément pour tout x.
On ne fera pas alors de différence entre A et I'application qu’il définit de D(A)dans X :

A:DA)— X

T — Ax
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1.1 Opérateurs monotones d’un espace de Hilbert

Supposons d’abord que X soit un espace de Hilbert réel de produit scalaire noté <.,.>.

Définition 1.1 On dit que A est monotone si
V(z,y),(2,9) €A <z —2,y—§>>0

Proposition 1.1 les insertions suivantes sont équivalentes :

i) A est monotone

i) V(z,y),(2,9) € AVA>0 |z —2| <]z —2Z+ ANy — 1)

W) VA >0, (I+XA)™': R(I+ NA) — X est une contraction

Remarque
Si A est un opérateur de X, on définit

At ={(y,z) € X x X;(x,y) € A}

Preuve 1.1 i =14 Ona :

T -4+ Ay -9 =<z—-2+AXy—9),x -2+ ANy—9) >
=lz—2P+2A<a—2,y—§>+N|y— 9

Donc |z —2+Ny—9)>—|z—2*>0(<x—2,y—9>>0 car A est monotone)

Dou |z —z| < |z — 2+ XNy —9)|.

it = it Soit (x,y),(T,9) €A, ona |z —2| < |zt —2+XNy—9) YA>0

St THANY=T+\y

Alors |z — & + My — 9)|=0,

D’ot x — 2=0,ainsi (I+NA)~! est une application de R(I+\A) dans X qui est une contraction.
1t =1 On a pour tout A >0,

2<x—2,y—9>+Ny—9*> >0; dou en faisant X\ — 0, on obtient la monotonie de A.

On revient maintenant au cas d’un espace de Banach quelconque.

Définition 1.2 Un opérateur A de X est dit accrétif si :

V(z,y), (#,9) € A, VA> 0,z — 2| < |z — &+ My — )]

Afin de donner des formulations équivalents de cette définition,rappelons deux notions attachées
a celle d’espace de Banach.

Définition 1.3 (Produit semi-intérieur |.,.])

V(z,y) € X, [z,y] = }\%M _ }\EEMA—W
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Remarque
L’application A — [z, y|a est croissante car A — |x+ \y| est convexe. Ceci justifie
I'existence de la limite ci-dessus et son identité avec la borne inférieure.
En effet cette limite [ existe (c’est la dérivée a l'origine de le fonction convexe A — |x + \y|)
et d’apres la convexité on a |x + \y| — || > .

_ |z Ayl
T A

Application de dualité

On note X* le dual de X et sa norme |.|.

Définition 1.4 (Application de dualité)

Ve € X, F(z) ={w € X*; <w,z>xxx=|z°, |w|. = |z}

F est une application de X dans P (X™), partout définit d’aprés le théoreme de Hahn-Banach.
Le plus souvent, nous utiliserons plutét une version normalisée de cette application de dualité.

Définition 1.5
Vee X, J(z) ={we X", <w, v >xx=|z], |w| =|z|}

On vérifie alors :
F(x) = [z].J(z); J(0) ={w e X*; |w,] =1}

Le lien entre ces deux notions est le suivant :

Proposition 1.2 Soit z,y € X,Alors :

Y] = max < w,y >
[z, 9] Jnax, < w,y

—lz,—y| = min <w,y >

7. —y] = min <w,y

Remarque

1) Si X est un espace de Hilbert réel de produit scalaire <.,.>, on montre immédiatement que :

1
[l'7y]zm<xay> st |£L’|7£O
x
F(z)=<uz,.> J(z) :|71\ <z,.>
2) Si X* est strictement convexe, 'application de dualité J est univoque en tout point distinct
de Vorigine. Dans ce cas, y — [x,y] est linéaire. On rappelle qu'un espace de Banach X est
strictement convexe si : (|z| = |y| =1, z #y) = (|| < 1).

En effet ; supposons que w; et wy appartiennent a F(x) et que wy # ws.

On a :jwy| = |ws| = |2] et < z, BFE2 >= |z]?,

d’ou |1t42| < |z| puisque X* est strictement convexe, et ‘%| > |z|, il y a donc contradic-
tion.

Donc w; = ws. D’ol1 J est univoque.

Les espaces de Hilbert, les espaces LP avec 1<p<+o0, sont strictement convexes. Il n’en est pas
de méme pour les espaces L', LT etc...

La démonstration de la proposition 1.2 utilise certaines des propriétés suivantes du produit
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semi-intérieur.

Proposition 1.3 Vz,y € X,

i) YA>0, [z, y] = Az, y]

i) —[r,—] < [,

ii) [z,y+ 2] < [z,y] + [z, 2]

i) Ya € R, [r,ax +y] = alz| + [z,y]
v) 10,91 = lyl, [z, y]| <yl

’UZ) Hxay] o [I,Z” < |y_ Z‘

vii) XxXr—R

(x,y) — [z, y] est semi-continue supérieurement (s.c.s).

Remarque

Dans les espaces ot 'application de dualité est univoque, “s-accrétif = =" accrétif ~. Alors,
la somme de deux opérateurs accrétif est accrétif. C’est le cas des espaces de Hilbert(cas des
opérateurs monotones), des espaces a dual strictement convexe (cas des espaces LP ot 1<p<oo
-voir plus loin).

Calcul de [.,.] et de J dans les espaces L

On se donne €2 un espace mesuré dont la mesure notée dx sera supposée o-finie. (On peut
en fait se dispenser de cette hypothése pour beaucoup des résultats qui suivront).

Pour 1<p<oo, L est I'espace des classes de fonctions définis dx-p.p, et de puissance p-
ieme sommable avec la norme  |ul, = ([, |u(z)|Pdz)"/?

Pour p=o00, L>(Q2) est I'espace des classes de fonctions mesurables essentiellement bornés

muni de la norme  |u|,, = sup |u(x)|.
e
On notera signg et sign les graphes de R? définies par :

1 si r>0
signg r = 0 st r=20 (1.2)
-1 si r<0

1 st r>0
signr =< [=1,1] si r=0 (1.3)
-1 st <0

Comme conséquence de la proposition 1.2, on a immédiatement les caractérisation sui-
vantes :

Proposition 1.4 Soit A un opérateur de X, alors A est accrétif si et seulement si 'un des
conditions suivantes est réalisé,

i)V(x,y), (2,9) € A, VA> 0, |z — 2| < |z — &+ My — 7))

W) VA >0, (I+MA)"': R(I+ MA) — X est une contraction

i) V(z,y), (2,9) € A, v =2,y — 9] 20

w) Y(x,y),(z,9) € A, ,Fwe J(x—12), <w,y—y>>0.

Remarque
La propriété iv) nous incite & penser que, lorsque 'application de dualité n’est pas univoque,
la somme de deux opérateurs accrétif n’est pas un opérateur accrétif. On peut effectivement
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construire de tels exemples, par exemple si X = R? muni de la norme |(u,v)| = |u| + |v]|. Ceci
nous conduit & poser la définition suivante.

Définition 1.6 Un opérateur A de X est dit s-accrétif si

V(z,y), (z,9) € A, Ywe J(xz—1), <w,y—7y>>0, avec x # Z.

Proposition 1.5 Soit A un opérateur s-accrétif de X et B un opérateur accrétif de X (resp
s-accrétif ).

Alors A+B est accrétif (resp s-accrétif ).

Ceci est une conséquence directe de la proposition 1.4, v).

Proposition 1.6 On note [.,.], le produit semi-intérieur dans LP(S) et J, Uapplication de
dualité.

i) Si p=1, Yu,v € L'(Q)

[u, v]; = /x;u(x)#o signo(u(z)).v(z) de + /x;u(x):O lv(x)| dz.

Ji(u) ={w € L™(Q) ; w(z) € sign(u(z)) dx — p.p}.
i) Si 1<p<oo, Yu,v € LP(Q)

1
[u,U]p: P— /Signo(u(x))_|u(x)|p—1'v(x) dx
ulp Ja
1
Jplu) = T signo(u(.)).Ju()" € LU(Q)
p
sl 1
ou + 7 1.
Preuve 1.2 Cas p=1
Par définition
uv1—hm/ [uz +/\U )| — |u(z )|
A—0
On vérifie que
Ju() + Xo(x)] — [u() v(w) si uz) >0
i ; dr=1 [o(@)] si ulr) =0
e —v(z) st u(x) <0

On remarque que la convergence est monotone en A pour obtenir [u,v];
Puisque le dual de L'(Q) est L>=(2),

Ti(w) = {w € L¥(Q); /w(x)u(a:) dx:/g|u(:c)|dx, ]y < 1},

Q
Mais

0= /Qqu(x)y — w(z)u(z))dz = /Q u(@)|(1 = w(z)signo u(x))dz.

implique que si u(z)# 0 ,1 = w(x)signg u(z) dx — p.p, puisque 1 — w(x)signg u(z) > 0.
On en déduit la description de Jy(u).
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Notation
Désormais, on écrira souvent,

/Qu pour /Qu(a:)da:

Cas p €]1,00] Yu,v € LP(2)

1 1
o g lut 2Py — (g [ul?)?
e
1 p_ p
L Ly [,
p|u|£ A—0 Q A

Puisque = |r|P = signor |r|P=!, d’aprés le théoréme de Lebesgue on obtient

1

- Juli,

[, 0]

/signg(u(x)) lu(z) [P~ v(x) du.
Q

Le dual de LP(2) est L1(Q2) ou é + % = 1. Ainsi

Jylu) = {w € LI(Q); / ww =( / |u<x>rp)‘1’, / wl? <1},

D’apres ['inégalité de Holder
[ < fubluly <l

L’inégalité n’ayant lieu que si w(x) € signo(u(z) [u(x)[P~/|ulb~" dz — p.p.
On en déduit le résultat.

Corollaire 1.1 i) Soit A un opérateur de L*(2), alors A est accrétif ssi,

Y(u,v)(4,0) € A, Fw e L®(Q) avec w(z) € sign(u(x) —u(x)) de —pp , [yw(v—10)>0.
ii) Soit A un opérateur de L'(Q), alors A est accrétif ssi,

Y(u,v) (4,0) € A avecu # 4, Yw € L>®(Q) ,w(x) € sign(u(x)—i(z))de—pp — [,w(v—20) > 0.
iii) Soit A un opérateur de LP(Y).Alors

A accrétif <= A s-accrétif <= Y(u,v), (4,0) € A, [, signo(u —@)lu —aP~ (v —0) >0.
Ceci est un corollaire immédiat des propositions 1.4 et 1.6.

Calcul de [.,.] et de J dans Cy(f2)

Etant donné 2 un espace localement compact, on note Cy(€2) la fermeture pour la
topologie de la convergence uniforme de ’espace des fonctions réelles continues et & support
compact dans 2. En d’autres termes, Cy(€2) est I'espace des fonctions continues sur € telles que

Ve > 0,3K C Q, K compact t.q sup |u(z)| <e.
z€Q/K
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Si €2 est compact, il coincide avec 1'espace des fonctions continues sur €.
L’espace Cy(£2) sera muni de la norme

|uloo = sup [u(z)].
€

Le dual de Cy(2) est l'espace des normes de Radon bornées sur €2, il sera noté Hby(w).
Si J est lapplication de dualité de Cy(€2),

Vu € Co(Q), J(u) = {i € Hby(Q); / udps = [u]oo, / du) < 1}.

Notations
Siu # 0, on notera E(u) = {zg € Q; |u(zo)| = |u|s}-
On remarque immédiatement que, si g € E(u) et si d,, désigne la mesure de Dirac en zg, alors

signo(u(zg)) 0z € J(u)

Il se trouve que ces éléments particuliers de J(u) suffisent a la décrire. En effet on a le résultat
suivant :
Résultat :
Soit u € Cy(R2), avec u # 0. Alors
J(u)=enveloppe convexe fermé de {signg(u(zo)) dz; xo € E(u)}.

En effet J(u) est un convexe compact pour la topologie (Hby(£2),Co(€2)) (pour cette topo-
logie,

fin — = Vo € Co(Q) [ wdpn — [ pdp).

On démontre ensuite que les mesures {signg(u(zo)) 0, } sont des éléments extrémaux de ce
convexe, (Soit C un convexe et ¢ un point de C. On dit que ¢ est un point extrémal de C

lorsque C' — {c} est encore convexe).

En applique enfin le théoréme de Krein-Milman disant qu'un convexe compact est I’enveloppe
convexe fermée de ses points extrémaux.

La proposition ci-dessus suggére le résultat suivant que nous montrons de fagon
tout a fait indépendante.

Proposition 1.7 Soit A un opérateur de Cy(2). Alors
i) A est accrétif dans Co(Q2) si et seulement si

V(u,v), (a,0) € A, Jzg € E(u— ) avec signg(u(xg) — w(xg))(v(zo) — 0(x0)) > 0.

ii) A est s-accrétif dans Co(S2) si et seulement si

V(u,v), (4,0) € A avec u # 4,Yxy € E(u— &) signo(u(xze) — u(zo))(v(zo) — v(z0)) > 0.
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ou encore

V(u, ), (

vV
S>

ye A, u(xg) — u(xg) = |u— t|o = v(x0)

(20)-

>
>

Y

Lemme 1.1 On note |., .|« le produit semi-intérieur dans Co(2). Alors Yu,v € Cy(Q2) avec

u#0 :

[u, v]oo = max  signo(u(zo)).v(zo).
zo€E(u)

|utAv]oo —[uloc

Preuve 1.3 [u,v]s = lim 3

A—0
Si xg € E(u)

[+ Moo — Jufoo o [ulo) + Av(20)| — |ulo)|
A - A
Comme u(xo) # 0,le membre de droite converge vers signo(u(zo))v(zo).
Soit maintenant ) € ) tel que

lu(zy) + Av(zy)] = [u + M|oo-

Alors lim |u(zy)| = lm |u(z)) + Av(x))| = |Uso-
A—0 A—0

Comme |u]o # 0,2 Teste dans un compact de Q. On peut donc en extraire une suite x, telle
que N, —> 0, z), —> xo € Q, lim |u(zy,)| = |u|e, et comme u est continue,
n——0oo

|u(zo)| = |t|oo, soit xg € E(u). Mais

[t Avloo = Juloo _ Julzar,) + Anv(2n, )| — [u(2y,)]
A - An '

Comme f,(x) = |“(I)+’\"§(x)|_‘“(x)| est une suite de fonctions continue convergeant de fagon mo-

notone vers f(x) = signo?u(x))v(:v) qui est continue au voisinage de xq, d’apres le théoreme de
Dini, la convergence est uniforme sur un voisinage de 0. En particulier f,(zx,) — f(z0),
et donc

[u, v]oo < signo(u(zo)).v(wo)-

Le théoreme de Dini s’énonce comme suit :
La convergence simple d’une suite monotone de fonctions a valeurs réelles définies et continues
sur un espace compact vers une fonction continue implique sa convergence uniforme.

Preuve 1.4 (Démonstration de la proposition 1.7)
Pour 1), il suffit d’appliquer le lemme 1 et le critére d’accrétivité iii) de la proposition 1.4.
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Pour ii), on remarque en utilisant la proposition 1.2 et le lemme 1,que

Yu, € Co(R2), Yu € J(u),

min signg(u(xg))v(zo) = —[u, —v] << p,u >< [u,v] = max signg(u(xg))v(zo)
zo€E(u) 20€E(u)

On utilise alors directement la définition de s-accrétivité.
Avant de passer auxr exemples d’opérateurs accrétifs, rappelons quelques notions supplé-
mentaires.

Définition 1.7 Soit u :[a,b] — R. On dit que u est absolument continue si, Ve > 0, In > Otel
que :

Z‘O‘n — Bl <n= Z|u(an) —u(fB,)] <e

pour toute suite d’intervalle|oy,, B,] disjoints.

Proposition 1.8 Considérons les assertions :
i) u:la,b] — R, est absolument continue
i) u: a,b] — R, est dérivable p.pu’ € L'(a,b) et u(t) —u(s) = [[u/'(0) do, Vs,t € [a,b].
iti) u € Lj,.(Ja, b)), % € L'(a,b) au sens des distributions.
Alors, i)& i)
et ii1)<> U = u p.p. vérifiant i)
ii1)<> U = u p.p. vérifiant i)
et dans ce dernier cas %‘ =a pp.

Proposition 1.9 Soit X un espace de Banach et u € C'([a,b], X),
Alors t — |u(t)] est absolument continue et p.p.t, Llu(t)] =< w(t),u (t) >, Yw(t) € J(u(t)).

Preuve 1.5 Puisque u est dérivable en t

u(t + h) = u(t) + hu'(t) + 0(h).

Ainsi )
u(t + W) = Ju(®)] _ |u) + hu (t) + 0(h)| — |u(t)]
h h
On wvoit en utilisant la définition de [.,.] que :
o fut+h)| = Ju@®)] /
Jim h = [u(t), u (t)]

lim ult + h)]l —lull _ —[u(t), = (t)]

h+—0

En tout point ot |u(t)| est dérivable, ces deuz expressions sont égales et d’aprés la proposition
1.2, on a alors :

[u(t), u' (1)) = —[u(t), —u' (t)] =< w(t),u' (t) > V() € J(u(t))
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Mais

u()] = u(s)[| < [t — . s ju (2)].
re€la,

La fonction t — |u(t)| est donc lipschitzienne, ceci implique qu’elle est absolument continue
et donc dériwable p.p, d’aprées la proposition 1.8. Ainsi, d’apres les calculs ci-dessus p.p.t,

%\U(t)\ = [u(t), u/ (t)] = —[u(t), —u' (t)] =< w(t),u'(t) > ,Vw(t) € J(u(?))

Notation
Etant donné I un intervalle ouvert de R et 1 < p < 400,0n notera

W'(I) = {u e L*(I); 2—? € LP(I)}.
La dérivée 3—1‘ : étant comprise au sens des distributions.
1.2 Exemples d’opérateurs accrétifs
Nous avons donné maintenant quelques exemples d’opérateurs accrétifs.
Exemple 1.1
Soit X un espace de Banach et T :X —— X une contraction (|Tz — Ty| < |z — y| Vz,y € X),
Alors I — T est accrétif.
En effet; soit z, 2 € X et w € J(z — ), alors
<w,(x—2)— Tex—-Tz)>=|zv —2|— <w,Te—Tz >>0
car
| <w,Tex =TT > | > |w||Tr—-Tz| < |z — 2|

Exemple 1.2

X = R. Toute fonction croissante d’une partie de R dans R définit un opérateur accrétif (ou
plutdt monotone ici).

Si f :R — R est croissante, alors le graphe 8 défini par Vo € R, Sz = [f(z7), f(a1)],

est monotone.

Signalons quelques graphes que nous utilisons souvent.

iz

1

ok

FIGURE 1.1 — sign.
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?!

W

e
—1f
FIGURE 1.2 — signyg.

ygl

W

FIGURE 1.3 — sign™.

ygl

W

FIGURE 1.4 - signg.

Les deux derniers graphes sont appelés "graphes en coin" et servent de modéle pour les
inéquations variationnelles.
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Exemple 1.3

Soit € un espace mesuré (de mesure dx) et $ un graphe monotone de R?. On définit le prolon-
gement (3, de B a LP(Q2) de la maniére suivante :

Bp = {(u,v) € LP(Q) x LP(Q); v(z) € B(u(x)) dz —p.p.}.

Proposition 1.10 3, est accrétif dans LP(Q2) pour tout 1 < p < 4o0.

Preuve 1.6 Soit (u,v), (4, 0) € B,; puisque B est monotone du-p.p ;

VYA >0, |u(z) — a(z)] < |u(z) — a(z) + M((v(z) — 0(x))]

p =400 :
Prenant la borne supérieur essentielle des deux membres, on obtient

[ — U|oo < Ju—1a+ Av —0)|0o
ce qui prouve [’accrétivité de [, dans L™(S2)

I<p<oo:
Elevant a la puissance p linégalité ci-dessus et intégrant sur €, on obtient

/Q lu(z) — a(z)Pdx < /Q lu(z) — a(z) + A(v(x) — 0(x)|Pd

ce qui prouve laccrétivité de 5, dans LP(S2).

Remarque
Il faut noter que D(S) = R n’implique pas en général D(8,) = LP(2). Ainsi si S(r) = r*, on
vérifie par exemple que D(5;) = L' (Q) (N L*(Q) (i,e.D(B1) = L3(Q) si Q est de mesure bornée).

Exemple 1.4
X =LP[R) 1<p< +oo.On définit
D(A) = C5(R) = (D(R))
Au=u
Alors A et -A sont s-accrétif dans LP(R) pour tout p € [1, 0o].

Preuve 1.7 Commencgons par le cas 1 < p < +o00. ; puisque A est linéaire il s’agit de montrer
que :

/Signo(U)IUI”_lul >0
R

Mais : signo(u(z))|u(z)P~ ' (z) = Llu(z)[P. Comme u est a support compact, il existe a tel
que supp u C [—a,al,
Ainsi

[ siomatwlul ' = [ Ljut)rds = uta)p - u(-w) = o.

Ceci montre a la fois que A et -A sont accrétifs (et donc s-accrétifs dans LP(R)).
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Pour montrer l'accrétivité dans L'(R) et L=(R) on peut remarquer que,

V1 < p < 400, VA >0, |ul, < |u+ |,

aly, T fuly = Jul.

et utiliser que lim |u|, =
p—1

Pour la s-accrétivité dans L*(R), il s’agit de montrer que

Vw € L*(R), w(x) € sign(u(z)) = /Rw(x)ul(x)dx =0

Mazs d’apres la proposition 1.9

w(e) (x) = lu(x)| pp

Puisque u est a support compact, on en déduit

[uteni@ = [ ) o

Pour la s-accrétivité dans L>®(Q), puisque u € Co(R) et u' € Cy(R), il s’agit de montrer
(voir proposition 1.7) u(x¢) = |u|ee == u'(x0) > 0 (resp < 0) ce qui est classique.

Exemple 1.5
X =LP(R), 1 <p < 400 ,0n définit

D(A) = W'Y(R), Au=u
Alors A et -A sont accrétifs dans LP(R),pour tout p € [1, 00].

Lemme 1.2 Soit j € C'([a,b]) et w € WP(a,b).

. d . ¥ /
Alors j(w) € W'(a,b) et 27 W@)) = J (u(@))u (2) pp.
Preuve 1.8 Puisque |j(u(x)) — j(u(y))| < |5 loo|u(x) —u(y)| et que u est absolument continue,
j(u) est aussi absolument continue et donc p.p dérivable, sa dérivé est égale p.p & j (u)u' qui
appartient & LT puisque j € L™ et u' € LP.
Lemme 1.3 Siu € W'?(R) avec 1<p<oo lim wu(z)=0.

r—>Fo00
Admettant ces lemmes, pour 1 < p < 0o, nous avons,

[ sioma(u@Nlu@P L @ds = fim [ Tju@)lP = tim_ju(@P - Ju(-a)l? =0

Ce qui donne le résultat annoncé pour tout 1 < p < oo et donc pour tout p € [1,00] en adaptant
un raisonnement déja fait ci-dessus (car D(R) dense dans WP(R)).

Preuve 1.9
lulP(z) — |ulP(y) = / signo(u(z))|u(z)[P~ ' (z)dz tend vers 0,
y

pour que x,y — 0o puisque signg(u)|ulP~ .u’ € L*(R) . Donc lirg |ulP(z) existe et ne peut
T 00

étre que 0 puisque u € LP(R).
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Exemple 1.6
Soit 2 un ouvert de RY et A défini dans LP(2), 1 < p < oo par :
N
D(A) = CP(Q), Au = —Au (A = Z%;). Alors A est accrétif dans LP(€2) pour tout
i=1
1 <p<oo.

Lemme 1.4 Soit p € C°(Q), croissante avec p(0)=0, alors

Vu € C5°(2), /p(u)(—Au) > 0.

Q

Uacerétivité dans LP(Q2), 1 < p < oo, est une conséquence immédiate de ce lemme, et du
corollaire 1.1, on en déduit l’accrétivité dans L' et L.

Preuve 1.10 Supposons d’abord p € C'(R), on utilise la formule de Green :
Vu € CH(2), Yv € C*(Q) a support compact

—/uAv:/Vqu.
Q Q

QAMWPsz/Qﬁmwﬁgo

Q

Ainsi

Si p est seulement continue, on applique le calcul ci-dessus a p,(r) = (pn +p)(r) — (pn + p)(0)
ou p, est une suite réqularisante de R et on peut aisément a la limite.

Exemple 1.7

Soit ¢ € C'(R), strictement croissante, avec p(0) = 0, D(A) = C(R), Au = (o(u)).
Alors A est accrétif dans L'(R).

Remarque

En général, A n’est accrétif dans aucun autre espace LP.

Preuve 1.11 Puisque ¢ est strictement croissante, on a

signo(u(z) — a(x)) = signo(p(u(z)) — p(a(z)) p-p.
Done, si w(x) = p(u(x)) — p(a(z)),

/mwawm—a@»@m@»—¢mww=/@wmwwu=o

d’aprés Uexemple 1.5.
En fait, le résultat ci-dessus est général comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.11 Soit Q un espace mesuré, A un opérateur de L*(2),et 3 un graphe monotone
de R. Alors

A s-accrrétif univoque

ou = AP, est accrétif dans L'.

B injectif, A accrétif
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Preuve 1.12 Soit (u,v), (4,0) € ABy et z € fru,v € Az, zZ € piu, v € AZ.

St A est accrétif, il existe w € L™(Q) avec w € sign(zZ) t.q. [,w(v—10) > 0.

.Si 3 est injectif, on vérifie que sign(z—2) C sign(u—1a). On déduit 'accrétivité de AB; dans L
.S A est s-accrétif

2z # 2 +— Yw € L™(Q) avec w € sign(z — 2), /w(z -2)>0
Q
Si de plus A est univoque, ceci est vrai aussi si z # Z. Pour conclure, il reste a montrer que
sign(z — 2) [ sign(u — ) est non vide.
Pour cela, on utilise w défini comme suit :

1 si u(z) > a(x)
w(x) =< signg(z(x) — 2(z) si u(zr) = ()
—1 si u(x) < a(x)

Exemple 1.8 B
Soit X = Cy(Q), D(A) = Co(Q)NC?*Q) Au=—Au.
Alors A est accrétif dans C,(€2).

Preuve 1.13 [l s’agit de montrer que : Vu € D(A), u # 0, —[u, Au| >0
d’apres la proposition 1.7, Vu € D(A), u# 0 u(zg) = |u]oo = —Au(xg) > 0,
ce qui est classique.

Remarque
Comme conséquence de ceci, on a par exemple que le probléme

u e C%*([0,1])
u—u = f donne dans C,, 71)

(
u(0) = u(1) =

admet au plus une solution. Ce n’est évidemment pas le cas pour le probléme
u € C*([0,1]), w—u = [ donné dans C;(0,1) ce qui prouve quun général I'opérateur
Au = —Au avec D(A) = C*(Q) n’est pas accrétif dans Cy ().

Proposition 1.12 (résultat "dual” de celui de la proposition 1.11)
Soit A un opérateur accrétif de Cy(S2) et 5 un graphe monotone univoque de R x R. Alors
BA est accrétif dans Q.

Preuve 1.14 Soit (u,v), (4,0) € BA, i.e il existe z, 2 € Cy(2) avec,

z € Au, v(x ): z(z) Vr e

ze Au, o(z)=pz(x) Vxe Q.
Puisque A est accrétif dans Co(2), il existe xy € E(u —4) avec (par exemple) z(xo) > Z(x0).
B univoque, croissante = v(xgy) = Bz(xg) > 0(xg) = FZ(x0).
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2.1 Opérateurs m-accrétifs

Définition 2.1 Un opérateur A d’un espace de Banach est dit m-accrétif si
A est accrétif

VA>0, RI+MN)=X

i.e si, pour tout X >0, (I +XA)~! est une contraction partout défini.

Notations : Si A,B sont des opérateurs de X, on dit que B est prolongement de A et on note
A C B si le graphe de A est inclus dans le graphe de B, i.e si

D(A) ¢ D(B)
Vo € D(A), Yy € Az, y € Bz

Proposition 2.1 Un opérateur m-accrétif est mazximal accrétif

(i.e A C B et B accrétif = A = B).

c’est-a-dire maximal dans l'ensemble des opérateurs (multivoques) accrétifs de X ordonné par
inclusion des graphes.

Preuve 2.1 ACB=I+ACI+B—({I+A)™"c(I+B)™,
comme (I + A)~! est partout défini et (I + B)™* univoque, ils coincident.

Théoréme 2.1 (Minty)
St X est un espace de Hilbert
(A m-accrétif )J<= (A mazimal monotone).

Si A est m-accrétif, il est trivialement maximal accrétif. Pour démontrer la réciproque utilisons
d’abord la méthode de Minty basée sur le théoréme de Valentine-Kinzbram sur le prolongement
des contractions dans un espace de Hilbert.

Lemme 2.1 (Théoréeme de Valentine-Kinzbram)

Soit T une contraction d’une partie de H dans H. Il existe un prolongement T de T qui est
contraction de H dans H.

22
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Preuve 2.2 (Démonstration de théoréeme de Minty)
Soit A un mazimal accrétif de H. Considérons T' = {(z +y,x —y); (z,y) € A}, T est le graphe

d’une contraction de H défini sur R(I+A). Utilisons le lemme 2.1, il eziste T prolongement de

T qui est une contraction de H dans H. Considérant A = {(“+T“, 4 2T“), we HY, A estun

prolongement accrétif de A ; donc T=A et T—T, c’est-a-dire R(I1+A)=H.
Si A est maximal-accrétif, il en est de méme de NA pour tout
A > 0 et donc pour tout A > 0,R(I + \A) =

Remarque
Ce résultat est faux en général pour des espaces de Banach quelconques.

Proposition 2.2 Tout opérateur m-accrétif est fermé (i.e son graphe est fermé dans X x X).
Cette proposition résulte immédiatement de la proposition 2.1 et de lemme suivant.

Lemme 2.2 Si A est accrétif, sa fermeture A est aussi un opérateur accrétif.

Remarque
A nouveau la fermeture est comprise au sens des graphes dans X x X.

Notations Pour un opérateur A, on note
VA >0, J{ = ([ + AA)™!  (résolvante de A)

A\ = /\JA (approximation Yoshida de A).

Proposition 2.3 Soit A accrétif dans X. Alors
Z) Ay C AJy YA>0
it) |[Axz| < |Az| = min{|y|; vy € Az} VA >0, Vo € D(A)(D(J))
ZZ’L) ‘A)\‘# = A)\JF“ V)\,,U/ >0
i) (équation résolvante) Jy = J, (41 + 25 J\) VA, >0
St de plus A est m-accrétif.
v) Ay est m-accrétif, s-accrétif, lipschitzien de rapport %

vi) Vx € D(A), AlimO I = x.
—

Remarque
A, est une régularisante naturelle de A. Nous verrons plus loin qu’elle converge vers A (en un
sens a préciser) lorsque A tend vers 0.

Preuve 2.3 i) Soit x € D(A)) et y = Ayz = Z=22,

St u = Jyx, soit u+ NAu > x, il existe z € Au avec u + Az = .

Ainsi y = “H% =z e Adyz.

it) Soit y € Az oux € D(A)(D(Jy). On a x = Jy\(x + \y) et donc :
|z — | <o+ Ay — 2| = My| ,d’ou ).

iti) On remarque :

yGA)\QZ _ _
{xED(AA) < x—AyeD(A) etye Alx — \y)

Donc :
y € Az =y € Alr—py — \y), ©—py — Ay € D(A)
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=z —py € D(A)) et y = Ax(z — py)
et (en appliquant la remarque ci-dessus a Ay )

= 2 € D((Ax)mu) et y = (Ar), 2.
i) On remarque que D(J, (51 + ’\%“JA)) C D(Jy). Il suffit de donc de montrer
Vo € D(Jy), Ea+ 25EJ\(z) € D(J,)

et o = Ju(%f + 252 Jyx)
z—Jyz

D’apres i), (Jyz, ) € A; ceci implique :

)
Ix + pE=RE € (14 pA)(Jhx) ce qui est une autre forme de 1'égalité cherchée.

v) St A est m-accrétif, I — Jy est s-acrrétif d’aprés 'exemple 1.1 du chapitre 1. 1l en est donc
de méme de Ay. Le fait que Ay est lipschitzien de rapport % est clair. La m-accrétivité de Ay

résulte de lemme suitvant.

Lemme 2.3 Soit T : X — X wune contraction, alors (I-T) est m-accrétif

1l s’agit de montrer [’existence de X solution de
r+ Nz —Tz) =y donné dans X

— (1+ Nz = ATz =y <= 1= 5(\Tz +y)

Lapplication ¢p(x) = 115 (\T'x + y) est une contraction stricte.

vi) Si x € D(A), d’apres ii), on a :

|z — Jyx| < MAz| = lim Jyz = z.
A—0

Six € D(A), il existe x,, € D(A) convergent vers x. Alors

|z — x| < |z — x| + |2, — azn| + |, — Jazl.
<2l — x| + |2, — Jazy|
On en déduit :

lim sup |z — Jyz| < 2|z — x,| Vn,
A—0

D’ot, vi).

2.2 Exemples d’opérateurs m-accrétifs

Proposition 2.4 Soit A: X —— X lipschitzien accrétif. Alors A est m-accrétif.

Preuve 2.4 Soit a résoudre en X

T+ Nr=y<—=x=y— \ux.
St Tx =y — MNAx et si k est la constante de Lipschitz de A, on a

|Tx — Tz < Mk|z — z].

St Ak <1, T a un point fixe, d’otu la subjectivité de I +XA. On termine alors a l'aide du résultat
sutvant.

Lemme 2.4 Soit A accrétif dans X. Alors
(A m-accrétif )J<= (INg > 0, t.q R(I + NA) = X).



2.3. SOUS-DIFFERENTIEL D’UNE FONCTION CONVEXE 25
Preuve 2.5 Pour A > 0, on a (formellement)

THM=T4+ XA+ AN=X)A= T+ (XN—Xg)AJ\) (I + NA).

Comme I + M\ A est surjectif, il suffit de montrer que I + (X — X\g)AJ\, pour encore en utilisant
i) de la proposition 1.3, que I + (A — X\g)AJy, est surjectif. (On démontre inversement que le
probleme posé est exactement et non pas formellement, équivalent & celui-ci).

Soit a résoudre :

z— Jyx A A— Ao
A=A oy ar— — Ing® =
()T —y e et - A =y
— = )‘_;‘OJ)\OZU—F %y
St Tx = )‘_/\)‘OJAOx + ’\TOy, on a :
A—A
T2z —T#| < %m—ﬁ:y.

Si IN— Xo| < A, T est une contraction stricte et, d’apres les arguments ci dessus, I + AA est
surjectif. Or cela se produit pour tout A E]’\2—°, +ool. Il suffit maintenant de répéter l'argument
en remplacons \g par un élément arbitraire de ]%, +oo[; on couvre ainsi ]%, oo[. On continue
ainsi pour obtenir |0, ool.

Remarque
On montrons plus loin le résultat plus général suivant : Soit A : X —— X continu, accrétif.
Alors A est m-accrétif.

2.3 Sous-différentiel d’une fonction convexe

Soit H un espace de Hilbert. Dans ce paragraphe, on considére des fonctions
¢ : H —] — 00, 400] convexes : i.e.

Va € [0,1], plaz+ (1 — a)y) < ap(z) + (1 — a)e(y)

s.c.i:le.
Vo, — z, p(x) < liminf p(z,)

n——oo

<= VaeR {xe€ H; p(x) < a} est fermé

<= (lorsque ¢ est propre) Ya € R {z € H; ¢(z) < a} est faiblement fermé.
On dira que ¢ est propre si p # +oo.
Notation

D(g) = {z € H; (z) < +oc}.

Définition 2.2 Soit ¢ une fonction conveze s.c.i propre sur H. On définit son sous-différentiel
Oy de la maniere suivante :

dp ={(r,y) € Hx H; YE€H, p(§) —¢(x) ><y,§—x>}.
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Remarques
D(0¢) C D(p) car si x € D(0p) et si p(§) < +oo, @) < p()— <y—E&—x> pour
y € 0p(x).

Si ¢ est Fréchet-différentielle, on vérifie que dp(z) = ¢ (v) Vo € H.
Proposition 2.5 Soit ¢ est convexe, s.c.i, propre sur H. Alors Op est maximal monotone.

Preuve 2.6 Monotonie. Soit (z,y),(Z,y) € Op, alors :
p(2) —p(r) ><y, & —x >
p(r) — () >< go — 2 >
— 0><y—9,2—x>.
R(I+A)=H . Soity € H, il s’agit de résoudre en x
Ty + &p(xg) >
Pour cela considérons la fonctionnelle :

2(r) = 5l — P + oz,

O est aussi convexe, s.c.i, propre. De plus lim &(x) = 4o00.
|z|—o0

En effet, d’apres le théoreme de Hahn-Banach, ® est minoré par une fonction affine
(= 30,8 €R t.q p(z) > ale| + ).
On en déduit qu’il existe R assez grand tel que

inf &(z) = inf P
;QH (:U) xEHl,n\x|§R (33)

Mais {x € H, |x| < R} est faiblement compacte. Comme ® est s.c.i pour la topologie faible,
elle est minoré par Bg, et atteint son minimum en un point xo. Ainsi
VEe H, Vtel0,1] Ot + (1 —t)zg) > Bxp)

= 3[t& + (1= )wo =y + o(t€ + (1 = t)wo) > 5|20 — yf* + p(w0)
= 3y H(1—t) < E—y, mo—y > +5(t°=20)|zo—y +(p(§) —p(w0)) > 0
Divisant par t et faisant tendre t vers 0, on distinct

P(€) — p(xo)+ <70 —y,§ —20>=0
Soit y — o € Op(z0)

2.3.1 Exemples de sous-différentiels

H =R : dans ce cas, tout opérateur maximal monotone est un sous-différentiel.

Proposition 2.6 Soit § C R X R, les assertions suivantes sont équivalents.
i)p est mazimal monotone
i1) 3j : R — R conwveze, s.c.i, propre t.q 5 = 0j.

Une démonstration élémentaire peut-étre obtenue en considérant :

j(r) :{ Jo B°(s)ds si r e D(B)

+o00  sinon
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Ou °(s) est l’élément de B(s) de plus petit module.

Proposition 2.7 Soit 5 un graphe mazimal monotone avec 0 € B(0) et By son prolongement
a L*(Q). Alors By est mazimal monotone.

De plus, si B = 0j avec j(0)=0 et min j(t)=j(0)=0

fQj ))dx si j(u) € LY(Q)
+00 sitnon

Alors J est convexe, s.c.i, propre sur L*(Q) et 0J = Bs.

Preuve 2.7 On sait déja que 3y est monotone. Soit f € L*(Q) puisque B est mazimal mono-
tone, p.p.z, il existe u(z) € R t.q¢ u(x)+ Pu(x) > f(x).

Comme u(x) = (I + 8)7'.f(x), u est mesurable. De plus, d’aprées 0= (I + §)7*

lu(x)| < |f(x)| p.p et doncu € L*() et u+ Bou > f.

Remarques
1)Si Q est de mesure borné, on peut se dispenser de I'hypothése 0 € 50. En effet ;
a=(I+p8)710€ LX) et |u(x)—a| < |[f(x)] = [u(z)] < |a] + |f(2)].

2)On démontre de méme que si 0 € 50, 3, est m-accrétif dans LP(Q), 1
La convexité de J est clair. Montrons qu’elle est s.c.i, i.e. {u € L*(Q); ) < a} est fermé
pour tout o € R. Soit donc u, avec J(u,) < a convergent vers u dans L?(£2). On peut supposer
que u,, converge p.p vers u et donc

<q<
J(u

j(u(@)) < liminf ju,(2)) pp

On vérifie que j(u) est mesurable et d’apreés le lemme de Fatou, on a alors (remarquer que j > 0)

/Q](U( ) < hmlnf/Q (un(2)) < a.

n—0

Montrons enfin 5 C 0J (il en résulter By = 0.J).
Soit (u,v) € s, alors Yw € D(J)

ppx j(w()) = j(u(z)) 2 v()(w(z) - u(z)).

Ceci implique j(u) € L' (remarquer que D(J) n’est pas vide).
Il suffit alors d’intégrer pour obtenir

J(w) — J(u) Z/U(w—u)

Q
soit v € 0J(u).



CHAPITRE 3

EQUATION 3% + AU 3 0 DANS LES
ESPACES DE HILBERT

Dans ce paragraphe, H désigne un espace de Hilbert réel de produit scalaire noté
<.,.> et de norme noté |.|.
Onnotepour 1 <p<oo et 0<T <00:

d
Wle(0,T; H) = {u € LP(0,T; H); d—;‘ e LP(0,T; H)}.

(la dérivée 2 étant comprise au sens des distributions).

Théoréme 3.1 Soit A un opérateur mazximal monotone de H. Alors, pour tout ug € D(A), il
existe une unique fonction u : [0, 00[— H telle que :

1. w € WHP(0,00; H)

2. u(t) € D(A), Vtel0,o00]

3. (1) + Au(t) 0 p.p.t €]0,00]
4

5

. u est dériwable a droite en tout point et on a :
G () + Au(t) = 0
t — A%(t) est continue a droite sur [0, o0].

~

6. st u,u sont les solutions de 1),2),3) avec u(0) = ug, @(0) = .
vt € [0,00[, |u(t) —a(t)] < |uo — tol-
7 G e .oy < [A%uol.

Notation
A° désigne la section minimale de A et est définie par D(A%) = D(A) et

Vo € D(A), A%z = {y € Az; |y| = ienj 12|}

On démontre facilement que, si A est maximal monotone, Ax est un convexe fermé pour tout
x € D(A). Ainsi A° est univoque et Vo € D(A) A%z = projection de 0 surAz.

28
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Remarque 1

Il faut noter la propriété 5) qui montre que malgré tous les chois offerts (on a une équation
multivoque % + Au 3 0) le systéme "minimise" systématiquement sa vitesse.

Remarque 2

Pour tout ¢t > 0, u +—— u(t) définit une application de D(A) dans lui-méme. Posons

Vi >0, S(t)up = u(t)

D’aprés 6), on a :

Ainsi S(t) est une contraction de D(A) dans D(A). Elle admet donc un unique prolongement
par continuité a D(A) qu’on note encore S(t). Ainsi (S(t))s>0 définit un semi-groupe continu

de contractions sur D(A), c’est-a-dire :
i) Vt,s >0 S(t+s)=S5(t)S(s) et S(0)=1
11) vt > O,VUO,fLO € D(A) |S(t)U0 — S(t)ﬂ0| < |U0 — ’&0|
iii) Yug € D(A) lim |S(t)ug — up| = 0.
t—0

On dit que S(t) est le semi-groupe engendré par A.

Il est possible de montrer que, réciproquement, étant donné un semi-groupe vérifiant i),
ii), iii) il existe un et un seul opérateur maximal monotone qui I’engendre au sens défini ci-
dessus.

Notons aussi que A° apparait comme le générateur infinitésimal du semi-groupe S(t) en-
gendré par A, c’est-a-dire

— x—S(t)x

D(A%) = D(A) = {x € D(A); lim existe}

et A%z = lim w_iﬂ
t——0
Remarque 3

Toutes ces "bornes" propriétés sont particuliéres aux espaces de Hilbert et ne se généralisent
pas aux semi-groupes de contractions sur les espaces de Banach quelconque.

Preuve 3.1 (Démonstration du théoréme 3.1)
Unicité :
Soit u,u vérifiant 1),2),3). Alors d’aprés la monotonie de A :
ppt (G = G@),ult) —at) <0
> ppt. L iu(t)—a@)? <0
>t 1 |u(t) — at)|* est décroissante.
En particulier |u(t) — a(t)| < |uo — ol
Ceci montre l'unicité, ainsi que la propriété de contraction 6).
FExistence :

Soit ug € D(A) et pour tout A > 0, uy la solution de :

uy € C1([0,00[; H)
(P4 %+ Ayuy =0 dans [0,00].
ux(0) = ug
On a vu au chapitre précédent que Ay était lipschitzien partout défini ['existence de uy solution
de (Py) est donc classique.
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Estimation fondamentale
Soit h>0; puisque

d
vt >0, %(H—h)ﬁLAwA(t—kh) ~0

et que Ay est accrétif, on a comme ci-dessus :
ux(t + h) — ux(t)] < [ux(h) — uol
Mais, divisant par h et faisant tendre h vers 0, on obtient

d’LL)\

0] < |G| = vl < 14wl

Montrons que uy est de Cauchy dans C([0,T]; H)
Pour tout T>0. Multipliant

du
|Avua(t)] = | =2

duy du
E—d—;—i-A)\’U/)\—AHUH:O

par uy — u,, on obtient

1d

2dt|u/\ — uu| + (Axuy — Ay, uy —u,) = 0.
On écrit
Uy — Uy = (u,\—JAuA) ( M—Juuu)+(<]>\u,\— JMUM)
= )\A)\u,\ ,LLAMUN + (J)\U)\ — Juuu)
On en déduit (car (Ayuy — Ayuy, huy — Juu,) >0)
(Ayuy — Apuy, uy —uy,) > (Ayuy — Ayuy, Myuy — A uy,)
= NAsua? + Ay — (A + )| Axua || Ay
> 28 (| Aual® — [Auu,)?)
Ainsi

ld 2 _ A N|
<

PTIR

En utilisant *. D’ou 'estimation

lux — w|(t) < V(N4 p)t |A ol

On en déduit que uy converge dans C([0,T]; H) (pour tout T>0) vers u € C(]0,00]; H). La
vitesse de convergence est estimé par

)\+u
Asunl? = Ay, ] < S A0

[u(t) = u(t)] < VAL |A ).

Démonstration de 3)
Pour tout \>0,

% + AJAU)\( ) >0 (C(M”A)\ C AJ)\>

Mais % est borné dans L=(0,T; H) (d’aprés *) et donc dans L*(0,T; H) qui est un espace

de Hilbert. On peut donc trouver \, — 0 t.q dq;;" converge faiblement dans L*(0,T; H). On a
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alors au sens des distributions (puisque uy, — u dans L*(0,T; H)) :

duy,  du
dt — dt
et de plus Uestimation * se conserve a la limite soit
du
* % ‘ — < | A
dt Lo (0,T;H)

D’autre part

|J)\U>\(t) — u,\(t)| = )\|A,\u,\(t)| S >\|AOU0|

Donc Jyuy(t) — u(t) dans C([0,T); H) pour tout T.
On conclut alors a laide des deux lemmes suivants pour approuver 3).

Lemme 3.1 Soit A un opérateur maximal monotone de H et A un prolongement a H =
L*(0,T; H) défini par

A ={(u,v) € H; v(t) € Au(t) p.p.t}

Alors A est mazimal monotone dans H.

Lemme 3.2 Si A est maximal monotone sur H, il est fermé dans H x H,, et H, X H, ou
H, = H dans sa topologie faible.

Le lemme 3.1 se démontre de facon élémentaire.

Pour le lemme 3.2, on utilise le fait que la fermeture d’un opérateur monotone dans H x H,,
ou H, x H est encore monotone et en déduit encore la maximalité de A.

Remarque

Si ug € D(A), S(t)up n’est qu'une solution "faible" de I’équation 2). En effet, t — S(t)ug
n’est en général pas dérivable p.p et on n’a pas S(t)ug € D(A) pour t>0. On peut par exemple
se référer a ’exemple suivant :

H=L*R) ,Au=1 avec D(A) = W"*(R) (= D(A) = L*(R))
On vérifie aisément que S(t)up = up(. —t) Vvt > 0.
Ainsi, si ug ¢ D(A), alors, Vt >0, S(t)ug ¢ D(A).
Par contre, si A est le sous-différentiel d’une fonction convexe, s.c.i, alors le semi-groupe a un
effet régularisant sur la donné initiale au sens que

vt >0, S(t)(D(A)) c D(A).

Ainsi, on a :

Théoréme 3.2 Soit ¢ convexe s.c.i propre sur H vérifiant p(0) = ming = 0. Alors le semi-
groupe S(t) engendré par A = dp vérifie :

YN ol

VUO € (A), vt > O, S(t)uo < D(A) et ‘AS(t)UO’ S T

En conséquence, pour tout ug € D(A), il existe u : [0, 00[— H (unique) vérifiant :
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i) V6 >0, ue Wh>([§,o00]; H)
iii) u'(t) + Au(t) 5 0 p.p.t
i) u(t) € D(A) Vt>0.

Remarque

Lorsque A est maximal monotone linéaire (de domaine dense) la propriété |AS(t)ug| < @
équivalent a la propriété pour S(t) de se prolonge en un semi-groupe analytique sur un sec-
teur du plan complexe contenant 1’axe réel. Ici, loin de tel n’est possible en général puisque
t — S(t)up n’est pas différentiable sur [0, col.

Idée de la démonstration du théoréme 3.2 :

Remarquons d’abord que i), ii), iii), iv) se déduisent immédiatement du théoréme 3.1
dés que 'on suppose S(t)ug € D(A) Vt > 0. D’autre part, I'unicité se déduit de iii) et de la
propriété de contraction due & la monotonie de A.

Pour démontrer le point essentiel, nous effectuons des calculs formels, on supposant que
© est réguliére, ceux-ci peuvent étre justifiés en les effectuant sur I’équation approché

dU)\
@
En utilisant que (Op)x = Jp, ol p, est partout définie et Fréchet différentiable sur H.

(0p)a(ux) 20, ux(0) = up.

Estimation de 1’énergie :
Multiplions par u I’équation :

Nous obtenons apres intégration

T

FOF = SuOF + [ < 0pu).u>=0

Mais d’aprés la définition du sous-différentiel

< Op(u),u >= p(a) = (0) = p(u).

Donc

3) P = 5P + [ pluv)

Multiplions maintenant («) par ¢ %% et intégrons :

T
|
0

Supposons ¢ réguliére et dp = ¢’ au sens usuel, on en déduit :

T
|
0

du

2 T

du
kel (R t S >=0.
o /o < 0p(u), i 0

t

du

= +A t Seu(t)) = 0
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Soit

2

|G| et = [ et a

Couplant () et («), nous avons (puisquep > 0)

T
|
0

Mais, d’aprés le théoréme 3.1, on sait que ¢ — | 7| est décroissante.

du |

T < =|u(0)[?

2

Donc
1 T dul? du |? T T2 |dul?
~|u(0)]? > tl— —| (T). dt > — |=—=| (T
2|u<>|_/0 us | <)/0 rae> | ()
Oou encore
du [u(0)]
2 <
dt()‘_ T

Ce qui est l'estimation cherché, le fait que u(t) € D(A) pour tout t s’en déduit.

Application

Soit 2 un ouvert borné de R™. On suppose sa frontiére aussi réguliere qu’il est nécessaire
pour que les résultats de régularité suivants soit valables (et en particulier I'estimation (T)
ci-dessous).

Théoréme 3.3 Soit 5 un graphe mazximal monotone de R™ avec 0 € (0.
Soit ug € L*(Q) avec up(x) € D(B) p.p.x (i.e ug € D(B2)). Alors, il existe une unique solution
du probléme

1) u € C([0,00[; L2(Q)) () L([6, oof; Hy (2

H2(Q)) Y6 >0

i —Au+pfus30 pp(t,x) €
m) ( z)=0 pp.(t,z) € (0,00)
iv) u((),m) =ug(x) ppxe.

De plus, Vt >0, u(t) € H(Q) (N H*(Q).

Notations
On rappelle les définitions des espaces de Sobolev

ou

H'(®) = {ue @) 5=

€ L*(Q), Yi=1,...,N}

muni de la norme

[l = [uls + Z

Ou - Ou
aCCi ’ (9:1:'161']

6?:15Z

2

H*(Q) = {u € L*(Q); €L*(Q), Vi, j=1,...,N}
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muni de la norme

lullz = [lullz +Z

Ces espaces sont des espaces de Hilbert.
On définit aussi

8958

H(Q) = {fermeture de C§° dans H'(2)}

= {u € H(Q); trace de u sur 92 = 0}.
Le théoréme 3.3 est une conséquence directe des théorémes 3.1, 3.2 et de la proposition
suivante.

Proposition 3.1 Soit j convexe,s.c.i telle que 5 = 0j avec j(0)=0.
On définit

(1) = { s o IVul? + [ j(u) siue H}(Q) et j(?fgoi 57(372

Alors, o est convere, s.c.i, propre sur L*(2) et dp(u) = —Au + Bou  avec

D(9¢) = Hy(Q) N H*(Q) N D(B2)

De plus, on a l’estimation

(1) Mlullaz@) < ¢ = Au+ Byul

ot ¢ ne dépend que de ) et de N.
Enfin D(0p) = {ug € L*(Q); wuo(z) € D(B) p.p.x}.

Preuve 3.2 Montons d’abord que ¢ est s.c.i, c’est-a-dire, YA € R {u € H; p(u) < A}
est fermé.
(1l est clair par ailleurs que @ est convexe et propre). Soit donc u, € H avec p(u,) < A

et u, — u. On a
[1vwf+ [ tw) <
Q Q

ce qui implique que |Vu,| est borné dans L? (puisque j > 0).

. . ou . .. . .
Donc, il existe up, avec —% convergent faiblement dans L2(Q). La limite est nécessairement

ou
/|Vu\2 §liminf/ (Vu,|?.
Q n——oo Q

== et on a
j(u(e)) < liminf j(u, (2)).

ox;
D’autre part, p.p.x
Par composition, j(u) est mesurable (j est s.c.i) et d’apres le lemme de Fatou

[ itute) < [ tmint ) < timint [ o)

n——oo n—0o0



35
On en déduit

o(u) < A\

Notons maintenant A = —A + 85 avec D(A) = H}(Q) (N H*(Q2) () D(52).
Alors A C Dy.
En effet, d’apres le chapitre 2, si [u,w] € B2, j(u) € L' et pour tout h € L*() :

/ / ) ><w,h—u>

D’autre part, si u € H}(Q) (N H*(Q

/<—Au,h—u>:/VuV(h—u) VYhe HY(Q)
Q 0

(ceci n'est autre que la formule de Green déja rappelé au chapitre 1, elle s’obtient a partir de
Ce(QY) par densité).
On obtient :

1 1
/ C —Auh—u>< —/ VA2 — LVl
Q 2 Jg 2

Ajoutant cette inégalité a celle précédemment obtenue, on a A C Op.
Pour montrer I’égalité, il suffit de montrer que A est maximal monotone.

Lemme 3.3 Pour tout € > 0 et tout f € L*(), il existe un unique u solution de
u e HY Q)N H*(Q)
eu —Au=f p.pdans ()
De plus

(B)  Mullez@ < Clifll2
ou C est une constante ne dépendant que de Q et de N (et non de € > 0).

Remarque
Ce lemme montre en particulier que 'opérateur A, défini par

D(A1) = Hy() N H*(Q)
Alu = —-Au
est maximal monotone dans L?(Q2) (on sait déja qu'il est monotone). Il faut noter que la
possibilité de résoudre le probléme ci-dessus pour € = 0 va bien au-dela de cette maximalité.

Preuve 3.3 Le lemme 3.3 repose essentiellement sur ’estimation triviale (E). Ceci admis, le
reste peut étre déduit du fait que D1 est maximal monotone ot

S oIVl siue Hy(Q)
_J 3o 0
1(u) = { +00 sinon

En effet, si e > 0, il existe u solution de

eu+ 0p1(u) > f € L*(Q).
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et cet u vérifie nécessairement

{ u e Hi() (D(dp1) C D(p1) = Hy(Q))
eu — Au = f dans D’(Q)

Car pour tout t réel et tout § € C§°(Q2), on a

p1(u+t0) — p1(u) > /(f — eu)th

2
t/vuv9+t—/|V9|2zt/(f—eu)9.
Q 2 Q Q

Divisant par t>0 et faisant tendre t vers 0 et de méme par t<0, on en déduit

Soit

VO € C°(Q /vuve —/ f—eu)d.

ou encore —Au=f—eu dans D'(Q
On voit qu’a ce stade, il est nécessaire d utzlzser un résultat de régularité, en [’occurrence :
v e H Q) N v e H*Q)
—Av e L*(Q) ]|z < c||Av]|Lz

ot C est une constante ne dépendant que de (). Pour vérifie que dans notre cas [’estimation est
idépendante de €, on multiple I’équation par —Au pour obtenir

e/ﬂu(_AuH/Q(Au)? :/f(—Au).

Puisque [, u(—Au) = [, [Vul* >0, on obtient ||Aul| . < ||fll, et donc |Jullg2 < c|| f]l2-
L’existence pour € = 0 s’en déduit aisément.

Lemme 3.4 Pour tout € > 0 et tout f € L*(Q), il existe un unique u solution de

(P) { u e Hi(Q)NH(Q)

eu— Au+ fou S f p.p dans €.
De plus

(B)  ullizg) < dlfl]e
ol ¢ ne dépend que de () et de N.

Preuve 3.4 Poure > 0, l'unicité résulte de la monotonie de —A+ (5. Pour e =0, étant donné
u, U deux solutions, on multiple scalairement la différence des deux équations par u — u pour
obtenir :

/Q|V(u—ﬂ|2 < /ﬂ(u—ﬁ)(—A(u—a))+/Q(u_a)(52u_52a) —0

Ceci implique u — i =constante et donc u — 4 = 0 puisque u — 4 € H}(Q).
Pour lexistence, on remarque d’abord que, pour tout X > 0, il existe uy solution de

(P) {EUA_AUA“‘/BAUA:f
A uy € HY Q)N H2(Q).
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En effet, cette équation peut étre réécrite

(X + Duy — Auy = Af + (I + 23) tuy.

Or, considérons Uapplication T qui ¢ v € L*(Q2) associe la solution w de

{ (eA+ Dw — ANAw = \f + (I + A3) v
w € H} Q)N H*(Q).

Multipliant par w — w, on obtient :

(6)\+1)/]w—w|2+)\/|V(w—w)|2§ |v — Dlalw — Wy
Q Q

D’apres linégalité de Poincaré, il existe Cp = C1(Q, N) > 0 tel q

1
—/|w—w|2§/|V|w—w|2.
Ci Ja Q

A . N
(EA+ 14+ —|w —w|y < |v —Ds,
Gy

Ainsi

ce qui montre que (méme pour ¢ = 0) T est une contraction stricte de L*(Q) et admet donc un
point fize, d’ou ’existence annoncé de uy.
Faisons maintenant des estimations sur uy. Multiplions (Py) par euy—+ Bauy est intégrons :

/(GU,\ + Bruy)? — /(GU,\ + Buy)Auy = / [ (euy + Bauy).
Q Q Q
Mais

—/Q(eux+5,\u,\)Au,\ = /(e+/81\(u)\))|Vu,\|2 > 0.

Q

Puisque (B est croissante (on peut commencer par régulariser By pour justifier ce calcul). On
obtient ainsi

leuy + Baual® < | fla.

On en déduit, on réutilisant (Py) :

|AU>\|2 < 2|f|2-

D’apres le lemme 3.1

|url|m20) < 201 f]2

Il est maintenant possible de passer a la limite dans (Py).
Puisque uy est borné dans H*(SY), on peut en extraire une suite uy, (avec A\, — 0) convergent
faiblement vers vers u € H?(Q).
D’apres lingection compacte de H?(2) dans H'(S)), on peut supposer que uy, converge forte-
ment dans H' vers u (et donc dans L*(Y)). En particulier u € H}.



38 CHAPITRE 3. EQUATION % + AU 5 0 DANS LES ESPACES DE HILBERT

Pour montrer que u est solution de (P), on remarque que

Brux € Bol(I + AB2) uy]
et

(I + AB2) tuy — unl2 < ABauala

Puisque Byxu—\ est borné dans L*(R2), il en résulte que (I +\B2) tuy converge dans L*(Q) vers
u. Mais Bxu — A converge faiblement dans L*(Q) vers f — (eu — Au). D’apres le lemme 3.2

u € D(Ps) et f— (eu— Au) € Pau.

Ceci achéve la démonstration du lemme 3.4.

Pour compléter celle de la proposition 3.1 il reste a montrer que
D(9p) = {ug € L*(Q); uo(z) € D(B) p.p.x}.

Si u, € D(B2) converge dans L*(Q)) vers u, on peut en extraire une suite telle que
Up, — u(z) p.p; donc u(z) € D(B) p.p. et

D(0¢) C {ug € L? ug € D(B) p.p.}.
Pour [inclusion inverse, nous procédons en 3 étapes.
{ug € L?; uy € D(B) p.p.} : on considere (I+\B3)  ug qui appartient o D(Bs) si ug € L.

Siug € D(B), p-p; (I+A3) tug(x) — up(x). On vérifie que la convergence a lieu dans L*(Q)
d’apres le théoreme de Lebesque.

.D(Bs) C HHNH?* (N D(J) ot dJ = By : soit ug € D(Bs) et pour X\ > 0, uy solution de

{ ux € Hy(Q) N H*(2)
uy — AUy = ug € D(ﬂg)

/Q(Bou)\)u,\ < /Q(ﬂou,\)uo car —/Q(ﬁOU)\)AU)\ > 0.

Donc
J(ug) — J(uy) > /Q(BOUA)(uO —uy) > 0= (uy € D(J) car ug € D(J)).

2
D’autre part, uy g ug, car HY (N H? est dense dans L*(Q) et uy = (I — AA) ™ uy.

HYNH*(D(J) € D(9y) : soit ug € Hy (VH?(D(J) et pour € > 0,u. solution de

ue — €Au, + €8(ue) 3 ug
u. € Hy (N H?

(i.e. ue = (I + €dp)tug) Alors

Ug — Ue

I(wo) = J(u) > (

= |uo — uel3 < €[ (uo) + [Aug|a|ug — ucs]

1
+ Aug, ug — u6> > —|ug — uel3 + (Aug, ug — uc)
€ €

L L? : . p
en déduit que ue — ug quand € — 0 et l'inclusion cherchée.



CHAPITRE 4

GENERATION DE SEMI-GROUPES DE
CONTRACTIONS DANS LES ESPACES DE
BANACH QUELCONQUES

Etant donné A un opérateur m-accrétif d’un espace de Banach X, parallélement & la
théorie Hilbertienne, on espére pouvoir résoudre le probléme

{ ‘% +Au>0
u(0) = wug
pour tout uy dans D(A) et défini ainsi, en posant u(t) = S(t)up un semi-groupe de contraction
(S(t))i>0 de D(A) dans lui-méme.
Contrairement au cas des espaces de Hilbert, il n’est pas possible d’espérer résoudre le
probléme ci-dessus en un sens fort. On peut s’en convaincre & 1’aide de ’exemple simple suivant
Soit X = C([0,1]) muni de la norme "sup"
D(A) = {u € C1([0,1))) ; u(0) = 0}
Au =1

On vérifie aisément que A est m-accrétif dans C([0, 1]) (la solution de u+ A’ = f, u(0) = 0 est

0,
explicitement donnée par u(x) = % exp fox exp§ f(&)d¢). Considérons maintenant le probléme
d’évolution associé soit (formellement).

La solution de ce probléme est donné par

up(x —t) 0<
u(t,x):{ 0<

Alors,

—uh(x—t) 0<t<uz
ultn) = ity = { ") D=

39
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Ainsi, sauf dans le cas o uy(0) =0, on a

Vi >0, w(t,.)¢X
et u(t,.) ¢ D(A).

Nous allons introduire une notion de solution faible pour les équations ci-dessus. Pour des
raisons qui apparaitront clairement par la suite, cette notion sera défini a l’aide de solutions
approchées.

Soit donc X un espace de Banach réel et A un opérateur de X (que lorsque pour l'instant).
On se donne uy € X, a,b € Ret f € L'(a,b; X).

Définition 4.1 Etant donné e > 0, on appelle solution e-approché sur [a,b] du probléeme

du
P(uy, f) { ar AU fuig E,f(])

toute fonction u. : [a,b[— X telle qu’il existe une partition a =ty < t; < ..... <t, <betdes
suites {(z;,y;) € A, fie X, i=1,..,N} et g € X avec

1. Vi = 1, ...,N, Vit E]ti—l,ti], ue(t) = Z;
2.Vi=1,.., N, Z=T=l Az, > f

ti—ti—1

3. max (tz — ti—l) < €, b—ty <e
1<i<N

N
5. |xo — ug| < e.

Remarque
ue est & valeur dans D(A) pour t>0.

Définition 4.2 On appelle bonne solution du probléeme P(ug, f) sur [a,b] (en anglais mild so-
lution) toute fonction u € C([a,b], X) telle qu’il existe €, — 0 et une suite de solutions
€n-approchées convergeant uniformément sur |a,b| vers wu.

Nous verrons plus loin que ce procédé fournit effective une "bonne" solution du probléme
posé. Pour l'instant, nous nous intéressons a l’existence de telles solutions. Deux étapes s’im-
posent d’elles-mémes :
Etape 1
Construire des solutions e-approchées pour tout ¢ > 0.
Etape 2
Montrer la convergence des solutions approchées.

Nous allons commencer par le cas particulier ou f = 0.
Nous noterons alors P(ug) pour P(ug,0).

Il se trouve que, la seule hypothése d’accrétivité, assure la réalisation du second point.
Nous énoncons dés maintenant le résultat fondamental concernant ce point.
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Remarque

Nous utiliserons systématiquement, et sans nécessairement les rappels, les notations de la défi-
nition 4.1. Nous serons souvent conduits a considérer simultanément deux solutions approchées
distinct. La deuxiéme sera notée . et les notations correspondantes seront celles de la définition
4.1 mais surmontés d’un chapeaux.

Théoréme 4.1 Soit A accrétif dans X et u., u; des solutions € et é-approchées de P(ug) et P(ug) .
Alors

Vi=0,1..N, Vj =0,1,.N, V(z,y) €A
|l’z—%! < |zo —

(6) zi:(tk—tk 1)]fk]+2(tz—tl DI
{1 e, + ét; 112 yl.

Remarque

Les données ug et 1y n’apparaissent pas dans u résolution ci-dessus, ceci provient du fait qu’il
est valable pour des solutions e-approchées du seul probléme % + Au > 0 sans préciser de la
donnée initiale.

Comme par la suite, nous sommes essentiellement intéressés par le probléme P(uy, f) lui-méme,
nous avons préféré ne pas multiplier les définitions et les poser directement pour le probléeme
de donnée.

La démonstration du théoréme 4.1 utilise le lemme technique suivant.

Lemme 4.1 Soit A acmjétif et .
(7) =4 Av s f, %—l—AﬁBf.
0126,3>O, v, w, f,0,W feX Alors
(8) o -] < Szjw— o]+ 2z — o] + 5| f — fl.

Preuve 4.1 D’apreés l'accrétivité de A :

0< o=, - (- <0 f - Ao - 0, -6, )
Or (voir par le chapitre 1 pour les propriétés de [.,.])
=0, "= < Sl =0+ w vl ~ o~ 8] = 5llw ~ 8] — o — 0]
S R )
LU — W 1 . 1 . .
o=, =) < 5llo =6+ =] — o= 0] = 3lJo 0] — v~ ]

On en déduit

1 1 P 1
—+=lv=0| <|f=fl+<|lw—=0]+=|lv—w
S 2l =0l <1f = fl+ tho =l + 3lo - al
ce qui donne (8).
Preuve 4.2 (Démonstration du théoréme 4.1)

Notons Clij \xz— | 5k—tk_tk 1, 8[222—{1,1, U; = Z(tk_tk 1)|fk|
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J -
t; = Y (t —ti_1)| fil- Il s’agit de montrer la propriété P; ; suivante :
i=1

P, V(z,y) € A
Y iy < o — @l 4 2o — | s+ g+ {8 1)7 4 eti ey} Py
Nous allons raisonner par récurrence (sur les deuz indices i,j) de la maniére suivante :

Etape 1
Prowve de :(Pi_yjet Pijo1 1<i<N, 1<j5< N) = (Pij)
Etape 2
Prouwve de P;y, Vi=1,...N

Poj, Vi=1,...N.

Pour la premiére étape, nous appliquer le lemme 4.1 aux relations

A ~

%—#Aziafh %4‘14-@3’9]2
i j
Ceci donne
5. 5 5.8 R
10 (IZ"S—JACLZ'_'—F—ZA(IZ"_—F Z]A fz‘f‘f,
10) a1y < o ovoay 5 g 522 (A 1A

Supposant P;_1; et P; 1, nous en déduisons :

~

05 ) ) R .
ai; < —2—[|wo — x| + |20 — | + wiy + 05+ {(ti1 — £;)? +etisy + b} y|]

6; + 0
0; _ 5 g _F)2 L Af. 1/2
+ —[lzo — x| + |To — x| +w; + U1 + {(t;i —t;_1)" + et + b1} |y]]
6; +0;
5;0; .
+——= (Al + 15D
)

Dans cette somme, il apparait |xo — x| + |9 — x| ; d’autre part

0,
~ \U;j— +ﬂ+5z i) = U;
52+5J( 1 J |f|)
0;

—(ui + 0+ 5| f5]) = uy
5i+5j( j—1 J|JD J

Enfin, on utilise la concavité de r — r'/2.

Corollaire 4.1 Soit A accrétif dans X et u, et G, des solutions approchées de P(uq) et P(iy)
convergent uniformément vers u et u, alors

(11) Jue, () = fie, ()] < €n + & + [uo — x| + |0 — x| + €0 + & + {(en + & + 3€s + 362} y].
V(z,y) € A, YO <t <min(ty,,lg ).

Corollaire 4.2 Soit A accrétif dans X et ug € D(A). On suppose qu’il existe une suite u,
de solutions €,- approchées de P(ug) sur [0,T] avec lim €, = 0. Alors il existe une bonne
n——roo

solution sur [0,T] de P(up), obtenue comme limite uniforme sur [0.T] de u., .
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Preuve 4.3 D’aprées le corollaire 4.1,

e, (t) — ue,(t)] < €n + € +2 Jug — | + €, + €6 + {(€n + )t + 3e2 + 36?)}1/2\3/]

\V/(ZE,y) € A, YO0 S t S min(th,th).
(Notons que la valeur des solutions approchées sur |ty,T] n’intervient pas et on peut toujours
supposées qu’elles sont égales a uc(ty) sur [tn,T]). On en déduit

limsup( sup. [ue, (£) — e, (1)]) < 2fug — .
n,p—o0 te[0,T]

Puisque ug € D(A) et que x est arbitraire dans D(A), ceci prouve la convergence uniforme de
Ue, sur [0,T7].

Réutilisant a nowveau ’estimation (11) du corollaire 4.1 et passant a la limite, on ob-
tient : VO < s, t<T

(12) fu(t) — u(s)] < 2fug — x| + [t — s|[y.

Donc

limsup |u(t) — u(s)| < 2lug — z| VY € D(A).

[t—s|—0

Ceci prouve ['uniforme continuité de u sur [0,T].

Remarque
On obtient également une estimation de la vitesse de convergence de u., vers u a savoir :

sup |ue, (t) — u(t)] < 2, +2Jug — x| + 2v/€,Tyl.
t€[0,T]

Corollaire 4.3 Soit A accrétif dans X et u,u des bonnes solutions sur [0, T] de P(ug) et P(ty)
respectivement. Alors

(13) YO<t<T, |u(t)—a(t)| < |uo — o).

En particulier, le probléeme P(ug) admet au plus une bonne solution pour ug € D(A).

Preuve 4.4 Soit u,, et G, des solutions approchées de P(ug) et P(ig) convergent uniformé-
ment vers u et 4. D’apres le corollaire 4.1, ¥(x,y) € A, V0 <t < min(th,pr)

(11) |ue, (t) — tie,(t)] < € + €y + |uo — @] + |fio — 2| + €5 + & + {(en + & + 32 + 36212 Jy|.
= |u(t) —u(t)| < |ug — x| + |tp — x| Va € D(A).

On applique alors ceci a une suite z,, € D(A) convergent vers .
(I1 faut bien str avoir remarqué auparavant qu'une bonne solution est nécessairement a valeur

dans D(A); en effet, les solutions e-approchées sont a valeur dans D(A) pour t>0, donc une

bonne solution est & valeur dans D(A) pour t>0 et, par continuité, également pour t=0).

Le théoréeme 4.1 fournit également un premier résultat de régularité pour les bonnes
solutions & donnée initiale dans D(A) ou, plus précisément dans le domaine généralisé de A
défini comme suit :
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Définition 4.3 Etant donné A C X x X, on pose :
D(A)={zr e X; 3(zn,yn) € A avec x, —> x, Yy, borné}
Ve € D(A), ||Az|| = inf{ im |y.|; (xn,yn) € A, z, —> x, y, borné}
n——oo

Remarque
On vérifie immédiatement que D(A) ¢ D(A) € D(A).

Si A est un opérateur maximal monotone d’'un espace de Hilbert H, on a ﬁ(A) =
D(A) et |Ax| = ||Az|| d’aprés la fermeture de A dans H x H,. On peut en fait montrer
que D(A) = D(A) pour un opérateur m-accrétif d’'un espace de Banach réflexif.

Si X = Cy(R), D(A) = {u € C(R)NC'(R); v € Co(R)} et Au =/, D(A) est I'espace
des fonctions lipschitziennes sur R et ||Au|| = ||t/|| Lo (w)-

Si X = LY(R), D(A) = W (R) et Au = u, D(A) est D'espace des fonctions a variation
bornée sur R et || Au||=variation totale de u’.

Corollaire 4.4 Soit A accrétif dans X et u une bonne solution de P(ug) sur [0,T]. Alors

(14) Yug € D(A), Y0 < s,t <T, |u(t) —u(s)| < |t — s| || Aug]|.
(u lipschitzienne de rapport || Augl|)

Remarque

Si X est réflexif, une fonction lipschitzienne de [0, 7] dans X est p.p dérivable. Dans ce cas, on
peut donc espérer qu'une bonne solution soit solution "forte" du probléme posé (voir plus loin
pour ce type de résultat). Ce résultat fait malheureusement défaut dans le cas d’un espace de
Banach quelconque.

Preuve 4.5 (Démonstration du corollaire 4.4)
Il suffit d’utiliser la relation (12) soit

|u(t) = u(s)] < 2luo — 2| + [t = sllyl.

Siug € D(A), il existe (x,,yn) € A avec x, — x et y, borné; appliquant l'inégalité ci-dessus
a (n, yn), on obtient

u(t) = u(s)| < [t — s[limsup [y,|

n——oo

ce qui donne (14).

Nous allons maintenant étudier le probléme de la construction de solution approchées
de P(ug). Cette construction est immédiate lorsque A est m-accrétif; en effet, (I + AA) est
alors surjectif pour tout A > 0 et on obtient immédiatement une solution T'/n-approchée de
P(ug) sur [0,T] en posant

To = Ug € (A)
Vi=1,.n, z;=I+IA) 0= =UT+IA) "y

Plus généralement, nous avons le résultat suivant dit & CRANDALL-LIGGETT qui a précédé
historiquement celui de KOBAYASKI contenu dans le théoréme 1.
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Corollaire 4.5 (Théoréme de Crandall-Liggett)

Soit A accrétif tel que VA >0, R(I 4+ AA) D D(A). Alors pour tout uy € D(A), il existe une
bonne solution sur [0, 00[ de P(ug) (unique d’apres le corollaire 4.3).

En conséquence, A "engendre” un semi-groupe de contractions (S(t))i>o de D(A) dans
lui-méme défini par S(t)ug = u(t) ot u est la bonne solution sur 0,00 de P(ug). De plus, on

a la formule exponentielle

t

o0

la convergence étant uniforme sur tout intervalle borné.

Remarque
une bonne solution sur [0, 00[ de P(ug) est une fonction continue de [0,00[ dans X dont la
restriction a [0, 7] est bonne solution sur [0, 7] de P(ug) pour tout T>0.

Définition 4.4 On dira que A est un pseudo-générateur si pour tout uy € D(A), il existe

une unique bonne solution sur [0,00 de P(ug) a waleur dans D(A). Dans ce cas, posant
S(t)ug=valeur ent > 0 de la bonne solution de P(ug), on définit un semi-groupe de contraction
si A accrétif de D(A) dans lui-méme vérifiant :

Vs,t >0 S(t+s)=S(t)oS(s) S(0)=1
Vee D(A) lim S(t)xr ==z

t—0+

Vi 20, Vo,y € D(A) [S(t)z —St)y| < |z —yl.
Preuve 4.6 (Démonstration du corollaire 4.5)
Etant donné T>0 et A > 0, on pose

o = Ug

{ =T +XA) 2y, i=1,..Nou N\>T

Cette suite est bien défini puisque R(I + AA) D D(A), VA > 0.
De plus

% 4 Az;30, Vi=1,..N.

Ainsi, la fonction

ux(t) = x; sur [(i — 1)\ iN,i=1,....N
ug pour t =0
est une solution A-approchée de P(ug). Puisque A est accrétif elle converge vers une bonne
solution u sur [0,T] de P(ug) quand A —— 0. D’apres lunicité établie dans le corollaire 4.3,
cette bonne solution est unique. De plus, comme T est arbitraire, elle fournit une solution sur
0, co].
Maintenant, étant donné 0 < t < T, on choisit A = L. Alors uy(t) = (I + £A) "ug
converge vers u(t), et on vérifie que la convergence est uniforme pour t € [0,T]. En fait, le
théoreme 4.1 fournit [’estimation

t t
(T A o = S(Huol < ZRlyl 2l = 2o} Vi) € 4
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La condition du corollaire 4.5 assurent que A est un pseudo-générateur peut on fait étre
considérablement affaiblie. On peut pas par exemple établie la proposition suivante ou d(x,E)
représente la distance de x € X & E C X soit

d(z, E) = inf |z — y.

yer

Proposition 4.1 Soit A accrétif tel que

(15) v € D(A), lminf L d(a, R(I + AA)) = 0.

—0 A
Alors A est un pseudo-générateur.
Pour montrer l'intérét d’un tel résultat donnée en immédiatement une conséquence.

Preuve 4.7 Montrons que A vérifie (15). Pour cela, considérons X = x — NAx. Alors
d(z, R(I + MA)) < |z — (z) + Ax))| = A Az — Ax,|
1
= lim —d(z,R(I + AA)) = lim |Az — Az,| = 0 puisque A continue
A—0 A A—0

Proposition 4.2 Soit A : X —— X continue (donc univoque et partout défini) et accrétif.
Alors A est un pseudo-générateur.

Remarque
On voit qu’il suffit en fait de poser A hémicontinue fort , i.e. Vz,y € X, /\limoA(x + \y) = Az.
)ﬁ

On verra un peut plus loin que si A est continue (ou hémicontinue fort) et accrétif, il est
en fait m-accrétif, ce qui généralise le résultat vu précédemment pour des opérateurs lipschit-
zlenne.

Revenons maintenant a la proposition 4.1, il est clair que sa démonstration consiste a
montrer que ’hypothése (15) implique I'existence des solutions e-approchées sur [0,7] pour
tout € > 0 et T" > 0. D’aprés (15), si € D(A), il existe A > 0 (petit) et (z),yx) € A tel que
x — (xx + Ayxn) = Ae(A) ol €(A) est petit.

Posant 1 = x), y1 =y, €1 = €(A\), Ay = A et appliquant & nouveau (15) a 1, on obtient
(x2,y2) et g, €2 "petits" avec

T — (T2 + Aaya) = Age,

etc... On voit qu’on obtient ainsi une solution approchée de P(ug) sur un certain intervalle
[0, T,]. Le probléme consiste & montrer que 7, peut-étre aussi grand qu’on veut... et ceci aussi
petits pour les \;.
Nous allons montrer que c’est possible encore grace a 'accrétivité de A. En fait, nous allons
démontrer un résultat plus général qui va aussi permettre de résoudre un autre type de question
naturellement liée & la notion se semi-groupe, a savoir :

Etant donné (S(t)):;>o un semi-groupe engendré par A et F' C D(A) un fermé, a qu’elle
condition a-t-on

(16) Vt>0, S(t)F C F?
Par exemple, si A est m-accrétif, S(t) = (I +LA)™", et si

(17)  VA>0, J\FCF,



47

On voit immédiatement que (16) est satisfait. Cependant, ’hypotheése (17) peut étre affaiblie
comme suit :

Proposition 4.3 Soit F un fermé de X et A accrétif tel que

FCDA) CRI+MNA) YVA>0
On suppose
1
(18) Vz € F, liminf —d(Jyz,f) =0 (Jy= (I +IA)™).
A—0 A
Alors, si (S(t))e>o est le semi-groupe engendré par A.

(19) Vt>0 S({t)FCF

Les propositions 4.1 et 4.3 sont des conséquences du théoréme suivant :

Théoréme 4.2 Soit A accrétif et F C D(A) fermé. On suppose

(20) Ve € F, Ve >0, 3\ €]0,¢], I(xy,ypn) € A, Tuy € F
avec |x — (xx + Aya)| + |za — un] < e

Alors, Yuy € F, il existe une bonne solution sur [0,00] de P(ug) & valeurs dans F. Donc, A
engendre un semi-groupe de contractions de F' dans F.

Preuve 4.8 (Démonstration de la proposition 4.1)
On remarque que (15)= (20) avec F' = D(A) et x\ = uyx. On applique alors le théoréme 4.2.

Preuve 4.9 (Démonstration de la proposition 4.3)
On remarque que (18)= (20) avec x) + A\yx = x (soit x) = Jyx). On applique le théoréme
4.2 et on utilise l'unicité des bonnes solutions.

Preuve 4.10 (Démonstration du théoréme 4.2)
Soit ug € F et € > 0. Nous allons construire des suites (\,) C|0,¢€|, (Tn,yn) € A, u, € F avec

(21) V> 1 Juy — (@0 + Aan)| + |20 — un| < Ane
et
(22) D A= 4o
n=1
Montrons que le théoréme 4.2 sera alors démontrer. En effet, d’aprés (21), on a

n 2 17 ‘xn - un‘ S )\nE, ’un - (-Tn+1 + AnaynJrl)‘ S )\n+1€-

ce qui implique

n  4n >\n
(23) M%—ynﬂ <e+ e Vn>1
)\n—i-l n+1
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Posons alors, t, = Ao + A3+ ... + A\ps1 VR 2>1. tp=0

(0) =
(24) ud0) = 2

ue(t) =z, pour t €[t,_1,t,], n>1
Si T>0, on définit N=N(T) comme U'entrer tel que

in <T <tni1.

Alors, si a(e) = max(e, |ry — uol|, Ar) ot

N
Ap = Z(tn —tn_1) (6—|- +1 = GZ)\n+1 + EZ)\
n=1 n
< €2ty +¢),

ue est une solution «(€)-approchée de P(ug) avec

d(uc(t), F) < e Vt>0.
D’aprés le théoréme 4.1 (ou corollaire 4.2), il suffit donc de montrer que limoa(e) = 0, soit
€e—>
limo |z1 — ug| = 0 (noter que, puisque F est fermé, la limite u de u. eux & valeurs dans F).
€e—>

Or, d’apres (21)

(25) |U0 - (l’l + /\1y1)| S /\16.
D’apreés Uaccrétivité de A, pour tout (z,y) € A,

(26) [z — 21| < |z — 214+ My —y)l-
De (25) et (26), on déduit :

|U0 — .T1| < |u0 - ZL’l + |l’ - [L’1| < 2|U0 - I| + |U0 — (.Tl + A1y1)| + >\1|y’
< 2Jug — x| + Are + My
< 2lug — x| + € + €ly|.
— limsup |ug — x1| < 2Jug — x| Vr € D(A)
e—0

= limsup |ug — 1| =0 puisque ug € D(A).

e—0

Il nous reste a montrer qu’il est possible de construire des suites vérifiant (21) et (22).
Pour cela, nous définissons :

Vo € F, Mx) =sup{\ €]0,¢]; I(z1,11) € A et uy € F avec |r— (xx+Ayn)|+ |z —up| < e}

On définit alors par récurrence (4 partir de Uhypotheése (20)) des suites (An), (Tn,yn) € A,
u, € F avec

Vn > 1 ’un,1 - (xn + )\nyn)‘ + ‘xn - un‘ < Ape

1
0< 5)\(%1—1) <A <e



49

o0

Posons T'= > \,. 1l s’agit de montrer T' = +o00. Pour cela, nous utilisons le lemme suivante
n=2
(comparable au théoréme 4.1).

Lemme 4.2 Soit u. une solution e-approchée de P(ug). Alors, avec les notations de la défini-
tions 4.1 :

i J
VI<k<j<i<N;g o—ay < (=) Au] + D0 Mlfl+ D Al

p=k+1 p=k+1
Le lemme se démontre par récurrence de la méme maniére que le théoréme 4.1.
Supposons alors T < co. D’aprés le lemme ci-dessus appliqué a u, défini en (24)

oo An
Vk < N, limsup|z; — x| §Z)\n+1(e+ €)

%, J—+00 )\nJrl

n=~k

S €<T — tk) + E(T — tkfl)
et donc limsup |z; — x;| = 0. Ceci prouve que x,, converge quand n — co. Sa limite o, € F
1,j—>00
puisque

d(xp, F) <|zp — un| < Ape

oo
et A, — 0si > A\, < 0o. Mais appliquant (20) & x, on obtient I'existence de
-1

A €]0,¢/2], (x,\,g_p\) € A, uy € F avec

|CL’OO — (Q?)\ + /\y,\)l + |U)\ - .73)\| S )\6/2

et donc, pour n assez grand, puisque u, — T €t A, — 0,

|Un - (IL“A + )\yx)| + |u)\ — m,\| < \.e

et AMuy,) < 2X\, < A
ce qui contredit la définition de A(u,).

Nous avons vu déja au des applications du théoréme 4.2 sous la forme des propositions
4.1, 4.2, 4.3. Nous allons en donner d’autres en commencant par le cas d’opérateurs continus
sur un fermé de X.
Soit donc F' C X un fermé et A : F' — X continu. Il s’agit de résoudre le probléme

u (t) + Au(t) =0

Notons que si u € C([0,T], X), il en est de méme de Au et donc de ' (t). Il est donc naturel de
supposer u € C'([0,T], X).

D’autre part, il est implicite qu'une solution de (P) est a valeurs dans D(A)=F. On a alors la
condition nécessaire suivante.
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Proposition 4.4 Soit F C X fermé et A: F — X continu. On suppose qu’il existe T>0 et
u € CY([0,T), F) solution de (P). Alors

1
(27)  lim —d(ug — NAug, F) = 0.

A—0 \

Preuve 4.11 puisque u est dérivable en 0 et que u'(0) = —Aug, on a :
u(t) = up — tAug +t.€(t) avec lim €(t) =0
t——0

= d(ug — tAug)F) < |ug — tAug — u(t)| < tle(t)]
d'oi (27).

La condition (27) est classique dans 'étude des équations différentielles ordinaires. Il est
intéressant de se demander si elle est suffisante. Si F=X, on sait que la seule continuité de A
ne suffit pas a assurer l'existence de solutions de (P). Par contre, si on suppose X de dimension
fini, ou si A est localement lipschitzien, alors la condition (27) vérifie pour tout ug € F assure
au mois l'existence de solutions locales.

Notons que certaines équations aux dérivées partielles peuvent étre strictement réduits a
des équations différentielles ordinaires du type (P) avec A localement lipschitzien, c’est le cas
de I'équation d’Euler intervenant en hydrodynamique.

Ici nous allons nous intéresser au cas ot A est accrétif.

Proposition 4.5 Soit F' C X fermé et A: F — X continu; accrétif. Alors le probléme

u € CY[0,00[, F)
(28) u (t) + Au(t) =0
u(0) = ug

a une solution pour tout ug € F' si et seulement si

1
(29) Vup € F' liminf Xd(uo — Mug, F)) = 0.

A—0

Dans ce cas, A est alors s-accrétif et la solution de (28) est unique.

Cette proposition sera une conséquence de la proposition 4.1 et du lemme suivant.

Lemme 4.3 Soit F' C X fermé et A : FF — X continu, accrétif, et x € F. Alors, il y a
équivalence entre

N
(30) h&r&f Xd(m — Nz, F) =0.

(31) li{n inf 1d(m, R(I + \A)) =0.

—0 A

Remarque
(30)==>(31) est vrai sans hypotheése d’accrétivité.
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Preuve 4.12 Supposons (30). Alors pour € > 0 il existe x\ € F, X €]0,¢| et €\ € X avec

r— Nz =x)\+ ey ,|en]| <e
Alors

x— () + Az)) = x — (. — Mz — Aey + \Axy)
= AMAzx — Az)) + Aey

Ainsi

1
Xd(x, R(I + MA)) < |Az — Az,| + € < 2¢ pour \ assez petit puisque

|z) — x| < A(|Az| +€) (avec A — 0)

et A est continu sur F. D’ou (51).
Inversement, supposons (31), Ve > 0, il existe (xx,y») € A (ici yy = Axy) avec
A €]0,¢] et €y € X avec

95—(ZB,\+)\A95)\):)\6)\ |€>\| <e€

— x — Mz = x) + AM(Az) — Azx) + Aey.

Mais, d’aprés Uaccrétivité de A :

|x — z)| < [(x + ANAzx) — (z) + MNzxy)| < Aen| + A Az|

Donc xy tend vers x quand A\ — 0 et Axy — Ax par continuité.
(31) se déduit alors de

d(x — Nz, F) < |x — Mz — z)| < MAzxy, — Ax| + Aey.

Preuve 4.13 (Démonstration de la proposition 4.5)
Nous avons déja vu que la condition (29) était nécessaire. Supposons maintenant (29). Alors,
d’apres le lemme 4.2,

—_— 1
Ve e F = D(A), liminf —d(z, R(I + A\A)) =0
A—0 A

Donc d’apres la proposition 4.1, A est un pseudo-générateur.

Nous allons montrer que toute bonne solution de P(ug) est en fait une solution de (29). Soit
ue une solution e-approchée de P(ug) sur [0,T] de u. Soit u.(0) = xq, u(t) = z;

pour t €|t;_1,t;] avec

Ti — Ti_1
- + AZL‘Z = €;
by —ti1

Notons v, la fonction continu linéaire par morceauzr construite par les x;, soit

Ve = To,
t—1t;i 1

() = wig + ——
U() X 1+ti—t@;1

(x; —xim1)  t €tz ti]
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Alors

ppt vl(t) + Au(t) = €(t)

ou €(t) = € sur |t;_1,t;].0n en déduit

(32) Vs, t €[0,T] wve(t) — ve(s) +/ Aue(a)daz/ e(o)do

On vérifie directement que

VEe [0,T] |ue(t) —uc(t)] < e

Donc v, converge aussi uniformément vers u. Par continuité, Au.(c) — Au(o). Puisque
u([0,T7]) est compact et A localement borné (puisque continu), Au(o) reste uniformément borné
pour o € [0,T] et € petit. Donc fst Au(o)do — f; Au(o)d(o).

( on peut en fait montrer que Au. converge uniformément sur [0,T] vers Au(o)).

Enfin, par définition des solution e-approchées

[ o) < [ o) <«

On peut donc passer a la limite dans (32) et obtenir

Vs, t € [0, 7], u(t)—u(s) +/ Au(o)d(o) = 0.

Ceci prouve (puisque o — Au(c) continu) que w € C*([0,T], X) et u'(t) + Au(t) = 0. L’uni-
cité résulte immédiatement de l’accrétivité de A.
Il nous reste a montrer que A est s-accrétif. Soit x,& € F et u,u les solutions de P(z), P(Z).

Siwe J(x—2)

r—w(t) & —ut)

<w,Ar — AT >= lim < w, — >
t—0 t t
1
= lim —[|z — Z|— < w,u(t) — a(t) >] > 0 puisque

t»—>0¥
| <w,u(t) —a(t) > [ < fu(t) —at)] < |z — 2|

Remarque
En fait A est le générateur infinitésimal du semi groupe S(t) défini par S(t)ug = u(t) ou u est
solution de (28).

Toujours comme conséquence de la proposition 4.2, on énonce maintenant un résultat de
perturbation.

Proposition 4.6 Soit A un opérateur un générateur accrétif de X et B : D(A) — X continu
tel que A+B soit accrétif. On suppose

(33)  Vre DA, liminf—d(z — \Bx, R(I + AA)) = 0.
A—0 A\

Alors A+B est un pseudo-générateur.
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Si A est m-accrétif, la condition (33) est vide. On verra plus loin que, dans ce cas, A+B est

méme m-accrétif.
Plus généralement, s’il existe un fermé F de X tel que

D(A) € F € R(I+AA) YA >0
B4\ va e DAY liminf Ld(z — ABz, F) = 0
A—0

alors les hypothése de la proposition 4.6 sont satisfaites.

Preuve 4.14 (Démonstration de la proposition 4.6)

A nouveau, nous montrons que A+ B vérifie les hypotheses de la proposition 4.2.

Soit \y —> 0 (2, y,) € A et €, — 0 avec

r— A\Bx =2, + \yyn + M\€n
d(z, R(I + M(A+ B)) < |z — (xp + A\uyn + N\ Bz,
< \u|Bx — Bzy| + A\ey

Puisque B est continu, il suffit de montrer que x,, — x. Or
Ty = (I + X\A) (2 — N\ Bx — M)
= |z, — (I + M A) 2| < M| Bx| + Apep — 0.
(I+M\A) 'z =1

Comme x € D(A), lim
n—0

Donnons un exemple d’application de la proposition 4.6.
Considérons le systeme d’équations aux dérivées partielles

U+ Uy +u? —0v2 =0

v — vy 02 —u? =0

U(J},O) = UO(x) > 0; U(SL’,O) = U()(l’) >0
avec (t,x) € [0,00[xR

Posons X = L'(R) x L'(R) muni de la norme |(u,v)| = [, |u| + [; |v]

(35)

Alu,v) = (u',—v)
D(A) = {(u,v) € X; u',v € LY(R)}.
On vérifie que A est m-accrétif dans L*(R). De plus si

(u,v) + AA(u,v) = (f1, f2) A>0

alors 0< 1< M, 0< o < M=0<u<<M, 0<v<M.
Notons Cyy = {(u,v) € X; 0<u< M, 0<v< M}

Alors la restriction Ay de A a Cyy (ie. Ay C A, D(Ay) = D(A)(Cunr)

Introduisons maintenant By (u,v) = (u? — v*,v* — u?) avec D(By) = Ciy.
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On vérifie que B); est continu sur C'y,;. D’autre part, il est accrétif car :
/sz’gno(u —a)((u? —v?) — (0* — 9?)) + /signo(v —)((v* —u?) — (0* —2?)) =
/(signo(u —4) — signo(v — 0))((u? — 0?) — (v* — 0%)).

Puisque
u, v, 1,0 >0, signg(u — ) = signg(u® — 4%), signo(v — 0) = signg(v? — %)

Comme signg est une fonction croissante, I'intégrale ci-dessus est positive.
Montrons enfin que d((u,v) — ABp(u,v),Cy) = 0 pour tout (u,v) € Cyy.

(u,v) — ABas(u,v) = (u(1 — Au) + Av? v(1 — M) + Au?).

Pour Al|ullee < 1, u(1 — Au) + Mv? > 0. Donc, si uy = u(1 — Au) + A, il suffit de montrer que
Jg lux — min(ux, M)| = o(X) (le minimum est identique pour la deuxiéme composante). Ceci
est égale a

/R(u—i-)\(UQ—uz) _ MYt < )\/ 02 — 2] = Ae(A)

[u<v] ﬂ[v2—u22@}

avec lim €(\) puisque la mesure de ’ensemble concerné tend vers 0.
A—0

Grace a la proposition 4.5, on sait qu’on fait B), est s-accrétif dans X et donc Ay; + By
est accrétif. D’aprés la remarque de la proposition 4.6, A, + By, est un pseudo-générateur.
Donc, pour tout (ug,v9) € Cyy, il existe une bonne solution sur [0.00[ de (35). De plus,
(ug,v9) — (u(t),v(t)) est une contraction dans X. Comme M est arbitraire, ceci donne une so-
lution pour tout (ug,ve) € (LY(R) [ L>®(R))? avec ug, vo > 0. Par densité de L' () L™ dans L',
on obtient une solution pour tout (ug,vg) € X avec ug, vy > 0.

4.1 Semi-groupes linéaires : Théoréme de Hille-Yoshida

Définition 4.5 Etant donné D C X un fermé et (S(t))i>0 un semi-groupe continu d’opérateurs
de D dans D, son générateur infinitésimal est défini par

D(A;) ={z € D; lim 2= St)e existe}
t—0 t

Vo€ D(A) A = lim 2307

t—0 t

1l se trouve qu’il y a dans le cas linéaire une correspondance bijective entre les semi-groupes

de contractions de X dans X et les opérateurs m-accrétifs, linéaires et de domaine dense, cette

correspondance étant défini par : 7 (S(t)) — A" et la réciproque " A —— S(t)” ou S(t) est le
semi-groupe engendré par A au sens des bonnes solutions.

Plus précisément :

Théoréme 4.3 (Hille-Yoshida)

1. Soit (S(t))i>0 un semi-groupe continu de contractions de X dans X. Alors son généra-
teur infinitésimal As est m-accrétif, linéaire de domaine dense et s-accrétif. De plus, As
engendre (S(t))i>o (au sens des bonnes solutions).
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2. Soit A m-accrétif, linéaire de domaine dense. Alors A est le générateur infinitésimal du
semi-groupe qu’il engendre de X dans X.

De plus, sous les conditions 1) et 2).
i) Ve € D(A) AS(t)x = S(t)Az (et donc S(t)x € D(A))
i) Vo € D(A), si u:— S(t)z, ue C'([0,00[, X) et est solution de

{ u (t) + Au(t) =0
u(0) ==z

iii) VA> 0, Vo € X (I+MA)'z =1 [[Texp */*S(s)z du.

Remarque

Dans le théorie linéaire classique, le générateur infinitésimal de S(t) est défini comme la dérivée
a droite en 0 de S(t), ce qui fournit —A, au lieu de A;. Ici, nous avons en tiendrons a cette
définition "non linéariste", la transposition étant clair.

Preuve 4.15 Montrons d’abord le point 2) .
St A est m-accrétif de domaine dense, d’aprés le corolaire 4.5, il engendre un semi-groupe
continu de contractions de X dans X qui est linéaires puisque

S(t)xr = lim (I + %A)”:c

n—o0

Notons Jy = (I + NA)™L. Alors, Vo € D(A), AJyz = J\Azx. En effet,
le relation x = (I + NA)Jyx = Jy + NAJyx implique AJyxz € D(A)
(ici D(A) est un sous-espace vectoriel) et

= J Az = AJyx.
Soit x € D(A) et A > 0; posons x; = Jiz; alors
Ty — Tj—1 Ti — Ti-1
— el A Lt
0 X + Az; =0 3
Notons vy la fonction affine par morceauz telle que vy(i\) = z;, et wy la fonction en escalier
définie par

+ Ji Ax.

wy(t) = Aw; = Ji Az Vit €](i — 1)A, 4]
La relation ci-dessus devient
0= U;\(t) + wy\(t)

t
= 0 =u,)(t) —ua(s) +/ wy(o) do Vt,s > 0.

Mais vy(t) converge vers S(t)x quand X tend vers 0 et, de méme, puisque D(A), wy(t) converge
vers S(t)Azx, ceci uniformément sur [0.T], YT > 0

A la limite, on obtient :

0=S(t)xr — S(s)x+/t5(0)Ax do
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Ceci prowve que t — S(t)z est contindment dérivable et 45(t)z = S(t)A
Pour montrer que S(t)Az = AS(t)xz. On remarque que sit €](i — 1)\, i)
wy(t) = JiAx = AJjx.

Quand A — 0, Jix — S(t)x, JiAx — S(t)Az, mais comme A est fermé
S(t)x € D(A) et AS(t)x = S(t)Ax.

Puisque :
_d o= St
Az = —%S(t)xhzo = thi{lof ,on a
AC A,

Mais As est accrétif (et méme s-accrétif) par définition. Par maximalité A = Ag. On a ainsi
prouvé 2) et de méme coupe i) et ii).
Montrons maintenant 1).

La relation Azx = tlimo %Stﬂ définit un opérateur linéaire accrétif. Considérons
—
1 [ee]
Ty = X/ exp **S(s)z ds (X >0)
0

Ceci est bien défini car s — S(s)x est continu, donc mesurable et
|| exp™*/* S(s)z|| < exp™/*||z|| qui est intégrable sur [[0, cc].
Par linéarité et continuité :

— S(t 1 [ 1 [~
- Se_ L [ e S(e)e ds - /0 exp A S(t + s) ds

1t 1 [ oxp—5/* — exp—(s—1)/A
= E/0 exp¥/* S(s)z ds + X/t &P :Xp S(s)x ds

big L%Q 2 exps/A S(s)x ds=—1Luy, quandt—0 On en
déduit ) € D(A) et Aszy = %(a: —xy) soit
Ty + Ny =2z

Ceci montre que I + NAy est surjectif et As m-accrétif, ainsi que iii). D’autre part :

1 /" 1 [~
lz)y — 2| < X/ exp_s/’\|5(s)x—x|ds+x/ exp ¥ |S(s)x — x|ds
0 r

< sup |S(s)z — x| + 2|z|exp™"/A

= limsup|z) — x| < sup [S(s)x —x| Vr>0
A—0 0<s<r
Ceci montre que lim x) = x et donc D(A;) = X.
A—0 ~
Enfin, notons S(t) le semi-groupe engendré par As ; d’aprés le point 2), v(t) = S(t)x
avec x € D(Ay) vérifie

i € CH([0,00[, X), @(0) =0, @ (t) + Aya(t) =0
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D’autre part, si x € D(Ay)

. St+h)x—-St)xr Sh)x —x
T
=g 2B T
= hl»ino . S(t)r = —A:S(t)x
sit>0 lim SHWEZSEZNT ey (M) — —S(D) Az
h—0 h h—0 h

Ceci prouwve que u(t) = S(t)z € C*([0,00[, X) et u'(t) + Asu(t) = 0 D’apres accrétivité de A,
il y a unicité de telles solutions, donc S(t)x = S(t)x Yx € D(Ay), par densité, S(t) = S(t).

Remarque
Les que nous avons d’utiliser sont évidement trés particuliéres aux opérateurs linéaires, mais
utilisent aussi de manier partielle la densité du domaine du générateur. En particulier, il est
faux que x — S(t)z soit différentiable Vx € D(A) si A est seulement m-accrétif linéaire. Il
suffit de se référer a 'exemple du début de ce chapitre soit : X = C(]0, 1]),
D(A) = {u € C*([0,1]); u(0) = 0} et Au=u". Nous avons vu que S(t)uy € D(A)
(et u' (t) = —AS(t)ug seulement si ug € C*([0,1]) avec ug(0) = uy(0) = 0. Il est clair que dans
ce cas D(A) # X. Par contre si X; = D(A) = {u € C([0,1]); u(0) =0} alors S(t) : X; —> X3
admet d’aprés le théoréme 4.3 un générateur infinitésimal de domaine dense dans X, (en fait
D(A;) = {u e C'([0,1]); u(0) = (0) =0} et Aju=1u).

Ces difficultés ne se présentent cependant pas si I'espace X est réflexif comme le montre

la:

Proposition 4.7 Soit X un espace de Banach réflexif et A un opérateur m-accrétif linéaire.

Alors D(A) = X.

Preuve 4.16 Soit X1 = D(A) et © € X et xy = (I + NA)"'z. Alors

lzal] < llzll, zx + Azy = 2 ou x5 + A(Azy) = .

Puisque X est réflexif, et ||zy|| < ||z||, I — 0 tq, zx), — Too, A(MnTAn) — T — oo
Mais A est fermé et donc faiblement fermé puisque linéaire. Il en résulte

0eD(A) et AD=2 — 0. = T = T

Donc x appartient a la fermeture faible de D(A) qui coincide avec D(A).

La correspondance biunivoque qui existe entre les semi-groupes linéaires partout définis
et les opérateurs m-accrétifs linéaires de domaine dense ne s’étend malheureusement pas au
cadre non-linéaire. Nous avons vu le cas des opérateurs m-accrétif qui sont associé a un semi-
groupe de contraction.

Faisons le point de la situation; d’abord en ce qui concerne la notion de générateur infi-
nitésimal. En ce qui concerne les points positifs :

1. Le cas linéaire en plus haut.

2. Si A est continu, accrétif et vérifie la condition tangentielle, il engendre un semi-groupe
S(t): D(A) — D(A) tel que x — S(t)z soit C'. Dans ce cas, A, = A.
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3. St X=H espace de Hilbert, et si A est un opérateur maximal monotone, le semi-groupe
engendré S(t) et tel que, Vo € D(A) t — S(t)x est dérivable a droite et %S(t)x =
—AYS(t)z. Dans ce cas Ay = A°. Ceci s’étend d’ailleurs auz A m-accrétifs d’un espace de
Banach X tel que X et X* son dual soient uniformément convexes.

Cependant, il existe des opérateurs m-accrétifs de domaine dense, dont le semi-groupe
engendré est tel que D(Ay) = @.

Etant donné un semi-groupe de contractions, il est donc désespéré d’utiliser son générateur
infinitésimal pour lui associer un opérateur m-accrétif qui l’engendre. Les résultats les plus
positif concernant ce probleme sont des conséquences de le proposition suivante.

Proposition 4.8 Soit X un espace de Banach, C un conveze fermé de X et S(t) : C — C un

semi-groupe continu de contraction. On pose

I—S\"
YA>0,t>0 JM:(H—)\T()) )
On suppose qu’il existe une suite t, — 0 telle que.

(36) Vx e C, VA >0, lim J,, x existe.
n——0oo
Alors, si on note Jyx cette limite, [’opérateur

x— Jyx

A
est accrétif et vérifie R(I +AA) = C, D(A) = C. De plus, A engendre S(t) au sens des bonnes
solutions (en fait S(t)x = lim ((I4+LtA)"z, V& e C).

li
n——oo

(37) A:{(JA:c, );)\>O,x€C}

Cette proposition a été établie par Crandall-Liggelt auxquels nous renvoyons pour une
démonstration. Notons que 'accrétivité de A et R(I + MA) = ¢ sont immédiats. En effet,
puisque S(t) est une contraction,lff(t) est accrétif et donc Jy; est une contraction et vérifie de
plus I’équation résolvante, (voir proposition 2.3, chapitre 2). Il s’ensuit que J, est une famille
de contraction vérifiant 1’équation résolvante. D’autre part, puisque S(t)c C C on vérifie que
Jyie C C et done Jye C C.

Maintenant

dAN>0, zeC’
U+ cAu = v <= u=J\r
J)\I+J$_—)‘\]’\:E:U:>§Z‘+A—TUJ/\JI:U.

D’aprés ’équation résolvante.

o A—oO
:>J0U—Jg<x$+ b\

D’autre part, si u = J,v avec v € C, u € D(A) et

JAx> = Jyx = u.

v — Jyv
v=J,0+ 00— € u+ cgAu.
o
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Ainsi
u+ocAu=v u = Jyv
u,v € C u,v € C.

Donc A est accrétif et R(I +\A) = C.
. Si X est un espace de Hilbert, et S(t) : C —— C un semi-groupe continu de
contractions (C convexe fermé), alors

VA>0, Ve e C lim Jy,x existe;
t—0

d’ott l'existence d’un opérateur maximal monotone engendrent S(t).

. Si X est de dimension finie, on peut montrer que I'’hypothése (36) est satisfaite
également.

. Si X est de dimension 2, alors

VA >0, Vo € C, lim J),x existe.
t—0

Mais si X est de dimension 3, il existe des semi-groupes continues de contractions définis sur X
tout entier tel que,

tlimo Jx+x n’existe pas toujours (bien qu'il existe une suite (¢, pour laquelle il y a convergence).
p—)

Tous ces résultats partiels soulignent la compléxité du probléme. On peut penser que I’ap-
proche a 'aide de Jy; n’est pas adéquate. On réfléchira alors a I'exemple exhibé par Crandall-
Ligget d’un semi-groupe partout défini sur un espace de dimension 2 engendré par 2 opérateurs
m-accrétifs différents, soit :

A B m-accrétifs, A# B

Vee X, S(t)r= lim <I+£A) r= lim <I—|—£B) x.
n n

n——oo n——oo

Nous allons terminer ce chapitre par quelques résultats concernant 1’équation non homo-
géne

d
P(Uouf)id—ltb

Enongons immeédiatement un résultat essentiel.

+ Au s f(t), u(0) = um.

Théoréme 4.4 Soit A m-accrétif dans X et f € L'(0,T; X). Alors, Yug € D(A), il existe une
bonne solution de

du
$+Au > f, u(0) = uy

Preuve 4.17 1°¢ étape : f est constante : f(t) =z Vte[0,T].
Puisque A est m-accrétif, l'opérateur A, défini par

A, ={(zx,y —z2), (z,y) € A}

est également m-accrétif. Donc pour tout ug € D(As) = D(A), il existe une bonne solution de

du
i + A,u30, u(0) =ug



60CHAPITRE 4. GENERATION DE SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS DANS LES ESPACES DE BANACH QUEL

On vérifie immédiatement que u est bonne solution de

du
a + A u >z, u(0) =ug

. D’autre part, si u est la bonne solution de P(u,Z), on a :
(38) lu(t) — a(t)| < Jug — Go| + t|z — 2.
En effet, u(t) = lim (I+1A,) "ug. Or

n——oo
r=(I+MA) 'y 2+ r - \23y.
ez =(I+MA)"(y+ \2).
Donc
|(1+ AAL) ug — (T4 AAL) Mo | < |yo — Go| + Alz — 2

et par récurrence

to b ) )

Ce qui donne [’estimation cherché par passage a la limite.
2'me étape - f est en escalier : f(t) = z; Vt €|ti_q1,t;] 0w 0 =1ty <ty < ..ty =T. On remarque
que la fonction u € C([0,T]; X) défini par

ug pour t =10
u(t) = { w;(t) pour t €]t;_1,1t;]

ot u;(t) est la bonne solution sur [t;_1,t;] de

Ui(ti_1> == ui_l(ti_l) Vi = 17 N

est en fait bonne solution sur [0,T] de

du
a%—AuB £, u(0) = uo.

De plus, d’aprées (38), on a (avec des notations évidentes)

Vi = 17 N, Vit E]ti_l,ti].
u(t) — a(t)] < fui(tion) — @(tima)| + (¢ = tima)|2i — 2]

soit

() — ()] < [ultis) — alti)] + / (o) — f(0)ldo

et donc.

(39) vt el[0,T] fu(t) —a(t)| < |uo — dol +/Ot f(o) = f(o)|do.



4.1. SEMI-GROUPES LINEAIRES : THEOREME DE HILLE-YOSHIDA 61

gme étape : f € LY(0,T;X), on utilise le fait qu’il existe une suite de fonctions en escalier f,
convergent vers f dans L*(0,T; X). Pour tout n, il existe u, bonne solution de

du,(t) B
T + Auy, () 3 fu(t), u,(0) = ug

et d’apres (39), on a :

WEMﬂ,WM%wNNSALMw—ﬁwWa

Ceci prouve que u, est de Cauchy dans C([0,T]; X) et donc converge vers u € C([0,T]; X).
D’apres les propriétés générales des bonnes solutions (voir chapitre suivant), u est bonne solution
de P(uog, f).

Remarque

A ce stade, on ne sait toujours pas s’il y a unicité des bonnes solutions de P(uq, f)) si

feLlY0,T;X).

Cette propriété sera établie plus loin. R
Passant a la limite dans (39), on voit que les bonnes solutions u, @ de P(ug, f) et P(tyo, f)

que nous obtenons vérifiant :

(40) W@—MMSWrwdﬁéﬁw%f@W¢



CHAPITRE 5
SUR L'EQUATION Up = Ap(U)

Nous allons appliquer la théorie que nous avons développé aux équations d’évolution
qui peuvent s’écrire sous la forme

— 4+ Ap(u) =0

o T Av(u)
ou ¢ : R — R est une fonction croissante et A un opérateur accrétif dans L'(Q). Nous avons
intéressons surtout au cas ot A = —A dans L'(RY) ou dans L'(92), Q ouvert borné régulier de

RY avec conditions au bord de type Dirichlet ou Neumann. Les techniques que nous utilisons
se généralisent aux cas d’opérateurs A (linéaires ou non) satisfaisant certaines propriétés de
type principe de maximum, par exemple :

(1) Au=— Z a% (ai,j(m)g—z) + Z aii (bi(z)u) + c(z)u.

avec la condition d’ellipticité

VE = (&1, EN), Zaij<x)£ifj > Q(Z &), a>0.
du

5e € ((u), B monotone), etc,..,

o A = —A avec condition non linéaires au bord (du type —
Le modéle type est I'équation

ou m
() o - AW =0
ot m est un réel strictement positif (pour des solutions qui ne sont pas positives, on remplace
u™ par ulu|™"1). Cette équation est connue sous la nom d’équation des milieux poreux.
Elle est, en effet, un modéle mathématique pour représenter la diffusion d’un gaz dans un milieu

poreux homogene. Elle est obtenue de la maniére suivante :

Considérons un gaz diffusant dans un milieu poreux homogéne.
On note u sa densité (u = u(t,x), t variable de temps, x variable d’espace), p = p(t,z) sa
pression, v = ¥(t, x) sa vitesse.
(c) loi de conservation de la masse fu; + div(uv’) = 0

62
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f est la constante de porosité du milieu= fraction de volume disponible pour le gaz.

(8) loi de Darcy v = —I%Vp
k=constante de perméabilité du milieu.
p=constante de viscosité du gaz

() Péquation d’état u = ugp?.

ug et y sont des constantes strictement positives avec 7 < 1. Cette derniére équation est
caractéristique de 1’état gazeux du fluide considéré

Eliminant @ et p dans (), (), (7), on obtient

fuy, — Ldz’v(quﬁ) = 0.

,UU(I)M
1 1
Remarquant que uVu~ = %V <u1+?>, ceci s’écrit encore
Ut — KAu™ =0
m=1+% K=—>F
HEL FOy+ D)y

Effectuant un changement de temps (on pose v(t) = u(£)) on se ramene & 'équation initiale.

Cette équation sert en fait de modéle pour de nombreux autres phénomeénes. Citons-en
quelques-uns :

Diffusion spatiale de populations dans ce modéle, u est la densité de population. On fait
I’hypothése que les individus ont tendance & se déplacer des régions les plus peuplées vers les
régions le moins peuplées. On a I’équation suivante :

U= —k(u)Vu.

ol k est une fonction positive de u. Ceci joint & I’équation de conservation de la population

ur + Kdiv(ut) =0, K constante.

fournit
ur — Kdiv(uk(u)Vu) =0
Posant
o(r) :/ sk(s)ds, on a donc
0

u — Kdiv(Vp(u)) = up — KAp(u) =0

et ¢ est une fonction croissante qui est une puissance si k(u) est une puissance.

Equation non linéaire de la chaleur : I’évolution de la température u(z, ) d'un corps est régi par

— —div(k(u)V(u)) =0

o~ vk V()
ou k(u) est la conductivité du milieu. Si celle-ci est indépendante de u, on obtient 1'équation
linéaire de la chaleur classique. Le plus souvent, en particulier pour de hautes températures, k
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dépend effectivement de u. Posant alors

I’équation devient

ur — Ap(u) =0

ol  est croissante, car k est évidemment positive.

La méme équation est encore un modéle utilisé physique des plasmas; u est alors une densité
d’ions .

Probléme de Stéfan : celui-ci consiste a séparer la température d’un corps a 2 phases liquide-
solide (ex un glagon dans un verre de Whisky).

hisk oA fL
&) I-'

FIGURE 5.1 — Représentation schématique.

Il s’agit d’un probléme & frontiére libre : la surface de séparation I'(¢) entre les deux phases
varie, en effet, avec le temps. Soit u(x,t) la température en chaque point x a I'instant t. Notons
2, la région "whisky", €25 la région "glace". Pour "normaliser" les températures, on supposera
que

u(z,t) > 0 dans Qp (on note ;)
u(z,t) < 0 dans Qy (on note us)
(x,t) =0 sur I'(t).
Si ky (resp ko) est la conductivité du whisky (resp de la glace), on a, en les supposant constantes

I~

)

(3) w—kiAu=0 dans Q.
(4) up — keAu =0 dans Q.

D’autre part, a la frontiere il y a échange de chaleur et perte de chaleur par fusion de
la glace (ou inversement). On désigne par 7; la normale a I'(t) dirigée vers €2;. La balance
d’énergie a la frontiére s’écrit

(5) — k1Vu1.ﬁt + k’gVUg.ﬁt = ant

ou V,, est la composante de la vitesse de déplacement de I'interface dans la direction 7.
Posons alors

kiuy sur 4y x (0,T) (soit vq)
v = 0 sur S =Ul(t)
koug sur Qo x (0,T). (soit vy).
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Nous allons montrer (en admettant que v est suffisamment réguliére et que la frontiére libre
S = UI(t) est de mesure nulle dans (0,7) x R3, que la solution du probléme précédent est
aussi solution de

(6) %B(v) — Av=0 dans D' (0, T[xQ)

(donc en posant w = fv <= v = p(w), on est ramené¢ a I’équation w; — Ap(w) = 0). Pour
montrer (6), il s’agit de montrer que, Yo € C5°(]0, T[x2)

(6)l 8—¢,6(7}) + < Ap,v >p y=0.
ot DxD’

On a, en supposant que les données sont nulles sur le bord I :

(5ro5) = //M 00 Jo 3
= oot [ [ 5 St

ot N est la normale a S dirigée vers Q; x (0,7

T T
< Ap,v >:/ / V. + // Avy.p —/ / ©Vueriy + // AV .
o Jre (0,T)x 0o Jre (0,7)x

Utilisant (3) et (4), on obtient que

0 -
< 90’ ﬁv> + < Ap,v >= / / o(k1Vumy — kaVuatiy) + /bgp cos(N, t)
T(t) s

Mais cette derniére intégrale est encore égale a

T
/ / bV, -
o Jr@

Utilisant (5), on obtient (6') et donc (6).
Revenons a I’équation : (E,,) % — Au™ =0 avec
a) © un ouvert borné de frontiére réguliére.
Avant d’appliquer la théorie des emi-groupes non linéaires, nous allons faire une recherche sys-
tématique de solutions particuliéres
1) Solution séparables : u(t,z) = a(t)y(z) est solution ssi

&Y — AP =0
o = ka™
kv — Ay™ =0, ¢ >0.
Si k > 0, la deuxiéme équation n’admet que la solution triviale dans les deux cas a) et 3). Nous
allons donc supposer k£ = —p > 0 soit a résoudre

(8) o +pa™=0
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et
() { AY™ 4+ pup =0 dans Q, ¥ >0
V|gr =0

ou
(10)  AY™ + up = 0 dans RN, 1) > 0.

La solution de (8) est de la forme o'~ (t) = K + (m — 1)ut si m # 1, soit

1 .
(11) «(t) = (K + (m = Dty /oD sim >1

(12) a(t) = {(K — (1 —m)ut) "} sim < 1.

La résolution de (9), (10) est beaucoup plus délicate. Il apparait une valeur critique
(N-2)/(N+2). Ainsi, si N > 3 :

si m>(N-2)/(N+2), (10) admet une solution

si m< (N-2)/(N+2), (9) admet une solution.
On remarque que lorsque 0 < m < 1, (et m < (N — 2)/(N + 2) dans le cas (9) et m >
(N —2)/(N +2) dans le cas (10)), il existe une solution de % — Au™ = 0.

Elle s’annule donc identiquement en un temps fini. On peut montrer que ce phénomeéne se
produit systématiquement pour des données initiales uy € L? dés que
0 <m < 1 dans le cas «)
0<m< (N —2)"/N dans le cas 3).

2) Solutions invariantes par similarité : on se place dans le cas RY. Soit u solution de
(En) et

uy(t, ) = A*u(\°t, Ax)

Alors
uy, (t, ) = X Pu, (Nt \x)

Au(t, x) = X2 Au™ (At \x).
Ainsi u) est aussi solution de (F,,) si

(13) a+pB=am+2

Cherchons des solutions invariantes par cette transformation
soit

(14) VYA >0, Vt >0, \*u(Nt, \z) = u(t, 2)
(15)  A%u(0, A\z) = u(0, x)

Posons t =1, 7 = A3, Az = & ceci devient

(16) V7 >0, V€ e RN 7Py(r, &) = u(1, 677 YP).

Nous sommes ainsi conduits a chercher des solutions particuliére de la forme

u(t,z) = t_"‘/ﬁw(xt_l/ﬁ)
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ott 1 : RNV —— R. Soit & résoudre
-
B

Posant ¢ = xt~1/# et utilisant (13), ceci équivalent a

t—l—a/ﬂw - Z %$it_1_1/ﬁt_a61/)7i _ t_am/ﬁt_Q/ﬁ.A’l?Z)m

- 1
(A7) — = = & by, = AY™
5" 25
Cherchons des solutions de cette équation sous la forme

U(€) = k(a® — [¢]*)7 pour [(] < a, a >0
L’équation (17) devient

— 2k m m
§k<a2—|s|2w+7”|a2<a2—|§|2>7-1 — 2y NET (2= [€ )" Ay R (7Y €2 (02— )

soit encore

%(az — &P TH2yIE” — ala® = [617)] = (a® — [€*)" 722Ky 2(y™ = D)IE]* — N(a® — [¢[*)]

Regardant le comportement en a = [£], on a nécessairement y—1 =" —2 soit vy = 1/(m—1).
Aprés simplification, on identifie les coefficients du polynéme restent pour obtenir

a=N
opm-1 M Ng—1
m—1

ce qui, joint & o + f = am + 2, fournit la solution

1/(m—1)
1 s (m—1\|z|? +
(18) w(t,z) = v {(b S Y

o\ =1t = L et b une constante >0 arbitraire (reliée a a ci-dessus par b? = k™ 'a?).

B8 N(m—1)+2
Ceci correspond & une solution effective sur RY lorsque m # 1 et A > 0, soit

(N —2)*

N

On remarque & nouveau la différence entre les cas m>1 et m<1.
Sj (=2t
N

Nm—-1)4+2>0<=m>

< m < 1, la solution (18) est strictement positive sur RY pour tout t>0.

Sim > 1, u(t) est a support dans S; = {z; |z| < Ct'}, o C? = (b;Q_mlJ)Y\ Ce support se
réduit donc jusqu’a tendre vers 'origine lorsque ¢ — 0.

Ainsi (18) correspond a la solution fondamentale de 1’équation 2% — Ay™ = 0. On vé-

ot
rifie que lorsque m —— 1, elle converge vers la solution fondamentale de I’équation de la chaleur

1
up(t) = ———— exp(—|z|* /4t
()= gy o0l /4
A noter un phénomeéne nouveau dans la diffusion non linéaire si m>1 : la vitesse de
propagation est fini.
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Plus précisément, si m = 1 et u(0) > 0 a support compact, u(t,z) > 0 Vo € RY et Vt > 0. La
solution devient donc immeédiatement strictement positive partout.

La solution (18) montre que ce n’est pas le cas si m>1.

Le support de la solution croit, mais de maniére controlable.

Remarque
Les solutions particuliéres que nous venons d’exhiber sont trés utiles dans 1’étude du probléme
général & donnée initiale arbitraire dans L'(2). On montre par exemple que le comportement
asymptotique (quand ¢t — o0) que toute solution est analogue a celui de la solution particu-
liére (18).

D’autre part, toute estimation établie sur les solutions quelconque peut étre vérifiée ex-
plicitement sur ces solutions particuliéres : on peut ainsi en prouver 'optimalité.

On désigne par $ un graphe maximal monotone de R tel que 0 € 3.
Nous allons montrer que l'opérateur "—ApS" avec un domaine convenable est m-accrétif dans
LY(Q) et vérifie des propriétés de type principe du maximum.

Théoréme 5.1 Soit Q un espace mesuré et A un opérateur de L'(Q) vérifiant
(I) A est linéaire m-accrétif de domaine dense
(II) (Principe de mazximum)

Vfe L'(Q), VA>0, sup({+MA)"'f < max(0,sup f)
Q 0
(I1T) (Continuité de A~')

alul; < JAuly  Yu € D(A).
Alors, pour tout f € LY(2), il existe u € D(A) unique tel que

(19)  Au(z) + Bu(z) > f(z) ppa
De plus, si w € L' () avec w(zx) € fu(x) p.p.x et Au+w = f,

(20) J(w—@) L <|(f = H)*h

et, pour tout j : R — [0, 00] convezxe, s.c.i. avec j(0) = minj = 0
@) [iw< [
Q Q

(22)  fwlp < [flp-

Corollaire 5.1 Soit v un graphe mazximal monotone avec v(0) 3 0 et A vérifiant les hypotheéses
du théoreme 5.1. Alors Ay est m-accrétif dans L'(Q). De plus, si u, i, f, f € L' () avec

En particulier, V1 < p < oo

u+Ayu>s f, a+Ava> f
(23) |(w—a)"h <[(f =]
(24) f>0=u>0.
(25) fulp, <[fl, V1<p<oo
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Preuve 5.1 Nous avons vue au paragraphe 1 que Ay était accrétif dans L'(Q). Reste a résoudre

(26) w4+ Ayu > f pour f € L'(Q).
Pour B =~~1. D’apres le théoréeme 5.1, il existe v € L'(Q) solution de

fu(x) + Av(z) 3 ().

Soit u(z) € fv(x) tel que u+ Av > f. Alors v(z) € yu(z) p.p.x
Donc u est solution de (26). On obtient (23), (24), (25) a partir de (20), (21), (22).

Corollaire 5.2 Soit v un graphe mazimal monotone avec v(0) 3 0 et A vérifiant les hypothéses

du théoreme 5.1. Alors, pour ug € D(A) et f € LY(0,T;LY(Q)), il eriste une unique bonne
solution de

T s S () = .

De plus, R
27) (uo <o, £ < f) = (ult) < alt) Ve [0,T))

28) Jultly < lwly+ [ 1@l V1 <p< .

Preuve 5.2 On applique la théorie abstraite. Si f = 0, u(t) = lim (I + LAy)"lug. Les
n——roo

propriétés (23), (24), (25) se transmettent donc a u(t), u(t) (conséquence du lemme de Fatou,

par exemple). On passe ensuite a f(t) = z et on utilise

t
u(t) = lim (I + EAZ)_RUO’ A, =A—z

n——oo

Mais
(I + )\AZ)_luo =+ /\A)_l(uo + Az);

donc
(1 + AAL)  ugly < Juol + Xzl

En vue de la démonstration du théoréme 5.1, nous allons maintenant donner des énoncés

équivalents su principe du maximum énoncé en (II). La proposition qui suit présente en fait un
intérét propre.

Proposition 5.1 Soit A un opérateur linéaire m-accrétif de domaine dense dans L'().
Les assertions suivantes sont équivalents

i) VA >0, Vf € L*(Q), sup(I +MA)~'f < max(0,sup f)
Q Q
i) Vp € CY(R ﬂL‘X’ avec p(0) =0, p > 0.
Vu € D(A) / A u p(u) > 0.
Q

iii) ¥y graphe mazimal monotone avec 0 € v(0), Yu € D(A)

Yw € yu, avec u, Au € LP(), w € L”/(Q) et 1/p—|—1/p/ =1:
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/Auwzo.
Q

iv) Vj : R+ [0,00], convexe s.c.i avec j(0) =0 = min j

[ n< [
Q Q
Remarque

A est alors accrétif dans tous les espaces LP, 1 < p < oc.

[’argument essentiel dans la démonstration de cette proposition est le lemme d’"interpolation"
suivant

Lemme 5.1 Soit T : L'(Q)) — LY(Q) une contraction telle que
(29)  min(0, igf u) < Tu(z) < max(0,supu)
0
Alors, pour tout j : R — [0, 00| convexe, s.c.i :

(30) / §(Tua))dz < / j(u(z))de.

Q

Remarque :
Ce résultat est a rapprocher de celui affirmant que si T est une contraction de L*(2) dans L*(Q)
telle que

|Tu — T|oo < |u— oo

Alors

1 Tu = Taly < [u— alp.

En particulier, si Ay est un opérateur de L' N L> acrrétif dans L! et L™, il est accrétif dans
tous les LP.

Preuve 5.3 (Démonstration du lemme 5.1)
Considérons d’abord les fonctions convexes particuliéres

A= —=6% gr)=(-r—t%, t>0



4 = W = m

-t t

FIGURE 5.2 — j1(r) et ja(r).

Considérons v(x) = min(u(z),t). On a Tv <t. Donc

(Tu—t)* < (Tu—Tv)" <|Tu—Tov| pp

::cﬂ)éam—w+g/ﬁk44g/m—w+

De la méme fagon (on considérant par exemple u — —(T(—u))

|ren =07 < fu-or

— (32) /Q(—T(u) -1t < /(—u —t)*, (en changeant u en — u).

Ainsi, (30) est prouvé pour jy et jo.
On utilise maintenant que, si j est convexe, C*, avec j lipschitzienne,
(et j(0) =minj = 0), alors

3 i0)= [ IR ACIHRENT

S
(vérifiant immédiate). Or, de (31) et (32), on déduit

WER,[ﬁam—m+§/ﬁw—ﬂW

Multipliant par ]‘% et intégrant, on obtient

/_:o dt‘%/ﬂ[t(Tu—t)]* < /_:o dt%/{z[t(u—t)ﬁ

Appliquant Fubini, on obtient

[iru@nar < [ it

Q
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Pour calculer, il suffit d’utiliser que, toute fonction j convexe, s.c.i
exemple, prendre

. . 1 2 .
j)\(’r’)—lltlf{2/\|’/’ t| +j(t)}.
On vérifie que jy = (07)x.

Preuve 5.4 (Démonstration de la proposition 5.1)
i) = iv) est le contenu du lemme 5.1
iv) = i) : Soit j convexe s.c.i avec j(0) = minj = 0 telle que 0j = 7. Puisque

w(z) € y(u(x)), on a
7 (I +2A) u(z)) — jlu(z) > —dw(z)Au(z) = —Iw(z) (I + AA) " Au(z).

Pour intégrer ceci, vérifions que j(u) € L' ;

3(0) — j(u(x)) > —w(z)u(r) = j(u(z)) < w(z)u(r) € L' (car w € IP etuc LP)
Ainsi
/j ((I+ )\A)’lu(x)) > /j(u(a;)) - )\/w(a:)(f—l— MA) T Au(z).
D’apres le point w), [j((I+ XA)~ )< Ji(u

= — / YT 4+ MA) P Au(z) <0

Puisque (I + NA)"'Au — Au dans L?, on a le résultat si p=1.
Sinon
|(I +XA)" Aul, < |Aul,.
Si1<p<oo, (I+MNA)Au converge faiblement vers Au dans LP ce qui suffit. Si p = oo, on
utilise que (I + NA)~!1Au 22 Au au moins selon une sous-suite. On applique alors le théoreme

de Lebesgue.
i1i) = i) est trivial
ii) = 1) : considérant k = max(0,sup f) et p(r) = signgd (u — k).
Q
Puisque p est limite croissante de fonctions p, € C*(R)(L®(R) avec p(0) = 0 et p (0) = 0,
on a
u—k+MNu=f—k,
On en déduit
Jw=n < [ signitu— ks -0 <0
Q Q

—u<k

Preuve 5.5 (Démonstration du théoréeme 5.1)
Etablissons d’abord (20). Soit donc
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Multiplions

par
hz) = { +1 si u(x) > u(x) ou w > w
0 sinon.

On ah € sign®(u—u) () sign™ (w—1w). D’apres la proposition 5.1, [, hA(u—a) > 0. Multiplions
(34) par h, on obtient donc

Jw—dy < [wr-ir< [(¢-pr

Notons B lextension de 3 a L*(2). L’estimation (20) prouve que R(A+B) est fermé. En
effet, si f, € Au, + Bu, E) f, d’apres (20)

|wp - wq|1 < |fp - fq|1

Donc w, L—1> w. Par différence, Au, L—1> v=f—w. Mais d’aprées (I1I), u, E) u. Puisque A est
fermé, f—w =v = Au.
Soit f € R(A+ B).
Il nous reste a montrer que R(A+B) est dense dans L*(f2).
On commence par résoudre

(35)  eupre+ Aune + Brure = f.
ou By =1— (I +\3)~t, ceci a bien une solution, car (35) équivalent a
(Ae + Duye + MMuy e = Af + (T 4+ A8) Muy..

soit

A A 1
_ (1 A T+28)"
e ( et 1 ) ()\e+1f+)\6—|—1( +A8) ““)

On applique alors un théoreme de point fize contractant. On voit de plus que, si f € L, le
méme théoréme de point fize, appliqué dans L' (L™ grdace a (II), parce que uy et Auy,. € L*™.
Multipliant (35) par euy . + Baun e et utilisant

/(Eu/\,e + Bruye)Auy e > 0,

on obtient
(36) |eure + Batnelrz < |f|re.

On suppose [ € LY(VL>® (C L?) et en fait tendre X vers 0, € étant fizé. Montrons que
uy est de Cauchy dans L?. Multipliant

G(u)\,e - uu,e) + A(u)\,e - uu,e) + ﬁ)\u/\,e - B,uuu,e =0

par uy e — Uy et utilisant la proposition 5.1 4, on a :

G‘u)\,e - uu,e’%2 + /(u/\,e - uu,e)(ﬁ)\u)\,e - ﬁ,uu,u,e) S 0.
Q
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Développant uy. = uye — (I + A8)ture + (I + A8) " tun, (de méme pour w,. et utilisant
laccrétivité de (B et la relation

B = 3 (T = (4 28)™) C BT+ 28)7,

en obtient

6|u/\,e - uu,e|%2 + /()\BAU)\,s - luﬁuu/\,e)(ﬁ)\u)\,s - Buuu,s) S 0
Q

Comme Byuy. est borné dans L? d’apres (36), on en déduit que uye est de Cauchy dans L?

2
quand X — 0. Soit uy . L Ue.
Puisque

(1 + AB) Mune — une| < AlBrual,
On a aussi que (I + A\B)uye — ue quand X\ — 0. D’apres la fermeture de 8 dans L*() X
(L?(Q) — faible) et
Brune € BT+ A8) uy,),
On en déduit que, au moins suivant une suite extraite, Byuy. converge faiblement dans L* avec
w € Pu,.

Ainst Auy . = [ — eup — Bruy converge faiblement dans L? vers f — eu. —w. Considérons v,
la solution de

eve + Ave=f —w

1l nous reste a montrer a ces stade que v. = u.. Mais, prenant des combinaisons barycentriques
des Bauye, on a lexistence de vy, wy avec

L? L?
evy + Avy = [ —wy, wy = w, vy = v,

Multiplions la différence des deux équations par v. — vy et utilisant toujours la proposition 5.1,
on a

elve — vy [? §/[Ue—v,\Hw—w,\\

2
Ceci montre que vy = v, et donc ue = v, (on utilise en fait l'accrétivité de A dans L*(Q))
Reste a faire tendre € vers 0. D’apres l'estimation (20) appliquée a €I + (5 et a

et + Au, + fu. > f € L' N L*™.

on a
leue + Bucly < [fl1 = |Aue| < 2|f]1.
d’apres 111
= alu|; < |Au|r < 2|f]r.

En particulier eu, L0 et done f € R(A+ B).
Ceci montre la densité de R(A + B) dans L.
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5.1 Application aux opérateurs elliptiques d’ordre 2

Soit € un ouvert borné de RY de frontiére réguliére.

Za ”a +Zax (a:u) + au

ol on suppose B
(38) aij, a; € CH(QY), a € L™(Q)

(39) a>0, a+Zgzl

(40) Z%‘j@)&fg‘ >« <Z §3> avec o > 0.

,J

Pour 1 < p < o0, la réalisation naturelle de L dans LP(2) est 'opérateur A, défini par
D(A,) = WP(Q) (W, P ()

A,u = Lu (calculé au sens des distributions).

Proposition 5.2 A, est m-accrétif de domaine dense LP(SY) (et donc engendre un semi-groupe
continue de contractions linéaires sur LP(2)).

Lemme 5.2 Soit f € LP(Q) avec 1 < p < oo. Alors, il existe un unique u solution de
ue WP(Q) Wy (Q)
Lu = f p.p dans €}
De plus, il existe C' = C(p, N,Q) tel que

lullw22 < ClIfllp-

Dans le cas p—1, on ne peut pas espérer une régularité W12 pour les solutions de
Lu = f € L'. En particulier

u|[‘:0

{ —Aue !

ne donne pas que v € W2!
Le résultat correspondant est le suivant. Soit

D(A) = {u e Wy''(Q); Luec L)}

Au = Lu (au sens des distribution) Alors

(I) A est m-accrétif de domaine dense dans L'(€)
(IT) sup(I + AA)~'f < max(0,sup f) YA >0l f € L
Q Q

(IIT) D(A) Cc Wy? V1 <q< N/N -1
et
(41)  allullyre < [[Aully, o =alg) >0
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Schéma de la démonstration : Commengons par le point essentiel qui est 'estimation (41). Nous
allons I'établir d’abord pour les éléments v € D(A;) (on peut remarquer que A, C A Vp > 1)
Soit u € H?( H} avec Lu = f € L*(Q)

On introduit la solution v du probléme dual

) —ijai<m) Sagy =35
vGH&(Q)ﬂL“’( )

ot hy, hg, ,....,h, sont des fonctions arbitraires de LP(Q2) avec p > N.
Cette condition sur p assure I'existence de v solution de (42) avec de plus

[ollzee < C Y M1l

Appliquant ceci & w = u ce qui est lisible, on obtient

/vLu:Z/hi%

Ainsi
ou
him—| < || Lullwllolle < CllLullz Y |lhallo
et par dualité
max < C||Lul| g
7 L4
pour * + 1 =1, Ceci est valable pour tout p > N, c’est-a-dire pour tout ¢ = Ll < %

&OUS avons ainsi montré que

Vu € D(Az),  alullye < [[Azull;

Il est clair que ceci s’étend a la fermeture As de Ay dans L' x L!
La reste de la démonstration consiste & montrer que
a) Ay est m-accrétif dans L'(€2)
b) Ay = A
Pour a) étant donné f € L'(Q), on l'approche dans L'(Q2) par f, € L*(Q). D’apres la
maximalité de As, il existe u,, solution de

Uy + A2Un = fn
Si on sait que A, est accrétif dans L', on aura
up — uglt < |fp = foln

et donc u,, — u avec u + Aqu = f.
Pour montrer que A, est accrétif dans L', il suffit de montrer que, Vp € C1(R) () L>°(R)
avecp >0, p(0) =0

Vu € D(As) /p(u)Agu > 0.
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De plus, ceci montrera que A, (et donc A, vérifie (II1) (voir la proposition 5.1). Or, si u €

D(Ay) = H*( H}.
/ap(u)u.

8u ou ro Ou
/ u)Lu = /Zawp 8_%8:16]- /Zaiu p (u)

D’aprés (40) et p'(u) > 0, la premiére intégrale est > 0. Si ¢(r) = [ sp'(s)ds, il reste s’écrit

—/Z:aiaixiﬂu) —i—/au p(u) = /SO(U) < - gg: —i—a> +/a(u p(u) — ¢(u)).

Ces deux derniéres intégrales sont > 0 d’aprés (39) et le fait que o(r) < rp'(r).

Pour le point b), on remarque d’abord que A, C A d’aprés I'estimation (41). Pour montrer
que Ay = A, puisque I + A, est surjectif, il suffit de montrer que I + A est injectif. Ceci est un
probléme d’unicité. On peut en fait prouver que A lui-méme est injectif, soit

uwe Wyt
Lu=20

donne que v = 0.
Pour cela, on considére la solution du probléme adjoint

v e WP WP Vp
L*v=g¢g avecge L”, p> N.

La condition p > N assure que v, % € L d’apreés les injections de Sobolev. Ainsi la relation
ow Ov ov
Qijm— 7 — a;w-— +awu = ¢ w
Vraie pour w € D() s’étend & tout w € W, par densité et donc & w = u. On en déduit
0 =< Lu,v >:/wg Vg e LP
D’ou u=0.

Cas de —AB dans RY
Le probléme de la résolution de u — AB(u) > f € L*(RY) est plus ardu que lorsque 2 est

un ouvert borné. La raison est que ’hypothése (IIT) du théoréme 5.1 n’est pas satisfaite pour
A=—-Aou D(A) ={ue LYRY); Au € L'(RY)} et en général, la solution de

(43) p'w— Aw > f € LY(RY)

n’appartient pas a L'(RY).
Pour montrer que (—A)™! n’envoie pas L'(R") dans lui-méme, on peut raisonner de la

facon suivante :
1

(N = 2)by ][V

otl by est le volume de la boule unité de RY. Alors une solution de

—Aw = f € C°(RY)

soit  En(z) = pour N >3
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est donné par
w = EN *x f

Supposons qu’on ait
alwly < |flr.

Faisant tendre une suite f,, de Cg°(RY) vers la masse de Dirac a lorigine, on aurait :
Oé|EN * (5|1 = OZ‘EN|1 S 1.
Or, on vérifie que Ey ¢ L'.

Théoréme 5.2 Soit N > 3, [ un graphe mazimal de R avec 0 € 0. Alors, pour tout f €
LY(RY), il existe une unique solution de

(14) { u € MNWN=2(RN),  Aue L'(RN)

—Au+Bud f pp surRY

Remarque
Il existe des résultats analogues pour N =1,2...

Définition 5.1 Soit u : RY —— R mesurable avec 1 < p < oo et Il) + z% = 1. Alors
[|u||p» = min{C € [0, co]; / lu(z)|dx < C(mes K)'F pour tout ensemble mesurable K}.
K

MPRYY = {u; ||u||are < 00}

Remarque
On vérifie immédiatement que

LP(RY) — MP(RY).

[t < ([ \u(w)lp)l/p (f 1)1/]]/

< ||ul|Le.(mes K)l/p/.

En effet :

Ces espaces dites "de Marcin Kiewibe" sont des cas particuliers d’espaces type LP-faible ou
L(p, q) avec ici, ¢ = 0o

Proposition 5.3 Soit 1 < g < p < co. Alors, pour toute fonction mesurable u sur RY.

(p—1)P

pp+1

(45) ullam < sup{N'mes{ul > Al} < [lull3s

De plus

q/p
(46) / ] <t (73) ][4, (mes K)®=9/2,

q
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Remarque
L’estimation (46) prouve que si p > ¢, alors

MP(RYN) — LY

loc

(RY).

L’estimation (45) montre que l'espace MP(RY) peut étre aussi défini comme

{u: RY — R mesurable; mes[|u| > \] < % VA > 0}.

On a aussi :

Corollaire 5.3

1
’ e MN/*RY) Va €]0, N|.
x o
En particulier le noyau En = W associé a (—A) est dans M~z (RY).

Preuve 5.6 Commencons par linégalité de droite dans (45).

Soit A >0 et K, = {x € RY; |z| <n et Ju(z)] > \}.
D’apres la définition de MP :

A mes K, < / |u(x)|dz < ||u||pe (mes Kn)l/p/

n

_a
= A(mes Kn)1 o< Ju|ase

pour conclure.
Pour lautre partie de (45), on procédé de la maniére suivante : soit K mesurable, alors

/|u(:c)]d:1::/ |u(:c)|d:c+/ u(z)|da
K KN lul> o] KA (lul<Xo]

< / |u(z)|dx —i—/ lu(z)|dz < / lul + Ao mes K.
[lu]>Ao] Kn[lu|<Ao] [lul>Xo]

Si a(X) = mes(Jul > A|), on a

[e.e]

/ |u(z)|dx = —/ Ada = Aoa( ) —|—/ a(N)dA.
Hu‘>)\0] Ao Ao

Soit
C = sup{\’ mes[|u| > AJ}.
A>0
Alors o ~ ¢ o
/ u(z)|dz < —— +/ Zdn=—1
[lul>o] Ao o A p—1 X
Ainsi

C
/K lu(z)|dx < p%l F + Aomes K.

Ceci étant vrai pour tout Ao > 0, on minimise le membre de droite par rapport a \g en choisis-
sant
Nmes K = Cp
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. On obtient
/ |u(z)|dx < (mes K)l/p
prtl
- ||UHMP = (p_ 1)pc

Pour (46), on procéde comme suit : il s’agit d’estimer || |u|? H

N imes[|u|? > N = X/9mes[|u] > A\ = aPmes||u| > o]
si = A9, Donc

sup{ \/9mes[|u|? > N} = sup a’mes|[|u| > o]
A>0 a>0

< fully

ptq

=l fr < (2) 7 L
ce qui est (46).
Proposition 5.4 Si E € MP(RY), 1 <p<ocet f € LY (RY), alors Ex f € MP(RY) et
E s fllae < Bl ae 1 f]]20-

Remarque
Ceci prouve en particulier que, si N > 3 et f € LY(RY), alors la solution de —Aw = f donnée
par w = Ey * f appartient a MY/ (N=2)(RN),

Preuve 5.7 (Démonstration de la proposition 5.4)

Jipss@is [ ([ 1BG = llwi) do
:/RN |f(y)] (/K!E(x—y)]dx> dy < /RN F )] |l (mes K)Y7.

:»/ B+ £(2)] < |If]] 1E]] (mes K)Y¥
K

Proposition 5.5 Soit N >3, u € MY WN=2(RN) avec Au € L*(RY). Alors
(47) u= En*x(—Au)
(48) [fullagwiov-n < CxllAul 1)
ou Cy, Dy sont des constantes ne dépendent que de N.

Preuve 5.8 Si on admet (47), alors (48) sont des conséquences de la proposition 5.4 et du fait
que

C1N N _
Ey = e MN/WN=2),
T e

ox;  |z|N ox; ox;

* f
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Le résultat (47) est un résultat d’unicité. On a bien sir
—A(Ey * (—Au)) = —Au.

1l s’agit donc de montrer

{ v MM RY
=0

mmplique que v=0.
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Soit x € D(RY), x > 0 avec x =1 sur [0,1]; x = 0 sur |1,00], n € D(RY) arbitraire.

On a
< —Awv, (Ex xn).X <%> >=0
Soit
0= [ [ (' ') 2(TEy ). VX(' ') LBy *n)Ax<'“")]
:\/vnx(@)]sﬁ/ IaBysal+ 5 [l By
n N Jn<|z|<2n " Jn<|z/<2n
o
C = 1{IVxlloo + [[AX]|oo-
Mazs
Bwealle) < SRS 9By ol < TS

Pour |z| assez grand. Donc pour n assez grand

Jox (B2 we S
mx | )| <% vt % v
n n n<|z|<2n n~ n<|z[<2n

Puisque [v| € MM N=2) " on q :
[ < lellaev-n (mes {ai 0 < Jal < 201
n<|z|<2n

~ ||U| |MN/(N—2) n?.

Ainst, hm ‘/vnxc |)‘—0
/vn: lim /vnx (M> = 0.
n——00 n

Comme n est arbitraire, v = 0.

On en déduit :

Preuve 5.9 (Démonstration du théoréme 5.2)
On remarque d’abord que, VA > 0, Vf € LY(RY), il existe u € L*(RY) solution de

(51) w—MAu=f dans D' (R")

et fullpr < |Ifl|z:-
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En effet, si f € L?, par transformée de Fourier, on obtient 4, = ﬁ et donc, il existe

u € L? unique solution de (51). Multipliant (51) par p(u) ot p € C*(R) N L¥(R), p >0,

p(0)=0. On a :
[uotw =x [ swau= [ oy
Mais uw € H*(RY) et p(u) € H(RY). Ainsi

—/p(u)Au = /p/(u)\Vu\Q > 0. Donc

(52) —/p(u)AuZ 0

Comme déja vu plusieurs fois, si f € L* N L2, on en déduit

3 [lul< [1s1

Si f € LNRY), on Uapproche par f, € L*(RY)N L*(RY) dans L'(RY). A la limite, on obtient
une solution de (51) satisfaisant (52), (53). L unicité se montre par régularisation.
Soit maintenant € > 0 et A, Uopérateur de L*(RY) définie par

D(A) = {u e L*(RY); Aue L*RY)).
Au = eu — Au.
il existe w, € L'(Q) avec
Wn = (Un) pp

et (65) =) Ao, @) =0 pp

(66)  ||uns1llze < ||unllpe < oo ||uo|| Lo -
Si vp(t, ) est la fonction affine par morceaux construite sur la suite (u,) soit

t—n\
A

Vi E]n)\, (n + 1))\], U)\(t, SL’) = (un+1 - un) + Up,

la relation (65) s’écrit encore

(67) %v,\ — Ap(uy) =0 dans D'(]0,T[xQ)

ol uy = Uy, sur |nA, (n+ 1)A]. Soit @ =]0,T[xQ. Mais

71 4 0 / 0
I C N LN LT

(o T)iL!
un, = w ppsur @ et fluy, [l < JJuoll = p(un,)

n

L'(]0,T[xQ)
= p(u)

D
= Ap(uy,) —(g) Ap(u)

On obtient ainsi une solution de (62).



CONCLUSION

Dans notre travail de projet de fin d’études, nous avons développé et détaillé dans un premier
temps le module intitulé Equation d’évolution et semi-groupes.

Le chapitre 3 et 4 contient des résultats plus clairs et précise que nous trouvons dans des
articles sans détailles, voire des passages des preuves difficiles a comprendre.

Notre contribution essentiel été de mettre en application les résultats de la théorie accrétif,
s-accrétif et m-accrétif sur des exemples physiques intéressants notamment le probleme de cha-
leur mon linéaire comme probléme de Stéfan, et les problémes des opérateurs elliptiques d’ordre
2 qui modélise aux certains problemes physiques bien connu dans la littérature.

Pour ce qui concerne le dernier point, nous avons proposé les estimations et inégalités lices
auz controles de la solution, ainsi que la fonction d’énergie.
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PERSPECTIVES

A partir de (62), il reste encore 2 probléemes importants & résoudre

1. Le probleme de l'unicité des solutions de (63) (u =0 sur 02). On sait qu’il y a unicité de
la solution au sens des semi-groupes puisqu’on a méme

u(t) — ()| < |uo — @1

Mais, on ne sait pas a priori, si toute solution au sens des distribution comme dans (62)
est encore une solution au sens des semi-groupe.

2. Que se passe t-il si ug € L' () et non plus a L' () (N L>®(2)?. Nous avons vu que, pour
passer a la limite au sens des distributions, on utilisait de maniére intensive que les so-
lutions approchées uy restaient bornées (et donc aussi o(uy)). Ceci est dans la nature du
probléme et une difficulté réelle se pose par exemple pour ’équation

u— A(w®) =0
{ u(0) = up € L' ().

11 est clair que la convergence de uy dans C([0,T]; L') et pp n’implique pas la convergence
de u3 vers u® au sens des distributions, car, sans plus d’information, v* ¢ L, (Q).
Ce probleme est résolue a l'aide d’une propriété d’un type nouveau, a savoir l’exis-
tence d’'un effet régularisant de L' dans L>. On peut montrer que, au moins pour m > 1,
la solution de P
U m
5 Aw™) =0

verifie :
C
lu(®lloe < 5 llu(0)]21-

Ainsi, méme si la donnée initiale n’est pas bornée, elle devient immédiatement bornée pour
t > 0 et donc on peut par passage a la limite (62) admet une solution unique méme si
ug € L*. (Ceci pour o(u) = ulu|™ " avec m > (N —2)* /N et aussi pour une classe assez

large de fonctions ¢ telles que lim o) — +00).
|ul—s00 u” N
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