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INTRODUCTION

Avec le développement des marchés financiers, lliatian des options est devenue un
véritable enjeu qui suscite un intérét sans cessedgsant. En effet, I'utilisation des produits
dérivés fait appel a un vaste éventail de disaggliscientifiques car elle nécessite une
compréhension profonde de la dynamique des maraigsciers et des produits financiers
qui y sont échangés. A ce titre, au cours des @&e®mi décennies, les outils
mathématiques sont devenus déterminants en finance.

L'un des modeles les plus utilisés demeure le neadieBlack & Scholes. Il permet de mettre
en rapport avec une formule exacte le prix im@iae I'option et les variations de prix de
l'actif sous-jacent. Il a été le fruit de plusiewasnées de recherches et la résultante de
diverses contributions scientifiques.

Tout commence en 1827 avec le botaniste Robert Brguv décrit le mouvement continu
inhabituel et chaotique de tres petites particutesergées dans un liquide. Plus tard en 1900,
dans sa these intituléEhéorie de la spéculatipri_ouis Bachelier introduit I'utilisation en
finance du mouvement brownien. Plusieurs progrésaut dont les plus notables sont ceux
de Norbert Wiener qui donne un formalisme mathé&jatiau mouvement brownien et ceux
de Kiyosi Itdé dans la théorie des processus stticjues. Tous ces résultats seront utilisés par
Black et Scholes qui publieront en 1973 une anaysdes options européenrBse Pricing

of Options and Corporate liabilite<C'est la naissance du modéle de Black & Schalés g
favorisera I'essor de l'ingénierie financiére.

Toutefois, avec la complexité grandissante des feedét des produits dérivés due a la
demande des acteurs du marché, les méthodes nusgdgsociées a I'évaluation des options

sont devenues un important champ de recherche.

Ce projet de mémoire s'insére donc dans ce conaéee comme point de départ le modéle
original de Black & Scholes et son traitement numés.

Les procédures numériques appliquées au modeléad& B Scholes et plus généralement a

I'évaluation des options se répartissent en deamxdgs familles”

La premiére regroupe les méthodes probabilistagmeMonte Carlo qui sont tres largement

utilisées. Ceci s'explique en raison de l'originebpbiliste des praticiens d'une part, et de leur

implémentation simple et naturelle d'autre part.



La seconde famille quand a elle concerne, les mdéghdéterministes moins populaires que
les méthodes probabilistes mais beaucoup plusae#fgc Les méthodes déterministes reposent
sur la résolution d'équation aux dérivées parelimancieres pour lesquelles Il'analyse
numerique fournit une boite a outils importante.

En regle générale, la discrétisation et la résmiut'une EDP fournissent plus d'informations
gu'une résolution de type Monte Carlo notammentsdancalcul des dérivées du prix de
l'option.

Dans ce projet, nous nous intéressons a une méthedeministe qui est la méthode des

différences finies.

Pour mener a bien notre étude, nous avons adogt@nalyse tripartite. Dans la premiére

partie, nous donnerons une présentation généraleptmns et des concepts financiers liés a
leur évaluation. Une fois ces bases établies, feross une présentation générale du modele
de Black & Scholes et montrerons qu’il s’agit djprobléme bien poseé.

Dans la seconde partie, nous proposerons les éagestement numérique de I'équation aux
dérivées partielles de Black & Scholes par difféemnfinies.

Enfin, nous procéderons a une analyse des résdiatstre étude. Celle-ci sera faite par une

comparaison des schémas de discrétisation et depdes de résolution.



Premiére partie :

Position du probleme : le modéle de

Black & Scholes



Poser le probleme consistera a introduire dans rtemipr temps les concepts de

mathématique financiére relatifs aux options puésudier le modéle de Black & Scholes.

A/ INTRODUCTION AUX OPTIONS
1 Généralités
1.1 Définition
Une option est un contrat transférable qui conli@roit d’acheter ou de vendre:
- une certaine quantité d'un actif sous-ja&ent
- a un prix détermink (prix d’exercice ou strike)
- a une date future donrneédate d'échéance).
On désigne une option d'achat par le terme cale{@pe option de vente par le terme put (P).
Il existe deux types d'options qui se distingueartlgxercice méme du contrat:
- Les options européennes: I'exercice de I'opti@shpossible qu’a la date d’échéaiiice
- Les options américaines: I'exercice peut se fdinant toute la période<T .

Le droit d'acheter ou de vendre expire aprés la filede.

1.2 L'option: un produit dérivé

Les produits dérivés sont des instruments finasalent la valeur varie en fonction du prix
d'un actif appelé sous-jacent. Le sous-jacent g¢net de différentes natures. Il peut s’agir
d’une action, d’un indice, d’'une monnaie, d’un taux

Le produit dérivé va permettre de pouvoir profiters fluctuations de l'actif sans avoir a
l'acheter ou le vendre lui méme. Ces instrumentnfiiers ont été créés a |’ origine pour se
protéger des risques financiers (évolutions desrpstieres premiéres, évolutions des taux de
change des monnaies...).

Exemple : Un produit dérivé X qui verrait sa valstaccroitre lorsque I'euro s’apprécie par
rapport au dollar serait un instrument financigpoatde de protéger une société exportatrice
européenne en compensant sa perte de change dassdene vente (en dollars).

Ces produits ont connu une forte expansion degsgiahnées 1980 et représentent une part
importante de I'activité sur les places financiéress objectifs des produits dérivés sont
nombreux. On retient principalement:

La politique de couverturqui permet de se protéger contre un risque firgnci

La spéculationqui consiste a investir dans des produits aveéortneffet-levier permettant
d’espérer un gain considérable (ou une perte itapt#) en un temps réduit.



1.3 L'arbitrage

L’arbitrage est la possibilité de réaliser un grefins risque et sans apport de fonds par une
combinaison de deux ou plusieurs transactions.

L’exemple le plus simple est fourni par une méntgacaotée dans deux bourses différentes
a deux prix différents. L’achat au prix le plus leda vente simultanée au prix le plus élevé
procurent bien un profit sans risque et sans nmeseids.

Une telle situation ne peut évidemment pas duréessmarchés fonctionnent correctement,
c'est-a-dire si I'information est rapidement diffies si les frais de transaction ne sont pas
excessifs. Devant 'afflux des ordres d’achat, i e plus bas monte et devant I'afflux des
ordres de vente, le prix le plus haut baisse, jasti@galité des deux prix, c'est-a-dire la

disparition de la situation d’arbitrage.



2 Les fondements de I’évaluation d’options

2.1 Les déterminants de la valeur d'une option "

du sous-jacent est élevé. D’'une maniere symetriueyaleur d’'une option de vente est

d’autant plus faible que le cours du sous-jacenélesé.

d’autant plus faible que le prix d’exercice estvéleDe fagcon symétrique, la valeur d’'une
option de vente est d’autant plus forte que le giixercice est élevé.

par une rentabilité certaine. On prend généralernemme référence le taux des emprunts

d'Etat. Il s'agit dans le cas des options du ced®doulement du temps.

Nous allons résumer l'effet de 'augmentation desddeur de ces variables sur les options

dans le tableau suivant :

Variables Option d’achat Option de vente
Prix d’exercice K Décroit Croit

Volatilité o Croit Croit

Cours du sous-jacent S Croit Décroit

Durée devie T Croit Croit

Taux d’intérét sans risque r  Croit Décroit

Tableau 1 Effet général des variables détermirsawalleur d'une option



2.2 Le payoff

Le payoff d'une option est la fonction qui déterensa valeur terminalg S, T).

VA

- -
K S
Figure 1 Valeur terminale d'un call européen

siS; < K, V=0: le call n'est pas exel
siS > K,V=S- K

Ainsi, V(S, T)=max(S- K0)= (S- K

Vi
K
-
K S
Figure 2 Valeur terminale d'un put européen
siS <K,V=K-§
siS; > K, V=0 :le put n'est pas exe

Finalement,V(S, T)= (K- $),



2.3 Les bornes

C< S Sinon un arbitragiste pourrait facilement réaliser profit sans risque en achetant

I'action et en vendant le call.

sommeK gu’elle permet d’obtenir. Par conséqueRts K. Aussi, a la date d’aujourd’hui, sa

valeur ne peut étre supérieure a la valeur actdeild estke'™™. Donc: P< Ke'™™
Si cette inégalité n'était pas vérifiée, un arlgjisée pourrait réaliser un profit sans risque en

vendant I'option et en placant la somme ainsi alesu taux sans risque.

Conditions aux limited

Etudions le comportement des options pour destgingextrémes:

Pour un call, s =0, I'option ne vaut rien et donc son prix est tougouul, soiC(0,t) = 0.

Si le prix de I'action croit vers l'infini§ — +), l'option sera exercée k¥t devient
négligeable devant S do@¢S, )1 S quand S- +co.
Pour un put, Si le prix de I'action croit versfilim, il n'y a aucun intérét a exercer I'option de

vente car on réalise une perte a coup sar. BP¢8ct) (1 0, quandS— +co.
Par contre, s5=0 le bénéfice a termd ET ) sera forcément le prix d'exerci€e Mais

pourt quelconque on a(0,t)= Ke'™™ [t.

2.4 La Parité Put-Call
C’est la plus importante relation liant le prix d’put et celui d’'un call. Considérons les deux
portefeuilles suivants:

Portefeuille 1(I1,) : Achat d’'un put et d’une unité $1, =P+ S

Portefeuille 2 (1,): Achat d’'un call et placement au taux sans risqeda valeur du prix
d’exercice actualiske ™™™ . M, =C+Ke"™™

Aladate T, SIS, > K:

Portefeuille 1 :P=0etl1, =0+S, = §.

Portefeuille 2: C=(S - K) et la valeur actualisée du prix d’exercice deviet

M,=(S - K+K=§.



SiS <K:

Portefeuille 1:P=K-§ etll,=K-S + § = K
Portefeuille 2 :C=0etl,=0+K =K.
Enrésuméll, =M,=max §, K.

Dans la mesure ou les portefeuilles produisentémes résultats, ils doivent avoir la méme
valeur initiale pour éviter les opportunités d'ubitrage rentable et sans risque. C'est-a-dire :

P+S= C+ Ké&'™™, On a ainsi démontré la parité put-call.



B/ LE MODELE DE BLACK-SCHOLES-MERTON

1 Les motivations !

En 1973, Fisher Black, Myron Scholes et Robert bternt opéré une avancée majeure en
matiére d'évaluation d'options. Ces contributionkeasemble des développements auxquels
elles ont donné lieu sont a l'origine du célebreléh® de Black et Scholes. Ce dernier a eu un
tres grand impact sur les méthodes utilisées partriders, tant en matiere d'évaluation
d'options que dans la mise au point de techniqeesadiverture. Ces travaux ont aussi
constitué le point de départ du développement apeletire de I'ingénierie financiere dans les
années 1980 et 1990. En 1997, Robert Merton et M$@aholes ont été recompensés par le
prix Nobel d'économie pour l'importance et la géalie leurs recherches. Fisher Black
malheureusement décédé en 1995, aurait sans aaatenfayuré parmi les lauréats, au méme
titre que ses collaborateurs.

Prenons par exemple |'acheteur d'un call qui anrgain a la date T egalmax(S; — K,0)en

eéchange duquel il versera une prime V au vende'enjdu dans ce cas pour le vendeur

d'option est de rechercher une juste prime V qteiratra max(S; — K,0)de maniere a

honorer son engagement envers l'acheteur dangewssénarios d'évolution du marché.

Nous allons voir gu’il existe une solution uniquee probleme de cible aléatoire, solution
explicite et de surcroit facile a calculer : c'Estmiracle de Black & Scholes qui a été le

détonateur de I'explosion des marchés d’options.
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2 L'Equation aux Dérivées Partielles de Black & Scholes

Le modéle de Black & Scholes aboutit a une équatior dérivées partielles que nous
démontrerons dans les lignes qui suivent. Passonswele les hypotheses qui régissent ce
modele.

Selon le modele de Black & Scholes, le cours detiba suit un mouvement brownien
géométrique donné par I'équation suivante :

dS=x Sdt+o Sdz

ouS: cours de l'action (valeur du soasgnt’
L. espérance de rentabilité

o : volatilité du cours de l'action

dz= e/ dt: processus de Wiener (Brownie!

Les principales hypotheses faites dans ce modahe: ét
- o etp connus et constants

- r : le taux sans risque constant

- Pas d’opportunité d’arbitrage

- Pas de dividendes

- Pas de frais d’achat ni de vente

- Le marché fonctionne en temps continu

SoitV (S, f) la prime d’'une option D’apres le lemme d'Ito, n@vens la relation :

dav = av,uSa—V1 dtragl/d
0S ot 2 6§ 0S

Nous cherchons a éliminer la composante aléadante cette expression en construisant un
portefeuille approprié. Ce portefeuille sera cosgpae la vente d'une unité doption et

\Y . . L
'achat deg—S actions. La valeur du portefeuille s’écrit alor8 = -V +Z—\é S

La variation de cette valeur au cours d’un treg pgervalle de tempslt s’écrit :

dn = —dV+‘3—V ds

en remplacantd et3l par leurs valeurs, on obtient:
dn = - (av ov 1 GRY

s+ 4 =5
5191727 °ag

21
c'est a dire, IEI:( v _1 2Szavjdt

jdt— & dzaé,u Sdio S

aH 2 0S?
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Cette équation ne contient plus I'expressiondde Elle est devenue déterministe. Le
portefeuille est donc sans risque pendant l'intégvde tempsit. L’hypothese de non-
arbitrage implique qu’un tel portefeuille doit puver une rentabilité égale au taux sans risque
c'est-a-diredl = rMdt. En effet, supposons que cette égalité n’est pasiée. Nous avons
deux possibilités :

Sidrn > rMdt: la rentabilité du portefeuille est supérieurg@ux sans risque. Un arbitragiste
peut emprunter un montaft au taux sans risque pour le réinvestir en achégartefeuille

qui lui procure une meilleure rentabilit1, cela sans le moindre risque (contradiction avec
I'hypothése de non-arbitrage).

Si dIn < rMdt : la rentabilité du portefeuille est inférieuretaux sans risque. Un arbitragiste
peut vendre le portefeuille et l'investir a la baacau taux d’intérét sans risquBdt afin de

dégager un profit (contradiction avec I'hypothésendn-arbitrage).

2
Donc on a :df = rMdt ou encore —a—v—lazsza—\g dt= r{—v+a—v Sj d
ot 2 0S 0S

En simplifiant padt, on aboutit a 'équation aux dérivées partielleBthck & Scholes :

2
a_v+rSa_V+EO'ZSZa_V: rv
ot oS 2 0S

V(St=T)=q S D=max( S KO) pour un call europé
V(S t=T)= RS T=max( k $0) pour un put europé

Pour résoudre ce probléme, on impose les condiiordimites déja vues:

C(0,t)=0,0t

C(S ) Squand S +oo

P(0,t)= Ke'™™ Ot

P(S 90 0, quandS- +o

Nous allons vérifier par la suite que le modélel#sh pose, en d’autres termes veérifier si

cette équation admet une solution et si elle egjugn

12



3 Etude théorique

Dans cette étude théorique, nous exposerons lardéengue Black & Scholes ont adopté
pour aboutir a I'équation de la chaleur et ce ea @& montrer I'existence et l'unicité de la
solution de leur modele. Nous donnerons enfin &abres formules exactes d’évaluation de

Black & Scholes qui ne sont rien d’autre que lgsregsions de cette solution.

3.1 De Black & Scholes a I'équation de la chaleur
On rappelle 'EDP de Black & Scholes :

2
a—C+rSa—C+lazsza ¢
ot 0S 2 0S

C(S, T)=max(S- KO0) pour un call europé
C(0,t)=0; C(S,t)] S quandS- +eo

=rC

20n poseS= Ke; t= T- Tz; A S)= K¢ x).
Yo

2

T

¥o?

On a donc u(x,r)=%C(Ké‘,T— j=%C(S)
On dérive une fois par rapport

u_10C09S, 10Cot

ox KodSodox Katdx

ot 0S _

—=0 et —=8S
()4 0X
du_sac
ox KoS

On dérive une seconde fois par rappoxi

#y_ofo)_ o[ S0
ox*> 0x| ox| ox KaS

2
9 [sac}as_ 1/0C, 0 ﬂs

Kas|ax KasS 958
Fu_soc, So'c
» KOS Kog

IS X K

13



On cérive par rappora 7
ou _ 1acat_iac( —1j

ar K otar K ot|yo

Exprimons C en fonction de u

oC__K _.0u

ot 2 0r

0C _Koau

39S~ Sax
FC_Kou_ Kou
0> SaxXx Sa>

On revient a I'équation de Black & Scholes

2
_Kgpeou, 1 ZS(KH—£@j+rS( ngu) rKu=0

27 or 2 SPoxX So0x
2
c-a-d,—50'2%+£0'2 Ka—l;—Kau +rk Y-y =0
2 o0r 2 f0)¢ 0X 0X

. K , du d%u _Ou 2rou_2r _
ondivise par-—0° —+-—-——+——-—u= 0
2 or 0x° 6x o’ 0x o?

En posant ,q=2—r2 ,
o
2
on obtient g—u—a—+q 1§L qu= 0 (*
r

Remplagons ces expressions dans (*) et simplifi@ms™ "

2
ﬁw+g—vr\/=a2w+20/g—\)/(v+gx2 +(q—1)(aw+%vj— qw

On arrange les termes de I'équation:

ow _ 62
ar

-f-a+a(gq-D)w

14



Pour retrouver la forme canonique dguiation de la chaleur, il suffit de dew a et suivant le systén

20+q-1=0
a’-p-q+a(q-1)=0
1
a=-—-(q-1
2(q )
1 2
=——(g+1
B 4(CI )
Le changement de variables est di
R PP
u(x,r):ez(q )%= (a1) W X7)

3.2 Résolution de ’équation de la chaleur

La solution de I'équation de la chaleur est :

_(x-9)

1 o+ e
W(XT)=—— e 7 dsavec condition initiale
(1)= [ w(s W

w(%=w(x0)= """ ( x0)

Lg-1)x
2 max€ - 1,0)
Lamx  Lanx
w, () =max@ " - &, 0)
On pose :
S—X ds
X'Z——==8=x+ XN2r ; dX=—== dssvZ b
Jor Jor

1
W(x,r)=%7f_:w,(x+ xJ2r)e? dx

Or, siss 0=w (s)= 0

X
c-a—dx's—F:V\@(H xNZFO
r
1 o S@xexyar) —oxf 1 o AaD0e W) 2R
wixr)=——[ " & et de-—=—[, & &
N2 N2T
On peut écrire
w(x,r)=1-1,
1 o Z@D0exyar) - 1 (e S@Deexy2r) =25
avecll:_J. « ezq X+ X Te2X dx'etL:—J’ } éq X+ XN 21 e2)( d)(
N2 N2T

15



Faisons apparaitre lidentité remarquable:

1.1 1,1 1
——X+=(q+D)XNV2a =——| x== (ot N 2 | +— r
XS @XNE =5 x-S N E |
Alors,

I - X
NPYs NG

1,1 2
1 o S dapr 3 (e-daz)
e J- e2 e4 e2 2 dx

On posex—'% G+ N 2=p

1 1 2
—(g+1)x+=(a+1
S(@)xe (@t ,

1
+00 -——p
| = e? d
Ny I-J%'?qﬂ)@ P
1 1 2,
Il:eZ(q Dx+ (1) N(d)
x 1
oud,=—+=(@Q+N 2
N )
1 (o ¢ : N : o
etN (d1)=—j e 2 dsest la fonction de répartition de la loi natencentré réduite
N2

Un calcul analogue nous donne

1 1 )
Z(g-1)x+>(q-1
S(a DX (1T

=e N(d,)

I 2

x 1 1 (d 3¢ :
oud,=——+=(Q-IV2Z etN @ F—| e? ds estlafonctio
2 Jor 2 ¢ \/277""‘”
de répartition de la loi normale centrée réduite
gy t(qraps 1 1 r
Ainsi. w(x,r):ez(q 1x- (arly N(d)- é(or1>x+4(cr1)2 N o)

3.3 Formules exactes de Black & Scholes
Il nous faut procéder a un changement de variablerse. On rappelle les expressions de
départ :

S=Ke= )C|Og(§j; q:2_2r ;T=§102(T— D : C= Kux) et & @& wx)
o

16



Connaissantv X 7;) , on a donc:
C = Ké™ (I -1,)

R S)\.1 1o 1 S\t 1o 1 S\t 12
ke 1)Iog(K] L @#f Jo? t)*|:e2(q+l)lo<K]+4(q+ﬁ ) N (¢1)|0€K]+ FCETE SRR

C= - N 9

C=Ke& N(d)- KETN(d,)

On obtient la formule exacte d’un call européen :

C=SN(¢)- K&™ N ¢

Iog(§j+(r +022j (T-t)

d1=
avec m
S o’
Iog(Kj{r—z j(r -t)
et d,=

g(T -1)

Le put européen se calcule de la méme facon. Capgnd call ayant déja été évalué, on peut
utiliser la parité put-call pour déterminer le potrespondant de maniére plus rapide.
C-P=S- K&
P=C-S+ Ke'™
=SN(d)- KET™ Nd)- S K&™
= S(N(d)-1)+ K™ (1~ N(g))
en utilisant 'égalitéN d ¥ N d ¥ 1
P(S 9= Ke'"™™ N-d)- S ¢
Nous avons ainsi démontré les célébres formulestexale Black & Scholes utilisées dans

I'évaluation des options de type européen.

Retenons de cette premiere partie que le marchépdiems est un jeu a somme nulle. Ce que
le vendeur gagne correspond exactement a ce qeleetiur perd et vice versa. Les deux
parties (vendeur et acheteur) partent d’hypothésesradictoires quant a I'évolution future
du prix de I'actif sous-jacent.

La question de I'évaluation de la prime d’optiopnesente de ce fait un enjeu capital. Le
modeéle de Black & Scholes a apporté une réponsété question avec des formules exactes,
explicites et rapides. Néanmoins, ces formuleséstat inadaptées aux variantes notamment
au cas our etg ne sont plus constants. On fait donc appel auggolares numeériques pour y

remédier. Nous allons au cours de la partie a y@Bsgenter en détail 'une d’entre elles.

17



Deuxiéme partie :

Traitement numérique de ’Equation aux

Dérivées Partielles de Black & Scholes

18



A/ PRESENTATION DE LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES

Les différences finies consistent a résoudre umsiore discrete de 'Equation aux Dérivées
Partielles (EDP) sur une grille en remplacant lésvées partielles par des approximations
discretes du type différence progressive, centréepgrade, etc. Si 'EDP est linéaire on
obtient alors un systeme linéaire a résoudre, cesiuien connu.

Prenons I'exemple d’'une fonctiom(t, x) tO0 , xd[ suffisamment réguliére. A l'aide de la

formule de Taylor, pouh >0 etk > Ctreés petits, on obtient les approximations suivapitaur

chaque opérateur de dérivées partielles:

Opérateur@
ot
%(t,x) L utrk )2_ U itrérence finie progressive
%(t,x) = u(t, X)_;(t_ K )9: différence finie rétrograde
Opérateur@
0x
%(t,x) = u(t X = ;(T’ X k): différence finie décentréegauche (arrier
X
Oy = YEXF D= UL X D). gigerence finie centrée
0x 2h
%(t,x) L Ut x ?]_ Ut )9: différence finie décentrée a dro{evant)
X
3 0°u
Opérateur—;
P ox°

2 —
9 LZJ = u(t x+ ) 2“:’ ¥+ U8 X_h): différence finie centrée
0X h
La notion de grille vient du fait que les différescfinies (comme beaucoup de méthodes

numériques) ne permettent pas d’approcher la solstir un intervalle infini. On se donne un

domaine de la forn{®,T]x[a,b] aveca< k1O . Dans notre exemple on obtiendra une grille

comme lillustre la figure suivante :
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n n L] L] L] n | ]
:n.r:

0

Figure 3 DomainégS, t) discrétisé

Pour conclure cette présentation des différencéssfi notons qu'il est important de spécifier
clairement les conditions aux limites du problernares fois la résolution faite de procéder a

une vérification numérique des erreurs d’approxiomaainsi que de la convergence.

B/ MODELE D’ETUDE

Nous nous proposons de donner une approximationémgune pour une fonction put
europée = P(t, 9, tJ[0,T], €[ 0, §,]. Rappelons le modele de Black & Scholes pour un
put :

2
P oirsP il P p
ot os 2 s

P(s T)=max(K- 5,0)= (K- 5 , & 0, §,]

Pour se ramener a un probleme de condition injt@igfait un changement de variable.
On posea =T —t. Ainsi, lorsque est nul, la condition finale devient :

P(s,0)= max(K- s)= (K- s). De plus,a—P :Eﬂ = —a—P. On rajoute une condition aux
ot Or ot or

limites enS, _, et notre modele d’étude devient :
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2
aP_l 2 20 P—rSZ—Z"' rP=0, tD[O,T] ,g][o’ﬁlax]

g’s
or 2 0s”
P(S,07)=0, 70[0,T]

P(s0)= max(K- s,0F (K- s),$[ 0,85,]

On prendra les constantes numeériques suivantes :
K =100, S,,,= 200, T= L,0=02, r= 0

On considére un maillage en espace et en temps Atapterons la grille de discrétisation

suivante :
h:ﬁ , bas d'espace
| +1 P P

or :% , pas de temps

S, = j* h, maillage spatial , j=0,...,1+:

r, =ndr , maillage temporel , n=0,...

d . . . .
I, N OO “sont deux entiers naturels non nuls de notre ciNmire inconnueP(s, 7) devient

P(s1,)c'est-a-direP" ol nreprésente I'instamf et j la position spatials, .

On retient aussi les opérateurs d’approximatiofédihtielle suivants :

oP(s.r,) F'-F, L , L
= -approximation décentrée a gau
0s h
oP(s,r,) P, ,-F R n 5 A
s~ n -approximation décentrée a droi
62P(S],Tn) Fjjl-l_ZFJﬁ+ I]jll : : 4
= - approximation centrée
05’ 1
oP(s,r,) P"-PF . .
‘ =1 L - approximation explicite
or or
oP(s.z,) P -P? o
‘ =L 1 -approximation implicite
or or

21



Les conditions aux limites sont prisessgpet ent=0. On a alors :

P"=0 n=0,.N
P°=(K-§), j=0,.. 1+

Aprés avoir posé notre modéle d’étude, intéressomss aux schémas adoptés dans notre

résolution.

C/ SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES

Nous avons choisi trois schémas : le schéma d’Explicite, le schéma d’Euler implicite et
le schéma de Crank-Nicolson. Nous détailleronsiiétation de ces schémas dans les lignes

qui suivent.

1 Schéma d’Euler Explicite

On adopte une approximation explicite en tempséeedtrée a droite en espace. Le modele
discrétisé devient :

Développons I'équation obtenue :

PjnJrl_Pjn _12 sz)rll_ZIan-l_ Ij:)nl le_ P_rlm
2

or Si h2 + r.Sl h j
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Regroupons les termes,

Pn+l_Pn 2 2 0.2§ s
‘ §2P”l ( ?2+r—+r]P (—J +r—— P},
h 2 J

o7 o2 h? 93 h
‘n+1 _ An
ou encore# =-a,PL,-QF-¢F,

cestadireP™ =-dra P, + @orh F-oar ¢cpP, ()
252 252 2 .
avecajz—J ' ,bj:(a J+rih+r] et cj:—(0—$+r—§J

2h? h?* 21t h

On réécrit I'expression (1) pour dégager une foatioh matricielle. En considérant, les

vecteurs colonneP™Vet P, on obtient :

P =(Id - or.A) P

b ¢ O
avecCA=|a . G|, Aestune matrice tridigonaketdille ( + 1)x ( + 1
0 a b

etld estla matrice identité de taille{ 1)

Un schéma est dit instable si de petites pertwbatd’erreur s’amplifient a chacune de ses
itérations de sorte a rendre la solution imprécise.

D’un point de vue mathématique, un schéma aux rdifiges finies est dit stable pour une

norme| || s'il existe une constante > 0indépendante d&t etAx (lorsque ces valeurs tendent

vers zéro) telle

En effet, tout schéma linéaire peut s’écrire sausime :

u™ = Au", ol A est la matrice ditération ou Samerse. On au” = A"’ par récurrence et par

conséquent, la stabilit¢ du schéma est équivalént#A”u"Hs KHUOH, On=0,0W0O0",

Si on définit la norme matricielle pafM ||— sup ”” ”” la stabilit¢ du schéma est
, uz0

al'A"| < K, On= Oce qui veut dire que la suite des puissances dst bornée.

En norme?’, la stabilité revient a vérifier que{A)<1, p(A) est le rayon spectral é.

Dans notre cas, les valeurs propres de la matiitégadion sont leg; tels que :
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2o2 2 2 .
‘)Ij‘=1—dr{—ahzsj +rih+r+2\/—a ﬁ(a §+r—is]co u

2K | 2K h N+ 1
o’s?
or, ‘/11.‘< 1-or—* < 1= iZ<%
h h o°s
or 2
doncp(A) = rr?a*ﬂjk 1 F<02—$$mx

C’est la condition de stabilité du schéma d’Euler explicite.

2 Schéma d’Euler Implicite
On adopte une approximation implicite en tempséeedtrée a droite en espace. Le modele

discrétisé devient :

n _ pnl 2 —P" +2P"-F -
R R Y
T

PL,=0 n=0,..N
P°=(K-s), j=0,.,1+1

] +

De facon équivalente, en augmentati¢ 1 dans la premiere équation, on obtient :

Pjn+1_|:j,n +izs_2_|:i)rz1+2|:1')ml_ IJ;)Tll_rS H\;l_ F\‘1+ P =0
—52_ 2 j h2 ] J
Plrllzo n=0,...N

P°=(K-s), j=0,..,+1

J I

n+l _ pn

Développons I'équation obtenue. On fera passarha&% de l'autre c6té de I'égalité
T

n_ pntl 2 _pml 1 1 1_ 1
PP -P™ _o® ,-Ru+2p™- PN P- P
T 20 v Bk v
T

Regroupons les termes,
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Pn_Pn+l 2 2 0.2§ S
J J - §2Pn+l ( §2+r r]Pjn+l_( 2 J +r P]:l

or om0 H

ou encore—/—1 5 R”*l+q P+ ¢ P”l

cestadireP" =dra P'+ @dor b B+ cor P (2)

avec a :——02512 b = UZS’ZH Par| etc =- —Uz§+r—JS
S R O j 2K h

On réécrit I'expression (2) pour dégager une foatioh matricielle. En considérant, les

vecteurs colonneP™Vet P, on obtient :

(Id +or.A)P™ = p™

b & O
avecA=|a . G_ |, Aestune matrice tridigonaletdille ( + 1)x ( + 1
0 a

etld estla matrice identité de taille{ 1)

Etudions le rayon spectral de notre matrice d’itéra Soitd; une valeur propre de

(Id+dr.A)*.Ona:

A= 1+5)T : ou/1 est une valeur propre de
I
- 0’8 o’¢(o? S i
Oor, A = J+ri+r+2 §2 §+ i P L
op? h 21 | 217 h N+ 1

doncA; < 1, ainsp( Il +0r A )= ma¥,|< 1:le schéma d'Euaplicite
]

est inconditionnellemerstable au sens de la noridfe
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3 Schéma de Crank Nicolson
Ce schéma s’obtient en faisant la moyenne des ssh&mler explicite et Euler implicite. Le

modele discrétisé devient donc :

PM-P" g2 ,-P"+2P"- -
B AP R & ’+1—r§¥+rﬁ"

+—S
1 o 2 h? i
n+l n 1 1 1 1 1
2 +Pj _H +izs_2_Fj)r:+2FJ)n+_}jj:;-_rS P;\;-_P*+rp1+l
or 2 h? . h .

P,=0 n=0,.N

1+1

P°=(K-5), j=0,.1+1

Développons I'équation obtenue :

PR _10°  RU-2P+PL 1 P P

=——F5 +—r -— 1P
or 22 % h? 2 3 h 2!
2 n+l ml 4 pml 1 1

%%Sj Ph - 2:2 + P +—;rsl R : P __;rﬁ,m

Regroupons les termes,

02812 Pn — 0-2%2 + _§ + Pn + 02 §+ _S P n
n+l n 2 T 2 r r j H r j+1
pri-p 1| 2h h h 2 h

—_—=— 2
or 2 0' SJ P.n+1 U % +r_$+r Pn+1 g § r_s P”"’l
2"? h j+l

ou encore— =(-aRL bR -g 7, %‘Fﬂl PP -’y

or T2
C s .. OT e or " or or
cestadlre? a, P+ (i—q L+ c‘; Py = 2 ap,+ 61—2 b jP——Z cB (

weca =28 L[, 5,0 ee = 9S8
j 2.7 2 j 2
) 2h h h 2h h

On réécrit I'expression (3) pour dégager une fdathon matricielle. En considérant, les

vecteurs colonneP ™V et P, on obtient :
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(Id +— Aj Py —( -2 A j P
2 2

b ¢ O
avecA=|a . G_ |, Aestune matrice tridigonaletdille ( + 1I)x ( + 1
0O a

etld est la matrice identité de taille{ 1)

Etudions le rayon spectral de notre matrice d'ttéra Soitd, une valeur propre de

(ld—ﬂAj(ld o J Ona:
2 2

-2
A= 52r —, ou/; est une valeur propre de
1+— A
2 J
Or, 1.>0

doncA,; < 1, ains'p((ld —% Aj(ld +%T Aj j: ma4>dj‘ < 1:le schéma de Rrhiicolson est
J

inconditionnellement stable au sendalaormel?

4 0-schéma

Le 6-schéma est une généralisation des trois schérdaédants en fonction d’'un parametre

6=0. Le schéma appliqué a notre équation est le stiivan

n+1 n n n
P -R (1 9)1_23—1_25')"'?:1_,_}@ Hl_Pﬂ__lr.
or 2 ¥ h? 2 h 2!
+0| — i Pnjll 2R+ I?Tll+l rs it rp
2 h? 2 h 2!
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Suivant les valeurs dé nous nous retrouvons dans I'un des schémas pmétséde
Si@ =0, on se retrouve dans le schéma d’Euler Explicite.

Sifd =1, on se retrouve dans le schéma d’Euler Implicite.

. 1 , .
SI@ZE, on se retrouve dans le schéma de Crank — Nicolson

Le théta schéma représente une alternative intressdans limplémentation d’un
programme utilisant les trois schémas précédehwuflirait de définir les expressions en

fonction d’un parametr@ > Opour ensuite le fixer selon le cas de figure.

D/ RESOLUTION DES SYSTEMES OBTENUS

On rappelle les systémes obtenus apres les sclamakfférences finies :
-Schéma Euler Explicite P™? = (1d - or.A) P

-Schéma Euler Implicite ¢Id + Jr.A) P = pt
-Schéma Crank Nicolsor(:ld +%.Aj pn+) :( Id —%T.Aj P

Les matrice¢ld —Jdr.A), (Id +JIr.A), ( Id +% .Aj et( Id—%r AJsont des matrices

tridiagonales connues. De mémP™ est aussi connu. On cherche donc a déterminer
I'inconnueP™?.

Dans le cas du schéma Euler Explicite on calculectiment la solution. Dans les cas Euler

BN

Implicite et Crank Nicolson, on est amené a réseudin systeme de la forme

Ax= Db, avecA matrice tridiagonale &t un \@atconnt. Nous avons retenu deux méthodes

de résolution dans notre travail qui seront détadldans ce paragraphe. Traitons d’abord la

guestion de I'inversibilité de nos matrices d'itéwa.

1 Inversibilité des matrices d’itération ™

Si(ld +dr.A) et(ld +% AJ sont singuliéres, alors les systémes obtenus oeepe pas

étre résolus. L'inversibilité de ces matrices astaée par la propriété suivante :
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Supposons que la matrice A est telle ‘@gg‘ > ZMJ)‘ c'est-a-dire a diagonale strictement
i#]

dominante. Alors A est non-singuliére.

Dans notre cas, nous pourrons garantir I'inversébidle nos matrices d'itérations en nous

b ¢ O
assurant que, | >|a|+|g|, oulter=| a, . ¢, | estlamatrice d'itération.
O a n

La matrice d’itération est la suivante :

b o O
lter=(ld +dr.A)=|a, . ¢
0 a

g o’ . g’ ¢
ou,a; =—0r B , b =%or jz+l’i+l‘ etc =-0r _$+r_§
: 2h J h h , 2F  h

On vérifie I'inégalité :

‘bj‘>‘aj‘+‘q‘, c-a-d: 35r£0;28j2+ rih+ r)>5r22h§2+5r2;§+5rr—‘§

donc 1+ Jdrr >0 qui est toujours vérifiée

Schéma de Crank Nicolson

.. OT . : L s
Un calcul analogue nous donne la Condltlbﬂi?l’ >0 qui est toujours verifié.

2 Méthode de décomposition LU
La décompositiohU est une méthode directe pour résoutixe b.On cherche a décomposer

la matriceAen un produit d'une matrice triangulaire supérieatrd'une matrice triangulaire
inférieure. Cela revient a écrife= LU ou :

- L est une matrice triangulaire inférieure avec desrlla diagonale,

- U est une matrice triangulaire supérieure.

La résolution dé\x = best alors ramenée aux résolutions successiveysiesres échelonnés

Ly =betUx=1y.
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Dans notre modele d’étudé, est non singuliére et tridiagonale, c'est-a-dedadforme :

a ¢ 0
A=lb . G|
0 b a

Dans ce cas, les matridest U de la factorisatiohU deAsont des matrices bidiagonales de

la forme :

1 o) a ¢ 0
L=| B8 . , U= LGy
0 B, 1 0 a,

n

Les coefficientsr, et peuvent étre calculés par les relations :

a,

B

&

ail a=a-46, i=2..n

Cet algorithme est connu sous le nomlgorithme de Thomas

Avec l'algorithme de Thomas, résoudre un systeidagonalAx= b revient a résoudre deux

systemes bidiagonaly = betUx = yavec :

Ly=b « %=h, y=b-Ay, F2..n

UX=Yy o )g]:§, X:M_T%' i=n-1,...

n 1

3 Méthode du Gradient Conjugué
Le gradient conjugué est une méthode itérativerepibse sur la construction de la solution

du systeme linéairAx=b, comme limite d’une suite de fonctions. Cette rmdthnumérique

permet de résoudre des systémes linéaires donatidaceA est symétrique définie positive.
Elle reste valable pour une matricemarbitraire, & condition de I'appliquer au prodiiitA
et au vecteuA' b, carA’ Aest symétrique définie positive pour tautll en résulte le systéme

d’équation normale A’ Ax= A b. "]

Cette méthode fait partie de la famille des méteode descente. L'idée de base de ces

méthodes exploite le fait que la résolution du éyst linéairAx= béquivaut a la
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minimisation de la fonctiorE : XHE< Ax x>—-< hh x>, ou Aest un matrice symétrique

définie positive, x b0 "et <x,y>= X yreprésente le produit scalaire euclidien de deux

vecteurs dél " .

En effet, soit x bOO", considérons la fonctionnelle quadratiqie:[] " - [ telle que
E(x):%< Ax x>—-< hh x>. Son gradient valtE(x)= Ax— b. Le minimum de cette
fonctionnelle est atteint pour le poiil [ "qui annulé]E(X) donc vérifiantAX = b.

Pour les méthodes de descente, on recherche tosoisuivant le processus itératif :

X, donné, x,, = x + pd
p O0" estle pas de descente
d 00" estla direction de desce|

Dans la méthode du gradient conjugué, le pas deedtss est choisi de fagon a étre optimal,

c'est-a-dire :
b = <b- Ax, b— Ax>
! <d, Ad >

Les directions de descente sont choisies de fag@ireaconjuguées par rapport a la matfice

c'est-a-dire telles quec:Ad,d >=0 Oi# j. La méthode du gradient conjugué consiste

donc a construire par récurrence une base de vedles directions) dé" orthogonaux pour

le produit scalair€x, y) >< Ax y>et a exprimer le vecteur solution dans cette base.
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Algorithme

X, donné (point de dépal
¢ fixé (seuil de tolérance
1- g,=b- Ax
2- d, =g,
3- Poui=0a
_9'9
pl diT Aq
Xa=X%*Rd
a=Gua"R AQ
S.gi-l;lgﬂ <& Stop
b=99u
g9
di+1 = g+1 + bq
Fin Pour

Remarque : Dans notre modéle d'étudlelest pas symétrique mais tridiagonale. On se

raméne donc a I'équation normateé Ax= A b et on applique I'algorithme qui suit :
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X, donné (point de départ)
¢ fixé (seuil de tolérance)
1- g, =b-Ax

2- dy=9,h=9.8= 9
3- Poui=0a

_g'h
P e Ad
X =%+ Rd
Onu=Gu~ QAQ

hi+1:h+1_ IQAT‘?
Sg..9., <& stop

g h
di+1 = g+1+ bql
€, =h,, tbe
Fin Pour

E/ IMPLEMENTATION

Pour programmer ces solutions numériques, noussautilisé le logiciel MATLAB. Nous
avons également programmeé la résolution LU et lthaue de gradient conjugué pour nos
différents schémas. Une solution analytique (ejyaxtété programmée a l'aide des formules

exacte de Black & Scholes. Nous pourrons ainsi @erdes résultats obtenus.

En cette fin de chapitre sur le traitement numérjquous donnons de fagon schématique un
apercu des différentes étapes suivies par nositliges de résolution.
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1- INITIALISATION \ 2- DISCRETISATION
(matrice d'itération (maillage spatio-
et matrice du put) temporel)

' 5- RESOLUTION
6-CONSTRUCTION ‘
eMéthode LU

DU VECTEUR
eMéthode Gradi
SOLUTION | R

Figure 4Etapes de résolution de la solution numéi

3- CONSTRUCTION
DE LA MATRICE
D'ITERATION

A

‘ 4- CONDITIONS
| LIMITES DU PUT
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Troisieme partie :

Analyse des résultats obtenus

Nous présenterons différents graphiques permetiamisualiser les solutions obtenues puis
nous analyserons ces résultats de plus pres poyarer les schémas de discrétisation et les

méthodes de résolution adoptées.

A/ REPRESENTATION GRAPHIQUE DES SOLUTIONS

Nous allons présenter les graphigues obtenus peumnjipothéses suivantes :
K =100; S, = 200; T= 1,0=02; r= 0.51= 39J=1+ A ¢

Nous utiliserons la notatiddJ lorsqu’il s’agira d’'un résultat obtenu par décomsiionLU .

Dans le cas de la méthode du gradient conjugué, uniiliserons la notation GC.
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1 Solution analytique

100 T T T T T T T T T
90
80
70
60
Pls.Tkg
40
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20

0 1 1 1 1 1 L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Prix de l'action S

Figure 5 Valeur exacte d'un put europEeé=T

2 Schéma d’Euler Explicite

<G
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'7
SRR
R

200" 1 Temps t

Prix de l'action 3



Figure 6 Schéma Euler Explicite 3D

L’allure de la surface de prix est la méme queecd# la solution analytique. On remarque

gue des valeurs négatives apparaissent sur I'apeixi@.

100 T T T T T T T T T
solution exacte
< solution numeérique explicite

80

60|

P(S‘Th[] |

20+

_20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Prix de l'action S

Figure 7 Comparaison Solution analytique-schémartxkplicite
La solution numérique se confond a la solution g@itple mais prend des valeurs négatives
trés proches de 0.

3 Schéma Euler Implicite

100"

80 -

o SR
AN

P(LS} K 3 \\‘\‘\‘\\ :

T iR, |

a sy

v B
0
0
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200 1 Temps t

Prix de l'action S

Figure 8 Euler Implicite3D : méthode LU



L’allure de la surface de prix est la méme queeccad la solution analytique.

.
SRR
R
R IR
sy
SR
iR
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e
i
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05

200 1 Temps t

Prix de l'action S

Figure 9 Euler Implicite 3D: méthode GC

L’allure de la surface de prix est la méme queeccad la solution analytique.

1[][] T T T T T T T T T
solution exacte

30 & solution numérique implicite [f

a0

70
60
F'(S.T}J-[J i
40
30

20

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Prix de l'action S

Figure 10 Comparaison Solution analytique- schémarBEmplicite utilisant LU 38



La solution numérique se confond a la solution gitale.

100 T T T T T T T T T
solution exacte
90 2 solution numérique implicite ||

80
70
60
Pls. Tkl
40
30
20

10

T

T T o &
0 20 40 60 80 100 12 140 160 180 200
Prix de l'action S

Figure 11 Comparaison Solution analytique-schémarBunplicite utilisant GC

La solution numérique se confond a la solution yitale.

4 Schéma de Crank Nicolson
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Prix de 'action 5

Figure 12 Crank Nicolson3D: méthode LU

L’allure de la surface de prix est la méme queeccad la solution analytique.
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Figure 13 Crank Nicolson 3D: méthode GC

L’allure de la surface de prix est la méme queeccad la solution analytique.

100 T T T T T T T T T
solution exacte
solution numeérique Crank Micolson ]

90 o)

a0
70
60
Pls.Tkq L
40
30
20
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: <
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Prix de l'action S

Figure 14 Comparaison Solution analytique-SchénaakCNicolson utilisant LU

La solution numérique se confond a la solution @itple.



100 T T T T T T T T T
solution exacte
90 < solution numeérigue Crank Micolsan []

0 20 40 &0 a0 100 120 140 160 180 200

Prix de l'action S

Figure 15 Comparaison Solution analytique-SchénaakCNicolson utilisant GC

La solution numérique se confond a la solution yitale.

B/ ETUDE COMPARATIVE

1 Comparaison des schémas
Nous allons étudier la convergence numerique deénsas Euler Implicite et Crank Nicolson

avec la méthode de décomposition LU et la méthodegrhdient. Pour cela, nous
comparerons l'erreur numérique finale obtenue pies valeurs croissantes des points de
I'espace et des pas de temps. Le choix de cesstddxnas trouve sa justification dans le fait
gue le schéma Euler Explicite n'est pas toujourgblst numériguement. En effet la

comparaison de I'erreur pour les trois schémas doose la figure suivante.
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8000 T T T T T

—&— erreur implicite
7000 | erreur explicite ||
—+— emeur CN

6000 | B

5000 B

4000 i
3000 B
2000 i
1000 i

01%?] 1I5 2% 2I5 3I[] 3I5 ﬁ]

Figure 16 Erreurs en fonction du nombre de poiatssd'espace: comparaison des trois schémas

A partir d’'une certaine valeur des points de I'espd’erreur du schéma Euler Explicite
s’amplifie. Nous nous intéresserons donc aux deuxres schémas qui sont

inconditionnellement stables comme nous le verpamda suite.

1.1 Influence du nombre de points dans I’espace

1.4 T T T T T T T
—i3— erreur implicite
—+#— erreur CN
12¢
1 L
081
06
04
0.2F
U 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figure 17 Erreurs en fonction du nombre de poiatssd'espace: méthode LU

Les erreurs respectives décroissent lorsque le rodepoints de I'espace augmente.

L’erreur du schéma de Crank Nicolson est inférieucelle du schéma implicite.
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1.2

—&— erreur implicite
1.1 ——— erreur CN N

1

0.9
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0.5
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0.3

0_2 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80

Figure 18 Erreurs en fonction du nombre de poiatsd'espace: méthode GC

Les erreurs respectives décroissent lorsque le rodebpoints de I'espace augmente.
L’erreur du schéma de Crank Nicolson est inférieucelle du schéma implicite.

1.2 Influence du nombre de pas de temps

1-2 T T T T T T T
—&— erreur implicite
—+F— erreur CM
115
111
et * *
1_[]5 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

M

Figure 19 Erreurs en fonction du nombre de pagmigs: méthode LU

L’erreur dans ce cas décroit pour le schéma inmpliéour le schéma de Crank Nicolson, elle
stagne a partir de N=40. L’erreur du schéma delCxicolson est moins grande que celle du

schéma implicite.
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—8B— emeur implicite

—— ermeur CN
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N

Figure 20 Erreurs en fonction du nombre de pagmips: méthode GC
L’erreur dans ce cas décroit pour le schéma intpli€tour le schéma de Crank Nicolson, elle
stagne a partir de N=40. L’erreur du schéma delCxcolson est moins grande que celle du

schéma implicite.

2 Comparaison des méthodes

Nous allons voir ici, laguelle des méthodes utdsést la plus précise et la plus rapide.
Pour comparer la précision des méthodes, noussgtieandre une valeur finale du Put pour
les schémas implicite et de Crank Nicolson dandgéesx méthodes et la comparer avec la

solution analytique qui est la valeur finale du.Rus résultats sont dans les tableaux

suivants :
N=I+1 Solution analytique Schéma Euler Schéma Euler
Implicite-LU Implicite-GC

10 70.4837 70.5308 70.5308

20 80.4837 80.5063 80.5063

40 85.4837 85.4950 85.4950

80 87.9837 87.9894 87.9893

160 89.2337 89.2366 89.2366

Tableau 2 Comparaison de la précision des méthmulede schéma d'Euler implicite
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N=I+1 Solution analytique Schéma Crank Schéma Crank

Nicolson-LU Nicolson-GC
10 70.4837 70.4848 70.4848
20 80.4837 80.4837 80.4837
40 85.4837 85.4837 85.4837
80 87.9837 87.9837 87.9837
160 89.2337 89.2337 89.2337

Tableau 3 Comparaison de la précision des méthmmede schéma de Crank Nicolson

On constate que les méthodes LU et de gradientigo@jdonnent les mémes résultats.
Cela s’explique par le fait que la méthode du gmaticonjugué peut étre considérée comme
une méthode directe car elle donne la solutiontexd@ian systeme en au plus n étapes. On
s’apercoit aussi que dans les deux cas, le schér@aahk Nicolson est bien meilleur dans

I'approximation de la solution exacte, résultatysible avec I'étude des erreurs numériques.

Enfin, comparons le temps d’exécution des 2 méthode

A l'aide de la fonctiotic; toc de Matlab servant de chronomeétre pour le temp®cigion

d'une instruction ou d'un programme, nous avonarade temps d'exécution des schémas
implicites et de Crank Nicolson dans les deux md#sale résolution. Les résultats sont dans

le tableau qui suit:

Temps d’exécution

Schéma Euler Implicite-LU 0.0138 sec
Schéma Euler Implicite-GC 0.2034 sec
Schéma Crank Nicolson-LU 0.0200 sec
Schéma Crank-Nicolson-GC 0.1853 sec

Tableau 4 Comparaison du temps d'exécution desooeth

On constate que la méthode LU met moins de tengexacuter par rapport a la méthode du
gradient conjugué. Si la méthode du gradient cargudpnne la solution exacte en au plus n
étapes, le processus quant a lui reste itératifa Peut donc expliquer qu'elle soit moins
rapide que la décomposition LU. Un autre facteuceeonstat et que la matrice d'itération

étant non symétrique, on résout une équation neralx= A bqui augmente les calculs.

Au final, I'analyse des résultats obtenus nous peda dire que

-Le schéma aux différences finies de Crank Nicoksstre plus précis et celui qui converge le
mieux vers la solution exacte.

-Les méthodes de décomposition LU et du gradienjugné donnent les mémes résultats.

Cependant, la décomposition LU est plus rapideiaan de I'exécution.
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CONCLUSION

L'objet de ce mémoire était de présenter et analgseméethode des différences finies pour
I'équation de Black & Scholes dans le cas d'uneople vente (put) européenne.

Nous avons commencé par présenter le modeéle dé Rla®choles et nous avons montré
qu'il définit un probleme bien posé. Ensuite, naugns proposé des schémas et méthodes de
résolution par différences finies de I'équatiorBthck & Scholes.

L'existence et l'unicité d'une solution analytisuoeis ont permis d'effectuer des comparaisons
entre les précisions des différents schémas et dab8érentes méthodes.
L'étude des erreurs numériques nous a permis dgaten que le schéma d'Euler Explicite
n'est pas toujours stable. Les schémas d'Euleriditeplet de Crank Nicolson sont eux
inconditionnellement stables.

De plus, la superposition quasi parfaite de latsmiunumérique et de la solution analytique
confirme l'efficacité présumée des méthodes numeésigpour le modéle de Black & Scholes.
Le schéma de Crank Nicolson fournit la meilleurgragimation dans les deux méthodes a
savoir la décompositon LU et la méthode du gradienconjugué.
Enfin, la comparaison de ces deux méthodes nousergpqu'elles donnent les mémes

résultats avec un léger avantage pour la déeconosit) qui s'avere plus rapide.

Ce mémoire constitue un premier pas face a la mdétide procédures numeériques utilisées
pour résoudre I'équation de Black & Scholes. Eetefe monde de la finance perdrait sa
réputation si les options étaient toujours aussiples a calculer. Le modele de Black &
Scholes atteint sa limite pour les options de typericain car il ne peut fournir une solution
explicite. On privilégie dans ce cas, une résotutimmeérique. Un autre reproche fait a ce
modele, c'est qu'il considére des hypothéses stepliet non conformes a la réalité. Les
chercheurs se sont donné donc pour mission d'amete modele en rendant ses hypotheses
plus réalistes. L'évaluation des options est aftagenue de plus en plus exigeante et fait
appel a des modéles mathématiques de plus engiysexes qui nécessitent des procédures

numeriques de plus en plus performantes.

Face a cette complexité, un dilemme se pose. Dojrwvilégier I'élaboration de méthodes
numeriques plus performantes pour des modeles qiugplexes car plus proches de la
réalité? Ou au contraire, privilégier des modéiespkes comme celui de Black & Scholes

pour les acteurs du marché?
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L'idéal serait certainement de trouver un modeéleatjie la simplicité de Black & Scholes

mais aussi toutes les subtilités complexes du rédiohncier. Y parviendra-ton un jour?

Terminons la discussion avec cette réflexion dePateto avec lequel nous nous accordons

pour dire:

« C’est toujours le phénomeéne concret qui décideirs théorie doit étre acceptée ou
repoussée. Il N’y a pas, et il ne peut y avoir,uti‘a critérium de la vérité d'une théorie que

son accord plus ou moins parfait avec les phénomeéaecrets.
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ANNEXES

Annexe A ELEMENTS DE CALCUL STOCHASTIQUE "

La valeur d'une option sur action est une fonctioncours de l'action sous-jacente et du
temps. De facon plus générale, la valeur d'un pratérivé est une fonction des variables
aléatoires sous jacentes au produit dérivé et thpge Nous présenterons des définitions
essentielles a la compréhension des processusastmpgles modélisant I'évolution des actions

en temps continu.

A.1 La propriété de Markov

Un processus de Markov est un cas particulier degasus stochastique pour lequel la valeur
présente d'une variable est utile pour anticipedistaibution future. Les cours des actions
sont censés suivre des processus de Markov.

La propriété de Markov appliquée aux cours desoastistipule que la distribution de
probabilité du cours a une date future ne dépesdipda trajectoire suivie par le cours dans
le passé. Cette propriété est cohérente avecnzeftaible d'efficience des marchés. Celle-ci
établit que le cours actuel integre toutes lesrimédions contenues dans I'historique des

cours. Ceci est assuré par la compétition sur keméa

A.2 Les processus de Wiener

Une variablez suit un processus de Wiener si elle possede lesplfepriétés suivantes:

i/ La variationAzdurant un court intervalle de temps de IongMus'écritAz=£\/ﬁ, oug
suit une loi normale0,1) .

i/ Les valeurs dé&z pour deux courts intervalles de longuAtime se chevauchant pas, sont
indépendantes.

Un processus de Wiener général pour une vargidet étre défini en fonction deainsi:
dx=adt+ bdz ou a etbsont constants bt>0.

aest I'espérance de variation du processus par daitémps. On I'appelle également drift.

b® est le paramétre de variance.
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Dans un intervalle de longueMron a:

Ax = aAt+eJAt, olie suit une loi normale centrée rigd@etAx suit une loi d'espéranaft
et d'écart-type/At

A.3 Les processus d'Ito
Dans le processus de Wiener général, les paranagtiesont constants.

Un processus d'ltd peut étre défini si on aut@isba étre des fonctions de la variakket
du temps.
Un processus d'ltd peut alors s'écribex a( x f). dt+ K x ). d..

Remarquons qu'on processus de Wiener général @sboessus d'Ito.

A.4 Lelemme d'1to

En 1951, Kiyosi Itd établit un résultat importaohau sous le nom de lemme d'It6.
Supposons que la valeur d'une variaddaive un processus d'lidx = a( x 1). dt+ K x ). d.

Le lemme d'Ité montre qu'une fonctiGdex ett est caractérisée par le processus suivant:

2
dG = a_G'uS+a_G+la Ga-zg dﬁ-a_caa- Sc
0S ot 208 0S

On applique le lemme d'ltd au processus suivi aaktions pour déterminer la valeur d'une
option sur action qui n'est rien d'autre qu'unefiom du cours des actioBet du temps.

En voici le cheminement:

Par hypothese, I'action suit un mouvement browg@emeétrique qui est aussi un processus
d'lté. D'apres le lemme d'ltd, une foncti@uleSett suit le processus

2
dG= a_GIuS+a_G‘+1a Ga'z g dﬁ-a_Ga' Sc
0S ot 208 0S
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Annexe B CODES MATLAB

Ce chapitre contient tous les codes Matlab ques ramons utilisés dans notre étude du

modéle de Black & Scholes. Ces codes sont clasgé®pctionnalité. On décrit brievement

le r6le de chaque fonction ou programme avant d@elole code correspondant.

B.1 Résolution exacte
B.1.1 Fonction BS exact

Cette fonction calcule la solution analytique dglfation de Black & Scholes pour un put

européen.

function p=BS_exact(Smax,K,T,r,sigma,l)

sol=zeros(I+2,1);

h=Smax/(1+1);%Pas d'espace

j=0:1+1;

sj=j*h; %Maillage spatial

for idx=1:1+2
d1=(log(sj(idx)/K)+(r+sigma”2/2)*T)/(sigma*sqrt(
d2=d1-sigma*sqrt(T);
sol(idx,1)=K*exp(-r*T)*normcdf(-d2)-sj(idx)*norm

end

p=sol;

end

B.1.2 Programme Put2D

m);

cdf(-d1);

Ce programme utilise la fonction BS_exact. Il résamnalytiquement I'équation de Black &

Scholes pour un put européen et trace la solutidenoie en deux dimensions.

K=100;

Smax=200;

T=1;

sigma=0.2;

r=0.1;

1=39;

h=Smax/(1+1);
Put=BS_exact(Smax,K,T,r,sigma,l);
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plot([0:h:Smax],Put)
xlabel('Prix de I"action S'),ylabel('P(s,T)",'rot' ,0)

B.2 Résolution numérique

B.2.1 Fonction BS_EulExpl

Cette fonction résout numeériguement I'équation tkclB & Scholes avec un schéma aux

différences finies Euler Explicite.

function X=BS_EulExpl(K,sigma,r,Smax,T,N,I)

%Maillage du domaine

h=Smax/(I+1); %Pas d'espace

dt=T/N; %Pas de temps

j=0:1+1;

n=0:N;

sj=j*h; %Maillage spatial

tn=n*dt; %Maillage temporel

%Construction de la matrice tridiagonale A

for k=1:1+2
aj(k)=1-dt*(sigman2*sj(k)*2/h"2 + r*sj(k)/h +r);
bj(k)=dt*sigma”2*sj(k)"2/(2*h"2);
cj(k)=dt*(sigma2*sj(k)"2/(2*h"2)+r*sj(k)/h);

end
A=diag(bj(2:1+1),-1)+diag(aj(1:1+1))+diag(cj(1:1),1 );
P=zeros(I+1,N+1); %Initialisation du prix du put P( s,t) recherché
for idx=1:1+1

P(idx,1)=max(K-sj(idx),0); %Condition initiale (t=0)
end

%Résolution
for idx=1:N
P(;,idx+1)=A*P(;,idx);
end
w=zeros(1,N+1);%Condition limite P(s,t)=0 pour Smax
X=[P;w]; %Construction du vecteur solution V

end

B.2.2 Fonction BS_Eulimpl

Cette fonction résout numériquement I'équation elB& Scholes par la décomposition LU
avec un schéma aux différences finies Euler Implici
function Y=BS_Eulimpl(K,sigma,r,Smax,T,N,I)

%Maillage du domaine
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h=Smax/(1+1); %Pas d'espace
dt=T/N; %Pas de temps
j=0:1+1;
n=0:N;
sj=j*h; %Maillage spatial
tn=n*dt; %Maillage temporel
%Construction de la matrice tridiagonale A et D
for k=1:1+2
aj(k)=1+dt*(sigma”2*sj(k)*2/h"2 + r*sj(k)/h +r);
bj(k)=-dt*sigma”2*sj(k)"2/(2*h"2);
cj(k)=-dt*(sigma”2*sj(k)"2/(2*h"2)+r*sj(k)/h);
end
A=diag(bj(2:1+1),-1)+diag(aj(1:1+1))+diag(cj(1:1),1
%Décomposition LU de A
alpha=zeros(1+2,1);
beta=alpha;
I=ones(I+1,1);
alpha(1)=aj(1);
for k=2:1+1
beta(k)=bj(k)/alpha(k-1);
alpha(k)=aj(k)-beta(k)*cj(k-1);
end
P=zeros(l+1,N+1); %Initialisation du prix du put P(
for idx=1:1+1
P(idx,1)=max(K-sj(idx),0); %Condition initiale
end
%Résolution LU appliquée a P(s,t)
y=zeros(l+1,1);
for idx=1:N
=P(:,idx);
y(1)=f(1);
for k=2:1+1
y(k)=f(k)-beta(k)*y(k-1);
end
P(I+1,idx+1)=y(I+1)/alpha(l+1);
for k=1:-1:1
P(k,idx+1)=(y(k)-cj(K)*P(k+1,idx+1))/alpha(

s,t) recherché

(t=0)

K);
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end
end
w=zeros(1,N+1);%Condition limite P(s,t)=0 pour Smax
Y=[P;w]; %Construction du vecteur solution V

end

B.2.3 Fonction Eulimpl_GC

Cette fonction résout numériquement I'équation d&ckB & Scholes par la méthode de

Gradient Conjugué avec un schéma aux différenoessfEuler Implicite.

function Q=Eulimpl_GC(K,sigma,r,Smax,T,N,I)

%Maillage du domaine

h=Smax/(1+1); %Pas d'espace

dt=T/N; %Pas de temps

j=0:1+1;

n=0:N;

sj=j*h; %Maillage spatial

tn=n*dt; %Maillage temporel

%Construction de la matrice tridiagonale A

for k=1:1+2
aj(k)=1+dt*(sigma”2*sj(k)*2/h"2 + r*sj(k)/h +r);
bj(k)=-dt*sigma”2*sj(k)*2/(2*h"2);
cj(K)=-dt*(sigma”2*sj(k)"2/(2*h"2)+r*sj(k)/h);

end
A=diag(bj(2:1+1),-1)+diag(aj(1:1+1))+diag(cj(1:1),1 )i
P=zeros(l+1,N+1); %Initialisation du prix du put P( s,t) recherché
for idx=1:1+1

P(idx,1)=max(K-sj(idx),0); %Condition initiale (t=0)
end

%Résolution Gradient conjugué appliquée a P(s,t)
x=zeros(l+1,N+1);
g=zeros(I+1,N+1);
hl=zeros(I+1,N+1);
d=zeros(I+1,N+1);
e=zeros(I+1,N+1);
tol=10e-10;
for idx=1:N
x(:,1)=0;
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a(:,1)=P(:,idx);
d(;,1)=9(:,1);
h1(:;,1)=g(:,1);
e(;,1)=qg(:,1);
for k=1:N
pas=(g(:,K)*h1(:,K))/(e(:,K)*A*d(:,k));
X(:,k+1)=x(:,K)+pas*d(:,k);
a(;,k+1)=g(:,k)-pas*A*d(:,k);
h1(:,k+1)=h1(;,k)-pas*A*e(;,k);
if g(:,k+1)*g(:,k+1)<tol
break
end
b=(g(:,k+1)*h1(;,k+1))/(g(:,k)*h1(:,K));
d(;,k+1)=g(:,k+1)+b*d(:,k);
e(;,k+1)=h1(; k+1)+b*e(:,k);
end
s=x(:,k+1);
P(:,idx+1)=s;
end
w=zeros(1,N+1);%Condition limite P(s,t)=0 pour Smax
Q=[P;w]; %Construction du vecteur solution V

end

B.2.4 Fonction BS_ CN

Cette fonction résout numeériqguement I'équation BelB& Scholes par la décomposition LU
avec un schéma aux différences finies Crank Nicolso
function Z=BS_CN(K,sigma,r,Smax,T,N,I)
%Maillage du domaine
h=Smax/(1+1); %Pas d'espace
dt=T/N; %Pas de temps
j=0:1+1;
n=0:N;
sj=j*h; %Maillage spatial
tn=n*dt; %Maillage temporel
%Construction des matrices tridiagonales A et D
for k=1:1+2
aj(k)=1+dt*(sigma”2*sj(k)"2/(2*h"2)+r*sj(k)/(2*h) +1/2);
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dj(k)=1-dt*(sigma2+sj(k)"2/(2*h"2)+r*sj(K)/(2*h) +1/2);
bj(k)=-dt*sigma’2*sj(k)2/(4*n"2);
ci(k)=-dt*(sigmar2*sj(K)"2/(4*h"2)+r*sj(K)/(2*h)) :

end
A=diag(bj(2:1+1),-1)+diag(aj(1:1+1))+diag(cj(1:1),1 );
D=-diag(bj(2:1+1),-1)+diag(dj(1:1+1))-diag(cj(1:1), 1);

%Décomposition LU de A
alpha=zeros(1+2,1);
beta=alpha;
I=ones(I+1,1);
alpha(1)=aj(1);
for k=2:1+1
beta(k)=bj(k)/alpha(k-1);
alpha(k)=aj(k)-beta(k)*cj(k-1);
end
L=diag(beta(2:1+1),-1)+diag(I(1:1+1));
U=diag(alpha(1:1+1))+diag(cj(1:1),1);

P=zeros(l1+1,N+1); %Initialisation du prix du put P( s,t) recherché
for idx=1:1+1

P(idx,1)=max(K-sj(idx),0); %Condition initiale (t=0)
end

%Résolution LU appliguée a P(s,t)
y=zeros(l+1,1);
for idx=1:N
f=D*P(:,idx);
y(1)=f(1);
for k=2:1+1
y(k)=f(k)-beta(k)*y(k-1);
end
P(I+1,idx+1)=y(I+1)/alpha(l+1);
for k=1:-1:1
P(k,idx+1)=(y(k)-cj(k)*P(k+1,idx+1))/alpha( K);
end
end
w=zeros(1,N+1);%Condition limite P(s,t)=0 pour Smax
Z=[P;w]; %Construction du vecteur solution V

end
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B.2.5 Fonction CN_GC

Cette fonction résout numériquement l'équation d&ckB & Scholes par la méthode de

Gradient Conjugué avec un schéma aux différenoessfiCrank Nicolson.
function R=CN_GC(K,sigma,r,Smax,T,N,I)

%Maillage du domaine

h=Smax/(1+1); %Pas d'espace

dt=T/N; %Pas de temps

j=0:1+1;

n=0:N;

sj=j*h; %Maillage spatial

tn=n*dt; %Maillage temporel

%Construction des matrices tridiagonales A et D

for k=1:142
aj(k)=1+dt*(sigma”2*sj(k)"2/(2*h"2)+r*sj(K)/(2*h) +r/2);
dj(k)=1-dt*(sigma”2*sj(k)"2/(2*h"2)+r*sj(k)/(2*h) +r/2);

bj(K)=-dt*sigma’2*sj(k)2/(4*n"2);
ci(k)=-dt*(sigma2*sj(K)"2/(4*h"2)+r*sj(k)/(2*h)) :

end
A=diag(bj(2:1+1),-1)+diag(aj(1:1+1))+diag(cj(1:1),1 )i
D=-diag(bj(2:1+1),-1)+diag(dj(1:1+1))-diag(cj(1:1), 1);
P=zeros(l+1,N+1); %Initialisation du prix du put P( s,t) recherché
for idx=1:1+1

P(idx,1)=max(K-sj(idx),0); %Condition initiale (t=0)
end

%Reésolution Gradient conjugué appliquée a P(s,t)
x=zeros(l+1,N+1);
g=zeros(I+1,N+1);
hl=zeros(I+1,N+1);
d=zeros(I+1,N+1);
e=zeros(I+1,N+1);
tol=10e-10;
for idx=1:N
x(:,1)=0;
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g(:,1)=D*P(:,idx);
d(:,1)=9(:,1);
h1(:;,1)=g(:,1);
e(;,1)=qg(:,1);
for k=1:N
pas=(g(:,K)*h1(:,K))/(e(:,K)*A*d(:,k));
X(;,k+1)=x(:,k)+pas*d(:,k);
g(:,k+1)=g(:,k)-pas*A*d(:,k);
h1(:,k+1)=h1(;k)-pas*A*e(;,k);
if g(:,k+1)*g(:,k+1)<tol
break
end
b=(g(:,k+1)*h1(;,k+1))/(g(:,k)*h1(:,K));
d(;,k+1)=g(:,k+1)+b*d(:,k);
e(;,k+1)=h1(; k+1)+b*e(:,k);
end
s=x(:,k+1);
P(:,idx+1)=s;
end
w=zeros(1,N+1);%Condition limite P(s,t)=0 pour Smax
R=[P;w]; %Construction du vecteur solution V
end

B.3 Résultats graphiques

Les mémes programmes sont appliqués aux cing @orscte résolution numérique présentées
plus haut. Nous nous limiterons donc a donner tegrpmmes de représentation graphique
d'une seule fonction. Le lecteur pourra se réféwerCD de codes Matlab inclus dans le
rapport pour les programmes de représentation grapldes autres fonctions.

B.3.1 Programme EulExpl2D

Ce programme utilise la fonction BS _exact et lacfmm BS_EulExpl. Il résout
analytiquement et numeériquement I'équation de B&8choles et trace les solution obtenues

sur un méme graphe en deux dimensions.
K=100;
Smax=200;
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T=1;

sigma=0.2;

r=0.1;

N=40;

1=39;

h=Smax/(l+1);
Expl=BS_EUlEXxpl(K,sigma,r,Smax,T,N,I);
Put=BS_exact(Smax,K,T,r,sigma,l);
plot([0:h:Smax],Put);hold on
plot([0:h:Smax],Expl(:,N+1),'ro")
xlabel('Prix de I"action S'),ylabel('P(s,T)",'rot' ,0)

legend('solution exacte','solution numérique explic ite")

B.3.2 Programme EulExpl3D

Ce programme utilise la fonction BS_EUlEXxpl. ll@@snumériquement I'équation de Black &

Scholes pour un put européen et trace la solutienoie sur un graphe en trois dimensions.
K=100;

Smax=200;

T=1;

sigma=0.2;

r=0.1;

N=40;

1=39;

h=Smax/(l+1);

dt=T/N;
Expl=BS_EUlExpl(K,sigma,r,Smax,T,N,I);
mesh([0:dt:T],[0:h:Smax],Expl)
xlabel("Temps t'),ylabel('Prix de ["action
S'),zlabel('P(t,s)",'rot',0)

B.4 Etude comparative

B.4.1 Programme ErreurEspace

Ce programme calcule les erreurs pour les schétaatedImplicite et de Crank Nicolson par

la décomposition LU, lorsqu'on fait varier le pdespace. Ce méme programme s'applique
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dans le cas du Gradient Conjugué a condition de fappel aux fonctions utilisant cette

méthode.

K=100;

Smax=200;

T=1;

sigma=0.2;

r=0.1;

N=10;

s=[10 20 40 80 160];

err_implicite=zeros(size(s));

err_cranknico=zeros(size(s));

for k=1:length(s)
I=s(k)-1;
put=BS_exact(Smax,K,T,r,sigma,l);
a=BS_Eulimpl(K,sigma,r,Smax,T,N,);
b=BS_CN(K,sigma,r,Smax,T,N,);
err_implicite(k)=norm(a(:,N+1)-put,inf);
err_cranknico(k)=norm(b(:,N+1)-put,inf);

end

plot(s,err_implicite,'o-");hold on

plot(s,err_cranknico,'r*-"

xlabel('l")

legend(‘erreur implicite','erreur CN")

B.4.2 Programme ErreurTemps

Ce programme calcule les erreurs pour les schéliaakedImplicite et de Crank Nicolson par
la décomposition LU, lorsqu'on fait varier le pastdmps. Ce méme programme s'applique
dans le cas du Gradient Conjugué a condition de f@ppel aux fonctions utilisant cette
meéthode.

K=100;

Smax=200;

T=1;

sigma=0.2;

r=0.1;

1=9;

s=[10 20 40 80 160];
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err_implicite=zeros(size(s));

err_cranknico=zeros(size(s));

for k=1:length(s)
N=s(k);
put=BS_exact(Smax,K,T,r,sigma,l);
a=BS_Eulimpl(K,sigma,r,Smax,T,N,);
b=BS_CN(K,sigma,r,Smax,T,N,);
err_implicite(k)=norm(a(:,N+1)-put,inf);
err_cranknico(k)=norm(b(;,N+1)-put,inf);

end

plot(s,err_implicite,'o-");hold on

plot(s,err_cranknico,'r*-")

xlabel('N")

legend(‘erreur implicite','erreur CN")

B.4.3 Programme précision

Ce programme calcule, pour une méme valeur ded8sgpas d'espace de temps croissants, le
prix a l'instant final d'un put européen. Il fappeel a la fonction de la soution exacte, aux
schémas d'Euler Implicite et de Crank Nicolsonisatiit la décomposition LU et la méthode

de Gradient Conjugué.

K=100;

Smax=200;

T=1;

sigma=0.2;

r=0.1;

s=[10 20 40 80 160];

impliciteGC=zeros(size(s));

cranknicoGC=zeros(size(s));

implicite=zeros(size(s));

cranknico=zeros(size(s));

exact=zeros(size(s));

for k=1:length(s)
I=s(k)-1;
put=BS_exact(Smax,K,T,r,sigma,l);
a=BS_Eulimpl(K,sigma,r,Smax,T,s(k),l);
b=BS_CN(K,sigma,r,Smax,T,s(k),l);
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c=Eulimpl_GC(K,sigma,r,Smax,T,s(Kk),);
e=CN_GC(K,sigma,r,Smax,T,s(k),);
exact(k)=put(2);
implicite(k)=a(2,s(k)+1);
cranknico(k)=b(2,s(k)+1);
impliciteGC(k)=c(2,s(k)+1);
cranknicoGC(k)=e(2,s(k)+1);

end

exact

implicite

cranknico

impliciteGC

cranknicoGC

B.4.4 Programme rapidité

Ce programme calcule le temps d'exécution desitorgequi utilisent la décomposition LU et

de celles qui utilisent la méthode du Gradient Ggué.
K=100;

Smax=200;

T=1;

sigma=0.2;

r=0.1;

N=50;

1=49;

tic
c=Eulimpl_GC(K,sigma,r,Smax,T,N,);
tl=toc

tic
a=BS_Eulimpl(K,sigma,r,Smax,T,s(k),l);
t2=toc

tic

e=CN_GC(K,sigma,r,Smax,T,N,);
t3=toc

tic

b=BS_CN(K,sigma,r,Smax,T,s(k),l);
t4=toc
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