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Introduction

En mathématique, plus précisément lorsque nous sommes face a un probleme d’algebre
linéaire, la réduction des endomorphismes est un outil puissant pour la détermination de plu-
sieurs notions comme la puissance d’'une matrice, I’étude des suites récurrentes linéaires, la
résolution des équations différentielles et I’exponentielle d’une matrice.

Réduire un endomorphisme u d’un espace vectoriel £ de dimension finie, c¢’est trouver une
base B de E dans laquelle la matrice représentative de u dans cette base soit aussi simple que
possible, afin de simplifier les calculs.

Le présent travail a pour but de présenter quelques types de la réduction des endomorphismes.
Ainsi, ce mémoire est divisé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle certaines définitions et propriétés concernant les endo-
morphismes, ses éléments propres, ses polynomes et nous rappelons également le lemme des
noyaux et le théoreme de Cayley-Hamilton.

Au second chapitre, nous nous intéressons a la diagonalisation des endomorphismes, en parti-
culier a la diagonalisation des matrices symétriques et normales en base orthonormée.

Au troisieme chapitre, nous étudions un autre type de réduction : la trigonalisation, il est
intéressé aussi par un type particulier des endomorphismes, les endomorphismes nilpotents : la
décomposition de Dunford et la réduction de Jordan.

Au quatrieme chapitre, nous donnons quelques applications de la réduction des endomorphismes
dans des problemes mathématiques.



Réduction des endomorphismes

1.1 Sommes de sous-espaces, sommes directes

Etant donnés deux sous-espaces vectoriels V', W d’un espace vectoriel E/, I’ensemble de tous
les éléments v + w ou (v, w) décrit V' x W est appelé somme des sous-espaces vectoriels V' et
W. Cette somme est notée V + W.

Définition 1.1.1.

Soient Vi, ..., V, des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E et V' leur somme. On
dit que la somme des V; est directe si tout x € V s’écrit de fagon unique x = Y 5 _ v; ol
(V1,...,0p) EVI X -- X V.

La somme directe de Vi, ..., Vp est notée Vi & Vo ® ... DV,

Exemples :
Dans R*, soient les trois sous-espaces vectoriels V, W et H engendrés respectivement par
(1,0,0,0), (0,1,0,0) et (0,0,1,0). Alors V + W + H est une somme directe .
en effet :
Tout élément v de la somme V + W + H s’écrit sous la forme :
u=a(1,0,0,0) + 5(0,1,0,0) + v(0,0,1,0), alors u=(«, 3,7,0) .
Supposons que u s’écrivait aussi sous la forme : u=a/(1,0,0,0) + 5(0,1,0,0) +~+/(0,0,1,0)
alors u=(c/, 8',7',0)
Mais dans R* : (o, 8,7,0)=(/, 3',7,0) = a=d, B=0,v=7+
donc I’écriture d'un élément de V +W + H comme somme d’éléments de V', W et H est unique :
V+W+H=VaeWaeH.

Théoréme 1.1.1.
La somme de p sous-espaces vectoriels Vi, ..., V, d’un espace vectoriel E est directe, si et
seulement si, la propriété suivante est vérifiée :

VpeN,2<p<n, (Vi +Va+...4+V,.1)NV,={0}

Preuve
Supposons que la somme V; + ... + V, est directe et montrons que
VpeN,2<p<n, Vi+Va+...+V,1)NV,={0}
Soient p un entier compris entre 2 et p et v un élément de (V4 + Vo +...+V,-1) NV,
Alors 3 (vy,va,...,vp-1) € Vi x Vax ... x Vg, tel que v =01 + vy + ... + vy
doul0=vi+v2+...+v,_1 —v



avec (v1,v,...,0p1) EVixVax ... xV,_yetvel,.

Or 0 s’écrit d’'une maniere unique comme somme d’éléments de Vi, ...,V

donc vy =vg=...=v, 1 =v=0,alors (Vi +Va+...4+V,_1)NV,={0}.
Inversement, Supposons que la somme V; + ... + Vp n’est pas directe et montrons que
dge{l,....p}tel que Vi+Vo+...+V,.1)NV,#0

Alors, il existe un élément v appartenant a V; 4+ ... + Vp admettant deux décompositions dis-
tinctes en somme d’éléments de V; + ... + 'V,

c’est-a-dire : 3 (v1,v9,...,0,) € Vi x Vo x ... xV, telquev=v1+v3+... 47,

et 3(v],vy,...,v,) EVix Vo x ... XV, tel que v =v] +vy+ ...+,

avec (v1, Vg, ..., 0p) # (v’l,vg, . ,v;)

Soit ¢ le plus grand entier compris entre 1 et p tel que v, # v alors

(v1 —v]) + (v = Vh) + ...+ (Vg1 — V1) = V) — v,

donc v, —vg € (Vi+ Vot ...+ Ve)NVydou (Vi +Vo+ ...+ V)NV, #0.

Remarque :

Si la somme Vi, ..., V), est directe, alors la propriété suivante est vérifié : Vi € N, 1 < i < p,
VieN 1<j<p,i#j:FnF;={0}

Mais cette condition pour que la somme soit directe n’est pas suffisante.

Exemples :

Considérons le contre exemple suivant : dans 'espace vectoriel R?, soit V' le sous-espace vec-
toriel engendré par (1,0), W le sous-espace vectoriel engendré par (0,1) et H le sous-espace
vectoriel engendré par (1,1).

OnaVnW={0},VnH={0}et HNW = {0} et pourtant la somme V + W + H n’est
pas directe.

en effet :

I'élément (1,1) de V+ W + H se décompose en somme d’éléments de V', W et H de la maniere
suivante : (1,1) = (0,0) + (0,0) + (1, 1)

mais aussi de la maniere suivante : (1,1) = (1,0) + (0,1) + (0,0)

donc il n’y a pas unicité de I'écriture.

Proposition 1.1.1.
Partons d’une décomposition de E en somme directe,

E=Vi+..+V, (1.1)
Pour tout i € {1,...,p}, soit B; une base de V;. Les B; sont deux a deuzx disjointes, et leur
réunion B est une base de E, dite adaptée a la décomposition (1.1).
Réciproquement, soient B := (ey, ..., e,) une base de E et (I3, ..., I,,) une partition de {1, ... p}.

Alors E est somme directe des sous-espaces V; := Vect (ep|h € I;) ,1 <1 < m.

Preuve
= Par récurrence sur p, pour p =2, E =V, & V3, et pour i € {1,2} B; est la base de V;,
soient By = (f1,...,fn), Ba=(91,---,9n), T EFE
alors d’une part dv; € Vi, vy € V5 tel que x = vy 4 v
d’autre part 3 (o, ..., a,) € K" (B1,..., Bn) € K™ tel que vy = Y71 i fi, va = 3700, Big; et
x=3 0 fi+ 27:1 B;95



SOit (@1, ..oy, By, Brn) € KPP tel que Y30 aufi + 3770, Big; =0

done 0y oifi = — 3700 Bigy, or Doy oufi € Viet 300, Big; € Vaet VinVa = {0}
Alors) i aifi =300 Big; =0, dou Vi € {1,...,n}a; =0et Vj € {1,...,m}B; =0

On résulte que B = By U By est une base de F.

Supposons que la proposition est vraie pour p — 1 et montrons qu’elle est vraie pour p
E=VioVho.. &V, oV,

Onpose By =V Vod...®V,_1donc £ =E, dV,

Solent B’ = By U By U --- U B,_1 base de E; et B, base de V), alors on se retrouve dans le cas
p = 2, d’ou la proposition est vraie pour p .

Inversement, Soient V; := Vect (ey|h € I;),1 < i < m des sous-espaces de E, tel que (I, ..., I,)
une partition de {1,...,p}, c’est-a-dire

i. pour tout ¢ € {1,...,m}; # 0

i {1,....p} =U". L

iii. pouri # jona: ;NI =0.

alors pour tout 1 <i<m,V; C E,donc >\ V;C E.

B := (e1,...,e,) est une base de E.

Soit x € Ealorsx =Yt Ne; € >0 Vi,done Vi +Vo+---+V,=F

or la famille B := (ey,...,e,) est une base de E si et seulement si tout vecteur x de E s’écrit
de maniere unique comme combinaison linéaire des e;, c’est-a-dire

Vee E,3 (A, .., ) eKP telquez=)"_ Ne, doU E=Vi® V2D ...V,

Proposition 1.1.2.

Sotent £ un espace vectoriel de dimension finie et Vi,...,V, des sous-espaces vectoriels de E.
On a toujours : dim (Vi + Vo + -+ - + V) < dim (V}) + dim (Va) + - - - + dim (V},)

Cette inégalité est une égalité si, et seulement si, la somme des V; est directe.

Preuve
Posons FF:=Vi x Vo x--- x Vet Vi=Vi+Vo+ .- 4V,
Soit I'application linéaire suivante :
f F — E
(‘Tlax?""?xp) = T+ 2o+ Ty,

Im(f) =V

D’apres le théoreme du rang : dim Im f + dimker f = dim F', c’est-a-dire

dimV +dimker f = dim F', donc dimV; + Vo +--- + V, +dimker f =dimV; x Vo x --- x V},

dmVi+Vo+---+V,=dimV; x Vo x .-+ x V, —dimker f

dim (V4 + Vo + -+ -+ V,) = dim (V4) + dim (V5) + - - - + dim (V},) — dim(Ker f)

d’ou I'inégalité annoncée .

la somme des V; est directe si, et seulement si, f est injective si, et seulement si, Ker(f) = {0} si,
et seulement si, dimker f = 0, alors on obtient dim (V; + Vo + - -+ + V) = dim (V;) +dim (V5) +
-+ dim (V})

1.2 Calculs matriciels par blocs

Une matrice par blocs est obtenue par partition de ’ensemble des indices des lignes et de
I’ensemble des indices des colonnes. On note A = A;;.



Exemples :

Soit A la matrice suivante
3 2 2 1 2

-5 —2|-1 -5 4

A= o 0|7 -6 2
0O 0|-1 1 O
0 0]-3 3 1

La matrice A peut étre partionnée en 4 blocs 2 x 2, 2 x 3,3 x 2 et 3 x 3.
Symboliquement, on peut écrire cette matrice de la maniere suivante :

A Ap
A:
( Ag1 A )
7 —6

00 2
avecA11:<_35 _22),1412:(_21 1 2),A21: 0 0 | et Ay = -1 1 0
00 -3 3 1

Somme et produit des matrices par blocs :

Les opérations matricielles usuelles, addition et multiplication, peuvent étre effectuées < par
blocs >, sous certaines conditions.
e Pour I’'addition, si :

Al,l ALQ P Al,q Bl,l BLQ Ce Bl,q
A= Agy Agn ... Agy ot B .- By1 Bap Ba g
Ap’l Ap72 Ap7q Bp71 Bp72 P Bp,q

sont écrites par blocs de mémes < formats >, on a :

A171 + Bl,l ALQ + BLQ c.. Al,q + Bl,q
AL B— A2,1"|‘*‘BQ,1 Aso+ By ... Agy+ By
Ap71 _'_ Bp71 Ap,2 + Bp72 P Ap7q + prq

e Pour le produit :
Le produit de matrices par bloc s’effectue de la méme maniere que le produit habituel, sauf que
les coefficients sont remplacés par les blocs :

By By -+ By,
Ba By -+ By An A o Ay A
BA _ E S c . . E A'Ql a.22 R A'z] DR A?m
By Bz -+ By : ! :
: : . : Apl Ap2 . Apj . Apm
Bnl Bn2 e Bnp



est la matrice dont le bloc labellisé par les indices ¢ et j est est donné par la formule :
p
[BAJij = BiAij + BigAgj + -+ + BipAp; = Z Bi Ay;
k=1

sous réserve que les tailles des blocs soient compatibles pour pouvoir définir les produits matri-
ciels B’LkAk] .

Exemples :

(-3 -3 1 =3
8 10 1 12

Définition 1.2.1.

i) Une matrice bloc-diagonale (ou diagonale par blocs) est une matrice carré qui posséde des
blocs matrices carrées sur la diagonale principale, tels que les blocs non diagonauz soient des
matrices nulles. Une matrice bloc-diagonale A est de forme :

A, 0 -+ 0
0 Ay -+ 0
0o 0 --- A,



ii) Une matrice carrée A est dite triangulaire supérieure par blocs si et seulement si elle
admet une décomposition en blocs :

Al,l ALQ Ce Al,n
0 A272 Ce AZ,n
0 0 - Apn
telle que Aq1,...,An, sont des matrices carrées et que les blocs sous la diagonale sont tous

des matrices nulles.

Proposition 1.2.1.

Soient E un espace vectoriel de dimension finien # 1, u un endomorphisme de E et B une base
de E. Pour que A := Matg(u) soit diagonale par blocs, il faut, et il suffit, que E soit somme
directe de sous-espaces non nuls Vi, ..., V,, stables par u tels que B soit obtenue en juxtaposant
des bases de chacun des Vj.

Théoréme 1.2.1.
Soit A une matrice triangulaire par blocs :

Ayg Aip oo Aim
A 0 Ays ... Ay
0 0 - Apm
En particulier, Ay 1,..., Ay m sont des matrices carrées.

Alors det(A) = det (Al,l) det (AQ’Q) - det (Am,m)

Preuve
En raisonnant par récurrence sur m, on se ramene au cas m = 2 puisque, si m # 3 et si 'on
pose

AQ’Q A2’3 e AQ’m
a0 e e A (i A
0 0 - Apm

"
Ona A= Aé’l 1;11, >, supposons donc que A := ( g g ), ol B € My(K),C € My,(K)

et D € M,(K), avec p,q € N* et n:=p+gq

(o 5) (6 2) (5 50)(5 1)

en notant que le produit des deux premieres matrices du second membre s’obtient en multi-

On a:

pliant (& gauche) par D la deuxieme ligne de ( %’ ? ) La matrice < Ié’ ? ) est triangulaire
q q

I, C

= 1. En développant par rap-
0 I,

supérieure et des termes diagonaux valent 1, donc det (

port a la derniere ligne, on voit que

10



det ( B0 ) vaut det B si ¢ = 1 et det ( g 1.0 > si ¢ = 2 . Par récurrence sur ¢, on
q—1

0 1,
: B I, 0
obtient det 0 = det B. On montre de méme que det =det D

0 D

I,
alors, det < ﬁ > = det Bdet D d’ou la conclusion.

Exemples :

Soit A la matrice définie par :

2 2 1 2
-2 -1 -5
0O 7 —6
0 0 1
0 0 O

N

I
SO O OO W
— O N

alors |

2 2 1
-2 -1 =5
0O 7 —6
0 0 1
0 0 O

det A = det

SO OO O W
= O N =N

-2 -1 =5
0 7 —6
0 0 1
0 0 O

=3det

— O N

—6
=3 *x 2det

S O
— O N

1
0
:3*2*7det((1) (1))

=42
A Ag >

D’autre part, on peut écrire cette matrice sous la forme suivante : A = ( 0 A
22

7 —6

2
telqueAH:(g _g)etAm:(_Ql _15 Z)etAggz O 1 0
0 0 1

Alors on obtient une matrice triangulaire par blocs et d’apres le théoreme précédant, on a :

11



det ( All A12 > = det AH det A22

7 —6 2
:det(g _§>det 0O 1 0
0 0 1

3 2 10
7det(0 _2)det(0 1>

=42

1.3 Eléments propres et polynomes d’endomorphismes

Définition 1.3.1.

Soit u un endomorphisme de E

e un vecteur x € E est un vecteur propre de u si :

1. x est non nul.

2. il existe A € K tel que u(x) = Au.

Le scalaire X est appelé valeur propre associé¢ a x, on dit aussi que x est un vecteur propre
associé a la valeur propre \.

e Soit B\ ={x € E;u(x) = Az} = ker (u — M\ dg) est appelé espace propre associé a .
Autrement dit, ) est constitué par les vecteurs propres de u associés a .

e Le spectre de u est l’ensemble des valeurs propres de u.

Ce spectre est noté sp u.

Proposition 1.3.1.

Sotent u, v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. On suppose que u et v commutent
(uov =vou). Alors v laisse stables le noyau et l'image de u, ainsi que chaque espace propre
de u.

Preuve
Soit = € kerwu, alors u(z) =0
u(v(z)) = v(u(z)) = v(0) = 0 alors v(z) € keru
d’on v(keru) C keru
Soit a € Imw, alors il existe b € E tel que a = u(b)
v(a) = v(u(b)) = u(v(b)) donc v(b) € Imw
d'ot v(Imu) C Imwu
Soit A une valeur propre de u et soit E\ = {z € F;u(z) = Az} = ker (u — A dg) son espace
propre associé.
vo(u—Aldg)=vou—-vo(Adg)=uov—Ioldg =uov—Aldgov=(u—Aldg)owv
donc v et ©w — AIdg commutent
donc v laisse stable le noyau de u — Aldg
c’est-a-dire, v laisse stable chaque espace propre de u.

Définition 1.3.2.
Soient E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel de E.

e On dit que F est stable par u si u(F) C F.
F—=FE

e On peut toujours définir une application sur F' a valeurs dans E par
x — u(x)

12



Cette application est la restriction de u a F', notée u|,, c’est un élément de L(F, E).
e Si F' soit stable par u (w(F') C F) alors, on peut définir une application sur F' d valeurs dans
F—=F

x = u(z)
Cette application est ’endomorphisme induit par u sur F notée up, c’est un élément de
L(E).

Définition 1.3.3.

Un polynome a coefficients dans K est une expression de la forme :
P(X)=a, X"+ ap 1 X" 1+ +aX?*+ a1 X +ag

n €N et ag,ay,...,a, € K

L’ensemble des polynomes est noté K[X] .

Les a; sont appelés les coefficients du polynome .

Définition 1.3.4.
Un polynome P € K[X| non constant, i.e. de degré n # 1, est dit scindé, ou scindé sur K, s’il
est produit de polynomes de degré 1.
st c’est le cas,on peut écrire
P=a(X—-—a1)( X —ag) (X —a,)
ou a € K* est le coefficient dominant de P et aq,...,a, € K .
Notons {\1,...,\,} l'ensemble des racines de P. Alors P s’écrit ainsi :
P=a(X—=X)" (X =X)™ - (X =\)™

tel que chaque m; est un entier strictement positif, appelé multiplicité de \; dans P, et l'on a
P
j:

F par

lmj:n.

Exemples :

D’aprés le théoreme d’Alembert-Gauss : tout polynome non constant de C[X| possede au moins
une racine dans C i.e. tout polynéme non constant de C[X] est scindé. On dit que C est
algébriquement clos.

Remarque :
On dit qu'un endomorphisme u est scindé si x, est scindé. De méme une matrice A est dite
scindée si y 4 est scindé .

Définition 1.3.5.

1.le polynéme caractéristique d’une matrice A € M,(K) est le déterminant de la matrice
X1, — A, il est noté x 4.

2.Le polynéme caractéristique d’un endomorphisme u est, par définition, le polynome
caractéristique de la matrice de u dans n’importe quelle base de E, il est noté x, .

Exemple 1 :
Si A =diag (A1,...,\n)
Alors,
X=X\ 0 0
0 X=X 0
xa = det : .
0 0 - X=\,



S (X =\ (X =\

Exemple 2 :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n, et k € K*.
On définit 'endomorphisme suivant :

ka—>E
u — ku

fr est appelée homothétie de rapport &
alors la matrice de f dans n’importe quelle base est AlL,.
OIl a ka = X)\In
X=X 0 e 0
X=X - 0
Alors, on en déduit que xy, = det , )

Définition 1.3.6.

Un ensemble E a une structure d’algébre sur le corps K (on dit aussi que E est

une K-algébre) s’il est muni de trois lois de composition :

e Deuz lois de composition interne (I'une notée "+, lautre notée ” x” )

e Une loi de composition externe (notée ”-”)

satisfaisant aux conditions suivantes :

1. E muni de la loi + et de la loi - est un espace vectoriel sur K.

2. La loi x est distributive par rapport a la loi +.

3. Pour tout couple (a,b) € K2, et tout couple (x,y) € E*, ona : (a-x) x (b-y) = (ab) - (x x y)

Définition 1.3.7.

Soient (E,+, X,-),(F,+, X, ) deuz K-algébres.

Soit p : B — F, alors ¢ est un morphisme de K-algéebres lorsque :
1. Y(u,v) € B2, p(u+v) = p(u) + ¢(v)

2.Yu € E,VA € R, p(Au) = Ap(u)

3. Y(u,v) € E% o(u x v) = p(u) x p(v)

4-¢(lp) =1p

Définition 1.3.8.

Un ensemble I d’un anneau (A, +,.) est dit un idéal si on a :
- (I,+) est un groupe ;

-VYeel Vye A ona xy€el.
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Exemples :
Soit R une K-algebre. Etant donnée un élément = de R, il existe un unique morphisme d’algebres

¢:K[X] =R
X =z

siP=a, X"+ - +a; X +a € K[X],onapP)=ax"+ - +ax+agla

ce qui fait que p(P) est plutdt noté P(x). Le noyau de ¢ est un idéal de K[X]

Prenons R := L(E) et x :=u

Alors pour tout polynéme P = a, X" + -+ + a1 X + ag € K[X]

on a P(u) = ap,u™ + -+ + aju + agIdg. Comme K[X] est de dimension infinie et £(F) de
dimension finie, ce morphisme n’est pas injectif, alors ker () # {0} Comme K[X] est principal,
I'idéal ker (¢) possede un unique générateur unitaire .

Définition 1.3.9.

Soit u un endomorphisme de E

On appelle polynéme annulateur de u un polynéme P tel que P(u) = 0, c’est-a-dire, un
élément de ker .

Définition 1.3.10.

Soit u € L(E) un endomorphisme. On appelle polynéme minimal de u et on note p, le
générateur unitaire de l’idéal des polynomes annulateurs de u. C’est aussi le polynome annula-
teur de u unitaire et de plus petit degré.

Exemple :

1 00
Soient D= 0 1 0 | et P e K[X], tel que P=3_" a;X"alors, P(D) =", a; D"
0 0 2

0 0 PA1) 0 0
or D est diagonale donc, D' = [ 0 1 0 | d’ou, P(D) = 0 P(1) 0
0 0 2 0 0 P

Ainsi P(D) = 03 <= P(1) = 0 et P(2) = 0.
En particulier, on a pup(1l) = up(2) = 0 ce qui implique que (X — 1)(X — 2)|up.
De plus le polynéme (X — 1)(X — 2) est un polynéme annulateur de D puisque

0 00 -1 0 0
(X-1)(X-2)D)=(D—1L) (D-2;)=| 0 0 0 0 -1 0 |=0,
0 01 0 0 0

Ceci montre que pupl(X — 1)(X —2). Ainsi up = (X — 1)(X —2)

Proposition 1.3.2.
Les valeurs propres de u sont exactement les racines de son polynome minimal .
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Preuve
Soit A une valeur propre de u alors, il existe x # 0 tel que u(z) = Az
donc u(u(x)) = u(Az)
u?(z) = du(w)
u?(r) = Nz
De méme,on obtient par récurrence sur k , u¥(x) = Nz
Soit @ € K[X], par linéarité, on obtient Q(u)(z) = Q(\)z
Soit p,, le polyndéme minimal de w donc ¢’est un polynome annulateur de u, ¢’est-a~dire p,(u) = 0
En particulier, pu,(u)(z) =0 = py(A) = 0 = (X)) = 0 puisque = # 0
Alors A est une racine du polynome minimal.
Inversement, supposons que i, (A) = 0
alors A\ est une racine de p,,
donc il existe R € K[X] tel que u, = (X — AR
On remarque de deg(R) < deg () donc R(u) # 0 car le polynéme minimal est le polynéme
annulateur unitaire de '’endomorphisme de plus petit degré.
D’une part, on a p,(u) =0
D’autre part, p,(u) = (u— A1dg) o R(u)
donc, (u — Aldg) o R(u) =0
d’otu, det((u — Aldg) = 0, on conclue que A est une valeur propre de u.

Proposition 1.3.3.

Soient V' un sous-espace vectoriel non nul de E stable par u et uwy € L(V') l’endomorphisme
induit.

1. Le polynome minimal de uy divise le polynome minimal de u.

2. Le polynome caractéristique de uy divise le polynome caractéristique de wu.

Preuve
1. Soit v = uy 'endomorphisme induit par u sur V.
Soit @ € K[X] alors Q(v) € L(V') donc est induit par Q(u) sur V car V est stable par Q(u).
En particulier, pour Q) = p,, on a p,(v) est induit par g, (u) qui égal a 0 donc p,(v) =0
donc, pu, divise fi,.
2. On pose n =dim F et p=dimV

Soit (eq, ..., e,) une base de V, complétons-la pour obtenir une base de F, soit B = (ey, ..., e,)
cette base.
notons A = (a; ;) la matrice de u dans la base B
pour tout j € 1,--- ;p,onae; €V
donc u(e;) =37 a;je; € V,ie. a;; =0pourtout i €p+1,---,n
: B . :
Cela montre que A s’écrit par blocs A := 0 ]C) ,ou B € M,(K) la matrice de v dans la
base (e1,...,e,) de V, C € M,,_,(K) et D € M,_,(K)

XI,-B  —C

0  XI,,-D
Xu = X4 = det (X1, — A) =det (X1, — B)det (XI,—, — D) = XBXD = XuXD
et par suite x,/Xu

puisque X1, — A = est une matrice triangulaire par blocs, alors

Proposition 1.3.4.
Supposons que E soit somme directe de sous-espaces vecto- riels Vi, ..., V, de E stables par u.
Pour tout i, notons u; ’endomorphisme de V; induit par u. Alors :
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1. Le polynome minimal i, est le ppcm des pu,, , i =1,---,p.
2. Le polynome caractéristique x,, est le produit des x,,, 1t =1,---,p.

Preuve
1. Soit P = ppcm (,uul7 e ,uup)
D’apres la proposition précédente, pour tout i € {1,...,p} fui/ b
done ppem (puys - - s p) / o
Alors P/ .
Reste a montrer que pu, /P
Soit v € B x =vy(x) +va(x) +---F+uv(z) e Vi +Vo+--- 4V
Alors on P(u)z = P(u)(vi(z )+vz( )+ Fop(x))

(wvi(z) + P(u)va(z) + - - + P(u)vp(x)
= P (uv1) v1(z) + P (uy2) va(x) + - - - + P (uyyp) vp(x)

tel que uy; 'endomorphisme induit par u sur V;
On sait que p,,/P i€ {1,...,p}
c’est-a-dire, il existe R € K[X] tel que P = p,,, R
done P(u:) = o, () R(1w) = 0 car g, () = 0
Donc P est un polynéme annulateur de u; pour tout i € {1,...,p}, d’'on P(u)z =0
On conclue que P est un polynome annulateur de wu.
Donc pi, /P
2. Pour tout 7, soient B; une base de V;
posons n; := dim (V;) , A; := Matg, (u;)
La réunion B des B; est une base de F, et A := Matp(u) est diagonale par blocs.
A = Diag (Ay,...,A,) D'on X1, — A = Diag (XIn1 Ay, X, — Ap)
X1, — A = Diag (le — Ay, Xy, — Ap)
donc det (X1, — A) = det (X1,, — A)det (XI,, — A)---det (X1, — A)
d’ou Xu = Xua Xuz """ Xup-

1.4 Lemme des noyaux

Lemme 1.4.1. Lemme des noyaux

Soient K un corps commutatif, E un espace vectoriel sur K et u € L(E).

Soient Py, ..., P, € K[X] deur a deux premiers entres euz. On pose P = [[*, P; € K[X],
alors :

e Ker(P(u)) = @™, Ker (P;(u)) .

e Pour tout i € [1,m] le projecteur de Ker(P(u))sur Ker (P;(u)) C Ker(P(u)) est un polynome
en u .

Preuve
On procede par récurrence sur m
Initialisation au rang m = 2 :
PGCD (P, P) =1 = 3 (A}, Ay) € K[X]? tel que AP, + Ay P, = 1 (Bézout).
e Soit x € Ker (P;(u)) NKer (Py(u)) alors d’apres la relation précédente
z = [(A1h) (u)] (2) + [(A2P2) (u)] () = 0
Donc Ker (P (u)) N Ker (P2(u)) = {0}

e Soit x € Ker (P (u)) & Ker (Py(u)) alors 3! (21, x2) € Ker (P;(u)) x Ker (Py(u))
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tel que x =x1 + x5 et :
(P(u))(z) = [PLPy(u)] (z)
= [PPy(u)] (1) + [P Pa(u)] ()
= [Py(u) o Py(u)] (1) + [Pi(u) o Py(u)] (x2) ( Car les polynomes en u commutent)
=0
Donc Ker (P (u)) @ Ker (P2(u)) C Ker(P(u))

e Soit = € Ker(P(u)) alors d’aprés la relation de Bézout : = [(A1P1) (u)] () + [(A2P) (u)]
= [(A1P1) (u)] (z) 22 = [(A2 ) (u)] (x)

Il vient alors :
(Po(u)) ( ) (P2 ALPy) (u)] ()

A1P1P1) (u)] (x)( Car les polynémes en u commutent)

— — —
~—~

= 15 € Ker (P (u))

Donc & = 1 + 23 = 29 + 21 € Ker (P1(u)) & Ker (Py(u))

Donc Ker(P(u)) C Ker (Py(u)) & Ker (Py(u))

On a ainsi montré que Ker(P(u)) = Ker (P (u)) @ Ker (Py(u)) et que le projecteur de Ker(P(u))
Supposons la propriété vraie pour un certain m € N, montrons la propriété vraie pour m + 1
Soient Py, ..., Py € K[X] deux a deux premiers entres eux.

Posons P = HmH = ([, P)) Pm+1, comme [[*, P; et P,y sont deux polynomes premiers
entres eux d’apres le casm=2:

Ker(P(u)) = Ker ((Py ... Py,) (u)) ® Ker (P41(u))

et les projecteurs m,, 1 de Ker(P(u)) sur Ker (P,,11(u)) et 7’ de Ker(P(u)) sur Ker (P ... P,) (u))
sont des polynomes en wu.

On a ainsi que Ker(P(u)) = @ Ker (Pi(u))

Puis le projecteur de Ker(P(u))sur Ker (Py,11(u)) est w41 qui est un polynéme en u et pour
tout i € {1,---,m} le projecteur de Ker(P(u))sur Ker (P;(u)) est m; o @’ qui est bien un
polynome en u. Ce qui clot la récurrence.

Exemple 1 :

On considere le polynome P = (X2 +1)-(X —1) € R[X]. Les polynomes (X? + 1), (X —1) sont
premiers entre eux puisque leur pged est égal & 1. Considérons I’endomorphismes f € £ (R?)

0 -1 10
. . : 1 -0 2 0
de matrice représentative A = 00 2 1 dans une base B.
0 0 01
0000
0055
— (A2 (A _
On a P(A) = (A* +1dy) - (A —1dy) 00 5 5
0000
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x
Soit X = Z € R*
t
0000 x 0
B 0055 y | [0
X €ker(P(A)) <= AX =0 = 00 5 5 1= o
0000 t 0

< 5z = —it.
et donc (ey, e, €3 — €4) est une base de ker(P(A))

De plus ,
0001
, 005 2 )
A%+ 1dy = 00 5 3 donc ker (A® + Idy) = Vect (e, €2)
00 0 2
et
-1 -1 1 0
1 -1 2 0 1 3
A—-1d, = 0 0 1 1 donc ker (A — Idy) = Vect (561 — 5ey —e3 + 64)
0 0O 0 0

Vect (e1, e2,) N Vect (%el — %62 —e3+ 64) = {0}
Vect (eq, ea,) + Vect (%el — %62 —e3 + 64) = Vect (e1, €2, €3 — e4), en effet,
soit & € Vect (e, €2, ) + Vect (e — 2es — €3+ €4)
donc, ¥ = wie1 + Taes + l’g(%@l — %62 —e3+ey)
:(1'1 + %l’g)@l -+ (IQ — %ZE:J,)@Q + (—1'3)(63 — 64)
D’ou :
ker P(f) = ker (f? + Id) @ ker(f — Id)

Exemple 2 :

Soit p € L(E) une projection, c’est-a-dire p* = p, alors, p? —p = 0. Le polynome X (X — 1) est
donc un polynome annulateur. Puisque les polynoémes X et X — 1 sont premiers entre-eux, on
a d’apres le lemme des noyaux que

E =kerp @ ker(p — 1d)

Si B est une base de £ de la forme B= | e1,...,€,, €pt1,..., 6y
——

base de ker p base de ker p—Id

Vi € {]-a 7p}7p(6i) =0

etVie{p+1,---,n},(p—1Id)(e;) =0 donc p(e;) = ¢;
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D’ou Matg(u) = ( 8 IO )
n—p

Exemple 3 :

Soit s € L(F) une symétrie, c’est-a-dire s> = 1 donc, s> — 1 = 0 Le polynome (X + 1)(X — 1)
est donc un polynome annulateur. Les polynomes X — 1 et X + 1 sont premiers entre eux .
Dans ce cas on a E = ker(s — Id) @ ker(s + Id)

Si B est une base de E de la forme B = €1y r€p  Cpily.-.,sCp

base de ker s—Id base de ker s+Id

Vie{l,---,p},(s—Id)(e;) =0 donc s(e;) =e;

et Vie{p+1,---,n} (s+ Id)(e;) =0 donc s(e;) = —e;

D’ou Matg(u) = ( '8’ ]0 )
T,

1.5 Théoreme de Cayley-Hamilton

Matrice compagnon :

Pour P = X" +a, 1 X" ' +...4+a; X +ag polyndme unitaire, on définit la matrice compagnon
de P:

0 —Aayg
C(P) = 1 .
—Qp—2
1 —Qp-1

Pour n =1, P s’écrit X +ag et C(P) =C (X + ag) = (—aop)
C(P) s’appelle matrice compagnon pour la raison que son polynome caractéristique est x¢(p) =
P.

Preuve
Par réccurence :

pour n =2, ona P =X*+a,X +ag et C(P) :=<O _ao)-

1 —AQag
X Qo
—1 X+a1

= X(X + CLl) —+ Qo
= X2 + alX + ag
=P
Supposons que le résultat est vraie pour n, montrons que le résultat est vraie pour n + 1.

Or xcp) =
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Alors,ona P = X" +a, X" +a, (X" ' +.. .+ a1 X +ag et C(P) := 1
—Qp-1
1 —a,
X Qo
Dans ce cas , on a xc¢(p) =

X Ap—1
-1 X+a,

X ay -1 X

-1 . :

=X + (=1)"ay : :
- X an—1 X
-1 X+a, —1

=X(X"+a, 1 X"+ . 4 a)+ (=1)"(=1)"ag
= X(X"+a, 1 X"+ .. +a1) +ag
=P=X"""4+a,X"+a, 1 X" ' +... a1 X +a
=P

Exemple :

Soit P := X%+ 3X +1,
donc sa matrice compagnon est

0 -1
Cp = ( 1 -3 )
Théoréme 1.5.1.

Le polyndéme caractéristique x.,, de u annule u, c’est-a-dire x,(u) = 0. En d’autres termes,
le polynéome minimal p, de u divise le polynéme caractéristique x,. De méme xa(A) = 0,
autrement dit s divise xa.

Preuve
0 —Qo
: . 1 :

Soient P = X"+a, 1 X" '+...4a; X +ag et sa matrice compagnon C(P) :=

0 )

1 —Qp-1
Soit x € E et soit p le plus petit entier tel que la famille (x,u(z),...,u"(x)) soit liée.
Par minimalité, la famille (f*(x)), <i<p_1 €st libre, et donc il existe ay, ..., a,-1 tel que

() + Xy aif'(x) = Op
En posant P, = X? +a, 1 XP™' + ...+ a1 X + ag, on a 1'égalité P,(u)(z) = 0.
On complete (f'(2))g<;<, ; en une base B de E.

21



La matrice de v dans cette base est alors ( ¢ <(1]D”") ; )

On obtient Xu = Pcc " XB et Xu(u) - Pz(u) © XB(U) = XB(U’) © Pz(u)
En appliquant en z, on trouve x,(u)(z) = xp(u) o Po(u)(2) = x5(u) (P:(u)(z)) = 0g
Ceci étant vrai pour tout x, on a le résultat.

Exemple :
Soit A la matrice définie par :

-1 1

A= 0 3

0 01

On a x4 = (X +1)(X — 1)%, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, nous savons que 4

divise x4 et a les mémes racines que x4, a savoir 1 et —1. Il n’y a donc que deux possibilités :
pa=X?—1oups=(X+1)(X —1)2 Le calcul donne

A2 =

o O =
o = O
_ o O

Ainsi A? # I, i.e. X? — 1 n’annule pas A. Il en résulte que py = (X + 1)(X — 1)?
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Diagonalisation en dimension finie

Définition 2.0.1.

On dit que l’endomorphisme u est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u soit diagonale.

La matrice A € M, (K) est dite diagonalisable si, et seulement si, elle soit semblable a une
matrice diagonale.

Théoréme 2.0.1.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. L’endomorphisme u est diagonalisable.
2. 1l existe une base de E formée de vecteurs propres de u .

Preuve
Supposons qu’il existe B := (ey,...,e,) une base de K" tel que Ae; = \e;
. K K" . .
Soit / - I’endomorphisme canonique de K"
e, Aei

Alors Matg(f) := Diag (A1, ..., \,) avec les \; sont les valeurs propres de u .

Si P = Pass(B.,B) tel que B, est la base canonique, alors Matg(f) = P7'AP donc A et
Matp(f) sont semblables.

Inversement, supposons que u est diagonalisable alors, A = Matz(u) est semblable & une matrice
diagonale M, c’est-a-dire Maty,(u) := Diag (A1, ..., \n)

Sije{l,...,n},u(e;) = \jej, donc e; est vecteur propre de u.

Théoréme 2.0.2.
L’endomorphisme u de E est diagonalisable si, et seulement si, [’espace E est somme directe
des espaces propres Ey(u) pour A € sp(u)

Preuve
Supposons E = E\ @ E\, ® --- ® E),, alors tout élément de E s’écrit de maniere unique
comme la somme d’un élément de chaque F), il suffit alors de considérer une base pour chaque
sous-espace vectoriel ) . La réunion sur les p espaces propres de ces vecteurs de bases forme
une base de F de vecteurs propres alors u est diagonalisable.
Inversement, supposons que u est diagonalisable alors, soit B la base de E formée de vecteurs
propres de u .
on regroupe les vecteurs de B associés a une méme valeur propre et on obtient
B = (€11, €p1s---,€1qs---1Epq) OU € ; est le vecteur propre associé a la valeur propre \;
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pour j € {1,...,q}

On pose F; = Vect (e1,...,6p,) donc, E=Fi & F, & --- @ F,

Or F; C E), car les vecteurs de la base de F}; sont des vecteurs propres de u associés a une
meéme valeur propre

et pour tout i # j, on al; C Ej, et F; C Ey, tel que F; N [F; = ()

Done 27 Fy C 377 By, done B C 377 | By, dou B =370 | B,

on résulte £ = E\, ® Ey, ®---® E),.

Théoréme 2.0.3.
L’endomorphisme u est diagonalisable si, et seulement si, le polynome caractéristique de [’en-
domorphisme u est scindé et la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension de
I’espace propre associé.

Preuve
Supposons que Y, soit scindé sur K et que 'ordre de multiplicité de chaque valeur propre soit
égal a la dimension du sous-espace propre correspondant.
Posons xu = [[1-; (X — X)* ottles A, 1 <1 < p, sont les valeurs propres deux a deux distinctes
de u et les a; sont leurs ordres de multiplicité respectifs.
Pour i € {1,...,p}, posons encore n; = dim E;. Par hypotese Vi € {1,...,p}, a; = n;.
Mais alors n = deg (xu) = D b, = Y v M
Alors E est somme directe de sous espaces propres E)(u) pour A € sp(u)
d’ou u est diagonalisable
Supposons que u soit diagonalisable alors, F est donc somme directe des sous-espaces propres
deu, E=E, @...®E), ou Ay,..., A, sont les valeurs propres deux a deux distinctes de u.
Pour i € {1,...,p}, posons n; = dim (E,,) .
Dans une base B adaptée a la décomposition E = @1@‘@ E,,, la matrice de u est

D=diag [ A, A A A
—— —————

ni Np

Mais alors, xr = xp = [ [, (X —X)™
En particulier, x; est scindé sur K et 'ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égal a
la dimension du sous-espace propre correspondant.

Théoréme 2.0.4.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. L’endomorphisme u est diagonalisable.
2. Le polynome minimal p, de u est scindé a racines simples sur K .
3. 1l existe P € K[X], scindé a racines simples, tel que P(u) =0 et P #0 .

Preuve
1= 2 :Supposons que u est diagonalisable
alors, il existe une base de vecteurs propres {ej,...,e,} de E dans laquelle la matrice de u
est diagonale, tel que les coefficients diagonaux sont les valeurs propres Ay, ..., \; apparaissant

avec des multiplicités o; donc, E est somme directe des sous-espaces propres E),
Le polynome P = (X — \y)...(X — ;) annule .
donc le polynome minimal p est un diviseur de P, donc il est scindé a racines simples.
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2=— 3 : Supposons le polynome minimal p, de u est scindé a racines simples sur K

par définition du polynéme minimal, on a u,(u) = 0 alors, Il existe P € K[X], scindé & racines
simples, tel que P(u) =0 et P # 0.

3= 1 : Supposons qu’il existe P € K[X], scindé a racines simples, tel que P(u) =0 et P # 0.
D’apres le lemme des noyaux, E est somme directe des V), := Ker (u — Aldg), A décrivant I'en-
semble R des racines de P.

Si A € R, ou bien A € sp(u), auquel cas V) = Ej(u), ou bien A ¢ sp(u), auquel cas V), = {0}.
Il en résulte que E est somme des E)(u) lorsque A décrit R Nsp(u),

Alors, E est somme des E)(u), A € sp(u), donc u est diagonalisable.

Exemple :
Soit p une projection, alors le polynome R = X (X — 1) est un polynéme annulateur de p, or R
est scindé a racines simples donc p est diagonalisable.

Cordiagonalisation :

Proposition 2.0.1.
Soient u et v deuz endomorphismes diagonalisables de L(E) qui commutent.
Alors il existe une base commune de diagonalisation.

Preuve
Supposons que u et v sont deux endomorphismes diagonalisables de £(F)qui commutent.
Montrons d’abord que tout sous-espace propre de u est stable par v.
En effet, soit E un sous-espace propre de u et soit z € E) .
u(v(z)) =v(u(z)) = v(Ax) = dv(x). Donc v(z) € E)
Considérons Ay, ..., Ay les valeurs propres de u et Ey,, ..., Ey, les sous-espaces propres associés.
Pour tout 1 < i < k, E), est stable par v et la restriction de v a E), induit un endomorphisme
diagonalisable de E}, .
Il existe donc une base B; de E),; de vecteurs propres de v et aussi de u puisque v, By, = A Id B,

On sait que E = @, E\, et donc B = (B, ..., By) est une base de diagonalisation commune
de u et v.

Corollaire 2.0.1.
Soient u et v deuz endomorphismes diagonalisables de L(E) qui commutent. Alors u + v est
diagonalisable.

Preuve
Si u et v deux endomorphismes diagonalisables de £(F) qui commutent alors il existe une base
B de vecteurs propres commune a u et v.
La base B est aussi une base de vecteurs propres de u + v. Donc u + v est aussi digonalisable.

2.1 Orthogonalité

Définition 2.1.1.
Deux vecteurs u et v d’un espace euclidien E sont orthogonaux si, et seulement si, leur produit
scalaire est nul < u,v >= 0.
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Définition 2.1.2.
Deuz sous-espaces U et W (d’un méme espace vectoriel) sont orthogonauzr si u
chaque vecteur u € U et chaque vecteur w € W.

Tw = 0 pour

Définition 2.1.3. Famille orthogonale
Dans un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire, une famille (eq, ..., ex) est dite ortho-
gonale si < e;,e; >= 0 pour tous i,j avec 1 < 1,5 <k eli#j.

Proposition 2.1.1.
Dans un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, une famille orthogonale (ey, ..., ex) sans
vecteur nul est une famille libre.

Preuve
Supposons qu’on ait A\je; + ...+ Ager = 0. Pour tout ¢ tel que 1 <i < kon a:

< Mer .+ e, e >= )\ H62H2 =0=\=0

ou ||e;]| est la norme de e;.

Définition 2.1.4. bases orthogonales et orthonormées

Dans un espace euclidien E de dimension n, une base B = (ey,...,e,) est dite :
e Orthogonale si < e;,e; >= 0 pour tous i,7 avec 1 <1,5 <mn eti# j.

e Orthonormée si elle est orthogonale et si ||e;|| =1 pour touti=1,...,n

€
fexl[”" "~

Si B =(eq,...,e,) est une base orthogonale, la base ( ,ﬁ) est orthonormée.

Construction de bases orthogonales : procédé d’orthogo-
nalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n et B = (ey,...,e,) une base. Le procédé
d’orthogonalisation permet de construire & partir de B une base orthogonale C = (e1,...,&,)
telle que

Vect (eq,...,e;) = Vect (¢1,...,&) pouri=1,...,n

Une telle base C se construit par récurrence.

1. On pose d’abord e; = €7 .

2. On construit g9 dans Vect (e, e3) sous la forme es + Aey en déterminant A pour que es S0it
orthogonal a 1. On doit avoir < 9,67 >= 0, ce qui donne :

< €g,€1 >

<er+ A, >=0=—= A= — H H2
€1

3. Supposons la famille construite jusqu’au rang ¢. On cherche ;,; sous la forme
€i41 = €ir1+ 2y M€k Pour 1 < k <, la condition d’orthogonalité de €;4; et de 4, donne
i

< Eir1,Ek >=< €41 + Z/\jej,ek >=< €11,k > +A\p < €, >=0
Jj=1
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d’ou

A = 5
lex]l
On détermine alors €;,4
4. Récapitulatif :
( g1 =¢€1
_ <en,e1>
2= P 1
. _ <es,e1> _ <es3.e2>
BTGB Tl T Te® 2
<En,En—1>
Ep =€, — SSnfl2o _ Stafaro, o Safaclzo

\ llexll lle=|l llen—1ll

Pour obtenir une base orthonormée, il suffit de diviser chaque ¢; par sa norme.

Exemple :
Soit B = (ey, eq, €3) la base de R? définie par :
1 1 1
€1 = 3 s €y — 0 s €3 — 2
2 1 0

Orthogonalisons B a ’aide du procédé de Gram-Schmidt.

<e2,61>

On pose g1 = e;. Calculons g5 = €9 — P €l
1

< €g,€1 >=< €9,€1 >= 3, ||€1||2 =< €1,61 >= 14

Donc
SR DR (U2 (P IO e
2 =€ — —&1 = I =7 -
14 1 14 9 14 N
On vérifie < g1,69 >=11—-274+16 =0
Calculons €5 = e3 — <”e§1"]12>51 — %ag
{ < ez, g1 >=17, ||61H2 =14
< €3,&2 >= _1_747 HEZHQ = %
d’ou
1 1 11 38 19 30
7 71 1 1
0 2 8 0 8 —30
On vérifie que < 3,61 >=0 et <e3,689 >=0

La base (g1, €9,¢€3) est orthogonale. On obtient une base orthonormée en divisant par la norme
des vecteurs :

BN U (- N ST B I [k Y I
81:—:— s 52: _— — — —_— —_ , 6‘3: [
e V14 1914 | o 266 | ¢ 1900 \ 4,



2.2 Diagonalisation des matrices symétriques

Définition 2.2.1.

Soit A € M, ,(K) tel que A = (a; ;)

On appelle transposée de A et l’on note ' A la matrice a n lignes et m colonnes de terme général
définie par : 'A = (a;;).

Définition 2.2.2.
Une matrice A € M,(K) est dit symétrique si elle vérifie I’égalié suivante : 'A = A

Proposition 2.2.1.
Toutes les valeurs propres d’une matrice symétrique a coefficients réels sont réelles.

Preuve
Toute matrice a coefficients réels admet au moins une valeur propre dans C(le théoréme
d’Alembert-Gauss). Considérons A € C une valeur propre complexe d’une matrice symétrique
réelle A € M, (R). Afin de montrer que cette valeur propre est réelle, on va montrer qu’elle est
égale & son conjugué, c’est-a-dire que A = \.
Soit v € C"\{0} un vecteur propre associé a la valeur propre \; on a

Av = v (2.1)
D’une part, en multipliant 1’égalité (2.1) par ‘o & gauche, on obtient
WAV = \'vv (2.2)

D’autre part, en transposant 1'égalité (2.1), on a ‘v'A = \w.
Puisque la matrice A est symétrique, on en déduit ‘vA = \v.
En prenant le conjugué de cette égalité, on a ftvA = N

La matrice A étant réelle, on obtient tvA = N

Enfin, en multipliant cette égalité par v & droite, on a

AU = X ov (2.3)

Les relations (2.2) et (2.3) permettent d’affirmer que Now = Mo
puisque v = (vy,...,v,) est non nul, on a ‘vv = lor)? 4 -+ + va]* # 0.
On en déduit donc que A = A, autrement dit A € R.

Proposition 2.2.2.
Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique a coefficients réels sont deur a deux ortho-
gonauz.

Preuve
Soient A et p deux valeurs propres distinctes de la matrice A donc, ces valeurs propres sont
réelles.
Considérons deux sous-espaces propres [y et F, associés respectivement aux deux valeurs A et
p. Pour montrer que E est orthogonal a E),, il faut montrer que pour tous z € Ey et y € E,
ona'lry=0
La matrice A étant symétrique on a * (‘zAy) =' y'Ax ="' yAx.
Or, par définition d’un sous-espace propre, on a Ax = Ax et Ay = uy.
donc * (fzAy) =" yAx implique que Myx = u' (*zy), c’est-a-dire que (A — p)fyx = 0. Puisque
A # u, on en conclut que ‘yz = 0.
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Définition 2.2.3.

Une matrice A € M, (R) est dit orthogonale si elle vérifie I’égalité suivante : *AA = A'A = I,
ot YA est la matrice transposée de A et I, est la matrice identité. Dans le cas complexe, la
matrice orthogonale est appelée orthogonale.

Théoréme 2.2.1.

Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormale. Autrement dit,
si A matrice symétrique réelle alors, il existe une matrice orthogonale P telle que P~YAP soit
une matrice diagonale réelle.

Exemple :
Soit la matrice définie par :
111
My=1|111
111
Diagonalisons en base orthonormée la matrice symétrique M; :
el.e polynome caractéristique de M est :

1-x 1 1
det (My —A)=| 1 1-Xx 1
1 11—
1-x 1 11 11
41_”‘ 1 1—>\‘_‘1 1—)\’ ‘1 1‘

) ((1 —1) = (1= -D+A=(1=-N)
) (N2 —2>\)+>\+)\ A1 =X (A =2) +2)
(( —ANA=2)+2) =A(=A*+3X—2+2)

Les trois valeurs propres de M; sont donc A\ = Ay =0et A3 =3
eLes vecteurs propres des valeurs propres
*Les vecteurs propres associés a A\; = 0. :

x
Posons v = | y
z
r+y+z=0
Mv=0<=< 24+y+2=0 <=2+y+2=0
r+y+z2=0

Ceci montre que l'espace des valeurs propres associées a la valeur propre 1 est de dimension 2.
Choisissons un vecteur dans ce plan v = (1, —1,0). Puisque nous voulons diagonaliser en base
orthonormée, calculons [|v|| puis prenons vy = g7 de norme 1. On a [|v|| = VI2+ (12402 =

V2

V2
doncv; = —7%

0
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Cherchons un deuxieme vecteur propre qui soit a la fois dans le plan x +y + 2 =0
et orthogonal & v; (c’est-a-~dire leur produit scalaire est nul). On a

{Mlv:O {x+y+z=0 {x+y+z:0
— —

v-vp =0 \%x—\%y%—@z:() rT=y
z=—2y . y
o =T = Y
Y 9y

Déterminons les valeurs de y pour lesquels ce vecteur est de norme 1 :

o =1 V2 + 12+ (—2y)2 =1 == Vijy| = 1l <= Jy| = —

S

1
NG
1
Prenons vy = 7
)
=
*Les vecteurs propres associés a A3 = 3. :
r+y+z =3z —2x4+y+2=0 (L)
Miv=v<=( z+y+z =3y << v-2y+2=0 (Lg)
r+y+z =3z r+y—2z=0 (L3)
—2c+y+2=0 (L) B
e { 32-3y=0 (Lo — Ly) @»{2:25” Y
—3r+43y=0  (L3+2L,) -y
x
— = v=|
x

Cherchons les valeurs de x pour lesquelles v est de norme 1 :

| =1<= Va?+ 22+ 22 =1<= V32 =1+ |z| = —

S

Prenons v =

Shsh-sh-

e diagonalisation.

La matrice M; étant symétrique, elle est diagonalisable en base orthonormée. Les trois vecteurs
propres propres vy, vy et vz sont de norme 1 et sont deux a deux orthogonaux. En effet, par
construction, v; L vy et, puisque vz d’une part et v; et vy d’autre part sont associés a des
valeurs propres différentes, on a v; L v3 et vy L vg. La famille (vq,v2,v3) constitue donc une
base orthonormée de R? formée de vecteurs propres de M;.

Si on pose Q = Mat (vy,v9,v3), la matrice Q est orthogonale donc Q! =t . Alors, on a

Q=1 - et Q7 ='Q=

=gl

Shsh-sh
Shsl-sh-
Sl
Sl
S5l <
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M 0 0 000
Q'MQ=[ 0 X, 0 |=]000
0 0 X 00 3

2.3 Diagonalisation des matrices normales

Définition 2.3.1.

Soit A € M, ,(K) tel que A = (a; ;)

On appelle matrice adjointe de A la matrice notée par A* définie par :
A=t A=A = (a;;) € Mpn(K)

Définition 2.3.2.
Une matrice A € M, ,(K) est normale si elle commute avec son adjointe, c’est-a-dire
AA* = A*A.

Théoréme 2.3.1. Schur
Toute matrice carrée réelle ou complexe est semblable a une matrice triangulaire supérieure
dans une base orthonormée de C". Autrement dit, U matrice unitaire tel que U*AU =T
est triangulaire supérieure.

Proposition 2.3.1.
Toute matrice normale est diagonalisable dans une base orthonormée de C". Autrement dit, il
existe U € M, (C) matrice unitaire tel que U*AU = D = diag (A1, -+, \pn).

Preuve
Supposons, il existe U € M, (C) matrice unitaire tel que U*AU = D = diag (A, -+, \,) :
Montrons que A est normale :
D’une part, on a :
A*A = (UDU")* - (UDU")
A*A=(UD*U") - (UDU™)
A*A=UD*DU*
D’autre part, on a :
AA* = (UDU™) - (UDU*)"
AA*=UDD*U"
AAT = A"A
donc A est normale .
Inversement, supposons que A est normale et montrons qu’il existe U € M,,(C) matrice unitaire
tel que U*AU = D = diag (A1, -+, \n)
D’aprés le théoréme de Schur, il existe U unitaire tel que : T'= U*AU (T matrice triangulaire
supérieur )
Et comme A est normale on a :

AA* = A"A = UT*"TU* =UTT*U*
—T'T=TT"
Donc T est normale.
Pour démontrer que T est diagonale, comparons les coefficients de T*T et TT* d’indice 11
T = <tij)1gi,j§n ti; =0sij <1
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D’une part, (T*T),, = > 0 tatay = |1511|2
D’autre part, (TT*),, = Sor tuity = |tu]* + [twal” + - + |tn]?

ce qui donne : t1o = t13 = - -+ = t1, = 0. On refait la méme chose avec les coefficients d’indice
22 pour démontrer que les coefficients de la deuxieme ligne de T' en dehors de la diagonale sont
nuls, puis avec les coefficients d’indice 33, etc

Exemple :

Soit la matrice définie par :

2 20
2 0 2
0 2 2

Diagonalisons en base orthonormée la matrice normale M; :

M, =

e Le polynome caractéristique de My

2—-A 2 0
det (Mo —A)=| 2 -\ 2
0 2 2-2A
= (2 - )\)' 2)\ 2EA‘—X2X 0 23)\‘+0
=2-NEA2 =2 —4) —2x(2(2-1) = 0)
=(2-XN)(N=2x—-4)—4(2-))
=2-N) (N -2x-4-4)
=(2-)) (N -21-8)

Le polynéme X? —2X — 8 a pour discriminant A = (—=2)? —4 x 1 x (—8) =4 + 32 = 36 donc
les racines de ce polynome sont :
2—6 2+6
r=——=-2 et a:2:iz4
2 2

On a par conséquent :

det (My — M) = (2= (A+2)(A—4)
Les trois valeurs propres de Ms sont donc A\ =2, A =4 et \3 = —2

eles vecteurs propres des valeurs propres

x
Posons v = | y
z
*Les vecteurs propres associés a A\ = 2 :

20 + 2y = 2x y=20
My=2v<= 1 20+22=2y << z+z2=y
20422 =2z y=0
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y=0 g = 0
z=—x

Cherchons les valeurs de z pour lesquels v est de norme 1 :

o] =1 <= Va2 + 02+ (—2)2 =1 <= V222 = 1 <= V2|z| = 1
1

— || = —=
ol =
1
V2
Prenons v; = 0
-1
V2
*Les vecteurs propres associés a Ay = 4 :
20 + 2y = 4x Y=z
My =4dv<4= ¢ 204+22=4y <= v+2=2y
2y + 2z =4z y==z
x
ST =Yy=2<0V= x
x

Cherchons les valeurs de z pour lesquels v est de norme 1 :

| =1 <= V22422 + 22 =1 <= V322 =1 <= V3|z| =1
1

= |z| = —
o V3
1
V3
1
Prenons v; = 7
1
v
*Les vecteurs propres associés a A3 = —2 :
20 4+ 2y = -2z y=—2x
Myv=-20<= < 20+2z2=-2y < x+2=—y
20+ 2z = -2z y=—2z
= T+z2=2r
2=
y = —2z
x
= v=| -2z
x

Cherchons les valeurs de z pour lesquels v est de norme 1 :

o] =1 <= a2+ (—22)? + 22 =1 <= V622 = 1 <= V0|z| = 1

= |z| =

-
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Prenons v; =

S-SILS-

e Diagonalisation

La matrice M, étant normale, elle est diagonalisable en base orthonormée. Les trois vecteurs
propres propres propres propres vp, vs et vz sont de norme 1 et sont deux a deux orthogonaux.
La famille (v1,vs,v3) constitue donc une base orthonormée de R? formée de vecteurs propres
de M .

Si on pose @ = Mat (vy,v9,v3), la matrice @ est orthogonale donc Q! =t . Alors ,on a

U . 1 9 L
R T B W
V2 VB VB V6 V6 V6
et
A 0 0 2 0 0
Q'MQ=1| 0 X 0 |=]04 0
0 0 X3 0 0 =2
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Trigonalisation

3.1 Définitions

Définition 3.1.1.

On dit qu’un endomorphisme u de E est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle sa
matrice est triangulaire supérieure. Une matrice A de M, (K) est dite trigonalisable si l’endo-
morphisme correspondant de K™ est trigonalisable, c’est-a-dire si A est semblable a une matrice
triangulaire supérieure.

Théoréme 3.1.1.
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
1. u est trigonalisable.
2. le polynome caractéristique x de u est scindé.

Preuve
1 = 2. Le polynome caractéristique de u est le polynome caractéristique de la matrice de u
dans une base quelconque.
Si u est trigonalisable, on peut choisir une base dans laquelle la matrice de u est triangulaire
supérieure, On a alors

ay; * X —a;; *
X(X) =det | X1d— Lk = det *

c’est-a-dire x(X) = (X —a1) ... (X — apn) qui est scindé.

2 = 1. Montrons par récurrence sur 'entier m > 1 que tout endomorphisme scindé v d’un
espace vectoriel F' de dimension m est trigonalisable.

Pour m =1, le résultat est vrai, supposons que le résultat est vrai a I’ordre m — 1, montrons
que le résultat est vrai a 'ordre m.

Pour cela, soient F' un espace vectoriel de dimension m et v un endomorphisme scindé de F.
En particulier, x, possede au moins une racine \,,, qui est une valeur propre de v. Soit e, un
vecteur propre de v associé a A,,. Complétons la famille libre (e,,) en une base B := (e, ..., €,)
de F'.

Puisque v (e,,) = Amém, la matrice A := Matg(v) s’écrit par blocs A := ( ]\04 )\U )
ou M € Mm_l(K> et U € Mm—1,1<K)-
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Le calcul d'un déterminant par blocs montre que x4 = (X — A;,) X, car c’est une matrice
triangulaire par blocs.

Le polynome xj, est donc scindé, puisqu’il divise x4 .

Vu I'hypothese de récurrence, il existe Q € GL,,_1(K) telle que T := Q™' M@ soit triangulaire

supérieure. La matrice P := ( %2 (1) ) € M, (K) est inversible car @) est inversible,
Q™ 0
0 1

On en déduit que P 'AP est triangulaire, et donc que v est trigonalisable. En effet, P~tAP
vaut :

(0 ) () =% )%

_ ( Q'MQ QU )

son inverse étant

0 Am

et la derniere matrice est triangulaire supérieure parce que QM@ lest.

Corollaire 3.1.1.
Sur un corps algébriquement clos, toute matrice carrée (et tout endomorphisme en dimension
finie) est trigonalisable.

Preuve
Cela vient du fait que tout polynome non constant a coefficients dans un corps algébriquement
clos est scindé.
Exemple :
Soit f I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique de R* est :

1 0 0 0
4 —2 -3 -3
A= 0 4 4 3
2 -1 0 1

Commencons par vérifier si f est trigonalisable en factorisant son polynome caractéristique :

l—z 0 0 0
4 —2-g -3 -3 “2-r =3 3
Xr(x) =det (A—xly) = 0 4 4 3 =(1—-2x) 4 4—x 3
o —1 0 1-=z
2 -1 0 l-ux
3 -3 92—z -3
_<1_I>(_‘4—x 3‘”1_@ 44—z
—2—x =3

4 4—x
_ (11— ) (—3+‘ I

=(1—=x) (3:5—3—{—(1—35)

)

4 4-x >:(1_x)2(1—2$—x2):<1_x)4

Puisque xy est scindé, f est bien trigonalisable. Déterminons une base de son unique sous-
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espace propre E1.FE; est I'ensemble des vecteurs (z,y, 2,t) € R* tels que :

T 0 0 0 0 T 0

_ vy | 4 -3 -3 -3 y | |10
(A-1L) z 0 4 3 3 - I )
t -2 -1 0 0 t 0

dr —3y—32—3t=0

soit encore : dy+32+3t=0
—2r—-—y=0
ou encore, en rajoutant a la premiere équation les deux autres :
2z =0 v 0
dy+3z+3t=0 c’est-a-dire, -y
z+t=0
—2z—-y=0

Ainsi, on a E; = Ker(f —Idgs) = {(0,0,z,—2);2z € R}, autrement dit, F; est la droite
vectorielle Vect (u1) engendrée par le vecteur u; = (0,0, 1, —1). Comme x;(z) = (1 —x)*, toute
matrice triangulaire supérieure représentant f sera nécessairement de la forme :

1 a b ¢
010 ¢
= 001 ¢
00 0 1

Afin de trouver un vecteur de base us tel que f (u3) = auy + uz, complétons le vecteur u; en
une base de R* par les vecteurs e; = (1,0,0,0) et e; = (0,1,0,0) et e5 = (0,0,1,0) de sa base
canonique B . (uy, ey, €s, €3) est bien une base de R* car :

detp (e1; e3; e3;u1) = detg (e1; €a; €35 e3) — detp (e1;€2;€e35€4) =0—1#0

Cherchons donc w1y sous la forme d’une combinaison linéaire de ces vecteurs additionnels
€1,69,63 @ Uy = wey + yes + zeg = (x,y,2,0). La seconde colonne de la matrice T" impose :
f (Ug) = auy + us .

Cette relation s’écrit sur la base canonique B :

T 0 T
al v 1 zal O]V
z 1 z
0 -1 0
soit encore
x =
dr —2y—3z = y
4y + 4z = a+z
—2z —vy = —a
Le systeme a pour solutions (a, z,y, z) tels que : ¢ = 0, y = a et z = —y. Choisissons a = 1 et

Uy = (O, 1, —1,0)

37



Afin de trouver un vecteur us tel que f (u3) = buy +b'us+us, complétons maintenant le systeme
libre (u;,u2) en une base de R* par les vecteurs ej, e5 de sa base canonique B. (uy, us, ey, €s) est
bien une base de R* car :

detg (e1; €25 uz;u1) = detp (e1; €2; €2;ur) — detp (eg;ea;e3;u1) =0—(—1) #0

Cherchons donc u3 sous la forme d'une combinaison linéaire de ces vecteurs additionnels eq, €5 :
uy = xe1+yes = (r,y,0,0). La troisitme colonne de la matrice T impose : f (u3) = buj+b'us+us
Cette relation s’écrit sur la base canonique B :

x 0 0 T
vy | _ 0 / 1 (0
A 0 =b 1 +b 1 + 0
0 —1 0 0
soit encore
r = z
dr —2y = UV +uy
by =b-10
—2r—y =—b

Le systeme a pour solutions (b,0, z,y) tels que : x = 0, y = b et i’ = —3b. Choisissons b = 1,
b =-3etus=(0,1,0,0).

Complétons le systeme libre (uq,us,u3) par n'importe quel vecteur uy tel que (uy,us, ug, uyg)
soit une base de R*. Choisissons u4 = e;.

(w1, u9,u3, us) est alors une base de R*. La derniere colonne de la matrice T impose la relation :
f(ug) = cuy + dug + "ug + uy, et celle-ci s’écrit sur la base canonique B :

1 0 0 0 1
0 B 0 , 1 a1 1 0
Al o=l 1 ] = [t o|t] o
0 -1 0 0 0
soit encore

1 =1

4 =+

0 =c—(¢

-2 =-c

dounc=d=d=2
Ainsi, la matrice de passage de la base canonique a la base (uq,us, us, uy) et la matrice de f
dans cette derniere sont respectivement :

0 00 1
0 110
P=1 1 100
1 000
et
11 1 2
01 -3 2
=100 1 2
00 0 1



3.2 Endomorphismes nilpotents

Définition 3.2.1.

Soit uw € L(E), on dit que I’'endomorphisme u est nilpotent s’il existe un entier m > 1 tel que
u™ = 0. On appelle alors indice de nilpotence le plus petit entier m € N* tel que u™ = 0.

De méme, une matrice A € M,(K) sera dite nilpotente s’il existe p > 1 tel que AP = O,. On
appelle aussi indice de nilpotence le plus petit entier p € N* tel que u?P = 0.

Remarque :
e [’endomorphisme nul 0 est nilpotent avec m = 1.
e Si u est nilpotent alors Ker(u) # {0g} . En effet, si m > 1 est un entier tel que u™ = 0, alors,
det (u™) = det(u)™ = det(0) = 0, d’our det(u) = 0.
e Toute matrice A € M,(K) triangulaire stricte (matrice triangulaire a diagonale nulle) est
nilpotente. En effet, dans ce cas ya = X", or d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton
xa(A) =0, donc A" = 0.

Proposition 3.2.1.
Soient n et n’ deuz endomorphismes nilpotents de L(E) qui commutent.
Alors n+n' est nilpotent.

Preuve
Soient n et n’ deux endomorphisme nilpotents qui commutent. Soient alors r et ' les indices
de nilpotence respectifs de n et n'.

/
N A ! rfr+r r_
Donc d’apres la formule de Bindme,on a (n +n')""" =310 ( I ) nkprtr—k

Si k <7 alors, r + 7' — k > ' et dans ce cas n™t" "7k = (
Si k > r alors, n* = 0.
Donc tous les termes de la somme sont nuls et on aura toujours : (n 4+ n/)""" = 0.

Proposition 3.2.2.

Soit u € L(F). On a l’équivalence entre les assertions :
1. u est nilpotent

it. xu = X", oun =dim(E))

On a le méme résultat pour A € M,(K).

Preuve
e 1 = i1. On suppose que u est nilpotent d’indice p.
Soit A € M, (K) une matrice représentant u dans une certaine base B de E. La matrice A est
trigonalisable dans M,,(C).
Soit A € C une valeur propre de A et X € M, 1(C) un vecteur propre associé. Alors on a, pour
tout k € N, AKX = \FX.
Or A? = 0 donc WX = 0 avec X # 0, d’ou A’ = 0. Ainsi, A = 0, donc 0 est la seule valeur
propre de A . A étant trigonalisable, son polynéme caractéristique est donc y4 = X". Par suite,
Xu = XA = X",
e . = ¢. On suppose y, = X". Comme Y, est scindé, u est trigonalisable et donc il existe une
base B dans laquelle la matrice T' de u est triangulaire stricte, car 0 est la seule valeur propre
de wu.
Or T est nilpotente car triangulaire stricte, donc il existe & > 1 tel que Matp (uk) =TF=0,.
Ainsi, u*F = 0.
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Corollaire 3.2.1.
Soit uw € L(E). Alors u est nilpotent si, et seulement si, u est trigonalisable et Sp(u) = {0}.

Preuve
On a wu est nilpotent si, et seulement si, y, = X" si, et seulement si, u est trigonalisable et son
unique valeur propre est 0.

Proposition 3.2.3.
Soit u un endomorphismes diagonalisable de L(E). Si u est nilpotent alors u = 0.

Preuve
Soit u un endomorphisme diagonalisable et nilpotent. Soit r I'indice de nilpotence de w.
Donc par définition du polynome minimal, on a : u,(X) = X". Or u est diagonalisable et donc
[, est scindé a racines simples, c¢’est-a-dire que r = 1.
Dans ce cas p,(X) = X. Puisque p,(u) = 0, alors u = 0.

Proposition 3.2.4.

Soit u € L(F). St u est nilpotent d’indice p, alors :

e pour tout x € E tel que uP~'(x) # O, la famille , F(x,u) = (z,u(z),...,uP~(z)) est libre;
e p <n=dim(F)

e De plus, le sev de dimension p : F(x,u) = Vec(F(z,u)) de base F(x,u), est u-stable.

Preuve
e Soit ag,...,a,—1 € K tels que 5:01 a;u'(z) = 0. On a :

=yr! (Z o aiu'(z )) = apuP~(z)

donc ag = 0 caru?~!(z) # O, puis, on a :

= P2 (Zl L aui(z)) = auP = (z)

d’ott a; = 0. On continue ainsi de proche en proche pour trouver finalement :
agzalz...:ap_le
Donc (z,u(z),...,uP~!(x)) est une famille libre.

e Comme p est le plus petit entier de N* tel que u? = 0, alors uP~! # 0.

Par suite, il existe z # Og tel que uP~!(z) # O . Ainsi, en utilisant le point précédent, la famille
(x,u(z),...,uP~(x)) est une famille libre de F de p vecteurs, par suite, p < dim(FE) .

En utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton : on a y, = X™ , donc v = 0 d’ou p < n = dim(F)
par minimalité de I'indice de nilpotence p.

e Soit y € F(z,u)

Y=y 4y u(@)+ ...+ yp_1-ul(z) +y, v (x)

Done, u(y) = yo - u(z) + ...+ yp_1 - WP~ 2(2) + y, - w?~}(z) car, pour tout k,u (u*(z)) = u**!(z)
D'ou u(y) € F(x,u). Donc F(x,u) est un sev de E u-stable.

3.3 La décomposition de Dunford

Théoréme 3.3.1.
Soient K un corps commutatif, E un espace vectoriel sur K dimension finie et u € L(E) dont
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le polynéome minimal est scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) € L(E)? tel que :
ou=d+n

od est diagonalisable

en est nilpotent

on et d commutent :nod=don

De plus n et d sont des polynomes en u.

Preuve
Existence :
Soit xu = (X —A)"™ ... (X = \)"" avec \; € C deux a deux distincts et les entiers m; > 1.
D’apres le lemme de décomposition des noyaux et le théoreme de Cayley-Hamilton, F est la
somme directe des sous-espaces caractéristiques
F,=Ker(u—X\NId)™ : E=a®]_|F,
Vi € {1---r} le projecteur p; de E sur Ker (u — \;ld)™ est un polynéme en u.
Onposed=>_  Apietn=u—d
On a bien que u = n + d et que n et d sont des polynomes en u et donc commutent.
Vi € {1,...,r} soit B; = (b;) une base de Ker (u — X\;/d)™
Alors B = (Ji_, B; est une base de E vérifiant d (b;) = \;b;
D’ou d est diagonalisable.
Ve e E,o =x1 4+ 29+ ...+ x, de facon unique, car E est une somme directe .
Soit m = max{m;} alors, n™(z) = Y_;_ n™(x;) = >, (u—X/d)" (x;) = 0. Alors n est
nilpotent.
Unicité :
Par I’absurde, supposons qu’il existe un autre couple (d’,n’) € L(E)? qui vérifie les conditions
de la décomposition de Dunford alors, on a d —d =n —n/'.
Comme d’ commute avec n’, il commute aussi avec u, donc avec tout polynome en wu.
En particulier d’ commute avec d
Ainsi d et d’ sont codiagonalisable et donc d' — d est diagonalisable.
De méme n commute avec n’. Il en découle que n — n' est nilpotent. Le seul endomorphisme
diagonalisable et nilpotent étant 0 on a d = d' et n =n’

Corollaire 3.3.1.
Si E est C-espace vectoriel de dimension n € N*| alors tout endomorphisme de L(FE) admet
une décomposition de Dunford.

Preuve
C[X] est algébriquement clos, donc tout polynoéme de C[X] est scindé. En particulier, tout
polynome annulateur de u € L(E) est scindé.

Remarque :
Si u € L(FE) est diagonalisable, alors sa décomposition de Dunford est u = u + 0.

Exemple :
Soit A la matrice définie par :



et f 'endomorphisme de R? associé.
e Le polynome caractéristique de A :

1-X -1 0

walX)=| 1 -X -1
-1 0 2-X
-X -1 1 -1
ZO_XW()Q—X'+L42—X
=(1-X)(X*-2X)+(1-X)
=(1-X)(X*-2X+1)=(1-X)

Le polynome caractéristique de A admet une valeur propre triple A = 1.

e Les sous-espaces propres et caractéristiques de A :

La matrice A admet une unique valeur propre A = 1 de multiplicité 3, le sous-espace propre
associé est 'espace Fy; = ker(A — I), et on a

T—yY=21 _0
(v,y,2) € By < T—z2=y <:>{i:z
—r+22=12 -

Le sous-espace E; est engendrée par le vecteur (1,0, 1). Le sous-espace caractéristique de A,
associé & I'unique valeur propre A = 1, est le sous-espace Fy = ker(A — I)?, or, compte tenu du
théoreme de Cayley-Hamilton, on sait que x4(A) = 0 ainsi, la matrice (A — I)? est la matrice
nulle, ce qui implique F; = R3, c’est donc l’espace tout entier.

e Démontrons l'existence d'une base de R3 dans laquelle la matrice de f s’écrit

110
B=|011
0 01

Nous cherchons des vecteurs ey, ey et e3 tels que Ae; = ey, Aey = e1 + e et Aes = ey + e3. Le
vecteur e; appartient a Fy = ker(A—1), et ker(A— 1) est la droite d’équations : {y = 0,z = z}.
On détermine ey = (z,y, 2) tel que Aes = e; + ey, on obtient le systéme

-1 0 T 1+ r—y=1+4+z
y=-1
1 0 -1 y | =1 14y | = rT—2z=y <:>{x_z__1
-1 0 2 2z z —r+22=1+2 N

Ainsi, le vecteur e5 = (—1, —1,0) convient. Il reste a chercher un vecteur es tel que Aez = es+-e3,
c’est-a-dire

1 -1 0 x -1+ r—y=x-—1

y=1
1 0 -1 y | =1 -1+y | <= v—z=y—1 ;}{x—z
-1 0 2 z z —r+22=12 N

Le vecteur eg = (0,1,0) convient. On obtient alors la matrice P suivante qui est inversible et
vérifie A = PBP~!

1 -1 0
P=10 -11
1 0 0



e Décomposition de Dunford :
On a
110 1 010
B=|011]=1|0 0 01
0 01 0 0 000
Les deux matrices commutent car 'une est égale a I. Or, il existe un unique couple de matrices
D et N, D diagonalisable et N nilpotente, telles que B=D + N et DN = ND. Or si

0
0]+
1

1 00 010
D=10120 et N=[0 01
001 000

a
010 010 00 1
N?=|0 01 001 ]=1000
000 000 000
et N3 = 0. La décomposition B = D + N est donc bien la décomposition de Dunford de la

matrice B.

3.4 Réduction de Jordan :

Sous-espace caractéristique

Définition 3.4.1.
Soit uw € L(E) et soit \; une valeur propre de u de multiplicité «; dans x,. On appelle sous-
espace caractéristique de u associée a \; le s.e.v :  F)y, := ker (u — \;Id)™

Proposition 3.4.1.

Soit u € L(E) tel que x,, est scindé : xu = [y (X = X)™ O ona:
1. F), est stable par u

2. E=F,0F,®.. . 0F,

3. dim F)\i = Q4

Preuve
1. Soit « € F),. Puisque (u — A; Id )™ est un polynoéme en u,u et (u — A; Id )™ commutent.
On a alors : (u— A\ Id)" (u(x)) = (u— X Id )* ou(z) =uo (u — AId)¥(z) = u(0) =0
et donc u(z) € F)
2. Les polyndmes (u — A; Id )™ n’ont pas une racine commune, alors ils sont premiers entre eux
donc, d’apres le Lemme des noyaux, on a le résultat.
3. L’endomorphisme v induit par de u sur F}, :
v o F)\. — F)\

r = (u—Ad)(x)

est nilpotente par définition.

On sait donc que le polyndme caractéristique de v est y, = X
Comme il divise p,, on a on a dim F), < o.

Puisque > dim F), = > «; = n, on a le résultat.

43



Réduction de Jordan :

La réduction de Jordan sert a montrer que toute matrice dont le polynome caractéristique est
scindé est semblable a une matrice diagonale par blocs.

Définition 3.4.2.

Un bloc de Jordan pour ’endomorphisme u est un sous-espace stable muni d’une base eq,. .., e,
telle que f(e1) = Xey, f(e2) = Aea+e1,..., f(em) = Aem+ €m_1.

Ce sous-espace est contenu dans le sous-espace caractéristique E*

La matrice de u dans cette base s’appelle aussi bloc de Jordan notée Jp,(\)

A1 0 ... 0
O x 1 ... 0
Jm(A) = [ ¢+ | € Mn(K)
00 ... X 1
00 ... 0 A

En d’autres termes, J,,(\) a des A sur la diagonale, des 1 juste au-dessus, et des 0 ailleurs.

Proposition 3.4.2. Réduction des endomorphismes nilpotents

Soit u un endomorphisme nilpotent, d’indice p, dans un espace vectoriel E de dimension p.
Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure, les termes
au-dessus de la diagonale valant 1, les autres étant nuls. Cette matrice s’appelle bloc de Jordan

d’ordre n.
0 1 o ... --- 0

0

o = O

Preuve
Par hypothese, uP~! est non nul, donc il existe v € F tel que u?~!(v) # 0. Nécessairement les
p vecteurs uP~1(v),uP~%(v), ..., u(v), v sont tous non nuls.
Les p vecteurs uP~!(v),u?"%(v),...,u(v),v forment une famille libre, donc une base puisque
I’espace est de dimension p.
Donc la matrice de u dans cette base est bien .J,(0)

Proposition 3.4.3.
Soit u un endomorphisme nilpotent. Alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de u
est de la forme :

Jiny (0) (0)
€ M, (K)
(0) Im,, (0)
ot my,...,m, € N* sont tels que my + --- +m, =n = dim(FE)

Théoréme 3.4.1. Réduction de Jordan
Soit u un endomorphisme sur un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K et tel
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que son polynome caractéristique x, soit scindé sur K

Xu = (=1)" [Ty (X = A)™
Alors il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est de la forme

Ty (A1) (0)
(0) I, (Av)
ouv € N my+---+m, =n=dim(E) et \,...,\, € K sont les valeurs propres (non
nécessairement distinctes) de u.
Preuve
On note n = dim(F). On note Aj,..., Ay les valeurs propres (distinctes) de w. Il existe

ag, ..., q € N* tels que xo(X) = (=1)" (X = A)™ . (X = \p)™

D’apres le lemme des noyaux, on a E = @?:1 ker ((u — A; Idg)™")

Pour j € {1,...,k} on note F; = ker ((u — A\;Idg)™") . Alors Fj est stable par u

et ulp = Ajldg, +Fj ot Fj = (u— A;1dg)|p est un endomorphisme nilpotent.

D’apres la proposition précédente, il existe une base §; de F; dans la matrice de N; est dia-
gonale par blocs avec des blocs de la forme J(0), donc la matrice de u| F, €St formée de blocs
J (A;). En concaténant les bases ainsi obtenues pour chaque sous-espace caractéristique, on
obtient une base de F dans laquelle la matrice de u a bien la forme voulue.

L’algorithme de calcul de la réduction de Jordan :

L’algorithme de calcul de la réduction de Jordan est le suivant :

1. Factoriser le polynome caractéristique

2. Trouver une base de chaque sous-espace propre

3. Compléter cette base s’il y a lieu

Si la multiplicité de la valeur propre A est m alors qu’il n’y a que [ < m vecteurs propres
indépendants il faut trouver encore m — [ vecteurs. Pour chaque vecteur propre v déja trouvé,
nous résolvons le systeme (A — A\l )w = v, ol v est un vecteur propre déja écrit. Nous vérifions
que la solution w est linéairement indépendante des vecteurs déja écrits. S’il manque encore
des vecteurs, nous résolvons le systeme (A — A\ )u = w

Exemple 1 :
Soit A la matrice de M4 (R) suivante :
1 0 0 O
-1 3 -1 1
A= -1 1 1 0
0 0 0 2

1. Montrons que A n’est pas diagonalisable.
Calculons le polynome caractéristique de A :

1—A 0 0 0
-1 3-X -1 1
Xa(A) =det (A —\y) = 1 1 1 0

0 0 0 2-A
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=1-XAN)| 1 1=Xx 0

0 0 2—A
=1-=XN2-=MN(B=N(1-=XN+1)
—(1— N2 - N)(A-2)°
=(1-N)(2-))?

Les valeurs propres de A sont donc 1 (simple) et 2 (triple).
Calculons les sous-espaces propres correspondants.

Soit X = e R4

N 8

Donc on a

E\(f) =Vect

X € By(f) <= AX =2X<=

Donc on a

O = = =

0 0 O x
3 —1 1 y |
1 1 0 z
0 2 t
rT=2x
—r+3y—z+t=y
—rtytz==z
2t =t
= Vect(u)
0 0 0 x
3 —1 1 vy |
1 1 0 z
0 0 2 t
( r =2
—r+3y—z+1t=2y
—x4+y+z=2z
L 2t =2t
(2 =10
=Y
=Y
L t=10
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— = O

Es(f) = Vect
0

On remarque donc en particulier que dim (Fy(f)) # 3 : f n’est donc pas diagonalisable.
2. Déterminons une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice de passage.

A = 1 étant une valeur propre simple, le bloc de Jordan est entierement déterminé.
Construisons donc la suite de noyaux des puissances de M = A — 21,

-1 0 0 0
-1 1 -1 1 .

M = 11 -1 0 : dim(Ker(M)) =1
0 0 0 0

On peut déja dire qu’il y aura 1 unique bloc de Jordan associé a la valeur propre 2.
et

1 0 00
1 0 01
2 _
M= = 1 0 01
0000
0 0
. 2 1 O . .
On voit que ker (M?*) = Vect 0 | 1 : de dimension 2.
0 0
et
-1 0 0 0
-1 0 0 0
3 _
M = -1 0 0 0
0 000
0 0 0
3 1 0 0 } )
On a donc ker (M?)=Vect ol 1] o : de dimension 3
0 0 1

Cela signifie que la taille du bloc de Jordan (unique) associé a la valeur propre 2 est de taille 3.

0
On prend v; = 8 € Ker (M?) \ Ker (M?)
1
0 0
. 1 1
Puis, vy = Mv, = 0 et v3 = Muvy = |
0 0

Alors dans la base (u, v, v9,v1), la réduite de Jordan de A est de la forme
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o O O
S o N O
SN = O
N = OO

Exemple 2 :
-1 -1
0 -1
0 2
0 -2

Soit la matrice A=

N O OO
|
[

e Le polynome caractéristique de A est :

“1-X -1 0 0
0 -1-X 0 0

X =] N EXC SR VO SR O )
0 -2 2 3-X

e Les trois sous-espaces caractéristiques sont :

-2 -1 0 0 0
0 -2 0 , . 0
ker (A — 1) = ker 0 2 -1 -1 | engendrée par f; := 1
0o -2 2 2 —1
-3 -1 0 0 0
0 -3 0 0 , L 0
ker (A — 21,) = ker 0 2 -9 1 | engendrée par fy := 1
0o -2 2 1 -2
0 —1.0 O 1
ker (A + I) = ker 8 g (1) _01 est la droite engendrée par f3 := 8
0 -2 2 4 0
une base de Jordan pour A est alors (f1, fo, f3, f1), ou fy est n’importe quel antécédent de
0
f3 par A+ I, par exemple f; := _11
-1
Ainsi
10 0 0
02 0 O L1
J = 00 -1 1 est la réduite de Jordan de A
00 0 -1
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Application dans des problemes mathématiques

4.1 Calcul de puissance d’une matrice

Exemple par la méthode de diagonalisation :

Soit M la matrice de R* suivante :

o NN O

1
0 -1
7

@)
o o O O

00 3

1. Déterminer les valeurs propres de M et ses sous-espaces propres.

2. Montrer que M est diagonalisable.

3. Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

4. Ona D = P~'MP, pour k € N exprimer M* en fonction de D¥, puis calculer M*.

Solution :
1. Les valeurs propres de M sont les réels A tels que det(M — A\Id) =0

A 1 0 0
det(M — \d) = g _7A :i 2
0 0 3 =

=\ — 13\ + 36

= () (- 9)
=A=2)A+2)(A=3)(A=3)(A+3)

Les valeurs propres de M sont donc 2, —2,3 et —3. Notons Fs, E_5, F5 et F_3 les sous-espaces
propres associés.

Ey={X eR" MX =2X}
= {(x,y,z,t) ER4,y:2x,2x—z:2y,7y+6t:2z,3222t}
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y =2 Yy =2z

or 20 — 2z =2y 14x + 92 = 22 ziQ_gx
Ty + 6t = 22 14z 4+ 92 = 2z z:—Bx
3z =2t 3z =2t n

ainsi, Fs est la droite vectorielle engendrée par le vecteur u; = (1,2, —2, —3)

E,={XeR" MX =-2X}
= {(m,y,z,t) eERY y=—22,20—2=—2y,Ty+6t=—-2232= —225}

y=—2r Yy = —2x )
or <= <— z=—2x
Ty + 6t = —2z —14x — 9z = 22 B
t =3z
3z = -2t 3z = —2t

ainsi, E_5 est engendrée par le vecteur uy = (1, -2, —2, 3)

Ey={X eR" MX =3X}
= {(x,y,z,t) ER4,y:3x,2x—z:3y,7y+6t:3z,32’:3t}

y =3z y =3z -
L) w—a=3y 21z + 6t = 32 Z:?f;x
Ty + 6t = 3z 21x 4 6t = 3z B
t=-—-Tx

ainsi, F3 est engendrée par le vecteur ug = (1,3, -7, —7)

Es={XeR" MX =-3X}
= {(m,y,z,t) eRY y=—-32,20— 2= -3y, Ty+6t=—-32,32= —3t}

= -3z
or <= <= z=—Tx
Ty + 6t = —32 —21x — 62 = —32 B
t="Tx
3z = —3t = —t

ainsi, E_3 est engendrée par le vecteur uy = (1, -3, —7,7)

2.Le polynome caractéristique de la matrice M est scindé et la multiplicité de chaque valeur
propre est égale a la dimension de ’espace propre associé, donc M est diagonalisable.

3. Une base de vecteurs propres a été déterminée dans les questions précédentes.C’est la base
(u1,us,ug, uy) et la matrice de passage est la matrice

1 1 1 1
29 —2 3 _3
P=1 5 o 7 _7
-3 3 -7 7

4.0On a D = P 'MP, pour k € N exprimons M* en fonction de D*, puis calculons M*.
On a
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20 0 0 % 0 0 0
o =20 0 s o =2 0 0
D=1y¢9 o 3 o |domeDi=] 4 "¢ 3 |
0 0 0 —3 0 0 0 (=3

Mais, M = PDP~!, d'ou, pour k € N, M* = (PDP~1)* = ppkp-1

Pour calculer M*, il faut donc déterminer la matrice P~ qui exprime les coordonnées des
vecteurs de la base canonique de R* dans la base (uy, ug, us, uy)
Apres calcul,

7 7 1 3
1 7 -7 1 =3
,1__
P 10!l -2 -3 -1 =2
-2 3 -1 2
On obtient le résultat suivant :
Mk = pDFp-1

1 1 1 1 2k 0 0 0 7 7 1 3
1 2 -2 3 =3 0 (—2)’C 0 0 T =7 1 =3
ol -2 -2 -7 -7 o o0 3 0 -2 -3 -1 =2
-3 3 7 7 0 0 0 (=3)* -2 3 -1 2

Exemple en utilisant le théoeme de Cayley-Hamilton :

Soit
0 3 2
A= -2 5 2
2 =30

Un polynome annulateur de A est x4 d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton.

X -3 =2
Xa=| 2 X-5 —2|=X(X’"-5X+6)—2(-3X+6)—2(2X —4)
-2 3 X

= X(X —2)(X —=3)+6(X —2)—4(X —2) = (X —2)(X(X =3)+2) = (X — 1)(X —2)°

Soit n € N. La division euclidienne de X™ par x5 s’écrit X" = Q X x4 + a, X2 + b, X + cp(x)
ou () est un polynome et a,,b, et ¢, sont trois réels. En évaluant en A et en tentant compte
de x(A) = 0, on obtient

A" = q, A% + b, A + ¢, 15

Déterminons ay,, b, et ¢,. On évalue les deux membres de (*) en 1 et 2 (en tenant compte de
xa(1) = xa(2) = 0) puis on dérive les deux membres de (x) et on évalue de nouveau en 2 (en
se rappelant que xa(2) = x/4(2) = 0 puisque 2 est une racine double de x4 ). On obtient :
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anp+b,+c,=1 b, = —4a,, +n2" 1 b, = —4a, +n2" 1
4ay, + 20, + ¢, =2" &< ap+ (—da, +n2" ) +c, =1 & Q4 —3ap +c,=1-32"
da,, + b, = n2"1 4a, + 2 (—4a, +n2" 1) + ¢, = 2" —4a, + ¢, = (1 —n)2"
ap =1+ (2-1)2" ap =1+ (2-1)2"
S by=—4(1+(F-1)2") +22" & by=—4+ (- +4)2"
=31+ (%—-1)2")+1— 22" Cn =4+ (n—3)2"
0O 3 2 0o 3 2 -2 9 6
De plus, A= -2 5 2 -2 5 2 |=| -6 13 6 et donc
2 =30 2 =30 6 -9 -2
n -2 9 6 N 0o 3 2
A”:(1+(§—1>2”> 6 13 6 +(—4+(—7+4)2") 2 5 2
6 -9 -2 2 =30
1 00
+4+n-32")1 0 1 0
0 01
2-—-2" —34+3x2" —242x2"

= 2—2x2" —3+4x2" —242x2"
—242x2" 3—-3x2" 2 — 2"

4.2 Application a ’exponentiel d’'une matrice

Exemple par le théoreme de Cayley-Hamilton :

Soit A la matrice définie par

3 2 2
A= 1 01
-1 10
e Le polynome caractéristique :
3—X 2 2
XA = I =X 1 |[=03-X)(X?-1)—(-2X-2)—-(2X+2) = —(X+1)(X-1)(X-3)

-1 1 =X

Soit n € N. La division euclidienne de X™ par y4 s’écrit X" = Q,, X x4 + a, X2 + b, X + ¢, ol
Qn € R[X] et (an, by, c,) € R3. En évaluant les deux membres de cette égalité en —1, 1 et 3 on
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obtient

Uy + by +cp =1 = ap+c, =11+ (=1)")
9ay, + 3b, + ¢, = 3" 8an+3(1—(-1)")+5(1+(-1)")=3"

L -2+ (-1))
=3 b= L
s (=3"+6+3(-1)")
Le théoreme de CAYLEY-HAMILTON fournit alors
VneN, A" =2 ((3" =2+ (-1)") A2 +4(1 — (-1)") A+ (=3"+ 6+ 3(—1)") I5)
3 2 2
A% = 1 01
-1 10

et donc, pour tout réel t
exp(tAd) = Yo LAr =S e DL (3n — 24 (1)) A2+ 4(1— (—1)") A+ (—=3"+ 6+ 3(—1)") I5)

n=0 nl n=0 n! 8

9 8 8\ L (3 20 100
_ e3t—2et4et e € —e3t46et4+3e~t
R R R I R e R R 1 ORI
-2 =2 -1 -1 1 0 0 01
8est 8e3t — et 8e3t — et
= % 23t — 2¢1 23 + 6e~? 23t — 2t
—2e3t 4 2e7t —2e3 4+ 8et — Gt 2e3t + et + 27!
4e3t 4e3t — 4et 4e3t — 4et
1 3 - 3 - 3 _
=2 et — et et 4+ 3e7t et — et

—eBt et —e3t 4 4et —3e7t e 4 4et 4 et
4.3 Application aux suites récurrentes

Exemple par la diagonalisation :

On considere les suites (uy,), (v,) et (w,) définies par leur premier terme ug, v et wy et les

relations suivantes :
Upy1 = —4u, — 6v,

Upi1 = Uy + DUy,
Wpt1 = Uy, + 6V, + dw,

pour n > 0.
On pose X, = Up, alors X, = Upt1 | = 3u, + dv,
W, Wn41 3u,, + 6v, +5

23



Donc

—4 -6 0
Xpi1 = 3 5 0 |X,
3 6 5
-4 -6 0
Alors ;on a X,,,1 = AX,, avec A = 3 5 0
3 6 5

Par récurrence, on a X,, = A" X,

On calcule le polynome caractéristique de A . On trouve
Xa(X) = (X +1)(X = 2)(X —5)

Alors A a trois valeurs propres, —1,2,5 :
Cherchons les sous-espaces propres associés.
Pour —1, on a, pour X = (z,y, z)

AX =—-X& Jr+06y=0& 4 y=y
3246y +62=0 z=0

Le vecteur (2, —1,0) est donc un vecteur propre de A associé a la valeur propre —1. De méme,
avec 2, et on trouve le vecteur propre (1, —1,1) et pour 5, et on trouve le vecteur propre (0,0, 1)
. Ainsi, en posant

2 1 0 -1 0 0
P=| -1 -1 0 et D = 0 20
0 1 1 0 05

On a PDP~!' = A. Le calcul de P~! donne

1 1 0
Prt=1 -1 -2 0
1 2 1

Ce qui entraine par récurrence A" = PD"P~!

D™ se calcule facilement en mettant les coefficients de la diagonale a la puissance n.
En effectuant les deux produits de matrice, on trouve :

2(—=1)" =27 2(=1)" =27t
An — (_1)n+1 + 2n (_1)n+1 + 2n+1 O
—2" 45" —ontl L 257 5

Alors on déduit que
Up = (2(=1)" — 2M) ugp + (2(=1)" — 2" g
vy, = ((_1)n+1 + 2n) Uy + ((_1)n+1 + 2n+1) Vo
Wy, = (—2” + 5”) Ug + (_2n+1 + 25”) Vo + 5”'11)0
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4.4 Systemes différentiels

Exemple par la méthode de diagonalisation :

Soit le systeme différentiel réel suivant :

{ 2'(t) = z(t) + 3y(t)
y'(t) = x(t) —y(t)

out — x(t) et t — y(t) sont deux fonctions inconnues de R* dans R avec o = x(0) et yo = y(0).

Posons A = ( 1 _31 ) et cherchons a diagonaliser A.
Calculons donc son polynome caractéristique
1—A 3
O RN FIPSR TR

Comme ce polynome caractéristique admet deux racines distinctes simples
Recherchons le sous espace propre associé a A; = 2. il faut résoudre

(%) ()= ()

d’ouz = 3y et donc (z,y) = y(3,1) et donc {(3,1)} est une base de Ker(A — 21)

Recherchons le sous espace propre associé a A\; = —2. Il faut résoudre

(7)) ()

d’ou z +y =0 et donc (z,y) = (1, —1) et donc {(1,—1)} est une base de Ker(A + 27I)

(3 1 o1 (2 0
PosonsP-(1 _1>,a10rsD—P AP_(O _2>.

En termes de systeme différentiel :

dt Yy ) dt Yy ) Yy
Posons donc ( X > = p-1 ( v ) :
Y y

() -n( ) e { 1=,



Ainsi la diagonalisation a découplé les nouvelles fonctions inconnues. I existe deux constantes
réelles ki et k telles que X (t) = ke et Y (t) = koe 2!, En revenant a la définition de X et de

()= )= (0 ) ()

Pour ¢t = 0 1l reste

et donc

(h)=r ()= %) ()

La solution du systeme est

_ 3zo+3yo 2t z0—3yo —2t
{ x(t) = oM 4 TS,

y(t) — Zot¥o 2t _ Zo—3yo 2t

4 4

(e2t _ 672t> Zo
Ze% + %efm n

Exemple par la décomposition de Dunford :

ou encore

N\
< R
—~
~ ‘e
S—
v
VR
Ll 13
@ CDM
[ ™) ~
o~
! EN
|
o
= =
ST

Soient @ € R, b € R et A la matrice
1 a 0
01 5b
00 2

e Donnons les valeurs de a et de b pour lesquelles la décomposition de Dunford de A est

A= 1 0]+

o O O
S O Q
o SO

1 00
Notons D = 010 et N =
00 2

o O O o O =
Q
o

Cette décomposition de A = D + N est sa décomposition de Dunford si et seulement si N
est nilpotente, D est diagonale et si ND = DN .
Vérifions que N est nilpotente :

0 a0 0 a0 0 0 ab 000
N2=1|0 0 b 00b|=(000o01], N=[000D0
000 000 00 0 000

ainsi la matrice N est bien nilpotente quelques soient les valeurs de a et b .
Déterminons pour quelles valeurs de a et b les matrices commutent.

1 00 0 a O 0 a O
D-N=10120 005b )]=10201
0 0 2 000 000
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0 a O 1 00 0 a 0
ND={ 00 b 01 0)]=100 2b
0 00 00 2 00 0
Ainsi, ND = DN si, et seulement si, b = 2b, c¢’est-a-dire si b = 0. Le parametre a peut prendre

n’importe quelle valeur.
e Soit le systeme différentiel suivant :

2y (t) = @1(t) + 2x2(1)
zh(t) = 2x3(t)

La solution générale du systeme s’écrit X (t) = exp(tA)V ot V = (a,b, ¢) est un vecteur de R?

exp(tA) = exp(tD) - exp(tN)
e 0 0
= 0 ¢ 0 |-(I+tN) carN*=0
0 0 e
e 0 0 1 2t 0 el et 2e*
=1 0 € 0 01 0]=|f0 ¢ ¢&*
0 0 e 0 0 1 0 0 e
La solution générale du systeme & s’écrit donc
et 2tet 2e* a
Xt)y=|( 0 ¢ e* b
0 0 e c
ou encore
z1(t) = (a + 20bt)e’ + 2ce
zo(t) = be' + ce*
x3(t) = ce?
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Conclusion

Dans le cadre de ce projet, le travail qu’on a effectué consistait a 1’étude des différentes
réductions d’endomorphismes ainsi que ses différentes applications allant de la diagonalisation
jusqu’a la réduction de Jordan en passant par la trigonalisation et la décomposition de Dun-
ford.Et pour compléter le travail, on a fait des applications dans des problemes mathématiques.
La réduction des endomorphismes peut aussi étre appliquer dans plusieurs domaines, autres
que les mathématiques, par exemple le domaine informatique.
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