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Introduction

Dans ce mémoire, sauf dans le Chapitre 5, les anneaux considérés sont

commutatifs et unitaires, et les modules sont unitaires.

Pour un anneau R et un R-module M , on utilise pdR(M), idR(M), et fdR(M)

pour dénoter, respectivement, les dimensions projective, injective, et plate de M ; et

on note par gldim(R) et wdim(R), respectivement, les dimensions globale et faible

de R.

Nous désignons par “un anneau (m-)local”, un anneau avec un idéal maximal unique

(m) (sans qu’il soit nécessairement Noethérien).

On note par M+ le module caractère HomZ(M,Q/Z) d’un module M .

L’histoire des dimensions homologiques de Gorenstein a commencé avec Auslander

[2], quand il a introduit la G-dimension pour les modules de type fini sur des an-

neaux Noethériens et puis il l’a développée avec Bridger dans [3]. La raison derrière

le nom G-dimension est le résultat suivant : un anneau Noethérien local est de Go-

renstein (i.e., de dimension auto-injective finie) si et seulement si la G-dimension de

tout module de type fini est finie [2, Théorème 3, page 64]. Cette caractérisation

est analogue à la caractérisation célèbre des anneaux Noethériens locaux réguliers

établie par Auslander, Buchbaum, et Serre (voir [4] et [56]) 1. Rappelons que, pour

un anneau Noethérien R, la G-dimension d’un R-module de type fini M , notée

1. Il est important de mentionner que cette caractérisation est considérée comme la raison

principale d’utilisation des méthodes homologiques dans la théorie des anneaux. Notamment, quand

elle est utilisée pour répondre affirmativement à la conjecture : “les anneaux Noethériens locaux

réguliers sont des domaines factoriels” (voir par exemple [54] et [48]).

1



Mémoire Introduction

G− dimR(M), est la longueur minimale d’une résolution de M de termes des R-

modules de G-dimension 0, qui sont définis comme suit : Un R-module de type fini

M est de G-dimension 0, si :

— M est réflexif, i.e., l’homomorphisme canonique

M → HomR(HomR(M,R), R)

est un isomorphisme ; et

— ExtmR (M,R) = 0 = ExtmR (HomR(M,R), R) pour tout m > 0.

La G-dimension est analogue à la dimension projective. Notamment, elles sont

étroitement liées par le résultat principal suivant : Pour tout module de type fini M ,

G− dim(M) ≤ pd(M), avec égalité si pd(M) est finie. On dit que la G-dimension

est un raffinement de la dimension projective. Néanmoins, cette analogie exige une

extension de la G-dimension aux modules qui ne sont pas nécessairement de type

fini et sur n’importe quel anneau. Dans les années 1990, Enochs et al. [30, 31, 35] ont

réussi à établir cette extension en définissant les modules projectifs de Gorenstein

et la dimension projective de Gorenstein 7 (voir aussi [32]).

Définitions 0.0.1

Soit R un anneau.

• Une suite exacte de R-modules projectifs P = · · · → P1 → P0 → P 0 → P 1 →

· · · est dite une résolution projective complète, si la suite HomR(P, Q) est exacte

pour tout module projectif Q.

• Un R-module M est dit projectif de Gorenstein (en bref, G-projectif), s’il existe

une résolution projective complète P telle que M ∼= Im(P0 → P 0).

• On dit qu’un R-module M est de dimension projective de Gorenstein au plus n

(pour un entier positif n), et on écrit GpdR(M) ≤ n, s’il existe une suite exacte de

R-modules 0 → Gn → · · · → G0 → M → 0, dans laquelle chaque Gi est projectif

de Gorenstein.

7. En fait, ce sont Avramov, Buchweitz, Martsinkovsky, et Reiten qui ont prouvé que la dimen-

sion projective de Gorenstein des modules de type fini sur un anneau Noethérien cöıncide avec la

G-dimension d’Auslander (voir [22, Théorème 4.2.6 et Notes page 99]).
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Introduction Mémoire

La définition des modules projectifs de Gorenstein est principalement inspirée de

la caractérisation suivante des modules de dimension 0 due à Auslander [2] : Soient

R un anneau Noethérien et M un R-module de type fini. Alors, G− dimR(M) = 0

si et seulement s’il existe une suite exacte de R-modules libres de type fini L =

· · · −→ L1 −→ L0 −→ L0 −→ L1 −→ · · · telle que M = Im(L0 → L0) et telle que

la suite Hom(L, R) est exacte.

Aussi, Enochs et al. [30, 31, 35] ont défini la dimension injective de Gorenstein

comme la notion duale de la dimension projective de Gorenstein.

Définitions 0.0.2

Soit R un anneau.

• Une suite exacte de R-modules injectifs I := · · · → I1 → I0 → I0 → I1 → · · ·

est dite une résolution injective complète, si la suite HomR(E, I) est exacte pour

tout module injectif E.

• Un R-module M est dit injectif de Gorenstein (en bref, G-injectif), s’il existe

une résolution injective complète I telle que M ∼= Im(I0 → I0).

• On dit qu’un R-module M est de dimension injective de Gorenstein au plus

n (pour un entier positif n), et on écrit GidR(M) ≤ n, s’il existe une suite exacte

de R-modules 0 → M → G0 → · · · → Gn → 0, dans laquelle Gi est injectif de

Gorenstein.

Finalement, pour compléter l’analogie avec les dimensions homologiques classiques,

Enochs et al. [34] ont introduit la dimension plate de Gorenstein.

Définitions 0.0.3

Soit R un anneau.

• Une suite exacte de R-modules plats F := · · · → F1 → F0 → F 0 → F 1 → · · ·

est dite une résolution plate complète, si la suite F⊗R I est exacte pour tout module

injectif I.

• Un R-module M est dit plat de Gorenstein (en bref, G-plat), s’il existe une

résolution plate complète F telle que M ∼= Im(F0 → F 0).

3



Mémoire Introduction

• On dit qu’un R-module M est de dimension plate de Gorenstein au plus n (pour

un entier positif n), et on écrit GfdR(M) ≤ n, s’il existe une suite exacte de R-

modules 0 → Gn → · · · → G0 → M → 0, dans laquelle chaque Gi est plat de

Gorenstein.

Les dimensions homologiques de Gorenstein sur des anneaux Noethériens étaient

le sujet de recherche de plusieurs travaux considérables (voir [22] 1 et [32]). La ma-

jorité de ces travaux confirme que ces dimensions sont similaires aux dimensions

homologiques classiques. Notamment, elles sont liées par les assertions suivantes :

Pour un anneau Noethérien R et un R-module M , on a :

— GpdR(M) ≤ pdR(M) avec égalité si pdR(M) est finie.

— GidR(M) ≤ idR(M) avec égalité si idR(M) est finie.

— GfdR(M) ≤ fdR(M) avec égalité si fdR(M) est finie.

D’autre part, rappelons qu’un anneau R est dit n-Gorenstein, pour un entier positif

n, si R est Noethérien avec idR(R) ≤ n. L’anneau R est dit Iwanaga-Gorenstein, s’il

est n-Gorenstein pour un certain entier positif n [32] et [44] 7. Dans ce contexte, les

dimensions homologiques de Gorenstein servent à caractériser les anneaux Iwanaga-

Gorenstein comme suivant :

Théorème 0.0.4 ([32], Théorème 12.3.1)

Si R est un anneau Noethérien, alors les assertions suivantes sont équivalentes pour

un entier positif n :

1. R est n-Gorenstein ;

2. GpdR(M) ≤ n pour tout R-module M ;

1. Voir Errata du livre [22] dans le site de Christensen : www.math.ttu.edu/∼lchriste/.

7. Rappelons qu’un anneau Noethérien local R est dit de Gorenstein, si idR(R) est finie. En

général, un anneau Noethérien R est de Gorenstein, si le localisé Rp est de Gorenstein pour tout

idéal premier p de R [7] (voir aussi [48]). Il est montré qu’un anneau est Iwanaga-Gorenstein si et

seulement s’il est de Gorenstein et de dimension de Krull finie. Noter que les anneaux Iwanaga-

Gorenstein locaux cöıncident avec les anneaux de Gorenstein locaux ; ce qui n’est pas vrai en

général.
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Introduction Mémoire

3. GidR(M) ≤ n pour tout R-module M ;

4. GfdR(M) ≤ n pour tout R-module M .

Aussi, la dimension plate de Gorenstein sert à caractériser les anneaux n-FC. Les

anneaux n-FC sont introduits dans [21] comme une généralisation des anneaux n-

Gorenstein de la façon suivante :

Définitions 0.0.5 ([21], [40] et [57])

Soient R un anneau et n un entier positif.

— On dit qu’un R-module M a une dimension FP-injective (ou pure) inférieure

ou égale à n, notée FP−idR(M) ≤ n, si Extn+1
R (P,M) = 0 pour tout R-module

P de présentation finie.

Les modules de dimension FP-injective 0 sont dits FP-injectifs (ou absolument

purs).

— R est dit n-FC , s’il est cohérent avec FP−idR(R) ≤ n.

Il est évident que, sur un anneau Noethérien, la dimension FP-injective cöıncide

avec la dimension injective classique. Ainsi, pour un entier positif n, un anneau

Noethérien est n-FC si et seulement s’il est n-Gorenstein. Comme conséquence, le

résultat suivant généralise l’équivalence (1)⇔ (4) du Théorème 0.0.4.

Théorème 0.0.6 ([21], Théorème 7)

Pour un anneau cohérent R, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. R est n-FC ;

2. GfdR(M) ≤ n pour tout R-module M ;

3. GpdR(M) ≤ n pour tout R-module M de présentation finie.

Finalement, avec les travaux de Holm, la théorie des dimensions homologiques

de Gorenstein ont connu une nouvelle phase. En fait, dans [42], Holm a généralisé

plusieurs résultats obtenus sur des anneaux Noethériens (voir aussi [24]) et il a donné

5



Mémoire Introduction

des descriptions fonctorielles importantes des dimensions de Gorenstein. L’un des

principaux résultats est le suivant (Théorème 1.4.13) : Soient R un anneau et M un

R-module de dimension projective de Gorenstein finie. Alors, pour un entier positif

n, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Gpd(M) ≤ n ;

2. Exti(M,L) = 0 pour tout i > n et tout module L avec pd(L) finie ;

3. Exti(M,Q) = 0 pour tout i > n et tout module projectif Q ;

4. Pour toute suite exacte 0 → Kn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0, si

G1, ..., Gn−1 sont Gorenstein projectifs, alors Kn est aussi Gorenstein projectif.

En plus, il a donné un résultat analogue pour le cas de la dimension injective de

Gorenstein. Concernant la dimension plate de Gorenstein, il a obtenu un résultat

similaire sur des anneaux cohérents.

Ce mémoire représente quelques contributions importantes à la théorie des dimen-

sions de Gorenstein. Il est divisé en huit chapitres couvrant les sept articles suivants

[8, 10, 9, 14, 11, 12, 13] :

∗ ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · ·> 1 > · · · · · · · · · ∗ ∗ ∗ ∗

Ce premier chapitre contient les notions de base en relation avec les dimensions

homologiques de Gorenstein :

• La première et deuxième sections contiendront des notions et résultats primordiaux

sur les catégories des modules et des complexes.

• La troisième section présente les résultats principaux des dimensions homologiques

classiques des modules et des anneaux.

• La quatrième section expose les résultats principaux de l’article de H.Holm sur les

dimensions homologiques de Gorenstein [42].

∗ ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · ·> 2 > · · · · · · · · · ∗ ∗ ∗ ∗

6



Introduction Mémoire

Dans le Chapitre 2, une étude d’un cas particulier de modules projectifs, injectifs,

et plats de Gorenstein, est menée.

Ces modules sont définis comme suit (Définitions 2.1.1 et 2.2.1) :

Définitions. • Une résolution projective complète de la forme

P = · · · f−→ P
f−→ P

f−→ P
f−→ · · ·

est appelée une résolution projective complète forte et notée (P, f).

Un module M est dit projectif de Gorenstein fort (SG-projectif en bref), si M ∼=

Ker f pour une certaine résolution projective complète forte (P, f).

• Les modules injectifs de Gorenstein forts (SG-injectif en bref) sont définis dua-

lement.

• Une résolution plate complète de la forme

F = · · · f−→ F
f−→ F

f−→ F
f−→ · · ·

est appelée une résolution plate complète forte et notée (F, f).

Un module M est dit plat de Gorenstein fort (SG-plat en bref), si M ∼= Ker f

pour une certaine résolution plate complète forte (F, f).

Il est connu que tout module projectif est un module projectif de Gorenstein.

Notamment, on a l’inclusion suivante :

{modules projectifs} ⊆ {modules G−projectifs}.

Nous verrons que la classe des modules projectifs de Gorenstein forts est une classe

intermédiaire, ainsi on a les inclusions suivantes (Proposition 2.1.3 ; voir aussi Pro-

position 2.2.2) :

{modules projectifs} ⊆ {modules SG−projectifs}

⊆ {modules G−projectifs}.

7



Mémoire Introduction

La première section contiendra également des exemples montrant qu’en général ces

inclusions sont strictes (Exemples 2.1.5, 2.1.13, 2.2.3, et 2.2.11). Nous établissons

aussi des conditions pour qu’un module projectif (resp., plat) de Gorenstein fort

soit plat (Corollaire 2.1.11, Proposition 2.2.7, et Corollaire 2.2.8 ; voir aussi Lemme

8.1.9.)

Avec les modules de Gorenstein forts, une nouvelle et simple caractérisation de mo-

dules projectifs, injectifs, et plats de Gorenstein, sera établie. Ces caractérisations

sont les résultats principaux du Chapitre 2 (Théorèmes 2.1.7 et 2.2.5) :

Théorème. • Un module est projectif (resp., injectif) de Gorenstein si et seulement

s’il est un facteur direct d’un module projectif (resp., injectif) de Gorenstein fort.

• Tout module plat de Gorenstein est un facteur direct d’un module plat de Goren-

stein fort.

En fait, l’importance des résultats ci-dessus se manifeste par le fait que les modules

de Gorenstein forts ont des caractérisations plus simples que celles de ces modules

correspondants de Gorenstein. Par exemple, les modules projectifs de Gorenstein

ont les caractérisations suivantes (d’après Proposition 1.4.1 et Théorème 1.4.13 ] et

[36, preuve du Théorème 1.4 (1)⇔ (4)] :

Théorème 0.0.7

Pour un module M , les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est projectif de Gorenstein ;

2. Il existe une suite exacte de modules projectifs

P = · · · → P1 → P0 → P 0 → P 1 → · · · ,

telle que M ∼= Im(P0 → P 0) et que la suite Hom(P, F ) est exacte pour tout

module F de dimension projective finie.

3. i) Exti(M,Q) = 0 pour tout i > 0 et tout module projectif Q ;

8
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ii) Il existe une suite exacte P = 0 → M → P0 → P1 → · · · , où chaque Pi

est un module projectif, telle que la suite Hom(P, Q) est exacte pour tout

module projectif Q.

4. i) Exti(M,F ) = 0 pour tout i > 0 et tout module F de dimension projective

finie ;

ii) Il existe une suite exacte P = 0 → M → P0 → P1 → · · · , où chaque Pi

est un module projectif, telle que la suite Hom(P, F ) est exacte pour tout

module F de dimension projective finie.

5. Il existe une famille de suites exactes courtes

0→Mi → Pi →Mi+1 → 0 i ∈ Z,

où chaque Pi est un module projectif et M0 = M , telle que, pour tout i ∈ Z,

Ext(Mi, Q) = 0 pour tout module projectif F .

Pour les modules projectifs de Gorenstein forts, on a la Proposition 2.1.9 ; voir

aussi les Propositions 2.1.12 et 2.2.6 et la Remarque 2.1.10 (2) :

Proposition. Pour un module M , les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est projectif de Gorenstein fort ;

2. Il existe une suite exacte courte 0 → M → P → M → 0, où P est un module

projectif, et Ext(M,Q) = 0 pour tout module projectif Q ;

3. Il existe une suite exacte courte 0 → M → P → M → 0, où P est un module

projectif, et Ext(M,Q′) = 0 pour tout module Q′ de dimension projective finie ;

4. Il existe une suite exacte courte 0 → M → P → M → 0, où P est un module

projectif, telle que, pour tout module projectif Q, la suite 0 → Hom(M,Q) →

Hom(P,Q)→ Hom(M,Q)→ 0 est exacte ;

5. Il existe une suite exacte courte 0 → M → P → M → 0, où P est un module

projectif, telle que, pour tout module Q′ de dimension projective finie, la suite

0→ Hom(M,Q′)→ Hom(P,Q′)→ Hom(M,Q′)→ 0 est exacte.

9



Mémoire Introduction

Comme il est mentionné, les modules projectifs, injectifs et plats de Gorenstein sont

largement étudiés sur des anneaux Noethériens. Ainsi, on trouve que la relation qui

existe entre les modules projectifs de Gorenstein et les modules plats de Gorenstein

est (presque) similaire à celle existant entre les modules projectifs et les modules

plats classiques. Par exemple, si R est un anneau Noethérien de dimension de Krull

finie, alors tout R-module projectif de Gorenstein est plat de Gorenstein [22, Pro-

position 5.1.4] 7. Et, d’après [22, Théorème 5.1.11], si R est un anneau Noethérien,

alors un R-module de type fini est projectif de Gorenstein si et seulement s’il est plat

de Gorenstein. Dans [42], Holm a étendu le résultat obtenu dans [22, Proposition

5.1.4] aux anneaux cohérents de dimension finitiste finie : la dimension finitiste d’un

anneau R, notée FPD(R), est définie par :

FPD(R) = sup{pdR(M) |M est un R−module avec pdR(M) <∞}.

Il est connu que si R est un anneau Noethérien, alors la dimension finitiste de R

cöıncide avec sa dimension de Krull [41, Théorème 3.2.6].

Proposition 0.0.8 (Proposition 1.4.21)

SiR est un anneau cohérent de dimension finitiste finie, alors toutR-module projectif

de Gorenstein est plat de Gorenstein.

Aussi, d’après [42, Section 3], la preuve du [22, Théorème 5.1.11] et celle du [22,

Lemme 5.1.10] 1 restent valables sur les anneaux cohérents. Ainsi, [22, Théorème

5.1.11] peut s’étendre aux anneaux cohérents :

Proposition 0.0.9

Si R est un anneau cohérent, alors un R-module de présentation finie est projectif

de Gorenstein si et seulement s’il est plat de Gorenstein.

Dans ce contexte, les modules projectifs et plats de Gorenstein forts nous donnent

plus de relations (voir Proposition 2.2.9 et Corollaire 2.2.10) :

7. voir la note de la page 4.

1. voir la note de la page 4.
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Proposition. Un module de type fini est projectif de Gorenstein fort si et seulement

s’il est plat de Gorenstein fort et de présentation finie.

Corollaire. Si R est un domaine ou un anneau local, alors un module de type fini

est projectif de Gorenstein fort si et seulement s’il est plat de Gorenstein fort.

L’étude des modules projectifs de Gorenstein forts de type fini nous a permis de

donner une nouvelle caractérisation des S-anneaux : un anneau R est dit S-anneau,

si tout R-module plat de type fini est projectif (voir [53]). On prouve la Proposition

2.2.12 :

Proposition. R est un S-anneau si et seulement si tout module plat de Gorenstein

fort de type fini est un R-module projectif de Gorenstein fort.

Finalement, une généralisation de modules de Gorenstein forts, a été introduite dans

[15] plus récemment, définie comme suit :

Définition 0.0.10 ([15], Definition 2.1 )

Soit n un entier positif. Un R-module M est n-projectif de Gorenstein fort, s’il existe

une suite exacte de R-modules :

0 −→M −→ Pn −→ ... −→ P1 −→M −→ 0

telle que les Pi sont projectifs, et que la suite reste exacte lorsqu’on applique le

foncteur HomR(−, Q), où Q est un R-module projectif.

Par conséquent, les modules 1-projectifs de Gorenstein forts sont exactement les

modules projectifs de Gorenstein forts.

Dans [15], c’est bien montré que tout module n-projectif de Gorenstein fort est

projectif de Gorenstein et tout module projectif de Gorenstein fort est n-projectif

de Gorenstein [15, Proposition 2.5].

∗ ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · ·> 3 > · · · · · · · · · ∗ ∗ ∗ ∗
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Le Chapitre 3, contiendra une étude des cas particuliers des modules de dimen-

sions projective, injective et plate de Gorenstein finies. Ces nouvelles classes de

modules généralisent les notions de module projectif, injectif et plat de Gorenstein

(fort), respectivement, et donnent des nouvelles caractérisations des modules de di-

mensions projective, injective et plate de Gorenstein finies, et ils sont définis comme

suit (Définitions 3.1.1 et 3.2.1) :

Définitions. Soit n un entier positif.

1. Un R-module M est dit projectif d’ordre n de Gorenstein fort s’il existe une

suite exacte courte

0 −→M −→ P −→M −→ 0

où pd(P ) ≤ n, et Extn+1(M,Q) = 0 pour tout module projectif Q.

2. Un R-module M est dit injectif d’ordre n de Gorenstein fort s’il existe une

suite exacte courte

0 −→M −→ I −→M −→ 0

où id(I) ≤ n, et Extn+1(E,M) = 0 pour tout module injectif E.

3. Un R-module M est dit plat d’ordre n de Gorenstein fort s’il existe une suite

exacte courte

0 −→M −→ F −→M −→ 0

où fdR(P ) ≤ n, et Torn+1
R (M, I) = 0 pour tout module injectif I.

On montrera que la classe des modules projectifs d’ordre n de Gorenstein forts

est une classe intermédiaire entre celle des modules de dimension projective ≤ n et

celle des modules de dimension projective de Gorenstein ≤ n (Propositions 3.1.2 et

3.2.2). Cependant, ces inclusions peuvent être strictes (Exemples 3.1.4 et 3.1.5).

Les modules projectifs et injectifs d’ordre n de Gorenstein forts, ont permis de

donner une nouvelle et simple caractérisation des modules de dimensions projective

et injective de Gorenstein ≤ n. Ces caractérisations sont les résultats principaux du

Chapitre 3 (Théorèmes 3.1.6 et 3.1.7).

12
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Théorème. Soient M un R-module et n un entier positif. Alors, GpdR(M) ≤ n

(resp., GidR(M) ≤ n) si et seulement si M est un facteur direct d’un module projectif

(resp., injectif) d’ordre n de Gorenstein fort.

Par analogie, on a (Théorème 3.2.4) :

Théorème. Soient R un anneau cohérent, M un R-module et n un entier positif.

Alors, GfdR(M) ≤ n si et seulement si M est un facteur direct d’un R-module plat

d’ordre n de Gorenstein fort.

En outre, la première section présentera quelques caractérisations des modules

projectifs d’ordre n de Gorenstein forts (Propositions 3.1.9 et 3.1.10).

Proposition. Pour tout R-module M et tout entier positif n, les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. M est projectif d’ordre n de Gorenstein fort.

2. Il existe une suite exacte courte 0 → M → Q → M → 0 où pdR(Q) ≤ n et

ExtiR(M,P ) = 0 pour tout i > n et tout R-module P de dimension projective

finie.

3. Il existe une suite exacte courte 0 → M → Q → M → 0 où pdR(Q) < ∞ et

ExtiR(M,P ) = 0 pour tout i > n et tout R-module projectif P .

Proposition. Si G−gldim(R) <∞. Alors :

1. M est projectif d’ordre n de Gorenstein fort si et seulement s’il existe une suite

exacte courte 0→M → Q→M → 0 où pdR(Q) ≤ n.

2. M est injectif d’ordre n de Gorenstein fort si et seulement s’il existe une suite

exacte courte 0→M → E →M → 0 où idR(E) ≤ n.

A la fin du Chapitre, on donne une relation qui relie les modules projectifs et

plats d’ordre n de Gorenstein forts sous certaines conditions (Proposition 3.2.7 et

Corollaire 3.2.8).

Proposition. Soient M un R-module et n un entier positif. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

13



Mémoire Introduction

1. M est projectif d’ordre n de Gorenstein fort qui admet une n-présentation finie.

2. M est plat d’ordre n de Gorenstein fort qui admet une n+1-présentation finie.

Corollaire. Si R est un anneau cohérent et M est un R-module de présentation

finie, alors M est projectif d’ordre n de Gorenstein fort si et seulement s’il est plat

d’ordre n de Gorenstein fort.

Dans ce chapitre, on aura besoin dans certaines preuves du lemme suivant :

Lemme 0.0.11

Soit 0→ N → N ′ → N ′′ → 0 une suite exacte de R-modules. Alors,

1. GpdR(N ′) ≤ max{GpdR(N),GpdR(N”)} avec égalité si GpdR(N) + 1 6=

GpdR(N ′′).

2. GpdR(N ′′) ≤ max{GpdR(N ′),GpdR(N) + 1} avec égalité si GpdR(N ′) 6=

GpdR(N).

3. GpdR(N) ≤ max{GpdR(N ′),GpdR(N ′′) − 1} avec égalité si GpdR(N ′) 6=

GpdR(N ′′).

Preuve. En utilisant Théorèmes 1.4.13 et 1.4.9 la preuve est analogue à celle de

[19, Corollaire 2, p. 135].

∗ ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · ·> 4 > · · · · · · · · · ∗ ∗ ∗ ∗

Dans le Chapitre 4, on étudiera les deux types d’anneaux suivants :

1. Les anneaux sur lesquels tous les modules sont projectifs (resp., injectifs) de

Gorenstein, appelés G-semisimples (voir Proposition 4.2.1).

2. Les anneaux, appelés SG-semisimples, sur lesquels tous les modules sont pro-

jectifs (resp., injectifs) de de Gorenstein forts (voir Proposition 4.3.1).

Nous verrons que les anneaux G-semisimples sont Noethériens (et, par conséquent

0-Gorenstein). Les anneaux 0-Gorenstein sont exactement les anneaux quasi-Frobenius,

ces derniers sont largement étudiés et, par suite, caractérisés par plusieurs notions

14
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(voir [51] pour plus de détails). Il se trouve que notre caractérisation des anneaux

G-semisimples est, en fait, une extension de la liste des propriétés qui caractérisent

les anneaux quasi-Frobenius. Précisément, on a (Théorème 4.2.2) :

Théorème. Pour un anneau R, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. R est G-semisimple ;

2. Tout R-module injectif de Gorenstein est projectif de Gorenstein ;

3. Tout R-module injectif de Gorenstein fort est projectif de de Gorenstein fort ;

4. Tout R-module projectif de Gorenstein est injectif de Gorenstein ;

5. Tout R-module projectif de Gorenstein fort est injectif de Gorenstein fort ;

6. R est quasi-Frobenius.

Les anneaux SG-semisimples sont alors des cas particuliers des anneaux quasi-

Frobenius. Ainsi, le deuxième objectif du Chapitre 4 est de voir quels types d’an-

neaux quasi-Frobenius sont les anneaux SG-semisimples. Pour cela, nous caractérisons

d’abord les anneaux SG-semisimples locaux (Théorème 4.3.7) :

Théorème. Un anneau local est SG-semisimple si et seulement s’il possède un seul

idéal propre.

En général, le (Théorème 4.3.3) sera montré :

Théorème. Un anneau est SG-semisimple si et seulement s’il est produit direct d’un

nombre fini d’anneaux locaux et SG-semisimples.

Enfin, le chapitre finira par des exemples d’anneaux SG-semisimples, puis des

exemples d’anneaux G-semisimples qui ne sont pas SG-semisimples (voir Exemples

4.3.9 et 4.3.10).

∗ ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · ·> 5 > · · · · · · · · · ∗ ∗ ∗ ∗
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Le Chapitre 5 est consacré à l’étude de la dimension plate de Gorenstein.

Les anneaux considérés dans ce chapitre ne sont pas nécessairement commutatifs.

La notion de modules plats de Gorenstein est étudiée en premier lieu sur des

anneaux Iwanaga-Gorenstein, par Enochs, Jenda et Torrecillas [34], comme une

généralisation de la notion classique de modules plats, dans le sens qu’un module

est plat si et seulement s’il est plat de Gorenstein et de dimension plate finie 7.

Dans [21], Chen et Ding ont généralisé des caractérisations connues de modules

plats de Gorenstein (et alors de la dimension plate de Gorenstein) sur les anneaux

Iwanaga-Gorenstein aux anneaux n-FC (voir Définition 0.0.5). Dans [42], Holm uti-

lise la notion de caractères des modules sur les anneaux cohérents pour transférer

des résultats concernant les modules injectifs de Gorenstein à des modules plats

de Gorenstein. Ainsi, il a étendu l’étude de la dimension plate de Gorenstein aux

anneaux cohérents.

Dans ce contexte, nous élargissons la classe d’anneaux sur lesquels la dimension

plate de Gorenstein a de “bons comportements”. Notamment, nous étudions la di-

mension plate de Gorenstein sur une nouvelle classe d’anneaux que nous appelons

GF-clos : Un anneau R est dit GF-clos à gauche, si la classe GF(R) des R-modules

à gauche plats de Gorenstein est stable par extensions (voir Définitions ci-dessous).

La classe d’anneaux GF-clos à gauche inclut strictement celle des anneaux cohérents

et aussi celle des anneaux de dimension faible finie (voir la note après la Proposition

5.1.2).

Les résultats principaux du Chapitre 5 sont dans la Section 5.1. Nous commençons

par étudier l’action des modules plats de Gorenstein sur les suites exactes courtes.

Rappelons à cet effet que :

7. Cela est aussi vérifié sur des anneaux cohérents (voir la note après Proposition 2.2.6 ; voir

aussi Proposition 2.2.7 et Corollaire 2.2.8).
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Définitions 0.0.12

Soit R un anneau et soit X une classe de R-modules à gauche.

1. On dit que la classe X est stable par extensions, si pour toute suite exacte de

R-modules à gauche 0 → A → B → C → 0, la condition “A et C sont dans

X ” implique que B est aussi dans X .

2. On dit que la classe X est stable par noyaux des surjections, si pour toute

suite exacte de R-modules à gauche 0→ A→ B → C → 0, la condition “B et

C sont dans X ” implique que A est aussi dans X .

3. La classe X est dite résolvante projectivement, si elle contient tous les R-

modules à gauche projectifs, et qu’elle est stable par extensions et par noyaux

des surjections ; i.e., pour toute suite exacte de R-modules à gauche 0→ A→

B → C → 0 avec C ∈ X , les conditions “A ∈ X ” et “B ∈ X ” sont

équivalentes.

Le résultat fondamental suivant (Théorème 5.1.3) généralise Théorème 1.4.23 :

Théorème. Pour un anneau R, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. R est GF-clos à gauche ;

2. La classe GF(R) est résolvante projectivement ;

3. Pour toute suite exacte de R-modules à gauche 0 → G1 → G0 → M → 0, où

G0 et G1 sont plats de Gorenstein. Si Tor(I,M) = 0 pour tout R-module à

droite injectif I alors M est plat de Gorenstein.

Par conséquence, si R est un anneau GF-clos à gauche, alors la classe GF(R) est

stable par facteurs directs (Corollaire 5.1.6).

Le résultat fondamental ci-dessus permet de généraliser la caractérisation de la di-

mension plate de Gorenstein, qui était restreinte sur des anneaux cohérents (Théorème

1.4.29), aux anneaux GF-clos à gauche (Théorème 5.1.8) :

Théorème. Si R est un anneau GF-clos à gauche, alors, pour un R-module à gauche

M et un entier positif n, les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. GfdR(M) ≤ n ;

2. GfdR(M) < ∞ et TorRi (I,M) = 0 pour tout i > n et tout R-module à droite

injectif I ;

3. GfdR(M) < ∞ et TorRi (E,M) = 0 pour tout i > n et tout R-module à droite

E avec idR(E) <∞ ;

4. Pour toute suite exacte de R-modules à gauche 0 → Kn → Gn−1 → · · · →

G0 → M → 0, si chaque Gi est plat de Gorenstein, alors Kn est plat de

Gorenstein.

De plus, si GfdR(M) <∞, alors :

GfdR(M) = sup

i ∈ N
∣∣∣∣TorRi (E,M) 6= 0 pour un R−module

à droite E avec idR(E) <∞.


= sup

i ∈ N
∣∣∣∣TorRi (I,M) 6= 0 pour un R−module

à droite injectif I.

 .

La Section 5.1 prendra sa fin avec le théorème 5.1.11 qui généralise Théorème

1.4.30 :

Théorème. Si R est un anneau GF-clos à gauche, alors pour toute suite exacte

courte de R-modules à gauche 0→ A→ B → C → 0, on a : :

1. Si deux des modules A, B et C sont de dimension plate de Gorenstein finie,

alors le troisième est aussi de dimension plate de Gorenstein finie.

2. On a GfdR(A) ≤ sup{GfdR(B),GfdR(C)− 1}.

L’égalité a lieu dès que GfdR(B) 6= GfdR(C).

3. On a GfdR(B) ≤ sup{GfdR(A),GfdR(C)}.

L’égalité a lieu dès que GfdR(C) 6= GfdR(A) + 1.

4. On a GfdR(C) ≤ sup{GfdR(B),GfdR(A) + 1}.

L’égalité a lieu dès que GfdR(B) 6= GfdR(A).
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Dans la deuxième section du Chapitre 5, on étudiera la dimension plate de Goren-

stein sur les produits directs d’un nombre fini d’anneaux. Le principal résultat est

le suivant (Théorème 5.2.4) :

Théorème. Soient n un entier, R =
n∏
i=1

Ri un produit direct de n anneaux et

N = N1⊕· · ·⊕Nn une décomposition canonique d’un R-module à gauche N . Alors,

GfdR(N) = sup{GfdRi
(Ni) | i = 0, ..., n}.

Ce théorème nous a permis de construire une classe d’anneaux GF-clos à gauche

qui ne sont ni cohérents à droite ni de dimension faible finie (voir Exemple 5.2.6).

∗ ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · ·> 6, 7, et 8 > · · · · · · · · · ∗ ∗ ∗ ∗

Le reste du mémoire (Chapitres 6, 7, et 8) est consacré à l’étude des dimen-

sions de Gorenstein des anneaux commutatifs, ces dimensions sont canoniquement

définies, pour un anneau R, de la façon suivante :

— La dimension projective globale de Gorenstein de R est :

GPD(R) = sup{GpdR(M) |M est un R−module}

— La dimension injective globale de Gorenstein de R est :

GID(R) = sup{GidR(M) |M est un R−module}

— La dimension plate globale de Gorenstein de R est :

GFD(R) = sup{GfdR(M) |M est un R−module}

L’objectif principal du Chapitre 6 est le calcul des dimensions globales de Goren-

stein des anneaux de polynômes et des produits directs finis d’anneaux. Les résultats

du Chapitre 5 (et aussi ceux du Chapitre 7) se basent sur ceux du Chapitre 8. Ainsi,

nous exposons d’abord les résultats du Chapitre 8.
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∗ ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · ·> 8 > · · · · · · · · · ∗ ∗ ∗ ∗

Le chapitre 8 est consacré à une étude générale des dimensions homologiques de

Gorenstein des anneaux commutatifs.

Comme il est mentionné par Holm dans sa thèse [43, page v], la recherche sur

les dimensions de Gorenstein tente essentiellement de prouver le “meta-théorème”

suivant (avec ou sans conditions restrictives) :

F Tout résultat dans la théorie des dimensions homologiques classiques a son

analogue dans la théorie des dimensions homologiques de Gorenstein.

Dans ce contexte se pose la question principale suivante :

Q1. Est-ce qu’on a, pour tout anneau R, la dimension projective globale de

Gorenstein de R égale à sa dimension injective globale de Gorenstein ?

Pour un anneau Noethérien, la Question Q1 a déjà une réponse affirmative ; c’est

le théorème 0.0.4, qu’on peut réécrire, en utilisant les dimensions de Gorenstein des

anneaux, de la manière suivante :

Théorème 0.0.13

Pour tout anneau Noethérien R, on a les égalités :

GID(R) = GPD(R) = GFD(R).

De plus, pour un entier positif n, cette valeur commune est inférieure ou égale à n

si et seulement si R est n-Gorenstein.

Le principal résultat du Chapitre 8, à savoir le théorème 8.1.1, généralise ce

résultat, et permet ainsi d’obtenir une réponse affirmative à la Question Q1 :

Théorème. Pour un anneau R, on a l’égalité :

GPD(R) = GID(R).

Ainsi, pour un anneau R, on appelle la valeur commune de GPD(R) et GID(R) la

dimension globale de Gorenstein de R, et on la note par G−gldim(R).

D’où, pour un anneau Noethérien R et un entier positif n, on a :
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R est n-Gorenstein ⇐⇒ G−gldim(R) ≤ n.

Les dimensions projective, injective, et plate classiques des modules sur un anneau

Iwanaga-Gorenstein sont liées, d’après Iwanaga [44], de la façon suivante (voir aussi

[36, Proposition 1.1 et Remarque 1.2]) :

Proposition. Si R est un anneau n-Gorenstein pour un entier positif n, alors les

assertions suivantes sont équivalentes pour un R-module M :

1. pdR(M) <∞ ;

2. pdR(M) ≤ n ;

3. idR(M) <∞ ;

4. idR(M) ≤ n ;

5. fdR(M) <∞ ;

6. fdR(M) ≤ n.

Dans notre contexte, on montre que ces équivalences restent valables sur les an-

neaux de dimension globale finie (Proposition 8.1.10).

D’autre part, nous allons voir que la relation qui existe entre la dimension pro-

jective (resp., injective) classique et la dimension projective (resp., injective) de

Gorenstein s’étend aux dimensions des anneaux dans le sens suivant (Proposition

8.1.8) :

Proposition. Pour tout anneau R, on a : G−gldim(R) ≤ gldim(R), avec égalité si

wdim(R) <∞.

On étudiera aussi la dimension plate globale de Gorenstein des anneaux. Ainsi,

dans le même contexte, se pose la question suivante :

Q2. Est-ce qu’on a, pour tout anneau R : GFD(R) ≤ G−gldim(R) ?

Pour un anneau NoethérienR, on a l’égalité GFD(R) = G−gldim(R) (voir Théorème

0.0.13). D’après le Théorème 0.0.6, on peut voir que l’inégalité GFD(R) ≤ G−gldim(R)
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a déjà lieu pour un anneau cohérent R. En général, le Théorème 8.2.1 prouvera que

cette inégalité reste valable pour n’importe quel anneau, ce qui donne une réponse

affirmative à la Question Q2. Ainsi, suivant la terminologie utilisée dans la théorie

des dimensions de Gorenstein, la dimension plate globale de Gorenstein d’un anneau

R est appelée la dimension faible de Gorenstein de R, et est notée G−wdim(R).

Il est naturel de considérer la relation qui existe entre la dimension faible classique

et la dimension faible de Gorenstein des anneaux. Pour cela, on montre le résultat

suivant (Proposition 8.2.4) :

Proposition. Pour tout anneau R, on a : G−wdim(R) ≤ wdim(R), avec égalité si

wdim(R) <∞.

D’après le Théorème 0.0.6, la dimension faible de Gorenstein des anneaux cohérents

est étroitement liée à la notion d’anneaux n-FC (voir Définition 0.0.5). Dans le

Théorème 8.2.8, on réécrit ce théorème en utilisant la dimension faible de Gorenstein

des anneaux, et, plus généralement, on donne des descriptions fonctorielles à la

dimension faible de Gorenstein des anneaux cohérents, comme suit :

Théorème. Si R est un anneau cohérent, alors, pour un entier positif n, les asser-

tions suivantes sont équivalentes :

1. G−wdim(R) ≤ n ;

2. GfdR(G) ≤ n pour tout R-module injectif de Gorenstein G ;

3. GfdR(M) ≤ n pour tout R-module de présentation finie M ;

4. GfdR(R/I) ≤ n pour tout idéal de type fini I de R ;

5. TorRi (M,E) = 0 pour tout i > n, tout R-module (de présentation finie) M , et

tout R-module FP-injectif E (i.e., fd(E) ≤ n pour tout R-module FP-

injectif E) ;

6. ToriR(M,E ′) = 0 pour tout i > n, tout R-module (de présentation finie) M

et tout R-module E ′ avec FP−idR(E ′) < ∞ (i.e., fd(E′) ≤ n pour tout

R-module E′ avec FP−idR(E′) <∞) ;
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7. TorRi (M, I) = 0 pour tout i > n, tout R-module (de présentation finie) M et

tout R-module injectif I (i.e., fd(I) ≤ n pour tout R-module injectif I) ;

8. ToriR(M, I ′) = 0 pour tout i > n, tout R-module (de présentation finie) M et

tout R-module I ′ avec idR(I ′) <∞ (i.e., fd(I′) ≤ n pour tout R-module

I′ avec idR(I′) <∞) ;

9. ExtiR(M,F ′) = 0 pour tout i > n, tout R-module de présentation finie M

et tout R-module F ′ avec fdR(F ′) < ∞ (i.e.,FP−idR(F′) ≤ n pour tout

R-module F′ avec fdR(F′) <∞) ;

10. ExtiR(M,F ) = 0 pour tout i > n, tout R-module de présentation finie M et

tout R-module plat F (i.e., FP−idR(F) ≤ n pour tout R-module plat

F) ;

11. ExtiR(M,R) = 0 pour tout i > n et tout R-module de présentation finie M

(i.e., R est n-FC).

Par conséquent, la dimension faible de Gorenstein de R est déterminée par les for-

mules suivantes :

G−wdim(R) = sup{GfdR(R/I)|I est un idéal de R de type fini}

= sup{GfdR(M)|M est un R−module de présentation finie}

= sup{GpdR(R/I)|I est un idéal de R de type fini}

= sup{GpdR(M)|M est un R−module de type fini}.

Il est important de noter que les anneaux de dimension faible de Gorenstein 0 sont

exactement les anneaux 0-FC, par suite ils sont cohérents (d’après [21, Théorème

6]). D’après [57, Proposition 4.2] et [25, Théorème 2], les anneaux 0-FC cöıncident

(dans le cadre des anneaux commutatifs) avec les IF-anneaux : un anneau R est dit

un IF-anneau, si tout R-module injectif est plat (voir [45] et [25]). En particulier,

les IF-anneaux Noethériens sont exactement les anneaux quasi-Frobenius (voir [51]

pour plus de détails).
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∗ ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · ·> 6 > · · · · · · · · · ∗ ∗ ∗ ∗

Maintenant, après l’étude générale des dimensions globale et faible de Gorenstein

des anneaux (exposée dans le Chapitre 8), il est naturel de chercher l’existence

d’exemples d’anneaux de dimensions globale et faible de Gorenstein finies et de

dimension faible infinie et qui ne sont pas nécessairement Noethériens. Cela est

obtenu après le calcul des dimensions globale et faible de Gorenstein des anneaux

de polynômes et des produits directs finis d’anneaux ; ce qui est le principal objectif

du Chapitre 6. Notamment, on prouve les résultats suivants (Théorèmes 6.1.1 et

6.1.8) :

Théorème. Soit R[X] l’anneau de polynômes à coefficients dans R. Alors :

— G−gldim(R[X]) = G−gldim(R) + 1.

— Si l’anneau de polynômes R[X] est cohérent, alors :

G−wdim(R[X]) = G−wdim(R) + 1.

Le résultat ci-dessus est une extension du théorème des syzygies de Hilbert clas-

sique, c’est aussi une généralisation du fait qu’un anneau R est Iwanaga-Gorenstein

si et seulement si l’anneau de polynômes R[X] est de Iwanaga-Gorenstein.

Pour les produits directs finis d’anneaux, on a dans le cas classique l’égalité suivante

[20, Chapitre VI, Exercice 8, page 123] :

gldim(Πm
i=1Ri) = sup{gldim(Ri), 1 ≤ i ≤ m},

où {Ri}i=1,...,m est une famille finie d’anneaux.

Nous allons étendre cette égalité à la dimension globale de Gorenstein. Notamment,

nous prouvons les résultats suivants (Théorèmes 6.2.1 et 6.2.5) :

Théorème. Soit {Ri}i=1,...,m une famille d’anneaux. Alors :

— G−gldim(
m∏
i=1

Ri) = sup{G−gldim(Ri), 1 ≤ i ≤ m}.
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— Si chaque Ri est cohérent, alors :

G−wdim(
m∏
i=1

Ri) = sup{G−wdim(Ri), 1 ≤ i ≤ m}.

Les résultats ci-dessus donnent lieu aux premiers exemples d’anneaux non nécessairement

Noethériens, qui sont de dimensions globale et faible de Gorenstein finies et de

dimension faible infinie. Notamment, on construit une famille d’anneaux qui ne

sont pas Noethériens {Ri}i≥1 telle que G−wdim(Ri) = i, G−gldim(Ri) > i, et

wdim(Ri) =∞ pour tout i ≥ 1 (voir Exemple 6.2.8).

∗ ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · ·> 7 > · · · · · · · · · ∗ ∗ ∗ ∗

Dans le Chapitre 7, les investigations concernant les dimensions globale et faible

de Gorenstein des anneaux commutatifs, continuent. Une extension de quelques

résultats sur les dimensions globales classiques des anneaux aux dimensions glo-

bales de Gorenstein des anneaux, sera établie. Pour voir cela, rappelons les notions

suivantes :

Dans [27], Ding et Mao ont introduit la dimension de cotorsion des modules et des

anneaux :

Définition 0.0.14 ([27])

Soit R un anneau.

• La dimension de cotorsion d’un R-module M , cdR(M), est le plus petit entier

positif n pour lequel Extn+1
R (F,M) = 0 pour tout R-module plat F .

• La dimension globale de cotorsion de R, cot.D(R), est définie comme le maximum

des dimensions de cotorsion des R-modules.

La dimension globale de cotorsion des anneaux mesure combien l’anneau est loin

d’être parfait : Un anneau R est dit parfait, si tout R-module plat est projectif (voir

[6]). Notamment, on a, pour un anneau R et un entier positif n : cot.D(R) ≤ n

si et seulement si tout R-module plat est de dimension projective au plus n [27,
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Théorème 7.2.5 (1)]. Dans [33], un anneau qui satisfait la dernière assertion est

appelé n-parfait. Ainsi, on a : cot.D(R) ≤ n si et seulement si R est n-parfait. En

particulier : cot.D(R) = 0 si et seulement si R est 0-parfait si et seulement si R est

parfait.

La dimension globale de cotorsion des anneaux est aussi utilisée pour donner une

borne supérieure à la dimension globale classique des anneaux :

Théorème 0.0.15 ([27], Théorème 7.2.11)

Pour tout anneau R, on a l’inégalité :

gldim(R) ≤ wdim(R) + cot.D(R).

Le résultat principal du Chapitre 8 généralise cette inégalité aux dimensions globale

et faible de Gorenstein des anneaux cohérents ; c’est le Théorème 7.1.1 :

Théorème. Si R est un anneau cohérent, alors :

cot.D(R) ≤ G−gldim(R) ≤ G−wdim(R) + cot.D(R).

En particulier :

• Si cot.D(R) = 0 (i.e., R est parfait), alors :

G−wdim(R) = gldim(R).

• Si G−wdim(R) = 0 (i.e., R est un IF-anneau), alors :

cot.D(R) = G−gldim(R).

Rappelons que l’extension triviale d’un anneau R par un R-module E est l’anneau

S := R n E dont le groupe additif est R × E et la multiplication est définie par :

(r, e)(r′, e′) = (rr′, re′ + r′e) pour tout (r, e) et (r′, e′) dans S (pour plus de détails

sur ce type d’anneaux, voir [38] et [40, Chapitre 4, Section 4]).

Le résultat principal ci-dessus nous permet de calculer la dimension globale de Go-

renstein d’un cas particulier d’extensions triviales d’anneaux comme suivant (Pro-

position 7.1.5) :
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Proposition. Soit RnR l’extension triviale d’un anneau R par R. Alors, FPD(Rn

R) = FPD(R), cot.D(RnR) = cot.D(R), et gldim(RnR) =∞.

En plus, si R est cohérent, alors G−gldim(RnR) = G−gldim(R).

Rajoutons qu’une étude plus détaillée sur la dimension globale de Gorenstein des

extensions triviales, a été menée dans [16], dont le résultat principal était de prouver

que la dimension globale de Gorenstein des extensions triviales est en général infinie.

Finalement, on étudie la dimension globale de cotorsion des anneaux de groupes

et puis on calcule la dimension globale de Gorenstein d’un cas particulier d’anneaux

de groupes.

Rappelons qu’un anneau de groupe est défini de la façon suivante : Soient R un

anneau et G un groupe abélien écrit multiplicativement. Le R-module libre R(G)

avec multiplication induite par G est un anneau, nommé anneau du groupe G sur

R, et noté RG (pour plus de détails voir par exemple [26, 40, 49, 52]).

Dans [59], on a RG est parfait si et seulement si R est parfait et G est fini. Dans

le Chapitre 8, nous avons l’extension suivante (Théorème 7.1.9) :

Théorème. Soient R un anneau et G un groupe abélien. On a :

cot.D(R) ≤ cot.D(RG) ≤ cot.D(R) + pdRG(R).

En plus, si G et pdRG(R) sont finis, alors cot.D(R) = cot.D(RG).

Ce résultat et le théorème principal permettent de calculer la dimension globale de

Gorenstein d’un cas particulier d’anneaux de groupes comme suivant (Proposition

7.1.11) :

Proposition. Soit R un anneau avec G−wdim(R) = 0. Si G est un groupe fini tel

que son ordre n est inversible dans R, alors G−wdim(RG) = 0 et G−gldim(RG) =

G−gldim(R).
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Chapitre 1

Préliminaires

Durant tout ce mémoire R et S sont deux anneaux . Pour alléger l’écriture, tous

les modules considérés sont des R-modules, sauf mention contraire. Notamment, les

lettres A,B,C,D, ... représentent, si on n’a pas précisé leurs natures, des R-modules.

La catégorie de R-modules sera notée par M(R).

1.1 Résultats sur les modules

Cette section est consacrée aux définitions, théorèmes et résultats principaux sur

la catégorie des modules, inclut les isomorphismes canoniques et la somme directe :

Théorème 1.1.1

1.[54,Théorème 1.13 ] : M ⊗N ∼= N ⊗M

2.[54,Théorème 2.4 ] : Hom(⊕Mi, N) ∼=
∏
Hom(Mi, N)

3.[54,Théorème 2.6 ] : Hom(N,
∏
Mi) ∼=

∏
Hom(N,Mi)

4.[54,Théorème 2.8 ] : N ⊗ (⊕Mi) ∼= ⊕(N ⊗Mi)

Théorème 1.1.2 ([54], Théorème 2.11)

Soient A un R-module, B un R-S-bimodule et C un S-module. Alors :

HomS(A⊗R B,C) ∼= HomR(A,HomS(B,C))

Définition et Théorème 1.1.3 ([54], Théorème 2.7 et Exercice 2.22, p. 33)

Soit 0 −→ A
i−→ B

p−→ C −→ 0 une suite exacte courte de R-modules. Alors,

les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un homomorphisme j : C → B tel que pj = 1C ;
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2. Il existe un homomorphisme q : B → A tel que qi = 1A.

Ainsi, si l’une de ces assertions équivalentes est vérifiée, alors B ∼= A⊕ C.

Dans ce cas, on dit que la suite courte ci-dessus est scindée.

Définissons les produits fibrés (pullbacks) :

Définition 1.1.4 ([61], Définition 2.5.1)

Considérons deux morphismes f : A → C et g : B → C d’une catégorie donnée C .

Un pullback (ou produit fibré) de (f, g) est un triplet (D,α, β) tel que

1. D est un objet de C ,

2. β : D → B,α : D → A sont des morphismes de C tels que fα = gβ.

Et pour tout autre triplet (Q,α′, β′) où

1. Q est un objet de C ,

2. β′ : Q→ B, α′ : Q→ A sont des morphismes de C tels que fα′ = gβ′,

il existe un unique morphisme θ : Q→ D tel que β′ = βθ et α′ = αθ.

Ceci peut être illustré par le diagramme suivant :

Q

∀α′

��

∀β′

##

∃!θ

��

D

α
��

β
// B

g
��

A
f
// C

La notion duale d’un pullback est un pushout. Caractérisons les Diagrammes Pu-

shouts :

Théorème 1.1.5 (“Diagrammes Pushouts” ; [54], Exercices 2.29 et 2.30 p. 42-43)

Soient les deux homomorphismes :

A
g−−−→ B

f

y
C
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Il existe un module D qui rend commutatif le diagramme suivant :

A
g−−−→ B

f

y yf ′
C

g′−−−→ D

tel que :

X Si g (resp., f) est injectif, alors g′(resp., f ′) l’est aussi.

X Les conoyaux de chaque homomorphismes parallèles sont isomorphes.

De façon qu’on obtient des diagrammes de la forme :

0 0

↓ ↓

0 → A → B → E → 0

↓ ↓ ‖

0 → C → D → E → 0

↓ ↓

F == F

↓ ↓

0 0

0 0

↓ ↓

0 → F → A → B → 0

‖ ↓ ↓

0 → F → C → D → 0

↓ ↓

E == E

↓ ↓

0 0

Les diagrammes construits de cette façon sont appelés Diagrammes “Pushouts”.

Définissons et introduisons les modules n-présentés :

Définition 1.1.6

Un R-module M est dit n-présenté s’il existe une suite exacte :

Fn → Fn−1 → · · · → F0 →M → 0 où les Fi sont libres de base finie.

Ainsi, si M est n-présenté, alors il est i-présenté pour tout i = 0, ..., n.

Si M est 1-présenté, on dit aussi qu’il est de présentation finie.

Notons par λR(M) (ou simplement λ(M)) le plus grand entier n tel que M soit

n-présenté.
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Si M est n-présenté pour tout entier n, on dit qu’il est infiniment présenté et on

écrit λ(M) =∞.

Par convention, si M n’est pas de type fini, on pose λ(M) = −1.

Il est clair que : � M de type fini si, et seulement si λ(M) ≥ 0.

� M de présentation finie si, et seulement si λ(M) ≥ 1.

Théorème 1.1.7 ([40], Théorème 2.1.2)

Soit 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 une suite exacte courte. Alors :

1. λ(B) ≥ inf{λ(A), λ(C)}

2. λ(C) ≥ inf{λ(B), λ(A) + 1}

3. λ(A) ≥ inf{λ(B), λ(C)− 1}

Définissons les modules projectif, injectif et plat, et présentons des résultats fonda-

mentaux :

Définition et Théorème 1.1.8 ([40], Théorème 1.1.3)

UnR-module P est dit projectif s’il vérifie l’une des assertions équivalentes suivantes :

1. HomR(P,−) est un foncteur exact (i.e., si 0 → A → B → C → 0 une suite

exacte, alors 0→ Hom(P,A)→ Hom(P,B)→ Hom(P,C)→ 0 est exacte.) ;

2. P est un facteur direct d’un R-module libre ;

3. Toute suite exacte courte de la forme 0→ N →M → P → 0 est scindée.

Théorème 1.1.9 (“Lemme de Schanuel” ; [54], Théorème 3.62)

Soient 0 → K → P → M → 0 et 0 → K ′ → P ′ → M → 0 deux suites exactes

courtes telles que P et P ′ sont projectifs. Alors, K⊕ P′ ∼= K′ ⊕ P

Proposition 1.1.10 ([54], p. 90)

Tout module projectif de type fini est de présentation finie.

Théorème 1.1.11 ([54], Lemme 3.59)

Soient A un R-module, B un R-S-bimodule et C un S-module.

Si A est projectif de type fini, alors on a l’isomorphisme suivant :

A⊗R HomS(B,C) ∼= HomS(HomR(A,B),C)
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Définition et Théorème 1.1.12 ([40], Théorème 1.1.6)

Un R-module E est dit injectif s’il vérifie l’une des assertions équivalentes suivantes :

1. HomR(−, E) est un foncteur exact (i.e., si 0 → A → B → C → 0 une suite

exacte, alors 0→ Hom(C,E)→ Hom(B,E)→ Hom(A,E)→ 0 est exacte.) ;

2. E est un facteur direct de tout module le contenant ;

3. Toute suite exacte courte de la forme 0→ E →M → N → 0 est scindée ;

4. Pour tout idéal I de R, tout homomorphisme de I dans E peut être prolongé

à un homomorphisme de R dans E (critère de Baer).

Définition et Théorème 1.1.13 ([40], Théorème 1.2.1)

Un R-module F est dit plat s’il vérifie l’une des assertions équivalentes suivantes :

1. F ⊗R −(∼= −⊗R F ) est un foncteur exact (i.e., si 0 → A → B → C → 0 une

suite exacte, alors 0→ F ⊗ A→ F ⊗B → F ⊗ C → 0 est exacte.) ;

2. Pour tout idéal de type fini I, l’homomorphisme de I ⊗F dans IF défini par :

x⊗m 7→ xm, avec x ∈ I et m ∈ M , est un isomorphisme ;

3. Le R-module F ∗ = HomZ(F,Q/Z), appelé le caractère du R-module F , est in-

jectif.

Sur anneau cohérent, nous retrouvons une liaison de plus entre l’injectivité et la

platitude. Rappelons qu’un anneau R est dit cohérent si tout idéal de type fini de

R est de présentation finie.

Proposition 1.1.14 ([60], Lemme 3.1.4)

Si R est cohérent, alors, pour tout R-module M injectif, son caractère

M∗ = HomZ(M,Q/Z) est un R-module plat.

Notations : On note par P(R), F(R) et I(R), respectivement, la classes de

R-modules projectifs, plats et injectifs.

Théorème 1.1.15 ([54], Théorèmes 3.14 et 3.45, et Exercice 3.8)

Soit (Mi)i∈I une famille de R-modules. Alors, pour que ⊕Mi soit projectif (resp.,

plat), il faut et il suffit que Mi soit projectif (resp., plat) pour tout i ∈ I.
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On dit que P(R) et F(R) sont stables par somme directe quelconque et par facteur

direct.

Théorème 1.1.16

Soit 0→ A→ B → C → 0 une suite exacte courte telle que C est projectif (resp.,

plat). Alors, pour que A soit projectif (resp., plat), il faut et il suffit que B soit

projectif (resp., plat).

Dualement, on trouve des résultats sur l’injectivité représentés dans le théorème

suivant :

Théorème 1.1.17

1. Un produit direct quelconque de R-modules injectifs est un R-module injectif.

On dit que I(R) est stable par produit direct quelconque.

2. Tout facteur direct d’un R-module injectif est un R-module injectif.

On dit que I(R) est stable par facteur direct.

3. Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte courte telle que A est injectif.

Alors, pour que B soit injectif, il faut et il suffit que C soit injectif.

Définition 1.1.18 ([42], Définition 1.1)

Soit X une classe de R-modules.

1. On dit que X est résolvante projectivement si P(R) ⊆ X et que, pour toute

suite exacte courte 0 → A → B → C → 0 telle que C ∈ X, on a :

A ∈ X si, et seulement si B ∈ X

2. On dit que X est résolvante injectivement si I(R) ⊆ X et que, pour toute

suite exacte courte 0 → A → B → C → 0 telle que A ∈ X, on a :

B ∈ X si, et seulement si C ∈ X

Ainsi, P(R) et F(R) sont résolvantes projectivement, et I(R) est résolvante injec-

tivement.

Proposition 1.1.19 ([42], Proposition 1.4)

Soit X une classe de R-modules qui est résolvante projectivement ou résolvante in-

jectivement.
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Si X est stable par somme directe dénombrable ou stable par produit direct dénombrable,

alors X est stable par facteur direct.

On peut schématiser les relations entre les modules libre, projectif et plat tel que

dans le livre Rotman [54] :

1.1.20 Schéma RELATIONS ENTRE lIBRE, PROJECTIF ET PLAT

M libre M projectif M plat- -

R local ou principal

?

M de p.f

?

M de t.f et R intègre

?

M de t.f et R local

6

Clé : r Les flèches continues sont des implications.r Les flèches coupées par des rectangles pointillés sont des implications
sous des conditions placées dans ces rectangles.r p.f désigne présentation finie, et t.f désigne type fini.

Introduisons maintenant les résolutions libres et les résolutions injectives :

Définition 1.1.21

� Une résolution libre (resp., projective et plate) d’un R-module M est une suite

exacte de la forme : · · · → M2 → M1 → M0 → M → 0 telle que les Mi

sont des modules libres (resp., projectifs et plats).
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1.1. RÉSULTATS SUR LES MODULES

� Une résolution injective d’un R-module M est une suite exacte de la forme :

0→M →M0 →M1 →M2 → · · · telle que les Mi sont des modules injectifs.

Définition et Théorème 1.1.22 ([19], §3, No 3)

Pour tout R-module M , notons L0(M) le R-module libre R(M) ; soient (em)m∈M sa

base canonique et p0 l’homomorphisme surjectif tel que p0(em) = m.

Posons K0 = Ker p0 et i0 : K0 ↪→ L0(M) l’injection canonique. Ainsi, on a la suite

exacte courte : 0→ K0
i0
↪→ L0(M)

p0→M → 0

Ce qui veut dire que : Tout module est quotient d’un module libre

Faisons la même chose avec K0, en posant L1(M) = R(K0), on obtient la suite exacte

courte : 0→ K1
i1
↪→ L1(M)

p1→ K0 → 0

Et ainsi, on obtient une famille de suites exactes courtes avec lesquelles on obtient

une résolution libre de M , dite la résolution libre canonique de M .

· · · · · · → L2(M)→ L1(M)→ L0(M)→M → 0

Cela en composant les suites exactes courtes obtenues, comme montré par le dia-

gramme suivant :

0 0 0 0
�
�� @

@R �
�� @

@R �
�� @

@R

K2 K1 K0

�
�� @

@R �
�� @

@R �
��

q q q q
q q q q

- - - - -L2(M) L1(M) L0(M) M 0
p0i0p1i1p2

i0p1i1p2i2

Ainsi : Tout module admet une résolution libre, à fortiori projective et plate.

Définition et Théorème 1.1.23

Un R-module E est dit fidèlement injectif s’il vérifie l’une des assertions équivalentes

suivantes :

1. E est injectif, et que pour tout moduleM ,M = 0 si, et seulement siHom(M,E) = 0 ;

2. Pour qu’une suite A → B → C soit exacte, il faut et il suffit que la suite

Hom(C,E)→ Hom(B,E)→ Hom(A,E) soit exacte ;

3. E est injectif et l’homomorphisme canonique σ : M −→ Hom(Hom(M,E), E)
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m 7−→ σ(m) : f 7→ f(m)

est injectif pour tout module M.

Proposition 1.1.24 ([54], Lemme 3.51)

Pour qu’une suite A −→ B −→ C soit exacte, il faut et il suffit que la suite

C∗ −→ B∗ −→ A∗ soit exacte.

Théorème 1.1.25

Tout module s’injecte dans un module injectif.

Les modules plats sont caractérisés par la limite inductive selon le théorème de

Lazard. Rappelons d’abord la notion de la limite inductive :

Définition 1.1.26 ([62], Chapitre III, Section V)

� Soit I un ensemble préeordonné filtrant (i.e., I munit d’une relation de préordre

vérifiant : ∀ i, j ∈ I, ∃ k ∈ I tel que i ≤ k et j ≤ k ).

Un système inductif de modules relatif à I est la donnée d’une famille (Mi)i∈I de

R-modules et d’une famille d’homomorphismes (fij : Mi −→Mj) i,j∈I
i≤j

vérifiant

les deux propriétés suivantes :

. fii = idMi
∀ i ∈ I;

. fijfjk = fik ∀ i ≤ j ≤ k.

� Si on pose D le sous module de ⊕Mi engendré par les éléments xi − fij(xi) où

xi ∈ Mi et i ≤ j (après identification de Mi à un sous module de la somme

directe), le R-module ⊕Mi/D s’appelle la limite inductive du système inductif

(Mi)i∈I et noté par lim−−→Mi .

Proposition 1.1.27 ([54], Exemples 20 et 20’ p.40-41)

Si I est muni de la préordre triviale (i.e., ∀ i, j ∈ I, i ≤ j ⇐⇒ i = j), alors lim−→Mi

sera exactement la somme directe ⊕Mi .

Théorème 1.1.28 (“Théorème de Lazard” ; [19], §1, No 6, Théorème 1, p. 14)

Pour qu’un R-module F soit plat, il faut et il suffit qu’il existe un système inductif

de modules libres de base finie (Li)i∈I tel que lim−→ Li ∼= F .
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1.2 Résultats sur les complexes

Définition 1.2.1

Un R-complexe (ou simplement complexe) est une suite X de R-module Xl et d’ho-

momorphismes ∂Xl avec l ∈ Z

X = · · · · · · −−−→ Xl+1

∂Xl+1−−−→ Xl

∂Xl−−−→ Xl−1 −−−→ · · · · · ·

telle que ∂Xl ∂
X
l+1 = 0 pour tout l ∈ Z (i.e., Im ∂Xl+1 ⊆ Ker ∂Xl ).

� ∂Xl s’appelle la différentielle du complexe X de degré n.

� Le module quotient Hl(X) = Ker ∂Xl /Im ∂Xl+1 est appelé le nième module

d’homologie du complexe X.

� Le complexe d’homologies est le complexe noté H(X) tel que (H(X))l = Hl(X)

et ∂
H(X)
l = 0 pour tout n ∈ Z.

Remarque 1.2.2

Le module d’homologie joue un rôle central dans l’algèbre homologique, son rôle

principal est de mesurer l’exactitude des complexes, de façon qu’on a l’équivalence :

X est un complexe exact (i .e., Im ∂Xl+1 = Ker ∂Xl ) si, et seulement si Hl(X) = 0

pour tout l ∈ Z .

Notation : Certains auteurs adoptent, pour les complexes, l’indexation suivante :

X = · · · · · · −−−→ X1
∂1−−−→ X0

∂0−−−→ X0 ∂0−−−→ X1 ∂1−−−→ · · · · · ·

Définition 1.2.3

Soient X et Y deux complexes.

� Un morphisme α : X −→ Y de complexes est une famille α = (αl)l∈Z d’ho-

momorphismes αl : Xl −→ Yl telle que le diagramme suivant :

· · · −−−→ Xl+1

∂Xl+1−−−→ Xl

∂Xl−−−→ Xl−1 −−−→ · · ·yαl+1

yαl

yαl−1

· · · −−−→ Yl+1

∂Yl+1−−−→ Yl
∂Yl−−−→ Yl−1 −−−→ · · ·

est commutatif (i .e., αl ∂
X
l+1 = ∂Yl+1 αl+1 ).
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� De α on peut déduire, canoniquement, un morphisme de complexes d’homologie

H(X) −→ H(Y ), noté H(α), tel que H(α)l : H(X)l −→ H(Y )l

xl 7−→ α(xl)

appelé le morphisme induit par α.

� Si H(α)l est un isomorphisme pour tout l ∈ Z , α est dit quasi-isomorphisme.

Définition 1.2.4

Soient (X i)i∈I une famille de complexes,

� La somme directe des complexes X i est le complexe noté
⊕
i

X i tel que

(
⊕
i

X i)l =
⊕
i

(X i)l et ∂⊕X
i

l =
⊕
i

∂X
i

l : (xil) 7−→ (∂X
i

l (xil)) pour tout l ∈ Z.

� De la même façon on définit le produit direct de complexes.

Proposition 1.2.5 ([19], §2, No 2, Proposition 1)

Soit (X i)i∈I une famille de complexes. Alors :

Hn(
⊕

Xi) ∼=
⊕
i

Hn(Xi) et Hn(
∏

Xi) ∼=
∏
i

Hn(Xi)

Ainsi, X i est exact pour tout i ∈ I si, et seulement si
⊕

X i (
∏
X i) est exact.

Théorème 1.2.6 (“Suite exacte longue ” ; [54], Théorème 6.7)

De toute suite exacte courte de complexes 0 −→ X
α−→ Y

β−→ Z −→ 0 on obtient

une suite exacte de la forme :

· · · → Hn(X) → Hn(Y ) → Hn(Z) → Hn−1(X) → Hn−1(Y ) → · · ·

appelée suite exacte longue d’homologie.

Définition et Théorème 1.2.7 (“Cône d’homomorphisme” ; [19], §2, No 6)

A un morphisme de complexes α : X → Y , on peut associer un complexe, noté

M(α) et appelé Cône d’homomorphisme α, défini comme suivant :

� M(α)i = Yi ⊕Xi−1

� ∂M(α)
i : Yi ⊕Xi−1 −→ Yi−1 ⊕Xi−2

(yi , xi−1) 7−→ (∂Yi (yi) + α(Xi−1) , −∂Xi−1(xi−1))

Il a les propriétés suivantes :
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1. M(α) est exact si, et seulement si le morphisme α est quasi-isomorphisme.

2. Pour tout foncteur additif T on a : T (M(α)) ∼= M(T (α)).

Proposition 1.2.8 (“Lemme de Horseshoe ” ; [54], Lemme 6.20)

Soit le diagramme
...

...y y
P
′
1 P

′′
1y y

P
′
0 P

′′
0y y

0 −−−→ A
′ −−−→ A −−−→ A

′′ −−−→ 0y y
0 0

tel que les colonnes sont des résolutions projectives, respectivement, de A
′

et A
′′
.

Alors, on peut le compléter en un diagramme commutatif, de sorte qu’on obtient

une résolution projective de A, de la façon suivante :

...
...

...y y y
0 −−−→ P

′
1 −−−→ P

′
1 ⊕ P

′′
1 −−−→ P

′′
1 −−−→ 0y y y

0 −−−→ P
′
0 −−−→ P

′
0 ⊕ P

′′
0 −−−→ P

′′
0 −−−→ 0y y y

0 −−−→ A
′ −−−→ A −−−→ A

′′ −−−→ 0y y y
0 0 0

Un bref rappel sur les foncteurs <<Ext>> et <<Tor>> est indispensable :

Définition et Théorème 1.2.9 (“Foncteurs Tor” ; [19] §4, No 4)

Soient M et N deux R-modules.

Notons par LM , LN les complexes obtenus en éliminant, respectivement M et N ,
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de ses résolutions libres canoniques (voir page 35) .

Le foncteur TorRn (M,N) (ou, lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté sur l’anneau, Torn(M,N) )

est défini à partir de ces deux complexes, de façon qu’on a, pour tout n ∈ Z :

TorRn (M,N) ∼= Hn(M⊗R LN) ∼= Hn(LM ⊗R N).

Les R-modules Torn(M,N) sont indépendants de la résolution plate choisie. C’est-

à-dire, si par exemple · · · −→ F1 −→ F0 −→ M −→ 0 est une résolution plate de

M , et que FM le complexe obtenu en éliminant M de cette résolution, alors

Torn(M,N) ∼= Hn(FM ⊗R N) pour tout n.

Et on a les résultats : � Torn(M,N) = 0 pour tout n < 0

� Tor0(M,N) ∼= M ⊗N

� Torn(N,M) ∼= Torn(M,N)

Pour n = 1, on écrit Tor(M,N) au lieu de Tor1(M,N).

Théorème 1.2.10 (“Suite exacte longue des Tor” ; [54], Théorème 8.3)

Soit 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 une suite exacte courte de modules.

Pour tout moduleM , il existe une suite exacte : · · · · · · → Torn+1(C,M)→ Torn(A,M)→

Torn(B,M) → Torn(C,M) → · · · · · · · · · · · · · · · → Tor2(C,M) → Tor(A,M) →

Tor(B,M)→ Tor(C,M)→ A⊗M → B ⊗M → C ⊗M → 0

Définition et Théorème 1.2.11 (“Foncteurs Ext” ; [19], §5, No 3)

Soient M et N deux R-modules.

Notons par LM (resp., EN) le complexe obtenu en éliminant M (resp., N) de sa

résolution libre (resp., injective) canonique (voir [19], §3, No 4).

Le foncteur ExtnR(M,N) (ou, lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté sur l’anneau, Extn(M,N) )

est défini à partir de ces deux complexes, de façon qu’on a, pour tout n ∈ Z :

ExtnR(M,N) ∼= H−n( HomR(M,EN) ) ∼= H−n( HomR(LM,N) ).
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Les R-modules ExtnR(M,N) sont indépendants de la résolution projective de M et

de la résolution injective de N choisies. C’est-à-dire, si PM est un complexe obtenu

en éliminant M d’une de ces résolutions projectives, et si IM est un complexe obtenu

en éliminant N d’une de ces résolutions injectives, alors, pour tout n ∈ Z :

ExtnR(M,N) ∼= H−n(HomR(M, IN) ) ∼= H−n(HomR(PM , N) ).

Et nous avons les résultats : � Extn(M,N) = 0 pour tout n < 0

� Ext0(M,N) ∼= Hom(M,N)

Pour n = 1, on écrit Ext(M,N) au lieu de Ext1(M,N).

Théorème 1.2.12 (“Suite exacte longue des Ext” ; [54], Théorèmes 7.3 et 7.5)

Soit 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 une suite exacte courte de modules.

Pour tout module M , il existe une suite exacte :

0 → Hom(M,A) → Hom(M,B) → Hom(M,C) → Ext(M,A) → Ext(M,B) →

Ext(M,C)→ Ext2(M,A)→ · · · · · · · · · · · · · · ·

et une suite exacte :

0 → Hom(C,M) → Hom(B,M) → Hom(A,M) → Ext(C,M) → Ext(B,M) →

Ext(A,M)→ Ext2(C,M)→ · · · · · · · · · · · · · · ·

Les foncteurs Ext et Tor sont des outils très forts en algèbre homologique, on se

permet alors de présenter quelques résultats importants :

Théorème 1.2.13 ([54], Corollaire 7.20)

Soient A et C deux modules.

Pour que Ext(C,A) = 0, il faut et il suffit que toute suite exacte courte de la forme

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 soit scindée.

Théorème 1.2.14 ([54], Théorèmes 7.13 et 7.14)

Soient N un module et (Mi)i∈I une famille de modules. Alors :

Extn(
⊕

Mi,N) ∼=
∏

Extn(Mi,N)

Extn(N,
∏

Mi) ∼=
∏

Extn(N,Mi)
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Théorème 1.2.15 ([40], Théorème 2.1.5)

Pour tout module de présentation finie M , on a :

Extn(M, lim−→ Gi) ∼= lim−→ Extn(M,Gi)

où (Gi)i∈I est un système inductif de sous modules d’un même module.

Théorème 1.2.16 ([54], Théorèmes 11.65 et 11.66)

Soient R → S un homomorphisme d’anneaux, M un R-module et N un S-module.

Alors :

1. Si S est un R-module plat, alors ExtnS(M⊗R S,N) ∼= ExtnR(M,N)

2. Si S est un R-module projectif, alors ExtnS(N,HomR(S,M)) ∼= ExtnR(N,M)

Théorème 1.2.17 ([40], Théorème 1.1.8)

Soient M un R-module, E un S-module et N un R-S-bimodule.

Si E est injectif, alors

HomS(TorRn (M,N),E) ∼= ExtnR(M,HomS(N,E))

Particulièrement, si on considère le Z-module injectif Q/Z, l’isomorphisme précédent

s’écrit (en utilisant la notation du caractère d’un module, voir Théorème & Définition

1.1.13, p. 32) :

(TorRn (M,N))∗ ∼= ExtnR(M,N∗)

On se permet de donner quelques résultats sur les résolutions.

Définition 1.2.18

Soit X une classe de modules.

Pour tout module M , on définit deux types de résolutions :

� une X-résolution à gauche deM est une suite exacte X : · · · → X1 → X0 →M → 0

telle que Xi ∈ X pour tout i ≥ 0.

X est dite de longeur finie n si, pour tout i > n, Xi = 0.
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� une X-résolution à droite deM est une suite exacte X : 0→M → X0 → X1 → · · ·

telle que Xi ∈ X pour tout i ≥ 0.

X est dite de longeur finie n si, pour tout i > n, Xi = 0.

Maintenant, soit X n’importe quelle X-résolution (à gauche ou à droite ) de M .

On dit que X est propre (resp., copropre) si la suite Hom(Y,X)(resp., Hom(X, Y ))

est exacte pour tout module Y ∈ X .

Définition 1.2.19 (“Classes orthogonales” ; [22], Section 1)

Pour toute classe de R-modules X, on définit, respectivement, la classe orthogonale

à gauche et la classe orthogonale à droite, associée à X, comme suivant :

⊥X = {M ∈M(R)/ExtiR(M,X) = 0 ∀ X ∈ X,∀i > 0};

X⊥ = {N ∈M(R)/ExtiR(X,N) = 0 ∀ X ∈ X,∀i > 0}.

Proposition 1.2.20 ([22], Section 1)

• La classe ⊥X est résolvante projectivement et stable par somme directe quel-

conque.

• La classe X⊥ est résolvante injectivement et stable par produit direct quel-

conque.

1.3 Dimensions homologiques

Définition 1.3.1

Soient M un R-module et n un entier positif.

� On dit que M a une dimension projective (resp., plate) inférieure ou égale à n

s’il existe une suite exacte : 0→Mn →Mn−1 → · · · →M1 →M0 →M → 0

telle que les Mi sont des R-modules projectifs (resp., plats) ; on écrit pdR(M) ≤

n (resp., fdR(M) ≤ n), ou simplement pd(M) ≤ n (resp., fd(M) ≤ n).

� On dit que M a une dimension injective inférieure ou égale à n s’il existe une

suite exacte : 0→M → E0 → E1 → · · · → En−1 → En → 0

telle que les Ei sont des R-modules injectifs ; on écrit idR(M) ≤ n ou simple-

ment id(M) ≤ n.
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Notations : On note par P(R), F(R) et I(R), les classes, respectivement, de R-modules

de dimension projective, plate et injective finie.

Les trois théorèmes qui suivent représentent des caractérisations fonctorielles des

dimensions projective, injective et plate.

Théorème 1.3.2 ([54], Théorème 9.5)

Soit M un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. pd(M) ≤ n ;

2. Exti(M,N) = 0 pour tout module N et tout i ≥ n+ 1 ;

3. Extn+1(M,N) = 0 pour tout module N ;

4. Si 0→ Kn → Pn−1 → · · · → P1 → P0 →M → 0 est une suite exacte telle que

les Pi sont projectifs, alors Kn est projectif.

Théorème 1.3.3 ([40], Théorème 1.3.6)

Soit M un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. id(M) ≤ n ;

2. Exti(N,M) = 0 pour tout module N et tout i ≥ n+ 1 ;

3. Extn+1(N,M) = 0 pour tout module N ;

4. Si 0→M → E0 → E1 → · · · → En−1 → Ln → 0 est une suite exacte telle que

les Ei sont injectifs, alors Ln est injectif ;

5. Extn+1(R/I,M) = 0 pour tout idéal I de R.

Théorème 1.3.4 ([40], Théorème 1.3.8)

Soit M un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. fd(M) ≤ n ;

2. Tori(M,N) = 0 pour tout module N et tout i ≥ n+ 1 ;

3. Torn+1(M,N) = 0 pour tout module N ;

4. Torn+1(M,R/I) = 0 pour tout idéal de type fini I de R ;
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5. Si 0→ Kn → Fn−1 → · · · → F1 → F0 →M → 0 est une suite exacte telle que

les Fi sont plats, alors Kn est plat.

Proposition 1.3.5 ([19], §8, No 1, Corollaire 2)

Soit 0→M ′ →M →M ′′ → 0 une suite exacte courte. Alors :

1. pd(M) ≤ max{pd(M ′), pd(M ′′)} avec égalité si pd(M ′′) 6= pd(M ′) + 1.

2. pd(M ′′) ≤ max{pd(M), pd(M ′) + 1} avec égalité si pd(M) 6= pd(M ′).

3. pd(M ′) ≤ max{pd(M), pd(M ′′)− 1} avec égalité si pd(M) 6= pd(M ′′).

Notamment, si deux des trois modules M , M ′ et M ′′ ont une dimension projec-

tive finie, il en est de même pour le troisième.

Proposition 1.3.6 ([54])

Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte courte telle que B est projectif

(resp., plat et injectif), alors soit les deux modules A et C sont projectifs (resp.,

plats et injectifs). Sinon, pd(C) = pd(A) + 1 (resp., fd(C) = fd(A) + 1 et

id(A) = id(C) + 1).

Maintenant, on peut donner et rappeler les dimensions homologiques des anneaux.

Définition et Théorème 1.3.7 ([54], Théorème 9.10)

1. La quantité ID(R) = sup{id(M), M ∈M(R)} est appelée la dimension injec-

tive globale de R.

2. La quantité PD(R) = sup{pd(M), M ∈M(R)} est appelée la dimension pro-

jective globale de R.

Ces deux quantités sont égales, elles seront appelées la dimension globale de R et

notées gldim(R).

Théorème 1.3.8 ([40], Théorème 1.3.7)

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. gldim(R) ≤ n ;

2. pd(M) ≤ n pour tout R-module de type fini M ;
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3. Extn+1(M,N) = 0 pour tous R-module M et N ;

4. pd(R/I) < n pour tout idéal I de R.

Ainsi, gldim(R)= sup{pd(R/I)|I un idéal de R}

= sup{pd(M)|M un R-module de type fini}

Définition et Théorème 1.3.9

Pour tout R-module M , fd(M) ≤ pd(M).

Ainsi, la quantité sup{fd(M), M ∈M(R)}≤ gldim(R). Elle sera appelée la di-

mension faible de R et notée wdim(R).

Théorème 1.3.10 ([40], Théorème 1.3.9)

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. wdim(R) ≤ n ;

2. fd(M) ≤ n pour tout R-module de présentation finie M ;

3. Torn+1(M,N) = 0 pour tout R-modules M et N ;

4. fd(R/I) ≤ n pour tout idéal I de R ;

5. fd(R/I) ≤ n pour tout idéal de type fini I de R.

Ainsi, wdim(R)= sup{fd(M)|M R-module de présentation finie}

= sup{fd(R/I)|I idéal de type fini de R }

= sup{fd(R/I)|I idéal de R }.

Dans la suite de ce mémoire, on étudiera la dimension projective de Gorenstein de

l’anneau de polynômes R[X], en étendant le Théorème des Syzygies 1.3.13.

Pour cette raison, rappelons ce théorème, ainsi que d’autres résultats utiles.

R1 : Si σ : R −→ S est un homomorphisme d’anneaux, alors tout S-module M

peut être considéré comme un R-module par la modulation suivante :

r.m = σ(r)m pour tout r ∈ R et tout m ∈M .

Et que tout homomorphisme f : M → N de S-modules peut être considéré

comme un homomorphisme de R-modules, de la façon suivante :
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f(r.m) = f(σ(r)m) = σ(r)f(m) = r.f(m) pour tout r ∈ R et tout m ∈M .

D’après [54, Exercice 9.13, p. 245], si σ est surjectif, alors, pour tous

S-modules M et N , on a HomS(M,N) = HomR(M,N).

En particulier, nous avons l’homomorphisme surjectif canonique suivant :

R[X] −→ R[X]/XR[X] ∼= R

P = a0 + a1X + a2X
2 + · · · 7−→ P̄ = a0

D’où, pour tous R[X]-modules M et N ,

HomR[X](M,N) = HomR(M,N).

D’autre part, si N est un R-module, alors N ⊗R S peut être considéré comme

un S-module par la modulation suivante :

s(x⊗ s′) = x⊗ ss′ pour tous s et s′ ∈ S et tout x ∈ N.

R2 : Le R-module R[X] est libre, en effet :

R[X] = R⊕XR⊕X2R⊕ · · ·
∼= R(N)

Ainsi :

� Tout R[X]-module projectif est aussi un R-module projectif.

En effet, si P est un R[X]-module projectif, alors il existe un R[X]-module Q

tel que P ⊕Q∼=R[X] R[X](I) pour certain ensemble I

∼=R (R(N))(I) qui est un R-module libre.

� Tout R-module M est facteur direct du R-module M [X] = M ⊗R[X].

En Fait : M [X] = M ⊗R R[X] ∼=R M ⊗R R(N) ∼=R M
(N) .

Ainsi, le R-module M [X] est somme directe de copies de M .
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R3 : Si N est un R[X]-module, alors il est aussi un R-module et par suite on

peut considérer le R[X]-module N [X] = N ⊗R[X], de sorte qu’on a le résultat

suivant :

Proposition 1.3.11 ([54], Lemme 9.29)

Si N un R[X]-module, alors on a une suite exacte courte de R[X]-modules de

la forme :

0 −→ N [X] −→ N [X] −→ N −→ 0

R4 : Nous pouvons calculer la dimension projective de R comme étant un R[X]-

module à partir le résultats suivant :

Proposition 1.3.12 ([19], Exemple p. 136)

Soit x un élément d’un anneau S qui n’est ni inversible, ni diviseur de zéro.

Alors, pdS(S/xS) = 1.

Ainsi, pdR[X](R) = 1

R5 : Les dimensions homologiques de l’anneau de polynômes R[X] peuvent être

exprimées en fonction des dimensions homologiques de R comme suivant :

Théorème 1.3.13 (“Théorème des Syzygies de Hilbert” ; [40], Théorème 1.3.17)

gldim(R[X]) = gldim(R) + 1

wdim(R[X]) = wdim(R) + 1

1.4 Dimensions homologiques de Gorenstein

Dans cette section, on exposera les résultats, en relation avec notre sujet, les plus

importants de l’article :
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H. Holm, Gorenstein Homological Dimensions, J. Pure Appl. Algebra 189

(2004), 167-193.

Cette section est constituée de deux parties :

La première partie est consacrée aux résultats concernant la dimension projec-

tive de Gorenstein.

Note importante : Dualement avec la dimension projective de Gorenstein,

on peut définir la dimension injective de Gorenstein. Ainsi, tous les résultats de

la dimension projective de Gorenstein, excepté la Proposition 1.4.14, ont une

version duale de la dimension injective de Gorenstein.

La deuxième partie est consacrée aux résultats concernant la dimension plate

de Gorenstein.

D’après la définition du module projectif (resp. injectif) de Gorenstein (voir page

2), on a la caractérisation suivante :

Proposition 1.4.1

Pour qu’un module M soit projectif de Gorenstein, il faut et il suffit que M ∈ ⊥P(R)

et qu’il admet une P (R)-résolution à droite copropre.

En plus, Si (P) est une résolution projective complète, alors Hom((P), L) est exacte

pour tout R-module L ∈ P(R).

Par conséquence, si M est projectif de Gorenstein, alors M ∈ ⊥P(R).

Le résultat qui suit nous permet de supposer, toujours, que les termes (i.e.,modules)dans

une résolution projective complète sont libres.

Proposition 1.4.2

Si M un module projectif de Gorenstein, alors il existe une résolution projective

complète
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(F) : · · · → F1 → F0 → F 0 → F 1 → · · ·

avec les Fi sont libres et que M ∼= Im(F0 → F 0).

Le théorème qui suit est une généralisation de [22, Corollaire 4.3.5], exprimant la

réaction de la G-projectivité sur une suite exacte courte qui est analogue à celle de

la projectivité.

Théorème 1.4.3

La classe GP(R) est résolvante projectivement.

En plus, elle est stable par somme directe quelconque et par facteur direct.

Comme une première exception de la Note importante page 49, on donne une version

duale G-injective du théorème précédent.

Théorème 1.4.4

La classe GI(R) est résolvante injectivement.

En plus, elle est stable par produit direct quelconque et par facteur direct.

Proposition 1.4.5

Soit M un R-module et considérons les deux suites exactes :

0→ Kn → Gn−1 → · · · → G0 →M → 0

0→ K̃n → G̃n−1 → · · · → G̃0 →M → 0

telles que les Gi et les G̃i sont projectifs de Gorenstein. alors, Kn est G-projectf si,

et seulement si K̃n est G-projectf.

Comme on a déjà défini la dimension projective de Gorenstein (voir page 2), il suffit

d’ajouter qu’on note par GP(R) (resp. GI(R) ) la classe des R-modules de dimension

projective (resp. injective ) de Gorenstein finie.

Théorème 1.4.6

Tout élément M de GP(R) admet une GP(R)-préenveloppe surjective.

En particulier, si M est un R-module de dimension projective de Gorenstein finie
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n > 0, alors M admet une GP(R)-préenveloppe surjective ϕ : G � M , telle que

Kerϕ = K satisfait pd(K) = n− 1.

Notamment, M admet une GP(R)-résolution à gauche propre de longueur n.

Corollaire 1.4.7

Soit 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 une suite exacte courte telle que A et B sont

projectifs de Gorenstein. Si Ext(C,P ) = 0 pour tout module projectif P , alors C

est projectif de Gorenstein.

Par des méthodes complètement différentes, Enochs et Jenda ont prouvé

dans [31, Théorème 2.13] la version duale, G-injective, de la Proposition

1.4.7 précédente .

Donnons une version duale du Théorème 1.4.6, dont l’application sera dans la

deuxième partie.

Théorème 1.4.8

Tout élément M de GI(R) admet une GI(R)-préenveloppe injective.

En particulier, si M est un R-module de dimension injective de Gorenstein finie

n > 0, alors M admet une GI(R)-préenveloppe injective ϕ : M ↪→ G, telle que

Cokerϕ = H satisfait id(H) = n− 1.

Notamment : M admet une GI(R)-résolution à droite copropre de longeur n.

Les trois résultats suivants confirment l’analogie existante entre la dimension pro-

jective et la dimension projective de Gorenstein.

Théorème 1.4.9

Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte courte. Si deux des trois modules A,

B et C ont une dimension projective de Gorenstein finie, il en est de même pour le

troisième.
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Proposition 1.4.10

Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte courte telle que B est projectif de

Gorenstein.

Si C est projectif de Gorenstein, alors A est aussi projectif de Gorenstein. Sinon,

Gpd(A) = Gpd(C)− 1.

Proposition 1.4.11

Soit (Mi)i∈I une famille de modules. Alors,

Gpd(
⊕
i∈I

Mi) = sup{Gpd(Mi); i ∈ I}

On présente la version duale du Théorème 1.4.9.

Théorème 1.4.12

Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte courte. Si deux des trois modules A,

B et C ont des dimensions injectives de Gorenstein finies, il en est de même pour le

troisième.

Donnons une caractérisation fonctorielle de la dimension projective de Gorenstein.

Théorème 1.4.13

Soient M un R-module de dimension projective de Gorenstein finie et n un entier

positif. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Gpd(M) ≤ n ;

2. Exti(M,L) = 0 pour tout i > n et tout module L avec pd(L) finie ;

3. Exti(M,Q) = 0 pour tout i > n et tout module projectif Q ;

4. Pour toute suite exacte 0→ Kn → Gn−1 → · · · → G0 →M → 0 où les Gi sont

projectifs de Gorenstein, le module Kn est aussi projectif de Gorenstein.

Par conséquence, la dimension projective de Gorenstein de M est déterminée comme

suivant :
Gpd(M) = sup{i ∈ N |∃L ∈ P(R) : Exti(M,L) 6= 0}

= sup{i ∈ N |∃Q ∈ P(R) : Exti(M,Q) 6= 0}
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Corollaire 1.4.14

Si R est un anneau Noethérien, alors pour tout R-module de type fini M avec

Gpd(M) <∞, Gpd(M) = sup{i ∈ N |Exti(M,R) 6= 0}

Ce dernier corollaire montre et confirme que la dimension projective de Gorenstein

est une extension de la G-dimension d’Auslander dans [2].

Le Théorème qui suit donne une caractérisation fonctorielle de la dimension injective

de Gorenstein, c’est la version duale du Théorème 1.4.13.

Théorème 1.4.15

Soient N un R-module de dimension injective de Gorenstein finie et n un entier

positif. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Gid(N) ≤ n ;

2. Exti(L,N) = 0 pour tout i > n et tout module L avec id(L) finie ; ;

3. Exti(I,N) = 0 pour tout i > n et tout module injectif I ;

4. Pour toute suite exacte 0 → N → H0 → · · · → Hn−1 → Cn → 0 où les H i

sont injectifs de Gorenstein, le module Cn est aussi injectif de Gorenstein.

Par conséquence, la dimension injective de Gorenstein de N est déterminée comme

suivant :
Gid(N) = sup{i ∈ N |∃L ∈ I(R) : Exti(L,N) 6= 0}

= sup{i ∈ N |∃I ∈ I(R) : Exti(I,N) 6= 0}

Le résultat qui suit confirme que la dimension projective de Gorenstein est un raf-

finement de la dimension projective :

Proposition 1.4.16

Pour tout R-module M , Gpd(M) ≤ pd(M).

L’égalité a lieu dès que la dimension projective de M est finie.

En particulier, GP(R) ∩ P(R) = P(R)

On termine cette partie avec une application très importante du Théorème 1.4.6,

où on compare la dimension projective finie d’un anneau (Définition 1.4.17) avec sa
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dimension projective de Gorenstein finie suivante :

FGPD(R) = sup{Gpd(M) |M ∈ GP(R)}

Définition 1.4.17

La quantité FPD(R) = sup{pd(M), M ∈ P(R)} est appelée la dimension projective

finitiste de R.

Théorème 1.4.18

Pour tout anneau R, FGPD(R) = FPD(R)

La même chose se reproduit entre la dimension injective de Gorenstein finie d’un

anneau et sa dimension injective finie :

Théorème 1.4.19

Pour tout anneau R on a l’égalité suivante : FGID(R) = FID(R)

***************************************

Bien que les modules projectifs de Gorenstein se définissent à partir du foncteur

HomR(−,−), les modules plats de Gorenstein se définissent à partir du foncteur

− ⊗R −. Ceci explique la différence entre l’étude de la G-patitude et celle de la

G-projectivité.

Cependant, sur un anneau cohérent, H. Holm a pu établir une liaison entre la

G-platitude et la G-injectivité, similaire à celle qui existe entre la platitude et l’in-

jectivité (voir Théorème & Définition 1.1.13).

Ainsi, la majorité des résultats établis sur la G-platitude s’est faite sur un anneau

cohérent.

Comme dans la première partie, le principal objectif de cette partie est de donner

une description fonctorielle de la dimension plate de Gorenstein.

Commençons par donner des résultats et des caractérisations des modules plats de

Gorenstein définis sur la page 3.

La distributivité du produit tensoriel par rapport à la somme directe (voir (4),

Théorème 1.1.1) nous donne le résultat suivant :
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Proposition 1.4.20

La classe GF(R) est stable par somme directe quelconque.

Sur un anneau Noethérien, on a tout module projectif de Gorenstein est plat de

Gorenstein [[22], Proposition 5.1.4]. Cependant, dans le cas général, la question

demeure ouverte. Néanmoins, H. Holm l’a prouvée dans le cas particulier suivant :

Proposition 1.4.21

Si R est un anneau cohérent tel que FPD(R) est finie, alors tout

module projectif de Gorenstein est plat de Gorenstein.

Nous donnons maintenant le principal résultat dans lequel, la G-platitude se joint à

la G-injectivité via la notion du caractère d’un module.

Théorème 1.4.22

Soit M un R-module. On considère les assertions suivantes :

1. M est plat de Gorenstein ;

2. Le caractère M∗ de M est injectif de Gorenstein ;

3. M admet une F(R)-résolution à droite copropre, et que Tori(I,M) = 0

pour tout i > 0 et tout module injectif I.

Alors, (1) ⇒ (2). Et si, en plus, R est cohérent, alors les trois assertions sont

équivalentes.

Grâce au Théorème 1.4.22, on conclut, sur un anneau cohérent, la réaction de la

G-platitude sur une suite exacte courte.

Théorème 1.4.23

Si R est cohérent, alors la classe GF(R) est résolvante projectivement et stable par

facteur direct.

Proposition 1.4.24

Soient R un anneau cohérent et 0 → G′ → G → M → 0 une suite exacte courte

telle que G′ et G sont plats de Gorenstein.

Si Tor(I,M) = 0 pour tout module injectif I, alors M est plat de Gorenstein.
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A ce stade, on se permet de donner des résultats concernant la dimension plate de

Gorenstein définie sur la page 3.

Ajoutons d’abord qu’on note par GF(R) la classe de R-modules de dimension plate

de Gorenstein finie.

La proposition suivante est une généralisation de [22, Proposition 5.2.7].

Proposition 1.4.25

Soit R −→ S un homomorphisme d’anneaux tel que S est un R-module plat.

Pour tout R-module M on a l’inégalité : GfdS(S⊗R M) ≤ GfdR(M)

La généralisation de l’équivalence (1) ⇔ (2), dans le Théorème 1.4.22, aux dimen-

sions injective et plate de Gorenstein se traduit par une inégalité :

Proposition 1.4.26

Pour tout R-module M , on a l’inégalité : GidR(M∗) ≤ GfdR(M).

L’égalité a lieu dès que R est cohérent.

En utilisant la relation qui existe entre la dimension plate de Gorenstein et la di-

mension injective de Gorenstein, établit dans la Proposition 1.4.26 précédente, avec

les versions duales G-injectives des Propositions 1.4.10 et 1.4.11, on obtient les deux

résultats suivants :

Proposition 1.4.27

Soient R un anneau cohérent et 0→ A→ B → C → 0 une suite exacte courte telle

que B est plat de Gorenstein.

Si C est plat de Gorenstein, il en est de même pourA. Sinon, GfdR(A) = GfdR(C)− 1.

Proposition 1.4.28

Supposons que R est cohérent, et considérons (Mi)i∈I une famille de R-modules,

alors : Gfd(⊕Mi) = sup{Gfd(Mi)| i ∈ I}.

Le théorème qui suit, donne une caractérisation fonctorielle de la dimension plate

de Gorenstein sur un anneau cohérent. Un cas particulier de ce théorème peut être

trouvé dans [[22], Théorème 5.2.14].

56



1.4. DIMENSIONS HOMOLOGIQUES DE GORENSTEIN

Théorème 1.4.29

Soient M un R-module de dimension plate de Gorenstein finie et n un entier positif.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Gfd(M) ≤ n ;

2. Tori(L,M) = 0 pour tout i > n et tout R-module L avec id(L) finie ;

3. Tori(Q,M) = 0 pour tout i > n et tout R-module injectif Q.

4. Pour toute suite exacte 0→ Kn → Gn−1 → · · · → G0 →M → 0 où les Gi sont

plats de Gorenstein, le module Kn est aussi plat de Gorenstein.

Par conséquence, la dimension plate de Gorenstein de M est déterminée comme

suivant :

Gfd(M) = sup{i ∈ N |∃L ∈ I(R) : Tori(L,M) 6= 0}

= sup{i ∈ N |∃Q ∈ I(R) : Tori(Q,M) 6= 0}

Théorème 1.4.30

Soit 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 une suite exacte courte.

Si deux des trois modules A, B et C ont une dimension plate de Gorenstein finie, il

en est de même pour le troisième.

Le théorème suivant, présente le rapport existant entre : la dimension plate, la

dimension plate de Gorenstein et la grande dimension plate restreinte définie par :

RfdR(M) = sup{i ≥ 0 | ∃L ∈ F(R) : Tori(L,M) 6= 0}

Il est conjecturé par Foxby que si Gfd(M) est finie, alors Rfd(M) = Gfd(M). Chris-

tensen [22, Proposition 5.4.8] l’a prouvé sur un anneau local de Cohen-Macaulay

avec un module dualisant.

Voyons l’extension suivante :
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Théorème 1.4.31

Pour tout R-module M , on a les inégalités suivantes :

RfdR(M) ≤ GfdR(M) ≤ fdR(M)

Si en plus R est Noethérien, alors :

◦ Si fdR(M) est finie, on aura les deux inégalités :

RfdR(M) = GfdR(M) = fdR(M)

◦ Si GfdR(M) est finie, alors RfdR(M) = GfdR(M)

Nous aurons besoin aussi du lemme suivant :

Lemme 1.4.32

Supposons que R est cohérent. Soit M un R-module de dimension plate de Goren-

stein finie n > 0, alors il existe une suite exacte courte 0→ K → G→M → 0 telle

que G est plat de Gorenstein, et que fd(K) = n− 1.

58



Chapitre 2

Les modules projectifs, injectifs et

plats de Gorenstein forts

D. Bennis, N. Mahdou. (2007), Strongly Gorenstein projective,

injective, and flat modules. Journal of Pure and Applied Algebra,

210 :437-445.

Ce chapitre est consacré à l’étude d’un cas particulier des modules projectifs, in-

jectifs et plats de Gorenstein, qu’on nomme respectivement : modules projectifs

de Gorenstein forts, injectifs de Gorenstein forts et plats de Gorenstein forts. Ces

trois dernières classes révèlent une nouvelle caractérisation des premières classes et

confirment l’analogie entre la notion classique de “Modules projectifs, injectifs et

plats ”et la notion “Modules projectifs, injectifs et plats de Gorenstein ”.

2.1 Les modules projectifs et injectifs de Goren-

stein forts

Cette section contient une introduction et une première étude des modules projec-

tifs et injectifs de Gorenstein forts, définis comme suit :

Définitions 2.1.1

— Une résolution projective complète de la forme :

P = · · · f−→ P
f−→ P

f−→ P
f−→ · · ·
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est appelée une résolution projective complète forte associée au couple (P, f).

Un module M est appelé projectif de Gorenstein fort (SG-projectif) si M ∼=

Ker f pour une certaine résolution projective complète forte (P, f).

— Les modules injectifs de Gorenstein forts (SG-injectifs) sont définis d’une façon

duale.

D’après ces premières définitions, on obtient immédiatement les résultats suivants.

Proposition 2.1.2

1. Si (Pi)i∈I est une famille de modules projectifs de Gorenstein forts, alors ⊕Pi
est un module projectif de Gorenstein fort.

2. Si (Ii)i∈I est une famille de modules injectifs de Gorenstein forts, alors
∏
Ii est

un module injectif de Gorenstein fort.

Preuve. On note simplement que la somme (resp., produit) des résolutions projec-

tives (resp., injectives) complètes fortes est aussi une résolution projective (resp.,

injective) complète forte (on utilise les isomorphismes naturels du [54, Théorèmes

2.4 et 2.6] et [19, §2, No 2, Proposition 1]).

On peut remarquer facilement que les modules projectifs (resp., injectifs) de Go-

renstein forts sont un cas particulier des modules projectifs (resp., injectifs) de Go-

renstein. De plus, on sait déjà qu’un module projectif (resp., injectif) est projectif

(resp., injectif) de Gorenstein. Ce résultat est obtenu en considérant pour un mo-

dule projectif P, la résolution projective complète suivante 0 −→ P
=−→ P −→ 0

[22, Observation 4.2.2].

Le résultat suivant permet de situer la classe des modules projectifs (resp., injec-

tifs) de Gorenstein forts entre la classe des modules projectifs (resp., injectifs) et la

classe des modules projectifs (resp., injectifs) de Gorenstein.

Proposition 2.1.3

Tout module projectif (resp., injectif) est projectif (resp., injectif) de Gorenstein

fort.
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Preuve. Il suffit de montrer la proposition dans le cas où le module est projectif.

En effet, le cas de module injectif est analogue.

Soit P un module projectif, considérons la suite exacte :

P = · · · f−→ P ⊕ P f−→ P ⊕ P f−→ P ⊕ P f−→ · · ·

(x, y) 7−→ (0, x)

On a 0⊕ P = Ker f = Im f ∼= P .

Soit Q un module projectif, on applique le foncteur HomR(−, Q) à la suite P et on

obtient le diagramme commutatif suivant

· · · −→ Hom(P ⊕ P,Q)
HomR(f,Q)−→ Hom(P ⊕ P,Q) −→ · · ·

∼=↓ ∼=↓

· · · −→ Hom(P,Q)⊕Hom(P,Q) −→ Hom(P,Q)⊕Hom(P,Q) −→ · · ·

Puisque la suite au dessous est exacte, la suite au dessus est exacte aussi, d’où le

résultat.

Les modules projectifs (resp., injectifs) de Gorenstein forts ne sont pas nécessai-

rement projectifs (resp., injectifs), comme le montre l’exemple qui suit.

D’abord, rappelons qu’un anneau R est appelé quasi-Frobenius (QF-anneau), s’il est

Noethérien et auto-injectif (i.e., R est un R-module injectif). Par exemple, si I est

un idéal non nul dans un domaine de Dedekind R, alors R/I est quasi-Frobenius

[54, Exercise 9.24]. Le théorème suivant caractérise ces anneaux :

Théorème 2.1.4 ([1], Théorème 31.9)

Soit R un anneau, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. R est quasi-Frobenius ;

2. Tout R-module projectif est injectif ;

3. Tout R-module injectif est projectif.

Maintenant, on peut donner l’exemple souhaité :
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Exemple 2.1.5

On considère l’anneau quasi-Frobenius local R = k[X]/(X2) où k est un corps, et

soit X la classe résiduelle de X dans R.

1. L’idéal (X) est projectif de Gorenstein fort et injectif de Gorenstein fort.

2. Alors qu’il n’est ni projectif ni injectif.

Preuve. 1. Soit l’homothétie x définie par la multiplication par X.

On a la suite exacte F = · · · −→ R
x−→ R

x−→ R −→ · · · .

Alors, Ker x = Imx = (X).

Comme R est quasi-Frobenius, on peut déduire d’après Théorème 2.1.4 que F est à

la fois une résolution projective et injective complète forte. Alors, (X) est à la fois

un idéal projectif de Gorenstein fort et injectif de Gorenstein fort.

2. Comme l’idéal (X) n’est pas libre dans l’anneau local R (puisque X
2

= 0), il

n’est pas projectif. Par suite, d’après Théorème 2.1.4, X n’est pas injectif non plus.

Remarque 2.1.6

Si on veut construire un exemple d’un module projectif de Gorenstein fort qui n’est

pas de type fini, on peut voir facilement, d’après la proposition 2.1.2 et en utilisant

l’idéal (X) de l’exemple précédent, que la somme directe (X)(I) pour tout ensemble

infini d’indices I est un module projectif de Gorenstein fort qui n’est pas de type

fini.

Maintenant, on donne le principal résultat de ce chapitre, caractérisant les modules

projectifs de Gorenstein par des modules projectifs de Gorenstein forts.

Théorème 2.1.7

Un module M est projectif (resp., injectif) de Gorenstein si et seulement si M est

un facteur direct d’un module projectif (resp., injectif) de Gorenstein fort.

Preuve. Il suffit de montrer ce théorème dans le cas où M est projectif de Goren-

stein.
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D’après Théorème 1.4.3, il suffit de montrer l’implication directe, puisque l’implica-

tion réciproque provient du fait que la classe des modules projectifs de Gorenstein

est stable par facteur direct.

Soit M un module projectif de Gorenstein.

Alors, il existe une résolution projective complète :

P = · · · −→ P1

dP1−→ P0

dP0−→ P−1

dP−1−→ P−2 −→ · · ·

telle que M ∼= Im(dP0 ).

Pour tout m ∈ Z, on pose ΣmP la suite exacte déduite de P comme suite :

(ΣmP )i = Pi−m et dΣmP
i = dPi−m pour tout i ∈ Z.

Considérons la suite exacte

Q = ⊕(ΣmP ) = · · · −→ Q = ⊕Pi
⊕dPi−→ Q = ⊕Pi

⊕dPi−→ Q = ⊕Pi −→ · · ·

Comme Im(⊕di) ∼= ⊕Im di, M est un facteur direct de Im(⊕di).

D’autre part, d’après [1, Proposition 20.2 (1)] on a

Hom(
⊕
m∈Z

(ΣmP ), L) ∼=
∏
m∈Z

Hom(ΣmP,L)

qui est une suite exacte pour tout module projectif L. Alors, Q est une résolution

projective complète forte.

Donc, M est un facteur direct du module projectif de Gorenstein fort Im(⊕di).

Remarque 2.1.8

D’après Proposition 1.4.2, la démonstration précédente peut être refaite en utilisant

des résolutions complètes avec des modules libres et ainsi la résolution projective

forte construite sera de termes des modules libres.

A la fin de cette section, on présentera un exemple d’un module projectif de Go-

renstein, qui n’est pas projectif de Gorenstein fort. D’abord, on se permet de citer

quelques propriétés importantes des modules projectifs de Gorenstein forts.
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Le résultat suivant donne une simple caractérisation des modules projectifs de

Gorenstein forts.

Proposition 2.1.9

Soit M un module, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est projectif de Gorenstein fort ;

2. Il existe une suite exacte courte 0→ M → P → M → 0, où P est un module

projectif, et Ext(M,Q) = 0 pour tout module projectif Q ;

3. Il existe une suite exacte courte 0→ M → P → M → 0, où P est un module

projectif, et Ext(M,Q′) = 0 pour tout module Q′ de dimension projective finie ;

4. Il existe une suite exacte courte 0→ M → P → M → 0, où P est un module

projectif ; tel que, pour tout module projectif Q, la suite courte

0→ Hom(M,Q)→ Hom(P,Q)→ Hom(M,Q)→ 0 est exacte ;

5. Il existe une suite exacte courte 0→ M → P → M → 0, où P est un module

projectif ; tel que, pour tout module Q′ de dimension projective finie, la suite

courte 0→ Hom(M,Q′)→ Hom(P,Q′)→ Hom(M,Q′)→ 0 est exacte.

Preuve. Résulte immédiatement de la définition des modules projectifs de Goren-

stein forts.

Remarques 2.1.10

1. Notons qu’en utilisant cette caractérisation des modules projectifs de Goren-

stein forts, la Proposition 2.1.3 devient évidente. En effet, on a la suite exacte

courte 0→ P → P ⊕ P → P → 0, et Ext(P,Q) = 0 pour tout module Q.

2. On peut caractériser les modules injectifs de Gorenstein forts d’une manière

similaire à celle des modules projectifs de Gorenstein forts dans Proposition

2.1.9.

Rappelons qu’un module projectif de Gorenstein est projectif si et seulement si sa

dimension projective est finie (Proposition 1.4.16).

Le résultat suivant définit le lien entre les modules projectifs de Gorenstein forts et

la dimension plate.
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Corollaire 2.1.11

Un module projectif de Gorenstein fort M est plat si et seulement si M est de

dimension plate finie.

Preuve. Résultat simple de proposition 2.1.9.

La proposition suivante concerne les modules projectifs de Gorenstein forts de type

fini. On sait bien qu’un module projectif de type fini est infiniment présenté (i.e.,

admet une résolution libre

· · · → Fn → Fn−1 → · · · → F0 →M → 0

telle que chaque Fi est un module libre de type fini).

Pour les modules projectifs de Gorenstein, la question est toujours ouverte. Toute-

fois, les modules projectifs de Gorenstein forts donnent une réponse partiale affir-

mative, caractérisant les modules projectifs de Gorenstein forts de type fini.

Proposition 2.1.12

Soient R un anneau et M un R-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M projectif de Gorenstein fort de type fini ;

2. Il existe une suite exacte courte 0→M → P →M → 0 où P est un R-module

projectif de type fini, et Ext(M,R) = 0 ;

3. Il existe une suite exacte courte 0→M → P →M → 0 où P est un R-module

projectif de type fini, et Ext(M,F ) = 0 pour tout R-module plat F ;

4. Il existe une suite exacte courte 0→M → P →M → 0 où P est un R-module

projectif de type fini, et Ext(M,F ′) = 0 pour tout R-module F ′ de dimension

plate finie.

Preuve. Notons que la quatrième condition est plus forte que la première. Par

conséquence, il ne reste que trois implications à montrer.

(1)⇒ (2). Un simple résultat de Proposition 2.1.9.

(2) ⇒ (3). Soit F un R-module plat. D’après Théorème de Lazard (Théorème
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1.1.28), il existe un système inductif (Li)i∈I de R-modules libres de type fini tel

que lim−→ Li ∼= F . D’après Théorème 1.2.15 (ou similairement à la preuve de [32,

Lemma 3.1.16]), on a, pour tout i ∈ Z :

Ext(M,F ) ∼= Ext(M, lim−→ Li)

∼= lim−→ Ext(M,Li)

Maintenant, comme toute somme directe peut être considérée comme la limite in-

ductive de de sa somme partiale finie avec ordre par inclusion, [19, Exercise 3, page

187] implique aussi que Ext(M,Li) = 0 pour tout i ∈ I.

(3)⇒ (4). Soit F ′ un R-module tel que 0 < fd(F ′) = m <∞.

D’abord, il est clair que (3) implique Extn(M,F ) = 0 pour tout n > 0, et tout

R-module plat F .

Par suite, on choisit une suite exacte courte 0 → K → L → F ′ → 0 où L est un

R-module libre et fd(K) = m− 1.

Par induction on a Extn(M,L) = Extn(M,K) = 0 pour tout n > 0. En appliquant

le foncteur Hom(M,−) à la suite exacte courte ci-dessus on obtient la suite exacte

0 = Ext(M,L)→ Ext(M,F ′)→ Ext2(M,K) = 0.

Alors, Ext(M,F ′) = 0.

On termine la section par un exemple d’un module projectif de Gorenstein qui

n’est pas projectif de Gorenstein fort.

Exemple 2.1.13

On considère l’anneau Noethérien local R = k[[X1, X2]]/(X1X2) où k est un corps.

Alors :

1. Les deux idéaux (X1) et (X2) sont projectifs de Gorenstein, où Xi est la classe

résiduelle de Xi dans R pour i = 1, 2.

2. (X1) et (X2) ne sont pas projectifs de Gorenstein forts.
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Preuve. 1. Il s’agit de [22, Example 4.1.5].

2. Supposons, par exemple, que l’idéal (X1) est projectif de Gorenstein fort.

D’après Proposition 2.1.12, il existe une suite exacte courte

0→ (X1)→ P → (X1)→ 0

où P est un module projectif de type fini. Comme R est local, il existe un entier

positif n tel que P ∼= Rn. Donc, on peut écrire la suite ci-dessus comme suit :

(Φ) : 0 −→ (X1) −→ Rn −→ (X1) −→ 0.

D’autre part, on a la suite exacte courte

0 −→ (X2) −→ R −→ (X1) −→ 0

x 7−→ xX1

Alors, d’après le lemme de Schanuel (Théorème 1.1.9), on a Rn⊕ (X2) ∼= R⊕ (X1).

En appliquant le produit tensoriel par k, le corps résiduel de R, on obtient l’isomor-

phisme des k-espaces vectoriels suivant : kn ⊕ (k⊗R (X2)) ∼= k⊕ (k⊗R (X1)), et on

déduit que n = 1. Par conséquence, la suite exacte courte (Φ) devient

0 −→ (X1)
g−→ R

f−→ (X1) −→ 0

Maintenant, on considère f(1) = αX1 pour un certain α ∈ k[[X1, X2]], d’où Im f =

(αX1) = (X1), ceci implique qu’il existe β et δ dans k[[X1, X2]] tels que X1 =

βαX1 + δX1X2, alors αβ = 1 − δX2 qui est inversible dans k[[X1, X2]], de même

pour α, et par suite α est inversible dans R. Alors,

Ker f = {x ∈ R|xf(1) = xαX1 = 0} = {x ∈ R|xX1 = 0} = AnnX1 = (X2).

Par conséquence, (X1) ∼= Im g = Ker f = (X2).

Ce qui est absurde puisque AnnX1 = (X2) 6= (X1) = AnnX2.

Alors, (X1) n’est pas projectif de Gorenstein fort.
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2.2 Les modules plats de Gorenstein forts

Cette section est consacrée aux modules plats de Gorenstein forts, qu’on introduira

et définira pour les lier plus loin, avec les modules projectifs de Gorenstein forts.

Définition 2.2.1

Une résolution plate complète de la forme

F = · · · f−→ F
f−→ F

f−→ F
f−→ · · ·

est appelée résolution plate complète forte associée au couple (F, f).

Un module M est appelé plat de Gorenstein fort (SG-plat) si M ∼= Ker f pour une

certaine résolution plate complète forte (F, f).

En conséquent, les modules plats de Gorenstein forts sont un simple cas particulier

des modules de Gorenstein plats. L’exemple 2.2.11 présente des exemples de modules

plats de Gorenstein qui ne sont pas plats de Gorenstein forts.

Maintenant, similairement à Proposition 2.1.3 on peut montrer qui suit :

Proposition 2.2.2

Tout module plat est plat de Gorenstein fort.

Exemple 2.2.3

D’après Exemple 2.1.5, il est clair que l’idéal (X) est aussi plat de Gorenstein fort,

mais il n’est pas plat.

Proposition 2.2.4

Toute somme directe de deux modules plats de Gorenstein forts est un module plat

de Gorenstein fort.

Preuve. Similaire à la preuve de Proposition 2.1.2 en se basant sur le fait que le

produit tensoriel commute avec la somme.

Les modules plats de Gorenstein forts donnent une simple caractérisation des mo-

dules plats de Gorenstein :
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Théorème 2.2.5

Si un module M est plat de Gorenstein, alors M est un facteur direct d’un module

plat de Gorenstein fort.

Preuve. Similaire à la preuve du Théorème 2.1.7.

Comme les modules projectifs de Gorenstein forts sont caractérisés par Proposition

2.1.9, la proposition suivante caractérise les modules plats de Gorenstein forts d’une

manière similaire.

Proposition 2.2.6

Soit M un module, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est plat de Gorenstein fort ;

2. Il existe une suite exacte courte 0→ M → F → M → 0, où F est un module

plat, et Tor(M, I) = 0 pour tout module injectif I ;

3. Il existe une suite exacte courte 0→ M → F → M → 0, où F est un module

plat, et Tor(M, I ′) = 0 pour tout module I ′ de dimension injective finie ;

4. Il existe une suite exacte courte 0→ M → F → M → 0, où F est un module

plat ; telle que 0→M ⊗ I → F ⊗ I →M ⊗ I → 0 est exacte pour tout module

injectif I ;

5. Il existe une suite exacte courte 0→ M → F → M → 0, où F est un module

plat ; telle que la suite 0 → M ⊗ I ′ → F ⊗ I ′ → M ⊗ I ′ → 0 est exacte pour

tout module I ′ de dimension injective finie.

Holm (Théorème 1.4.31) a montré que, dans un anneau Noethérien, un module

plat de Gorenstein est plat si et seulement si sa dimension plate est finie. En outre,

on peut voir, d’après Proposition 1.4.26, [40, Théorème 1.2.1], et la version duale de

Proposition 1.4.16 que la même équivalence est vérifiée dans les anneaux cohérents.

Mais en général, la question est toujours ouverte. Toutefois, on peut donner une

autre réponse partiale affirmative (Corollaire 2.2.8). D’abord, commençons par le

cas de modules plats de Gorenstein forts.
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Proposition 2.2.7

Un module plat de Gorenstein fort est plat si et seulement si sa dimension plate est

finie.

Preuve. Immédiate suite à Proposition 2.2.6.

Corollaire 2.2.8

Si R est un anneau de dimension faible finie. Alors, un R-module M est plat de

Gorenstein si et seulement si M est plat.

Preuve. Simple, en combinant Théorème 2.2.5 avec Proposition 2.2.7 et Proposition

1.1.15.

D’après Proposition 0.0.9, dans un anneau cohérent, la classe des modules projec-

tifs de Gorenstein de présentation finie et la classe des modules plats de Gorenstein

de type fini cöıncident. En général, la question est toujours ouverte. Néanmoins, les

modules de Gorenstein forts donnent une réponse partiale affirmative :

Proposition 2.2.9

Soit R un anneau. Un R-module M est projectif de Gorenstein fort de type fini si

et seulement si M est plat de Gorenstein fort de présentation finie.

Preuve. On peut montrer cette proposition de manière analogue à la preuve de [22,

Lemme 5.1.10], 1 en utilisant les résolutions complètes fortes. Ici, on utilise pour la

preuve la caractérisation des modules projectifs de Gorenstein forts de type fini.

=⇒. Soit M un module projectif de Gorenstein fort de type fini. D’après Proposition

2.1.12, il existe une suite exacte courte 0→M → P →M → 0 où P est un module

projectif de type fini, et Ext(M,R) = 0.

Soit E un module injectif. CommeM est infiniment présenté, on a, d’après Théorème

1.2.17, l’isomorphisme suivant :

Tor(Hom(R,E),M) ∼= Hom(Ext(M,R), E).

1. voir la note de bas de page 4.
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Ainsi, Tor(E,M) = 0 (Puisque Hom(R,E) ∼= E et Ext(M,R) = 0). Donc, M est

un R-module plat de Gorenstein fort (d’après Proposition 2.2.6).

⇐=. Maintenant, supposons que M est un module plat de Gorenstein fort de

présentation finie. D’après Proposition 2.2.6, il existe une suite exacte courte 0 →

M → P → M → 0 où P est un module projectif de type fini, et Tor(M,E) = 0

pour tout module injectif E. Si on suppose que E est fidèlement injectif, le même

isomorphisme de l’implication directe ci-dessus implique que Ext(M,R) = 0. Ainsi,

d’après Proposition 2.1.12, on a M est projectif de Gorenstein fort.

Rappelons que si R est un anneau local ou intègre, alors tout R-module plat de

type fini ou de présentation finie est projectif (voir Schéma 1.1.20).

Sous les mêmes conditions, les modules plats de Gorenstein forts et les modules

projectifs de Gorenstein forts sont liés de la même façon, comme c’est bien explicite

dans Proposition 2.2.9 et le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.10

Si R est un domaine ou un anneau local, alors un R-module M de type fini est plat

de Gorenstein fort si et seulement si M est projectif de Gorenstein fort.

Preuve. En utilisant Proposition 2.2.9 et sa preuve.

Maintenant, on présente un exemple de modules plats de Gorenstein qui ne sont

pas plats de Gorenstein forts.

Exemple 2.2.11

On considère l’anneau Noethérien local R = k[[X1, X2]]/(X1X2) où k est un corps.

Les deux idéaux (X1) et (X2) sont plats de Gorenstein, où Xi est la classe résiduelle

de Xi pour i = 1, 2 dans R. Cependant, ces idéaux ne sont pas plats de Gorenstein

forts.

Preuve. En appliquant simplement [22, Théorème 5.1.11] et Proposition 2.2.9 à

Exemple 2.1.13.
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En étudiant les anneaux parfaits, Bass [6] a montré qu’un anneau R est parfait

si et seulement si tout R-module plat est projectif (voir aussi [1, 60] pour plus de

détails sur cet anneau).

Motivé par ce résultat, Sakhajev pose la question sur les cas où on a plus généralement,

tout module plat est projectif (voir [55]). En effet, cette question a été étudiée en

premier temps à l’année 1960, à savoir aves les travaux de Vasconcelos [58] et Endo

[29]. Toutefois, une première réponse générale apparut avec Facchini, Herbera, et

Sakhajev [37]. Plus récemment, une étude la concernant a été établie par Puninski

et Rothmaler [53], qui ont donné aux anneaux satisfaisant cette question le nom de

S-anneau, honorant Sakhajev.

Maintenant, il est naturel de poser la question : Quand est ce qu’on a tout module

plat de Gorenstein fort de type fini est projectif de Gorenstein fort ?

La réponse donne une nouvelle caractérisation aux S-anneaux :

Proposition 2.2.12

Un anneau R est un S-anneau si et seulement si tout R-module plat de Gorenstein

fort de type fini est projectif de Gorenstein fort.

Preuve. =⇒. Soit M un R-module plat de Gorenstein fort de type fini. Alors,

d’après Proposition 2.2.6, il existe une suite exacte courte 0 → M → F → M → 0

où F un R-module plat de type fini. Par hypothèses F est projectif, et donc M est

de présentation finie. Alors, d’après Proposition 2.2.9, M est projectif de Gorenstein

fort.

⇐=. Maintenant, supposons que M est un R-module plat de type fini. Alors, d’après

Proposition 2.2.2, M est plat de Gorenstein fort de type fini. Par conséquence, M ,

par hypothèses, est projectif de Gorenstein fort. Ainsi, d’après Proposition 2.1.12, il

existe une suite exacte courte 0→M → P →M → 0 où P est un R-module projec-

tif de type fini, et Ext(M,F ) = 0 pour tout R-module plat F . Donc, Ext(M,M) = 0

(Puisque M est plat), et alors la suite exacte courte ci-dessus est scindée (Théorème

1.2.13). Donc, M est projectif puisqu’il est un facteur direct du R-module projectif
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P , d’où le résultat.
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Chapitre 3

Les modules projectifs, injectifs et

plats d’ordre n de Gorenstein forts

N. Mahdou and M. Tamekkante (2018), Strongly n-Gorenstein projective,

injective and flat modules. Acta Mathematica Universitatis Comeniana,

vol. 87, no. 1, 3553.

Ce chapitre, généralisant l’idée du premier chapitre, présente et contient une étude

des cas particuliers des modules de dimensions projective, injective et plate de

Gorenstein inférieures ou égales à n ≥ 0, qu’on appelle, respectivement, les mo-

dules projectifs, injectifs, et plats d’ordre n de Gorenstein forts. Ces trois classes

de modules donnent des nouvelles caractérisations des trois premières. En outre,

elles généralisent les notions de module projectif, injectif et plat de Gorenstein fort,

respectivement.

3.1 Les modules projectifs et injectifs d’ordre n

de Gorenstein forts

Dans cette section, on introduit et étudie les modules projectif et injectif d’ordre

n de Gorenstein forts définis comme suit :

Définitions 3.1.1

Soit n un entier positif.

1. Un R-module M est dit projectif d’ordre n de Gorenstein fort, s’il existe une
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suite exacte courte

0 −→M −→ P −→M −→ 0

où pdR(P ) ≤ n et Extn+1
R (M,Q) = 0 dès que Q est projectif.

2. Un R-module M est dit injectif d’ordre n de Gorenstein fort, s’il existe une

suite exacte courte

0 −→M −→ I −→M −→ 0

où idR(I) ≤ n et Extn+1
R (E,M) = 0 dès que E est injectif.

Une conséquence directe de la définition ci-dessus c’est que les modules projectifs

d’ordre 0 de Gorenstein fort sont exactement les modules projectifs de Gorenstein

forts. Aussi, tout module de dimension projective finie inférieure ou égale n est un

module projectif d’ordre n de Gorenstein fort, et on a :

Proposition 3.1.2

Soit n un entier positif et soit M un module projectif d’ordre n de Gorenstein fort.

Alors, on a les assertions suivantes :

1. Si 0 → N → Pn−1 → ... → P0 → M → 0 est une suite exacte où tous les

Pi sont projectifs, alors N est un module projectif de Gorenstein fort, et en

conséquent GpdR(M) ≤ n.

2. En outre, si 0 −→ M −→ P −→ M −→ 0 est une suite exacte courte où

pdR(P ) < ∞ alors GpdR(M) = pdR(P ), et en conséquent M est un module

projectif d’ordre k de Gorenstein fort avec k := pdR(P ).

Preuve. (1) Si n = 0 le résultat est vérifié par Proposition 2.1.9. Autrement, comme

M est un module projectif d’ordre n de Gorenstein fort, il existe une suite exacte

courte 0→M → P →M → 0 où pdR(P ) ≤ n. Considérons le diagramme commu-
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tatif suivant :

0

��

0

��

0

��

0

��

0 // N

��

// Pn−1

��

// · · · // P0

��

//M

��

// 0

0 // Q

��

// Pn−1 ⊕ Pn−1

��

// · · · // P0 ⊕ P0

��

// P

��

// 0

0 // N

��

// Pn−1

��

// · · · // P0

��

//M

��

// 0

0 0 0 0

Il est clair que, Q est projectif puisque pdR(P ) ≤ n. En outre, pour tout module

projectif K, on a Ext1
R(N,K) = Extn+1

R (M,K) = 0. Ainsi, par Proposition 2.1.9, N

est un module projectif de Gorenstein fort (et par suite, projectif de Gorenstein).

Donc, GpdR(M) ≤ n.

(2) D’après la suite exacte courte 0 → M → P → M → 0, Proposition 1.4.16,

Lemma 0.0.11 (1), et comme GpdR(M) est finie par (1) ci-dessus, on a :

k := pdR(P ) = GpdR(P ) = max{GpdR(M),GpdR(M)} = GpdR(M).

Ainsi, par Théorème 1.4.13, Extk+1
R (M,K) = 0 dès queK est projectif. Par conséquent,

M est un module projectif d’ordre k de Gorenstein fort.

En utilisant Théorème 1.4.13, une conséquence directe de Proposition 3.1.2 c’est

que, tout module projectif d’ordre n de Gorenstein fort est un module projectif

d’ordre m de Gorenstein fort dès que n ≤ m.

Proposition 3.1.3

1. Si (Mi)i∈I est une famille de R-modules projectifs d’ordre n de Gorenstein forts,

alors
⊕

Mi est projectif d’ordre n de Gorenstein fort.

2. Si (Mi)i∈I est une famille de R-modules injectifs d’ordre n de Gorenstein forts,

alors
∏
Mi est injectif d’ordre n de Gorenstein fort.
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Preuve. Clair puisque :

pdR(
⊕

Ni) = sup{ pdR(Ni); i ∈ I}, idR(
∏
Ni) = sup{ idR(Ni), i ∈ I},

Exti(
⊕

Mi, N) ∼=
⊕

Exti(Mi, N), et Exti(M,
∏
Ni) ∼=

∏
Exti(M,Ni) pour tous les

modules M,N,Mi, Ni, et tout i ≥ 0.

Il est clair que, pour un entier positif n et un R-module M :

“pdR(M) ≤ n” =⇒ “M est projectif d’ordre n de Gorenstein fort” =⇒ “GpdR(M) ≤ n”

Toutefois, les réciproques ne sont pas vraies en général comme le montre les deux

exemples suivants :

Exemple 3.1.4

Considérons l’anneau quasi-Frobenius local R := K[X]/(X2) où K est un corps,

soit (X) la classe résiduelle de X dans R. Soit S un anneau Noethérien tel que

gldim(S) = n. Considérons un S-module de type fini M tel que pdS(M) = n.

Posons T := R× S et E := (X)×M . Alors :

1. E est un T -module projectif d’ordre n de Gorenstein fort et GpdT (E) = n.

2. Toutefois, pdT (E) =∞.

Preuve. (1) Considérons la suite exacte courte de R-modules :

0→ (X)
κ→ R

φ→ (X)→ 0

où κ est l’injection de (X) dans R et φ est la multiplication par X. Considérons la

suite exacte courte scindée de S-modules :

0→M
ι→M ⊕M π→M → 0

où ι et π sont, respectivement, l’injection et la projection canoniques. Par conséquent,

on a la suite exacte courte des R× S-modules :

(?) 0→ E → R× (M ⊕M)→ E → 0.
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Par [50, Lemme 2.5 (2)], pdT (R× (M ⊕M)) = pdS(M ⊕M) = n. D’autre part, par

Théorème 6.2.1, Proposition 8.1.8 et [11, Proposition 2.6], on a :

G−gldim(T ) = sup{G−gldim(R),G−gldim(S)} = gldim(S) = n <∞.

Alors, GpdT (E) <∞. Donc, en appliquant Lemme 0.0.11 (3) à (?), on a :

GpdT (E) ≤ max{GpdT (R× (M ⊕M)),GpdT (E)− 1}.

Ainsi, GpdT (E) ≤ GpdT (R × (M ⊕M)). En utilisant Lemme 0.0.11 (1) une autre

fois à (?), on a

GpdT (R× (M ⊕M)) ≤ max{GpdT (E),GpdT (E)} = GpdT (E).

Alors, GpdT (E) = GpdT (R × (M ⊕ M)). D’autre part, par Proposition 1.4.16,

GpdT (R× (M ⊕M)) = pdT (R× (M ⊕M)) = n. En conséquent, GpdT (E) = n. Et

par suite, d’après (?) et par Théorème 1.4.13, E est un T -module projectif d’ordre

n de Gorenstein, comme voulu.

(2) En utilisant [50, Lemme 2.5 (2)], pdT (E) = sup{ pdR(X), pdS(M)}. Mainte-

nant, supposons que pdR(X) <∞. Ainsi, par [11, Proposition 2.6 et Corollaire 2.7],

X est projectif, et donc libre puisque R est local. Absurde, puisque X
2

= 0. D’où,

pdT (E) =∞.

Exemple 3.1.5

Considérons l’anneau Noethérien quasi-Frobenius local R := K[[X, Y ]]/(XY ) où K

est un corps, et (X) la classe résiduelle de X dans R. Soit S un anneau Noethérien

tel que gldim(S) = n et M est un S-module de type fini tel que pdS(M) = n. Posons

T := R× S et E := (X)×M . Alors :

1. GpdT (E) = n.

2. Il n’existe aucun entier positif k tel que E est un T -module projectif d’ordre k

de Gorenstein fort .
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Preuve. (1) Par Lemme 6.2.2 et Théorème 1.4.16,

n = pdS(M) = GpdS(M) = GpdS(E ⊗T S) ≤ GpdT (E).

D’autre part, par Proposition 8.1.8 et [11, Proposition 2.6 et Corollaire 2.7], les

conditions de Lemme 6.2.3 sont satisfaites. Par conséquent, on a

GpdT (E) ≤ sup{GpdR(X),GpdS(M)} = pdS(M) = n

D’où, GpdT (E) = n, comme voulu.

(2) Supposons qu’il existe un entier positif k tel que E est un T -module projectif

d’ordre k de Gorenstein fort. Alors, il existe une suite exacte courte de T -modules

(∗) 0→ E → P → E → 0

où pdT (P ) < ∞. Comme R est un T -module projectif et comme (X) ∼=R E ⊗T R,

en appliquant le foncteur − ⊗T R on obtient une suite exacte de R-modules de la

forme :

0→ (X)→ P ⊗T R→ (X)→ 0

Notons que pdR(P ⊗T R) <∞. Par conséquent, par [11, Propositions 2.6 et Corol-

laire 2.7], P ⊗T R est un R-module projectif et (X) est un R-module projectif de

Gorenstein. Alors, par Théorème 1.4.13, (X) est un R-module projectif de Goren-

stein fort. Ceci contredit Exemple 2.1.13.

Maintenant, on donne le résultat principal de cette section.

Théorème 3.1.6

Soit M un R-module et soit n un entier positif. Alors, GpdR(M) ≤ n si et seulement

si M est un facteur direct d’un module projectif d’ordre n de Gorenstein fort.

Preuve. Si n = 0 le résultat est vérifié par Théorème 2.1.7. Alors, on peut supposer

que 0 < GpdR(M) ≤ n. D’après, Théorème 1.4.6, il existe une suite exacte courte de

R-modules 0 → K → G → M → 0 où G est projectif de Gorenstein et pdR(K) ≤
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n− 1. D’après la définition des modules projectifs de Gorenstein, il existe une suite

exacte courte

0→ G→ P → G0 → 0

où P est projectif et G0 est projectif de Gorenstein. Par conséquent, considérons le

diagramme pushout suivant :

0
��

0
��

K

��

K

��

0 // G

��

// P

��

// G0 // 0

0 //M

��

// D

��

// G0 // 0

0 0

D’après la suite exacte courte verticale du milieu et Proposition 1.3.5, pdR(D) ≤

pdR(K) + 1 ≤ n. Considérons la résolution n-projective de M :

0→ Gn → Pn → ...→ P1 →M → 0.

Il est clair que Gn est projectif de Gorenstein. Divisons cette suite en suites exactes

courtes comme suit :

0 // G1
// P1

//M // 0

0 // G2
// P2

// G1
// 0

0 // Gn
// Pn // Gn−1

// 0

Il est clair que, par Lemma 0.0.11, pour chaque 1 ≤ i ≤ n, GpdR(Gi) ≤ n− i ≤ n.

Considérons aussi la résolution projective de Gn suivante :

...→ Pn+2 → Pn+1 → Gn → 0

et divisons la en suites exactes courtes comme suit 0 → Gi+1 → Pi+1 → Gi → 0

pour tout i ≥ n. Il est clair que tout i ≥ n, Gi est projectif de Gorenstein (par

Théorème 1.4.3). D’autre part, comme G0 est projectif de Gorenstein, il existe une

résolution à droite projective copropre de G0 :

0→ G0 → P 1 → P 2 → P 3 → ...
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telle que pour tout i ≥ 1, Gi = Im(P i → P i+1) est projectif de Gorenstein. Si on

divise cette suite en suites exactes courtes on aura 0 → Gi → P i+1 → Gi+1 → 0

pour tout i ≥ 0.

En bref, on a :
...

...
...

0 // G1 // P 2 // G2 // 0

0 // G0 // P 1 // G1 // 0

0 //M // D // G0 // 0

0 // G1
// P1

//M // 0

0 // G2
// P2

// G1
// 0

...
...

...

Ainsi, la suite exacte courte somme est 0 → N → Q → N → 0 où N = ⊕i≥1Gi ⊕

M ⊕i≥0 G
i et Q = ⊕i≥1Pi ⊕ D ⊕i≥1 P

i. Il est clair que pdR(Q) = pdR(D) ≤ n et

GpdR(N) = sup{GpdR(Gi),GpdR(Gi),GpdR(M)} ≤ n (par Proposition 1.4.11).

Ainsi, par Théorème 1.4.13, N est projectif d’ordre n de Gorenstein fort et M est

un facteur direct de N .

La condition “si” est une conséquence de Proposition 1.4.11 et Proposition 3.1.2.

Dualement, on a :

Théorème 3.1.7

Soit M un R-module et soit n un entier positif. Alors, GidR(M) ≤ n si et seulement

si M est un facteur direct d’un module injectif d’ordre n de Gorenstein fort.

Preuve. En remplaçant la somme directe par le produit direct, en utilisant Théorème

1.4.8, et les duales de Proposition 1.4.11, Théorème 2.1.7, et Lemme 0.0.11, la preuve

de ce théorème se fait de la même manière de celle du Théorème 3.1.6.

Remarque 3.1.8

D’après la preuve de Théorème 3.1.6, si GpdR(M) = n alors, il existe un module

projectif d’ordre n de Gorenstein fort N avec GpdR(N) = n tel que M est un facteur

direct de N .
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Proposition 3.1.9

Pour toutR-moduleM et tout entier positif n, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est projectif d’ordre n de Gorenstein fort.

2. Il existe une suite exacte 0 → M → Q → M → 0 où pdR(Q) ≤ n et

ExtiR(M,P ) = 0 pour tout module P de dimension projective finie et tout

i > n.

3. Il existe une suite exacte 0 → M → Q → M → 0 où pdR(Q) < ∞ et

ExtiR(M,P ) = 0 pour tout module projectif P et tout i > n.

Preuve. (1)⇒ (2) D’après la définition d’un module projectif d’ordre n de Goren-

stein fort, il suffit de montrer que, pour tout i > n et tout module P de dimension

projective finie, on a ExtiR(M,P ) = 0. Ceci est clair d’après Théorème 1.4.13 puisque

GpdR(M) ≤ n (par Proposition 3.1.2).

(2)⇒ (3) Clair.

(3) ⇒ (1) Soit P un module projectif. La suite exacte courte 0 → M → Q →

M → 0 donne lieu à la suite exacte longue

...→ ExtiR(M,P )→ ExtiR(Q,P )→ ExtiR(M,P )→ ...

Comme ExtiR(M,P ) = 0 pour chaque i > n, il est clair que ExtiR(Q,P ) = 0. En

outre, GpdR(Q) = pdR(Q) < ∞ (par Proposition 1.4.16). Alors, par Théorème

1.4.13, pdR(Q) = GpdR(Q) ≤ n. En conséquence, M est projectif d’ordre n de

Gorenstein fort.

Proposition 3.1.10

Si G−gldim(R) <∞. Alors :

1. M est projectif d’ordre n de Gorenstein fort si et seulement s’il existe une suite

exacte

0 −→M −→ Q −→M −→ 0

où pdR(Q) ≤ n.
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2. M est injectif d’ordre n de Gorenstein fort si et seulement s’il existe une suite

exacte

0 −→M −→ E −→M −→ 0

où idR(E) ≤ n.

Preuve. (1) La condition “seulement si” est claire d’après la définition d’un module

projectif d’ordre n de Gorenstein fort. Donc, on montre la condition “si”. Comme

G−gldim(R) <∞, GpdR(M) <∞. Ainsi, il existe un entier k tel que ExtiR(M,P ) =

0 pour tout i > k et tout module projectif P . Par ailleurs, en utilisant la suite exacte

longue

...→ ExtiR(Q,P )→ ExtiR(M,P )→ Exti+1
R (M,P )→ Exti+1

R (Q,P )→ ...

on déduit que Extn+1
R (M,P ) = Extn+j

R (M,P ) pour tout j > 0 (puisque pdR(Q) ≤ n).

Ainsi, si j > k,on conclut que pour tout module projectif P , Extn+1
R (M,P ) = 0. En

conséquent, M est projectif d’ordre n de Gorenstein fort.

(2) Le preuve est duale à celle de (1).

Proposition 3.1.11

Soit M un R-module projectif d’ordre n de Gorenstein fort (n ≥ 1). Alors, il existe

un épimorphisme ϕ : N � M où N est projectif de Gorenstein fort et K = ker(ϕ)

satisfait pdR(K) = GpdR(M)− 1 ≤ n− 1.

Preuve. La preuve est similaire à celle de Théorème 1.4.13 dans [42]. Comme

complément, on donne la preuve. Considérons une résolution n-projective de M :

0→ N → Pn → ...→ P1 →M → 0

Il est clair que, N est projectif de Gorenstein fort (par Proposition 3.1.2). Par la

définition d’un module projectif de Gorenstein fort, il existe une suite exacte (de

longueur n)

0→ N → Q→ ...→ Q→ N → 0
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où Q est projectif et telle que le foncteur HomR(−, P ) conserve l’exactitude de

cette suite dès que P est projectif. Ainsi, il existe des homomorphismes, Q → Pi

(i = 1, ..., n) et N →M tels que le diagramme suivant est commutatif.

0 // N // Q //

��

· · · // Q //

��

N //

��

0

0 // N // Pn // · · · // P1
//M // 0

Ce diagramme donne une châıne d’applications entre les complexes,

0 // Q //

��

· · · // Q //

��

N //

��

0

0 // Pn // · · · // P1
//M // 0

ceci induit un isomorphisme en homologie. Son cône d’homomorphisme est exact, et

tous les modules y contenant, sauf P1⊕N qui est projectif de Gorenstein fort, sont

projectifs. Donc, le noyau K de ϕ : P1⊕N �M satisfait pdR(K) = GpdR(M)−1 ≤

n− 1, comme voulu.

Proposition 3.1.12

(A) Soit 0→ N
α→ P

β→ N ′ → 0 une suite exacte de R-modules.

Cas1 “P projectif et GpdR(N ′) = n <∞”.

1. Si N ′ est projectif de Gorenstein fort, alors il en est de même pour N .

2. Si n ≥ 1 et N ′ est projectif d’ordre n de Gorenstein fort, alors N est

projectif d’ordre (n− 1) de Gorenstein fort et GpdR(N) = n− 1.

Cas 2 “pdR(P ) = n <∞”. Si N est un module projectif de Gorenstein fort,

alors N ′ est projectif d’ordre (n+ 1) de Gorenstein fort.

(B) Soit 0→ N
µ→ N ′

ν→ Q→ 0 une suite exacte où pdR(Q) = n <∞.

1. Si n > 0 et N ′ est projectif de Gorenstein fort, alors N est projectif d’ordre

(n− 1) de Gorenstein fort.
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2. Si Q est projectif, alors N est projectif de Gorenstein fort si et seulement

si N ′ est projectif de Gorenstein fort.

Preuve. (A)

Cas 1 (1) Conséquence directe de Proposition 2.1.9.

(2) Si N ′ est un module projectif d’ordre n de Gorenstein fort, alors il existe

une suite exacte courte 0 → N ′ → Q → N ′ → 0 où pdR(Q) ≤ n. Il est clair

que pdR(Q) = GpdR(N ′) = n (par Proposition 3.1.2). Par ailleurs, on a le

diagramme commutatif suivant :

0

��

0

��

0

��

0 // N

��

// P

��

// N ′

��

// 0

0 // Q′

��

// P ⊕ P

��

// Q

��

// 0

0 // N

��

// P

��

// N ′

��

// 0

0 0 0

Comme P est projectif et GpdR(N ′) = n, on a pdR(Q′) = GpdR(N) = n − 1

(par Lemme 0.0.11). Ainsi, N ′ est projectif d’ordre (n− 1) de Gorenstein fort

(par Théorème 1.4.13).

Cas 2 Comme N est projectif de Gorenstein fort, il existe une suite exacte 0 →

N
u→ Q

v→ N → 0 où Q est projectif et Ext1
R(N,K) = 0 pour tout module K

de dimension projective finie. Ainsi, comme pdR(P ) <∞, la suite courte

0→ HomR(N,P )
◦v→ HomR(Q,P )

◦u→ HomR(N,P )→ 0

est exacte. Donc, pour α : N → P il existe un morphisme λ : Q → P tel que
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α = λ ◦ u. En conséquent, le diagramme suivant est commutatif

0 // N

α

��

u // Q

φ
��

v // N

α

��

// 0

0 // P i // P ⊕ P j
// P // 0

où φ : Q→ P⊕P est défini en posant φ(q) = (λ(q), α◦v(q)) pour chaque q ∈ Q

et i et j sont, respectivement, l’injection et la projection canoniques. Ainsi, en

appliquant le lemme du Serpent, on déduit une suite exacte de la forme :

0→ N ′ → (P ⊕ P )/φ(Q)→ N ′ → 0.

Il est clair que, pdR(P⊕P/φ(Q)) ≤ n+1 et GpdR(N ′) ≤ n+1. En conséquent,

par Théorème 1.4.13, N ′ est projectif d’ordre (n+1) de Gorenstein fort, comme

voulu.

(B) Supposons que N ′ est projectif de Gorenstein fort. Ainsi, il existe une suite

exacte 0 → N ′
u→ P

u→ N ′ → 0 où P est projectif et Ext1
R(N,K) = 0 pour tout

module K de dimension projective finie. Alors, d’une manière similaire à celle dans

(A) Cas 2, il existe un morphisme φ : P → Q ⊕ Q tel que le diagramme suivant

est commutatif :

0 // N ′

α
��

u // P

φ
��

v // N ′

α
��

// 0

0 // Q
i // Q⊕Q j

// Q // 0

Donc, en appliquant le Lemme de Serpent, on a la suite exacte de la forme

0→ N → ker(φ)→ N → 0.

1. Si n > 0, alors pdR(ker(φ)) = n− 1 et GpdR(N) = n− 1 (par Lemme 0.0.11).

Par suite, N est projectif d’ordre (n − 1) de Gorenstein fort (par Théorème

1.4.13).

2. Si Q est projectif, alors ker(φ) est projectif et N est projectif de Gorenstein.

Ainsi, N est projectif de Gorenstein fort. Réciproquement, si N est projectif

de Gorenstein fort, il est clair que N ′ ∼= N ⊕P est projectif de Gorenstein fort,

comme voulu.
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Dualement, on a :

Proposition 3.1.13

(A) Soit 0→ N
α→ I

β→ N ′ → 0 une suite de R-modules exacte.

Cas1 “I injectif et GidR(N) = n <∞”.

1. Si N est injectif de Gorenstein fort, alors il en est de même pour N ′.

2. Si n ≥ 1 et N est injectif d’ordre n de Gorenstein fort, alors N ′ est

injectif d’ordre (n− 1) de Gorenstein fort et GidR(N ′) = n− 1.

Cas 2 “idR(I) = n <∞”. Si N ′ est injectif de Gorenstein fort, alors N est

injectif d’ordre (n+ 1) de Gorenstein fort.

(B) Soit 0→ E
µ→ N ′

ν→ N → 0 une suite exacte où idR(E) = n <∞.

1. Si n > 0 et N ′ est injectif de Gorenstein fort, alors N est injectif d’ordre

(n− 1) de Gorenstein fort.

2. Si E est injectif, alors N est injectif de Gorenstein fort si et seulement si

N ′ est injectif de Gorenstein fort.

Corollaire 3.1.14

Soit R un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tout module projectif de Gorenstein est projectif de Gorenstein fort.

2. Tout module M tel que GpdR(M) ≤ 1 est projectif d’ordre 1 de Gorenstein

fort.

Preuve. (1) ⇒ (2) Soit M un module tel que GpdR(M) ≤ 1. Considérons une

suite exacte courte 0 → N → P → M → 0 où P est projectif et N est projectif

de Gorenstein. Donc, par hypothèses, N est projectif de Gorenstein fort. Ainsi, par

Proposition 3.1.12 (Cas 2), M est un module projectif d’ordre 1 de Gorenstein fort,

comme voulu.
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(2) ⇒ (1) Soit M un module projectif de Gorenstein. Par hypothèses, M est

projectif d’ordre 1 de Gorenstein. Alors, il existe une suite exacte 0 → M → Q →

M → 0 où pdR(Q) ≤ 1. Comme M est projectif de Gorenstein, il en est de même

pour Q, et par suite, Q est projectif (par Théorème 1.4.3 et Proposition 1.4.16). En

conséquent, M est un module projectif de Gorenstein fort.

Proposition 3.1.15

Soit R un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tout module est projectif d’ordre n de Gorenstein fort.

2. Tout module est injectif d’ordre n de Gorenstein fort.

Preuve. Il suffit de montrer une seule implication, la réciproque sera analogue.

Supposons que tout module est projectif d’ordre n de Gorenstein fort. Ainsi G−gldim(R) ≤

n (par Proposition 3.1.2 et par hypothèses). Maintenant, considérons un module ar-

bitraire M . Il est clair que GidR(M) ≤ n (puisque G−gldim(R) ≤ n). Alors, pour

tout module injectif I, Extn+1
R (I,M) = 0 (Théorème 1.4.15). D’autre part, il existe

une suite exacte courte 0→M → P →M → 0 où pdR(P ) ≤ n. Par [11, Corollaire

2.7], idR(P ) ≤ n. En conséquent, M est injectif d’ordre n de Gorenstein fort, comme

voulu.

Proposition 3.1.16

Soit R un anneau de dimension globale de Gorenstein finie et soit n un entier positif.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G−gldim(R) ≤ n.

2. Tout module projectif de Gorenstein fort est injectif d’ordre n de Gorenstein

fort.

3. Tout module injectif de Gorenstein fort est projectif d’ordre n de Gorenstein

fort.

Preuve. On montre que G−gldim(R) ≤ n si et seulement si tout module projectif

de Gorenstein fort est injectif d’ordre n de Gorenstein fort. La preuve de la deuxième
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équivalence est analogue.

D’abord, supposons que G−gldim(R) ≤ n et considérons un module projectif de

Gorenstein fort M . Pour un tel module il existe une suite exacte 0 → M → P →

M → 0 où P est projectif. D’après [11, Corollaire 2.7], idR(P ) ≤ n. Donc, par

Proposition 3.1.10, M est injectif d’ordre n de Gorenstein fort.

Réciproquement, supposons que tout module projectif de Gorenstein fort est in-

jectif d’ordre n de Gorenstein fort. Soit P un module projectif arbitraire. Par hy-

pothèses, P est injectif d’ordre n de Gorenstein fort. Ainsi, il existe une suite exacte

0 → P → E → P → 0 où idR(E) ≤ n. Donc, P ⊕ P ∼= E. En conséquent,

idR(P ) ≤ n. Alors, par [11, Lemme 2.1], G−gldim(R) ≤ n, comme voulu.

3.2 Les modules plats d’ordre n de Gorenstein

forts

Dans cette section, on étudie les modules plats d’ordre n de Gorenstein forts,

définis comme suit :

Définition 3.2.1

Un R-module M est dit plat d’ordre n de Gorenstein fort, s’il existe une suite exacte

courte

0 −→M −→ F −→M −→ 0

où fdR(P ) ≤ n et Torn+1
R (M, I) = 0 dès que I est injectif.

Une conséquence directe de la définition ci dessus c’est que, les modules plats

d’ordre 0 de Gorenstein forts sont exactement les modules plats de Gorenstein forts,

cf. Proposition 2.2.6. Aussi, tout module de dimension plate finie inférieure ou égale

n est plat d’ordre n de Gorenstein fort. Par ailleurs, on a :

Proposition 3.2.2

Soit n un entier positif et soit M un module plat d’ordre n de Gorenstein fort. Alors,

on a les assertions suivantes :
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1. Si 0 → N → Pn → ... → P1 → M → 0 est une suite exacte où tous Pi sont

des modules projectifs alors, N est un module plat de Gorenstein fort, et en

conséquence GfdR(M) ≤ n.

2. En plus, si 0 −→ M −→ F −→ M −→ 0 est une suite exacte courte, où

fdR(F ) <∞ alors, GfdR(M) = fdR(F ), et donc M est un module plat d’ordre

k de Gorenstein fort avec k := fdR(F ).

Preuve. (1) En utilisant une résolution n-projective de M et Proposition 2.2.6, la

preuve est analogue à celle de Proposition 3.1.2 (1).

(2) Considérons une suite exacte courte (]) 0 −→ M −→ F −→ M −→ 0 où

fdR(F ) <∞.

Premièrement, on montre que GfdR(M) ≤ fdR(F ) := k et que M est plat d’ordre k

de Gorenstein fort. Soit I un module injectif arbitraire. Considérons une résolution

n-projective de M :

0→ N → Pn → ...→ P1 →M → 0

D’après (1) ci dessus, N est plat de Gorenstein fort. Alors, il existe une suite exacte

courte (?) 0 → N → P → N → 0 où P est plat et Tor1
R(N, I) = 0. Par suite,

d’après (?), pour tout i > 0, ToriR(N, I) = 0. Donc, Torn+i
R (M, I) = ToriR(N, I) = 0

pour tout i > 0.

La suite exacte courte (]) donne lieu à la suite longue :

....Tori+1
R (F, I)→ Tori+1

R (M, I)→ ToriR(M, I)→ ToriR(F, I)→ ...

Ainsi, pour tout i > k, ToriR(M, I) = Tori+1
R (M, I) = ... = Tori+nR (M, I) = 0. En

particulier, Tork+1
R (M, I) = 0. Par conséquence, M est un module plat d’ordre k de

Gorenstein fort. Alors, d’après (1) ci dessus, GfdR(M) ≤ k = fdR(F ).

Finalement, on montre que fdR(F ) ≤ GfdR(M). En appliquant HomZ(−,Q/Z)

à la suite exacte courte 0 → M → F → M → 0 on a l’exactitude de la suite

0 → HomZ(M,Q/Z) → HomZ(F,Q/Z) → HomZ(M,Q/Z) → 0. D’autre part,

par Proposition 1.4.26, GidR(HomZ(M,Q/Z)) ≤ GfdR(M) ≤ n, et par Proposition
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1.1.24 et Théorème 1.1.13 3.52]Rot, idR(HomZ(F,Q/Z)) = fdR(F ) <∞. Donc, par

Théorème 1.4.15 et la version injective de Proposition 3.1.9, HomZ(M,Q/Z) est un

module injectif d’ordre n de Gorenstein fort. Ainsi, d’après la version injective de

Proposition 3.1.2 et par Proposition 1.4.26, on a :

fdR(F ) = idR(HomZ(F,Q/Z)) = GidR(HomZ(M,Q/Z)) ≤ GfdR(M).

En conséquence, l’égalité désirée est vérifiée.

Lemme 3.2.3

Soit 0 → N → N ′ → N ′′ → 0 une suite exacte courte de modules dans un an-

neau cohérent R. Alors, GfdR(N) ≤ max{GfdR(N ′),GfdR(N ′′)− 1} avec égalité si

GfdR(N ′) 6= GfdR(N”).

Preuve. En utilisant Théorème 1.4.30 et Théorème 1.4.29, la preuve est analogue

à celle de [19, Corollaire 2, p. 135].

Théorème 3.2.4

SoientR un anneau cohérent,M unR-module, et n un entier positif. Alors, GfdR(M) ≤

n si et seulement si M est un facteur direct d’un R-module plat d’ordre n de Go-

renstein fort.

Preuve. En utilisant Théorème 2.2.5, Proposition 1.4.28, Théorème 1.4.29, [42,

Théorème 3.23], Lemme 3.2.3, et Proposition 3.2.2, la preuve de ce résultat est

analogue à celle du Théorème 3.1.6.

Proposition 3.2.5

Pour unR-moduleM et un entier positif n, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est plat d’ordre n de Gorenstein fort.

2. Il existe une suite exacte 0 → M → F → M → 0 où fdR(F ) ≤ n et

ToriR(M, I) = 0 pour tout module I de dimension injective finie et tout i > n.

3. Il existe une suite exacte 0 → M → F → M → 0 où fdR(F ) < ∞ et

ToriR(M, I) = 0 pour tout module injectif I et tout i > n.
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Preuve. (1)⇒ (2) D’après la définition d’un module plat d’ordre n de Gorenstein

fort, il suffit de montrer que ToriR(M, I) = 0 pour tout module I de dimension

injective finie et tout i > n. Considérons une résolution n-projective de M :

0→ N → Pn → ...→ P1 →M → 0.

Par Proposition 3.2.2 (1), N est plat de Gorenstein fort. Alors, il existe une suite

exacte (?) 0→ N → P → N → 0 où P est plat et Tor1
R(N, I) = 0 dès que idR(I) <

∞ (par Proposition 2.2.6). Par suite, d’après (?), pour tout i > 0, ToriR(N, I) = 0.

En conséquence, on a Torn+i
R (M, I) = ToriR(N, I) = 0, comme voulu.

(2)⇒ (3) Evident.

(3)⇒ (1) De la même manière dans la preuve de Proposition 3.1.9 (3)⇒ (1), on

montre que, pour tout module injectif I et tout i > n, on a ToriR(F, I) = 0. En suite,

supposons que m := fdR(F ) > n et soit N un module arbitraire. Choisissons une

suite exacte courte 0 → N → I → I/N → 0 où I est injectif. on a la suite exacte

longue

...→ Tori+1
R (F, I)→ Tori+1

R (F, I/N)→ ToriR(F,N)→ ToriR(F, I)→ ...

Ainsi, pour i > n, on a ToriR(F,N) = Tori+1
R (F, I/N). Donc, TormR (F,N) = Torm+1

R (F, I/N) =

0. Alors, fdR(F ) ≤ m− 1. Absurde. Ainsi, fdR(F ) ≤ n. Finalement, il est clair que

M est un module plat d’ordre n de Gorenstein fort, comme voulu.

Proposition 3.2.6

Soit M un module plat d’ordre n de Gorenstein fort (n ≥ 1) dans un anneau cohérent

R. Alors, il existe un épimorphisme ϕ : N �M où N est plat de Gorenstein fort et

K = ker(ϕ) satisfait fdR(K) = GfdR(M)− 1 ≤ n− 1.

Preuve. En utilisant Proposition 2.2.6 et Lemme 1.4.32, la preuve est analogue à

celles de Lemme 1.4.32 sur [42] et Proposition 3.1.11.

Proposition 3.2.7

Soit M un R-module et soit n un entier positif. Alors, les assertions suivantes sont

équivalentes :
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1. M est projectif d’ordre n de Gorenstein fort et M admet une n-présentation

finie.

2. M est plat d’ordre n de Gorenstein fort et M admet une n + 1-présentation

finie.

Preuve. Dans les deux cas dans cette proposition M admet une n-présentation finie.

Ainsi, on peut considérer une résolution n-libre 0→ N → Fn → ...→ F1 ⇁M → 0

où tous Fi sont libres de type fini et N est de type fini.

(1)⇒ (2) Si M est un module projectif d’ordre n de Gorenstein fort alors, N est

un module projectif de Gorenstein fort de type fini. Ainsi, par Proposition 2.2.6,

N est un module plat de Gorenstein fort de présentation finie. Alors, M admet

une (n + 1)-présentation finie, et pour tout module injectif I on a Torn+1
R (M, I) =

Tor1
R(N, I) = 0. D’autre part, il existe une suite exacte 0→ M → Q→ M → 0 où

fdR(Q) ≤ pdR(Q) ≤ n. En conséquent, M est plat d’ordre n de Gorenstein fort et

admet une (n+ 1)-présentation finie.

(2)⇒ (1) Si M est un module plat d’ordre n de Gorenstein fort admettant une (n+

1)-présentation finie, alors N est un module plat de Gorenstein fort de présentation

finie. Ainsi, d’après Proposition 2.2.6, N est projectif de Gorenstein fort. Donc,

pour tout module projectif P , Extn+1
R (M,P ) = Ext1

R(N,P ) = 0. Par ailleurs, il

existe une suite exacte 0 → M → F → M → 0 où fdR(F ) ≤ n. En plus, d’après

cette suite exacte courte on a F admet aussi une (n + 1)-présentation finie. Ainsi,

pdR(F ) = fdR(F ) ≤ n. En conséquent, M est un module projectif d’ordre n de

Gorenstein fort, comme voulu.

Corollaire 3.2.8

Si R est un anneau cohérent et M est un module de présentation finie alors, M est

projectif d’ordre n de Gorenstein fort si et seulement si M est plat d’ordre n de

Gorenstein fort.

Finalement, il est clair pour un R-module M et un entier positif n on a :
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“fdR(M) ≤ n” =⇒ “M est plat d’ordre n de Gorenstein fort” =⇒ “GfdR(M) ≤ n”

Les réciproques ne sont pas vraies en général. On peut le voir clairement d’après

Exemples 3.1.4 et 3.1.5 de la première section. Il suffit de remarquer que T est

Noethérien et E est de présentation finie (puisque E est de type fini et T est

Noethérien) et utiliser Corollaire 3.2.8.
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Chapitre 4

Les anneaux dans lesquels tous les

modules sont projectifs de

Gorenstein forts

D. Bennis, N. Mahdou, K. Ouarghi (2010), Rings over which all modules

are Gorenstein (resp., strongly Gorenstein) projective. Rocky Mountain

Journal of Mathematics, Vol. 40 (3) 749- 759.

Le but principal de ce chapitre, est d’étudier les deux classes d’anneaux suivantes : La

classe des anneaux dans lesquels tous les modules sont projectifs de Gorenstein qu’on

appelle les anneaux G-semisimples. Et celle des anneaux dans lesquels tous les mo-

dules sont projectifs de Gorenstein forts, qu’on appelle les anneaux SG-semisimples.

On montrera que les anneaux G-semisimples ne sont que les anneaux quasi-Frobenius ;

i.e., les anneaux Noethériens et auto-injectifs (i.e., 0-Gorenstein). Les anneaux SG-

semisimples ne sont donc qu’un cas particulier des anneaux quasi-Frobenius. On

caractérisera les anneaux SG-semisimples. Notamment, on montrera qu’un anneau

local est SG-semisimple si et seulement s’il admet au plus un seul idéal propre

différent de zéro ; en général, un anneau est SG-semisimple si et seulement s’il est

un produit direct fini d’anneaux locaux SG-semisimples.

Ce chapitre contiendra évidemment des exemples d’anneaux SG-semisimples et

des exemples des anneaux G-semisimples qui ne sont pas SG-semisimples.
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4.1 Préliminaires

Avant de commencer, on a besoin de rappeler quelques résultats importants concer-

nant les anneaux quasi-Frobenius (pour plus de détails voir par exemple [1] et [51]).

L’anneau quotient R/I, où R est un domaine principal et I est un idéal propre

différent de zéro quelconque de R, est un exemple classique d’anneau quasi-Frobenius

[54, Exercice 9.24]. Les anneaux quasi-Frobenius ont plusieurs caractérisations, dont

on a besoin de certaines :

Théorème 4.1.1 ([51], Théorèmes 1.50, 7.55, et 7.56)

Pour un anneau R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. R est quasi-Frobenius ;

2. R est Artinien et auto-injectif ;

3. Tout R-module projectif est injectif ;

4. Tout R-module injectif est projectif ;

5. R est Noethérien et, pour tout idéal I, Ann(Ann(I)) = I, où Ann(I) est

l’annulateur de I.

Les anneaux quasi-Frobenius sont un cas particulier des anneaux parfaits ; i.e.,

les anneaux où tout module plat est projectif. Notamment, un anneau est quasi-

Frobenius si et seulement s’il est parfait et auto-injectif [51, Théorème 6.39]. Les an-

neaux parfaits sont introduits par Bass dans [6]. Il existe plusieurs ccaractérisations

des anneaux parfaits (voir [1]). Ici, on a besoin de :

Théorème 4.1.2 ([6], Théorème P et Exemple 6, page 476)

Pour un anneau R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. R est parfait ;

2. Toute limite inductive (avec un ensemble d’indices ordonné) de R-modules

projectifs est projective ;
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3. R est un produit direct fini d’anneaux locaux, chacun avec un idéal maximal

T -nilpotent (i.e., si on choisit une suite a1, a2, ... d’éléments de l’idéal maximal,

alors pour un certain indice j, a1a2...aj = 0).

D’après Théorèmes 4.1.1 et 4.1.2 et [51, Lemme 5.64], on peut donner une ca-

ractérisation structurée des anneaux quasi-Frobenius, qu’on utilisera plus loin :

Proposition 4.1.3

Un anneau R est quasi-Frobenius si et seulement si R = R1 × · · · × Rn, où chaque

Ri est un anneau local quasi-Frobenius.

4.2 Anneaux G-semisimples

Dans cette section, on étudie les anneaux G-semisimples ; i.e., les anneaux satis-

faisant les deux conditions équivalentes suivantes :

Proposition 4.2.1

Pour un anneau R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Tout R-module est projectif de Gorenstein ;

2. Tout R-module est injectif de Gorenstein.

Preuve. On montre l’implication (1)⇒ (2), puisque la preuve de la réciproque est

analogue.

Supposons que tout module est projectif de Gorenstein. Alors, tout module injectif

est projectif (puisque, étant un module projectif de Gorenstein , il s’injecte dans un

module projectif). Ce qui est équivalent, d’après Théorème 4.1.1, à dire que tout

module projectif est injectif. Alors, toute résolution projective complète est aussi une

résolution injective complète, et par suite, tout R-module est injectif de Gorenstein.
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Notons que l’équivalence dans Proposition 4.2.1 est déjà vérifiée dans le cas où R

est Noethérien, et chacune des deux conditions (1) et (2) est équivalente au fait que

l’anneau est quasi-Frobenius (voir par exemple [32, Théorème 12.3.1]). Par suite,

on montre que Proposition 4.2.1 et sa démonstration confirment qu’un anneau G-

semisimple est le même qu’un anneau quasi-Frobenius.

Théorème 4.2.2

Pour un anneau R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. R est G-semisimple ;

2. Tout R-module injectif de Gorenstein est projectif de Gorenstein ;

3. Tout R-module injectif de Gorenstein fort est projectif de Gorenstein fort ;

4. Tout R-module projectif de Gorenstein est injectif de Gorenstein ;

5. Tout R-module projectif de Gorenstein fort est injectif de Gorenstein fort ;

6. R est quasi-Frobenius.

Preuve. Notons d’abord qu’un anneau G-semisimple est Noethérien. En effet,

d’après la preuve de Proposition 4.2.1, on a si R est un anneau G-semisimple,

alors tout R-module projectif est injectif. Alors d’après Théorème 4.1.1, R est quasi-

Frobenius et donc Noethérien. Ceci donne la preuve de l’implication (1)⇒ (6). Pour

la réciproque, on peut se baser sur Proposition 4.2.1 et sa démonstration.

On a un lien entre les anneaux semisimples et les anneaux G-semisimples ; comparé

à [54, Exercice 9.2] :

Proposition 4.2.3

Un anneau G-semisimple est semisimple si et seulement si sa dimension globale est

finie.

Preuve. Suite au fait qu’un module projectif de Gorenstein est projectif si et seule-

ment si sa dimension projective est finie Proposition 1.4.16 .
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Finalement, il est important de préciser qu’il existe plusieurs exemples d’anneaux

G-semisimples qui ne sont pas semisimples, par exemple Z/4Z.

4.3 Anneaux SG-semisimple

Dans cette section, on étudie les anneaux SG-semisimples ; i.e., les anneaux satis-

faisant les deux conditions équivalentes suivantes.

Proposition 4.3.1

Pour un anneau R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Tout R-module est projectif de Gorenstein fort ;

2. Tout R-module est injectif de Gorenstein fort.

Preuve. Il suffit de démontrer l’implication (1) ⇒ (2), car la réciproque est ana-

logue.

Supposons que tout module est projectif de Gorenstein fort. Alors, d’après Théorème

4.2.2, R est G-semisimple (i.e., quasi-Frobenius). Donc, on peut montrer qu’une

résolution projective complète forte est aussi une résolution injective complète forte.

Naturellement, un anneau SG-semisimple est G-semisimple (i.e., quasi-Frobenius).

Plus loin, on présentera des exemples d’anneaux SG-semisimples et d’autres exemples

d’anneaux G-semisimples qui ne sont pas SG-semisimples (voir Corollaires 4.3.9 et

4.3.10). D’abord, on donne une caractérisation des anneaux SG-semisimples. Pour

commencer, le lemme suivant est indispensable.

Lemme 4.3.2

Soit R = R1 × · · · × Rn un produit direct fini d’anneaux Ri. Un R-module M est

projectif de Gorenstein (fort) si et seulement si M = M1⊕ · · · ⊕Mn, où tout Mi est

Ri-module projectif de Gorenstein (fort).
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Preuve. On obtient ce résultat en remarquant la structure des modules (projectifs)

et les homomorphismes dans un produit direct fini d’anneaux (voir par exemple [18,

Sous section 2.6]).

Théorème 4.3.3

Un anneau R est SG-semisimple si et seulement si R = R1× · · ·×Rn, où chaque Ri

est un anneau local SG-semisimple.

Preuve. Ce résultat est une conséquence de Proposition 4.1.3 et Lemme 4.3.2 .

Le Théorème 4.3.3 nous amène à restreindre l’étude des anneaux SG-semisimples

aux anneaux locaux SG-semisimples.

Lemme 4.3.4

Soit R un anneau m-local et soit x 6= 0 un diviseur de zéro dans R. Si l’idéal xR est

projectif de Gorenstein fort , alors Ann(xR) ∼= xR et par suite Ann(Ann(xR)) =

Ann(xR).

En particulier, si xR = m, on a Ann(m) = m.

Preuve. Comme xR est projectif de Gorenstein fort, il existe, d’après Proposition

2.1.12, une suite exacte courte de R-modules

(?) 0→ xR→ P → xR→ 0,

où P est projectif, alors libre (puisque R est m-local). Dans la suite (?) xR est de

type fini, alors il en est de même pour le R-module libre P . Donc, il existe un entier

positif non nul n tel que P ∼= Rn. Par suite, on a la suite exacte suivante :

(??) 0→ xR→ Rn → xR→ 0.

Soit la suite canonique exacte courte de R-modules suivante :

0→ Ann(xR)→ R→ xR→ 0.
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D’après le lemme de Schanuel (Théorème 1.1.9), on a :

Ann(xR)⊕Rn ∼= R⊕ (xR).

Alors, comme R est m-local, les ensembles générateurs minimaux de Ann(xR)⊕Rn

et R⊕ (xR) ont le même nombre d’éléments qui est nécessairement 2. D’autre part,

comme x est un diviseur de zéro non nul dans R, Ann(xR) 6= 0, ainsi Ann(xR) est

engendré par au moins un élément, alors Ann(xR)⊕Rn est engendré par au moins

n+ 1 éléments. Donc, n doit être égal à 1. D’où la suite (??) devient :

0→ xR→ R
f→ xR→ 0.

Maintenant, soit α ∈ R avec f(1) = αx. Comme f est surjectif, il existe β ∈ R

tel que f(β) = x. D’où, x = βαx, par suite (1 − βα)x = 0, ce qui veut dire que

(1−βα) ∈ Ann(xR) ⊆ m. Alors, βα est inversible, et de même pour α. Ceci implique

que :

Ker f = {y ∈ R | 0 = yf(1) = yαx} = Ann(xR).

Par conséquence, xR ∼= Ker f = Ann(xR). Alors, Ann(Ann(xR)) = Ann(xR).

Maintenant, si m = xR, alors m = xR ⊆ Ann(Ann(xR)) = Ann(xR) ⊆ m.

Lemme 4.3.5

Soient R un anneau m-local et I un idéal propre non nul de R. Si R/I est un

R-module projectif de Gorenstein fort , alors I est un idéal cyclique projectif de

Gorenstein fort engendré par un diviseur de zéro de R.

Preuve. Comme R est un anneau m-local et similairement à la première partie de

la preuve du Lemme 4.3.4, on a une suite exacte courte de R-modules :

(∗) 0→ R/I → Rn → R/I → 0,

où n est un entier positif non nul.

Et aussi, en utilisant le même argument qui est dans la preuve du Lemme 4.3.4
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ci-dessus , et la suite exacte courte de R-modules :

(∗∗) 0→ I → R→ R/I → 0,

on a n = 1 et I = xR pour un certain diviseur de zéro x de R.

Maintenant, pour montrer que I est projectif de Gorenstein fort, notons qu’il est

projectif de Gorenstein (d’après la suite (∗∗) et d’après Théorème 1.4.3. Alors,

Ext(I, P ) = 0 pour tout R-module projectif P (d’après Proposition 1.4.1). D’autre

part, les deux suites (∗) et (∗∗) avec le schéma de Horseshoe (Proposition 1.2.8)

donnent le diagramme commutatif suivant avec colonnes et lignes exactes :

0 0 0

↓ ↓ ↓

0 → I → Q → I → 0

↓ ↓ ↓

0 → R → R⊕R → R → 0

↓ ↓ ↓

0 → R/I → R → R/I → 0

↓ ↓ ↓

0 0 0

Notons que Q est un R-module projectif. Alors, d’après la première suite horizontale

et Proposition 2.1.9, I est un idéal projectif de Gorenstein fort.

Lemme 4.3.6

Si R est un anneau local G-semisimple, alors tout R-module M est de la forme :

M = R(I)⊕N , où I est un ensemble d’indices et N est un R-module avec Ann(x) 6= 0

pour tout élément x de N .

Preuve. On peut assumer que M admet un élément x tel que rx 6= 0 pour tout

0 6= r ∈ R. On considère l’ensemble E de tous les sous modules libres de M .

L’ensemble E n’est pas vide, puisque xR est un sous module libre de M . D’autre

part, comme R est un anneau local G-semisimple et d’après Théorème 4.1.2, la
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limite inductive de R-modules libres est un R-module libre. Donc, pour toute sous

châıne Ei de E, ∪Ei est un sous module libre de M . Alors, d’après le lemme de

Zorn, E admet un élément maximal F . Posons F = R(I) qui est injectif (puisque

R est G-semisimple). Alors, F est un facteur direct de M et par suite M = F ⊕N

pour un certain R-module N . S’il existe x ∈ N tel que rx 6= 0 pour tout r ∈ R, alors

xR ∼= R est injectif et par suite un facteur direct de N . D’où, il existe un R-module

N ′ tel que N = xR⊕N ′, et donc M = F ⊕N = F ⊕xR⊕N ′. Mais, le sous module

libre F ⊕ xR de M contredit la maximalité de F .

Le théorème suivant est le résultat principal de cette section, caractérisant les

anneaux locaux SG-semisimples.

Théorème 4.3.7

Pour un anneau m-local R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. R est SG-semisimple ;

2. R/m est un R-module projectif de Gorenstein fort ;

3. R admet au plus un seul idéal propre non nul (qui est nécessairement m).

Preuve. (1)⇒ (2). Par définition.

(2)⇒ (3). D’après Lemme 4.3.5, m = xR est un idéal cyclique projectif de Goren-

stein fort et x est un diviseur de zéro. Alors, d’après Lemme 4.3.4, m2 = 0. Donc, un

argument standard montre que nous avons soit m = 0 soit m l’unique idéal propre

non nul de R.

(3)⇒ (1). Supposons que R n’est pas un corps. Il est clair que m = xR (pour un

certain 0 6= x ∈ R) et m2 = 0. Alors, d’après Théorème 4.1.1, R est G-semisimple

(i.e., quasi-Frobenius), d’où m est un idéal projectif de Gorenstein de R. Alors,

d’après Proposition 1.4.1, Ext(m,Q) = 0 pour tout R-module projectif Q. Donc,

d’après la suite exacte courte

0→ Ann(m) = m→ R→ m→ 0,
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et d’après Proposition 2.1.9, m est un R-module projectif de Gorenstein fort.

Maintenant, on considère un R-module arbitraire M . D’après Lemme 4.3.6, il

existe un ensemble d’indices I tel que M ∼= R(I) ⊕ N , où N est un R-module avec

Ann(y) 6= 0 pour tout élément non nul y ∈ N . Alors, nécessairement xN = 0, et

donc N ∼= (R/m)(J) pour un certain ensemble d’indices J . Comme R/m ∼= m est

un R-module projectif de Gorenstein fort et, d’après Proposition 2.1.2 (1), N est

un R-module projectif de Gorenstein fort . Alors, M est un R-module projectif de

Gorenstein fort.

Corollaire 4.3.8

Un anneau R est SG-semisimple si et seulement si R = R1× · · ·×Rn, où chaque Ri

est un anneau avec au plus un seul idéal propre non nul.

Preuve. Combiner Théorèmes 4.3.3 et 4.3.7.

Cette section prend sa fin avec quelques exemples d’anneaux G-semisimples et

SG-semisimples.

Corollaire 4.3.9

Pour tout domaine principal R et tout idéal premier non nul p de R, l’anneau R/p2

est local SG-semisimple.

Le résultat suivant nous amène à construire des anneaux G-semisimples qui ne

sont pas SG-semisimples.

Corollaire 4.3.10

Pour tout domaine principal R et tout idéal premier non nul p de R, l’anneau R/pn,

où n ≥ 3, est local G-semisimple, mais non pas SG-semisimple.
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Chapitre 5

Les anneaux dans lesquels la classe

des modules plats de Gorenstein

est stable par extensions

D. Bennis, (2009) Rings over which the class of Gorenstein flat modules

is closed under extensions, Communications in Algebra 37 (3), 855-868.

Dans ce chapitre les anneaux sont associatifs, non nécessairement commutatifs.

Un anneau R est dit GF-clos à gauche, si la classe de tous les R-modules à gauche

plats de Gorenstein est stable par extensions. La classe des anneaux GF-clos à

gauche inclue strictement celle des anneaux cohérents à droite et celle des anneaux

de dimension faible finie.

Dans ce chapitre, on étudiera la dimension plate de Gorenstein dans les anneaux

GF-clos à gauche. Notamment, on étendra le fait que la classe des modules plats

de Gorenstein à gauche est résolvante projectivement dans les anneaux cohérents

à droite aux anneaux GF-clos à gauche. Aussi, on généralisera la caractérisation

des modules plats de Gorenstein à gauche (de même pour la dimension plate de

Gorenstein des modules à gauche) dans les anneaux cohérents à droite aux anneaux

GF-clos à gauche. Pour finir, on utilisera les produits directs des anneaux pour

construire un anneau GF-clos à gauche, qui n’est ni cohérent à droite ni de dimension

globale faible finie.

105



5.1. LA DIMENSION PLATE DE GORENSTEIN DANS LES ANNEAUX
GF-CLOS À GAUCHE

5.1 La dimension plate de Gorenstein dans les an-

neaux GF-clos à gauche

Cette section est consacrée à l’étude de la dimension plate de Gorenstein dans les

anneaux définis comme suit :

Définition 5.1.1

Un anneau R est dit GF-clos à gauche, si GF(R) est stable par extensions.

Rappelons qu’un anneau R est dit cohérent à droite, si tout idéal à droite I de

type fini est de présentation finie ; c’est qu’il existe une suite exacte de R-modules

à droite F1 → F0 → I → 0, où chaque Fi est libre de type fini.

Proposition 5.1.2

1. Tout anneau cohérent à droite est GF-clos à gauche.

2. Tout anneau de dimension faible finie est GF-clos à gauche.

Preuve. 1. Conséquence de Théorème 1.4.23.

2. Soit R un anneau tel que wdim(R) ≤ n pour un certain entier positif n. On

montre que la classe des R-modules à gauche plats de Gorenstein et la classe des

R-modules plats cöıncident 1. En effet, on considère un R-module à gauche plat de

Gorenstein G. D’après la définition, il existe une suite exacte de R-modules à gauche

0 → G → F 0 → F 1 → · · · → F n−1 → N → 0, où chaque F i est un R-module à

gauche plat. Par hypothèses, fdR(N) ≤ n, et par suite G est plat.

On sait bien qu’il existe un anneau cohérent à droite (par suite il est GF-clos à

gauche) avec une dimension faible infinie (voir par exemple [19, Exercice 11 (f), page

181] ou prendre simplement un anneau de Gorenstein , alors Noethérien, avec une

dimension faible infinie). Aussi, il existe des anneaux de dimension faible finie qui ne

sont pas cohérents à droite. Ceci veut dire qu’il existe des anneaux GF-clos à gauche

1. A comparer avec le corollaire 2.2.8 où les anneaux sont supposés commutatifs.
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qui ne sont pas cohérents à droite (prendre par exemple un anneau R non semi-

héréditaire avec wdim(R) ≤ 1, voir [47, Exemple 2.3]). Alors, la classe des anneaux

GF-clos à gauche inclut strictement celle des anneaux cohérents à droite et celle des

anneaux de dimension faible globale finie. Dans la section qui suit, on montrera qu’il

existe un anneau GF-clos à gauche qui n’est ni cohérent ni de dimension globale faible

finie (Exemple 5.2.6). Notamment, on aurait aimé avoir tout anneau est GF-clos

à gauche.

On commence par le résultat fondamental suivant, qui s’agit, avec le Corollaire

5.1.6, d’une généralisation de Théorème 1.4.23 .

Théorème 5.1.3

Pour un anneau R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. R est GF-clos à gauche.

2. La classe GF(R) est résolvante projectivement.

3. Pour toute suite exacte courte de R-modules à gauche 0→ G1 → G0 →M →

0, où G0 et G1 sont plats de Gorenstein. Si Tor(I,M) = 0 pour tout R-module

à droite injectif I, alors M est plat de Gorenstein.

Pour la preuve de ce théorème, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 5.1.4

Soit R un anneau et soit M un R-module à gauche. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

1. M est plat de Gorenstein.

2. M satisfait les deux conditions suivantes :

(i) TorRi (I,M) = 0 pour tout i > 0 et tout R-module à droite injectif I,

(ii) Il existe une suite exacte de R-modules à gauche

0→M → F 0 → F 1 → · · · ,

où chaque Fi est plat, tel que I ⊗R − conserve l’exactitude de la suite à

chaque fois où I est un R-module à droite injectif .
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3. Il existe une suite exacte courte de R-modules à gauche

0→M → F → G→ 0,

où F est plat et G est plat de Gorenstein.

Preuve. En utilisant la définition des modules plats de Gorenstein, l’équivalence

(1) ⇔ (2) est obtenue par un argument standard. Aussi, par définition, on a

immédiatement l’implication (1)⇒ (3).

On montre l’implication (3) ⇒ (2). Supposons qu’il existe une suite exacte courte

de R-modules à gauche :

(α) = 0→M → F → G→ 0,

où F est plat et G est plat de Gorenstein. Soit I un R-module à droite injectif.

Comme G est plat de Gorenstein et d’après l’équivalence (1)⇔ (2), TorRi+1(I,G) = 0

pour tout i ≥ 0. Alors, on utilise la suite exacte longue,

TorRi+1(I,G)→ TorRi (I,M)→ TorRi (I, F ),

pour avoir TorRi (I,M) = 0 pour tout i > 0.

D’autre part, comme G est plat de Gorenstein, il existe une suite exacte de R-

modules à gauche :

(β) = 0→ G→ F 0 → F 1 → · · · ,

où chaque Fi est plat, tel que I ⊗R − conserve l’exactitude de la suite dès que I est

un R-module à droite injectif. Assemblons les suites (α) et (β), on a le diagramme

commutatif suivant :

0 //M // F //

��

F 0 // F 1 // · · ·

G

  

>>

0

>>

0

tel que I ⊗R − conserve l’exactitude de la suite en haut du diagramme dès que I

est un R-module à droite injectif.
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Lemme 5.1.5

Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte courte de R-modules à gauche. Si A

est plat de Gorenstein et C est plat, alors B est plat de Gorenstein.

Preuve. Comme A est plat de Gorenstein, il existe une suite exacte courte de R-

modules à gauche 0→ A→ F → G→ 0, où F est plat et G est plat de Gorenstein.

On considère le diagramme pushout suivant :

0

��

0

��

0 // A

��

// B

��

// C // 0

0 // F

��

// F ′

��

// C // 0

G

��

G

��

0 0

Dans la suite 0 → F → F ′ → C → 0, F et C sont plats, de même alors pour F ′.

Donc, d’après la suite verticale du milieu et d’après Lemme 5.1.4, B est plat de

Gorenstein.

Dans la preuve suivante, M+ signifie le module caractère HomZ(M,Q/Z) d’un

module M .

Preuve du Théorème 5.1.3. (1) ⇒ (2). Pour montrer que la classe GF(R) est

résolvante projectivement, il suffit de montrer qu’elle est stable par noyaux de sur-

jection (voir Définitions 0.0.12). Alors, on considère une suite exacte courte de R-

modules à gauche 0 → A → B → C → 0, où B et C sont plats de Gorenstein. On

montre que A est plat de Gorenstein. Comme B est plat de Gorenstein, il existe une

suite exacte de R-modules à gauche 0 → B → F → G→ 0, où F est plat et G est
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plat de Gorenstein. On considère le diagramme pushout suivant :

0

��

0

��

0 // A // B

��

// C

��

// 0

0 // A // F

��

// D

��

// 0

G

��

G

��

0 0

D’après la suite verticale à droite et comme R est GF-clos à gauche, le R-module D

est plat de Gorenstein. Donc, d’après la suite horizontale du milieu et Lemme 5.1.4,

A est plat de Gorenstein, d’où le résultat.

(1) ⇒ (3). Comme G1 est plat de Gorenstein, il existe une suite exacte courte de

R-modules à gauche 0 → G1 → F1 → H → 0, où F1 est plat et H est plat de

Gorenstein. On considère le diagramme pushout suivant :

0

��

0

��

0 // G1

��

// G0

��

//M // 0

0 // F1

��

// D

��

//M // 0

H

��

H

��

0 0

Dans la suite exacte courte 0 → G0 → D → H → 0 , on a G0 et H sont plats

de Gorenstein , de même alors pour D (puisque R est GF-clos à gauche). Alors, il

existe une suite exacte courte de R-modules à gauche 0→ D → F → G→ 0, où F
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est plat et G est plat de Gorenstein. On considère le diagramme pushout suivant :

0

��

0

��

0 // F1
// D

��

//M

��

// 0

0 // F1
// F

��

// F ′

��

// 0

G

��

G

��

0 0

On montre que F ′ est plat. Considérons la suite 0→ M → F ′ → G→ 0. Soit I un

R-module à droite injectif. D’après la suite exacte,

0 = TorR1 (I,M)→ TorR1 (I, F ′)→ TorR1 (I,G) = 0,

on a

(∗) TorR1 (I, F ′) = 0.

D’autre part, considérons la suite 0 → F1 → F → F ′ → 0. D’après [54, Lemme

3.51], on a la suite exacte courte des modules caractères suivante :

(β) = 0→ (F ′)+ → F+ → (F1)+ → 0.

D’après [54, Théorème 3.52], F+ et (F1)+ sont des R-modules à droite injectifs.

Alors, d’après (∗) et d’après [20, Proposition 5.1, page 120],

ExtR((F1)+, (F ′)+) ∼= (TorR1 ((F1)+, F ′))+ = 0.

Alors, la suite (β) est scindée, on a donc (F ′)+ est injectif étant un facteur direct

du R-module à droite injectif F+. Alors, F ′ est un R-module à gauche plat (d’après

[54, Théorème 3.52]).

Finalement, d’après Lemme 5.1.4 et la suite exacte courte 0→ M → F ′ → G→ 0,

M est plat de Gorenstein.
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(3) ⇒ (1). Considérons une suite exacte courte de R-modules à gauche 0 → A →

B → C → 0, où A et C sont plats de Gorenstein. On montre que B est plat de

Gorenstein. Soit I un R-module à droite injectif. En appliquant le foncteur I ⊗R −

à la suite exacte courte 0→ A→ B → C → 0, on aura la suite exacte longue,

TorRi (I, A)→ TorRi (I, B)→ TorRi (I, C).

Alors, TorRi (I, B) = 0 pour tout i > 0 (puisque A et C est plat de Gorenstein et

d’après Lemme 5.1.4).

D’autre part, comme C est plat Gorenstein, il existe, par définition, une suite exacte

courte de R-modules à gauche 0 → G → F → C → 0, où F est plat et C est plat

de Gorenstein. Considérons le diagramme pullback suivant :

0

��

0

��

G

��

G

��

0 // A // D

��

// F

��

// 0

0 // A // B

��

// C

��

// 0

0 0

Aussi, comme A est plat de Gorenstein, il existe une suite exacte courte de R-

modules à gauche 0 → A → F ′ → G′ → 0, où F ′ est plat et G′ est plat de
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Gorenstein. Considérons le diagramme pushout suivant :

0

��

0

��

0 // A

��

// D

��

// F // 0

0 // F ′

��

// D′

��

// F // 0

G′

��

G′

��

0 0

Dans la suite exacte courte 0→ F ′ → D′ → F → 0 on a F ′ et F sont plats, alors il en

est de même pour D′. Alors, d’après la suite exacte courte 0→ D → D′ → G′ → 0

et d’après Lemme 5.1.4, D est plat Gorenstein. Finalement, considérons la suite

exacte courte 0 → G → D → B → 0. On a G et D sont plats de Gorenstein,

et TorRi (I, B) = 0 pour tout i > 0 et pour tout R-module à droite injectif I. Par

conséquence, d’après (3), B est plat de Gorenstein. Ceci complète la preuve.

Corollaire 5.1.6

Si R est un anneau GF-clos à gauche, alors la classe GF(R) est stable par facteur

direct.

Preuve. Combiner [42, Propositions 1.4], Proposition 1.4.20 et Théorème 5.1.3.

Remarque 5.1.7

Les modules à gauche projectifs de Gorenstein ont une caractérisation similaire à

celle des modules à gauche plats de Gorenstein dans Lemme 5.1.4. Explicitement, un

R-module à gauche M est projectif de Gorenstein si et seulement s’il existe une suite

exacte courte de R-modules à gauche 0 → M → P → G → 0, où P est projectif

et G est projectif de Gorenstein. Alors, un argument similaire à celui utilisé pour

l’implication (1)⇒ (2) du Théorème 5.1.3 donne une nouvelle preuve du fait que la
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classe des modules à gauche projectifs de Gorenstein est résolvante projectivement

(voir Théorème 1.4.3 et sa preuve sur [42]).

Maintenant, on donne une description fonctorielle de la dimension plate de Goren-

stein dans les anneaux GF-clos à gauche. Ceci généralise Théorème 1.4.29 qui est

déjà vérifié dans les anneaux cohérents à droite.

Théorème 5.1.8

Soit un anneau R et soit M un R-module à gauche. Si R est GF-clos à gauche.

Alors, les conditions suivantes sont équivalentes pour un entier positif n :

1. GfdR(M) ≤ n ;

2. GfdR(M) < ∞ et TorRi (I,M) = 0 pour tout i > n et tout R-module à droite

injectif I ;

3. GfdR(M) <∞ et TorRi (E,M) = 0 pour tout i > n et tout R-module à droite

E avec idR(E) <∞ ;

4. Pour toute suite exacte de R-modules à gauche 0 → Kn → Gn−1 → · · · →

G0 → M → 0, si chaque Gi est plat de Gorenstein, il en est de même alors

pour Kn.

De plus, si GfdR(M) <∞, alors

GfdR(M) = sup

i ∈ N
∣∣∣∣TorRi (E,M) 6= 0 pour un certain R−module

à droite E avec idR(E) <∞.


= sup

i ∈ N
∣∣∣∣TorRi (I,M) 6= 0 pour un certain

R−module à droite injectif I.

 .

Pour montrer ce théorème, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 5.1.9

Soit M un R-module à gauche et considérons les deux suites exactes de R-modules

à gauche,

0→ Gn → Gn−1 → · · · → G0 →M → 0, et

0→ Hn → Hn−1 → · · · → H0 →M → 0.

114



5.1. LA DIMENSION PLATE DE GORENSTEIN DANS LES ANNEAUX
GF-CLOS À GAUCHE

où G0, ..., Gn−1 et H0, ..., Hn−1 sont plats de Gorenstein. Si R est GF-clos à gauche,

alors Gn est plat de Gorenstein si et seulement si Hn est plat de Gorenstein.

Preuve. Suite au Théorème 5.1.3, Corollaraire 5.1.6, et Proposition 1.4.20, la preuve

est similaire à celle de [22, Théorème 1.2.7 (i)⇒ (iii)].

Preuve du Théorème 5.1.8. D’abord, notons que les dernières inégalités viennent

immédiatement d’après les équivalences entre (1), (2), et (3). Notons aussi que

l’équivalence (1)⇔ (4) est obtenue simplement par Lemme 5.1.9 et par la définition

de la dimension plate de Gorenstein. Alors, il reste à montrer les équivalences

(1)⇔ (2)⇔ (3).

(1) ⇒ (2). On raisonne par induction sur n. Supposons que GfdR(M) = n. Le cas

n = 0 est vérifié d’après Lemme 5.1.4. Alors, supposons n ≥ 1. Donc, il existe, par

définition de la dimension plate de Gorenstein, une suite exacte courte de R-modules

à gauche :

0→ K → G→M → 0,

où G est plat de Gorenstein, tel que GfdR(K) = n− 1. Alors, pour un R-module à

droite injectif I, on a TorRi (I,G) = 0 pour tout i > 0 (d’après le Lemme 5.1.4), et

TorRi (I,K) = 0 pour tout i > n− 1 (par induction). Alors, on utilise la suite exacte

longue,

TorRi+1(I,G)→ TorRi+1(I,M)→ TorRi (I,K),

pour conclure que TorRi+1(I,M) = 0 pour tout i > n− 1, comme voulu.

(2)⇒ (3). Simple par induction sur idR(E).

(3)⇒ (1). Comme GfdR(M) est finie et d’après Lemme 5.1.9, on peut choisir, pour

un certain entier positif m > n, une suite exacte de R-modules à gauche :

0→ Gm → · · · → G0 →M → 0,

où G0, ..., Gm−1 sont plats et Gm est plat de Gorenstein. Soit Kn = Ker(Gn−1 →

Gn−2). L’objectif est de montrer que Kn est plat de Gorenstein. On décompose la
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suite

0→ Gm → · · · → Gn → Kn → 0

à des suites exactes courtes :

0→ Hi+1 → Gi → Hi → 0

pour i = n, ...,m− 1, où Hn = Kn et Hm = Gm. Considérons la suite exacte courte

de R-modules à gauche :

0→ Hm(= Gm)→ Gm−1 → Hm−1 → 0.

On montre que Hm−1 est plat de Gorenstein . D’après la suite exacte :

0→ Hm−1 → · · · → G0 →M → 0,

on a pour tout R-module à droite injectif I et tout i > 0 :

TorRi (I,Hm−1) ∼= TorR(m−1)+i(I,M) = 0.

Alors, d’après Théorème 5.1.3 (1)⇔ (3), Hm−1 est plat de Gorenstein.

Finalement, on répète successivement ce dernier argument pour conclure queHm−2, ..., Hn =

Kn sont plats de Gorenstein, Ceci complète la preuve.

Le résultat suivant généralise Proposition 1.4.28 qui est déjà vérifiée dans les an-

neaux cohérents à droite en utilisant la connexion entre la dimension plate de Go-

renstein et la dimension injective de Gorenstein (Proposition 1.4.26).

Proposition 5.1.10

Si R est un anneau GF-clos à gauche, alors pour une famille de R-modules à gauche

(Mi)i∈I , on a :

GfdR(⊕i∈IMi) = sup{GfdR(Mi) | i ∈ I}.

Preuve. En utilisant Théorème 5.1.8, Proposition 1.4.20, et le fait que dans un

anneau GF-clos à gauche R la classe GF(R) est stable par facteur direct (Corollaire

5.1.6), la preuve est analogue à celle de Proposition 1.4.11 sur [42].
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On termine avec la généralisation suivante de Théorème 1.4.30. Notamment, on

fait étendre les (in)égalités standards à la dimension plate ; comparé à [19, Corollaire

2, page 135].

Théorème 5.1.11

Si R est un anneau GF-clos à gauche, alors pour une suite exacte courte de R-

modules à gauche 0→ A→ B → C → 0, on a :

1. Si deux des modules A, B, et C ont une dimension plate de Gorenstein finie,

alors il en est de même pour le troisième.

2. On a l’inégalité GfdR(A) ≤ sup{GfdR(B),GfdR(C)− 1}.

L’égalité est vérifiée si GfdR(B) 6= GfdR(C).

3. On a l’inégalité GfdR(B) ≤ sup{GfdR(A),GfdR(C)}.

L’égalité est vérifiée si GfdR(C) 6= GfdR(A) + 1.

4. On a l’inégalité GfdR(C) ≤ sup{GfdR(B),GfdR(A) + 1}.

L’égalité est vérifiée si GfdR(B) 6= GfdR(A).

Preuve. D’abord notons que, en utilisant l’assertion (1) et Théorème 5.1.8, les

assertions (2), (3), et (4) sont prouvées similairement au [19, Corollaire 2, page 135].

On montre (1). Soit · · · → A1 → A0 → A → 0 et · · · → C1 → C0 → C → 0 des

résolutions projectives de, respectivement, A et C. Alors, par le lemme de Horseshoe

(Proposition 1.2.8), on a le diagramme commutatif suivant, pour tout entier positif
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n :

0 0 0

↓ ↓ ↓

0 → Hn → Kn → Ln → 0

↓ ↓ ↓
...

...
...

↓ ↓ ↓

0 → A0 → A0 ⊕ C0 → C0 → 0

↓ ↓ ↓

0 → A → B → C → 0

↓ ↓ ↓

0 0 0

On a trois cas :

Cas 1 : Assumons que GfdR(A) ≤ n et GfdR(C) ≤ n pour un certain entier

positif n. Alors, d’après Théorème 5.1.8, Hn et Ln sont plats de Gorenstein,

alors il en est de même pour Kn (puisque R est GF-clos à gauche). Ceci veut

dire que GfdR(B) ≤ n, comme voulu.

Cas 2 : Assumons que GfdR(B) ≤ n et GfdR(C) ≤ n pour un certain entier

positif n. Alors Kn et Ln sont plats de Gorenstein, alors il en est de même pour

Hn (d’après Théorème 5.1.3). Ceci veut dire que GfdR(A) ≤ n, comme voulu.

Cas 3 : Assumons que GfdR(A) ≤ n et GfdR(B) ≤ n pour un certain entier

positif n. Alors, Hn et Kn sont plats de Gorenstein. En assemblant les suites

0 → Ln → Cn−1 → · · · → C0 → C → 0 et 0 → Hn → Kn → Ln → 0, on a la

suite exacte suivante :

0→ Hn → Kn → Cn−1 → · · · → C0 → C → 0.

D’où, GfdR(C) ≤ n+ 1, comme voulu.
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5.2 La dimension plate de Gorenstein dans un

produit direct d’anneaux

Notre but, dans cette section, est de montrer, en se basant sur une étude de

la dimension plate de Gorenstein des modules à gauche dans un produit direct

d’anneaux , comment construire un anneau GF-clos à gauche qui n’est ni cohérent

à gauche ni de dimension faible finie.

Pour la convenance du lecteur, on rappelle d’abord quelques propriétés concernant

la structure des modules et d’homomorphismes dans les produits directs d’anneaux

(Pour plus de détails voir [18, Section 2.6]).

Soit R =
n∏
i=1

Ri un produit direct d’anneaux . Si Mi est un Ri-module à gauche

(resp., droite) pour i = 1, ..., n, alors M = M1⊕· · ·⊕Mn est un R-module à gauche

(resp., droite). Inversement, si M est un R-module à gauche (resp., droite), alors il

est de la forme M = M1⊕· · ·⊕Mn, où Mi est un Ri-module à gauche (resp., droite)

pour i = 1, ..., n [18, Sous section 2.6.6]. Aussi, les homomorphismes de R-modules

sont définis par leurs actions sur le Ri-module composant. Ceci est résumé dans le

résultat suivant :

Théorème 5.2.1 ([18], Théorème 2.6.8)

Soit R =
n∏
i=1

Ri un produit direct d’anneaux et soit M = M1 ⊕ · · · ⊕Mn et N =

N1 ⊕ · · · ⊕ Nn des décompositions de R-modules à gauche (resp., à droite) en Ri-

modules à gauche (resp., à droite). Alors, on a les assertions suivantes :

1. Il existe un isomorphisme naturel de groupes abéliens :

HomR(M,N)
∼=−→ HomR1(M1, N1)⊕ · · · ⊕ HomRn(Mn, Nn)

α 7−→ α1 ⊕ · · · ⊕ αn

où l’homomorphisme α1 ⊕ · · · ⊕ αn est défini par :

(α1 ⊕ · · · ⊕ αn)(m1, ...,mn) = (α1m1, ..., αnmn).
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2. L’homomorphisme α est injectif (resp., surjectif) si et seulement si chaque αi

est injectif (resp., surjectif).

Similairement, le produit tensoriel des modules dans un produit direct d’anneaux

fini est défini comme suit :

Proposition 5.2.2

Soit R =
n∏
i=1

Ri un produit direct d’anneaux et soit M = M1 ⊕ · · · ⊕Mn (resp.,

N = N1⊕ · · · ⊕Nn) une décomposition de R-module à droite (resp., gauche) en Ri-

modules à droite (resp., gauche). Soit x = (x1, ..., xn) et y = (y1, ..., yn) des éléments

de M et N , respectivement. Alors, il existe un isomorphisme naturel de groupes

abéliens :

M ⊗R N
∼=−→ (M1 ⊗R1 N1)⊕ · · · ⊕ (Mn ⊗Rn Nn)

x⊗R y 7−→ (x1 ⊗R1 y1, ..., xn ⊗Rn yn).

Ceci est utilisé pour la preuve du résultat suivant.

Proposition 5.2.3

Soit R et N comme dans Proposition 5.2.2. Alors,

fdR(N) = sup{fdRi
(Ni) | i = 0, ..., n}.

Maintenant, on peut présenter le résultat principal de la section, qui généralise

Lemme 6.2.6.

Théorème 5.2.4

Soit R et N comme dans Proposition 5.2.2. Alors,

GfdR(N) = sup{GfdRi
(Ni) | i = 0, ..., n}.

Preuve. D’abord, comme une conséquence de Théorème 5.2.1, Propositions 5.2.2 et

5.2.3, et le fait qu’un R-module à droite E = E1⊕· · ·⊕En est injectif si et seulement

si chaque Ei est un Ri-module à droite injectif (d’après [18, Exercice 2.6.5]), on a

l’équivalence : N est un R-module à gauche plat de Gorenstein si et seulement si

chaque Ni est un Ri-module à gauche plat de Gorenstein.

Maintenant, on montre l’égalité désirée. D’abord, on montre l’inégalité GfdR(N) ≤
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sup{GfdRi
(Ni) | i = 0, ..., n}. Pour ceci, on suppose que sup{GfdRi

(Ni) | i = 0, ..., n} =

m pour un certain entier positif m. Alors, il existe, pour i = 1, ..., n, une suite exacte

de Ri-modules à gauche :

0 −→ Fm,i
αm,i−→ · · · −→ F0,i

α0,i−→ Ni −→ 0,

où Fj,i est plat de Gorenstein pour j = 0, ...,m. Alors, on a une suite exacte de

R-modules à gauche :

0 −→ Fm
αm−→ · · · −→ F0

α0−→ N −→ 0,

où Fj = Fj,1⊕· · ·⊕Fj,n for j = 0, ...,m. Comme tout Fj,i est un Ri-module à gauche

plat de Gorenstein , tout Fj est un R-module à gauche plat de Gorenstein . Ceci

implique la première inégalité.

Maintenant, on montre l’inégalité inverse. Pour ceci, on suppose que GfdR(N) = m

pour un certain entier positif m. D’après Théorème 5.2.1, on a une suite exacte de

R-modules à gauche :

0 −→ ⊕iFm,i
⊕iαm,i−→ · · · −→ ⊕iF0,i

⊕iα0,i−→ N = ⊕iNi −→ 0,

où ⊕iFj,i est un R-module à gauche plat de Gorenstein j = 1, ...,m. Alors, chaque

Fj,i est un Ri-module à gauche plat de Gorenstein pour i = 1, ..., n et j = 1, ...,m .

Alors, pour i = 1, ..., n, on a une suite exacte de Ri-modules à gauche :

0 −→ Fm,i
αm,i−→ · · · −→ F0,i

α0,i−→ Ni −→ 0,

où Fj,i est plat de Gorenstein pour j = 0, ...,m. Donc, pour i = 1, ..., n, GfdRi
(Ni) ≤

m. Alors, sup{GfdRi
(Ni) | i = 0, ..., n} ≤ m = GfdR(N). Ceci complète la preuve.

Maintenant, on se permet de présenter l’exemple désiré. Pour ceci, on a besoin du

résultat suivant.
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Proposition 5.2.5

Un produit direct d’anneaux
n∏
i=1

Ri est GF-clos à gauche si et seulement si chaque

Ri est GF-clos à gauche.

Preuve. Combiner Théorème 5.2.1 avec Théorème 5.2.4.

Finalement, les résultats précédents permettent de construire des exemples d’an-

neaux GF-clos à gauche qui ne sont ni cohérents à droite ni de dimension faible

finie :

Exemple 5.2.6

D’après la note qui suit Proposition 5.1.2, on peut avoir l’anneau GF-clos à gauche

R de dimension faible infinie et un anneau GF-clos à gauche S qui n’est pas cohérent

à droite. Alors, pour le produit direct d’anneaux Γ = R× S on a :

1. Γ est GF-clos à gauche (d’après Proposition 5.2.5).

2. wdim(Γ) = sup{wdim(R),wdim(S)} = ∞ (l’égalité à gauche vient suite à

Proposition 5.2.3).

3. Γ n’est pas cohérent à droite (puisqu’en utilisant Théorème 5.2.1 on montre

que le produit direct R1 × R2 est cohérent à droite si et seulement si chaque

Ri est cohérent à droite 7.)

7. Cette équivalence est un cas particulier, dans le cadre commutatif, de [28, Théorème 2.13].
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Chapitre 6

La dimension globale de

Gorenstein des anneaux

polynômiaux et des produits

directs des anneaux

D. Bennis, N. Mahdou. (2009), Global Gorenstein Dimensions of Polynomial

rings and direct product of rings. Houston Journal of Mathematics, Vol.

25 (4), 1019-1028.

Dans ce chapitre, on fait étendre le fameux théorème de syzygy de Hilbert aux

dimensions homologiques de Gorenstein des anneaux (voir Chapitre 7). Aussi, on

étudie les dimensions homologiques de Gorenstein des produits directs des anneaux.

Nos résultats génèreront des exemples d’anneaux non-Noethériens de dimension de

Gorenstein finie et de dimension globale faible classique infinie.

6.1 Les dimensions de Gorenstein des anneaux

polynômiaux

Le but de cette section est de calculer la dimension globale faible de Gorenstein

des anneaux commutatifs des polynômes.
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Durant toute cette section, R est un anneau commutatif, et R[X] est l’anneau

polynômial avec une indéterminée dans R. On note par M [X], où M est un R-

module, le R[X]-module M ⊗R R[X].

Le premier principal résultat dans cette section est :

Théorème 6.1.1

Soit R[X1, X2, ..., Xn] l’anneau polynômial de n indéterminées dans R. Alors :

G−gldim(R[X1,X2, ...,Xn]) = G−gldim(R) + n.

Pour démontrer ce théorème, certains résultats sont indispensables.

Lemme 6.1.2

Pour tout R-module M , GpdR[X](M [X]) ≤ GpdR(M).

Preuve. Un argument standard prouve que l’inégalité est une conséquence de l’im-

plication : M est un R-module projectif de Gorenstein⇒M [X] est un R[X]-module

projectif de Gorenstein. Alors, supposons que M est un R-module projectif de Go-

renstein. On montre que M [X] est un R[X]-module projectif de Gorenstein.

D’après Théorème 2.1.7, M est un facteur direct d’un R-module projectif de Go-

renstein fort N . Alors, par Proposition 8.1.6 (1), il existe une suite exacte courte de

R-modules

0→ N → P → N → 0,

où P est projectif, et ExtR(N,Q) = 0 pour toutR-module projectifQ. Par conséquence,

on a la suite exacte courte de R[X]-modules suivante

0→ N [X]→ P [X]→ N [X]→ 0,

telle que P [X] est un R[X]-module projectif, et d’après [54, Théorème 11.65] :

ExtR[X](N [X], Q) ∼= ExtR(N,Q) = 0

pour tout R[X]-module projectif Q (puisque Q est aussi un R-module projectif).

Ainsi, N [X] est un R[X]-module projectif de Gorenstein fort (par Proposition 8.1.6

(1)). Donc, M [X] est un R[X]-module projectif de Gorenstein étant un facteur direct

du R[X]-module projectif de Gorenstein fortN [X] (par Théorème 1.4.3).
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Lemme 6.1.3

Pour toute suite exacte courte de modules 0→ A→ B → C → 0, on a :

Gpd(C) ≤ 1 + sup{Gpd(A),Gpd(B)}.

Preuve. La preuve est analogue à celle de [22, Corollaire 1.2.9 (a)].

Lemme 6.1.4

Pour tout anneau R, G−gldim(R[X]) ≤ G−gldim(R) + 1.

Preuve. En combinant Lemmes 6.1.3 et 6.1.2, l’argument est analogue à la preuve

de [54, Lemme 9.30].

Lemme 6.1.5

Si tous les R[X]-modules projectifs sont de dimension injective finie, alors, pour tout

R-module M , GpdR[X](M [X]) = GpdR(M).

En particulier, G−gldim(R) ≤ G−gldim(R[X]).

Preuve. D’après Lemme 6.1.2, il suffit de montrer : GpdR[X](M [X]) ≥ GpdR(M).

Cette inégalité est une conséquence de l’implication : M [X] est un R[X]-module

projectif de Gorenstein ⇒ M est un R-module projectif de Gorenstein. Alors, sup-

posons que M [X] est un R[X]-module projectif de Gorenstein. On montre que M

est un R-module projectif de Gorenstein.

D’après Théorème 2.1.7, M [X] est un facteur direct d’un R[X]-module projectif

de Gorenstein fort N . Pour un tel R[X]-module N , et d’après Proposition 8.1.6 (1),

il existe une suite exacte courte de R[X]-modules

(?) 0→ N → P → N → 0,

où P est projectif (il est aussi projectif étant un R-module), et ExtR[X](N,Q
′) = 0

pour tout R[X]-module Q′ de dimension projective finie.

Notons que M est un facteur direct de N , puisqu’il est un facteur direct de M [X].

Alors, pour compléter la preuve, il suffit, d’après Théorème 1.4.3, de montrer que

N est aussi un R-module projectif de Gorenstein fort. Pour ceci, et d’après la
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suite exacte courte (?), il suffit de montrer, d’après Proposition 8.1.6 (1), que

ExtnR(N,L) = 0 pour un certain entier n > 0 et pour tout R-module projectif

L. D’après [54, Théorème 11.65], ExtiR[X](N [X], L) ∼= ExtiR(N,L) pour tout R[X]-

module L. Si L est un R-module projectif, alors pdR[X](L) = 1 (par [48, Théorème

C, page 124]). Ainsi, les hypothèses impliquent que idR[X](L) est finie. Par suite, il

existe un entier n > 0 tel que ExtnR[X](N [X], L) = 0. Donc, ExtnR(N,L) = 0, comme

voulu.

Finalement, G−gldim(R) ≤ G−gldim(R[X]) est claire et ceci complète la preuve

de 6.1.5.

Preuve de Théorème 6.1.1. Par induction sur n, on suppose que n = 1, tels

qu’on a R[X] = R[X1]. Lemmes 6.1.4 et 6.1.5 donnent :

G−gldim(R) ≤ G−gldim(R[X]) ≤ G−gldim(R) + 1.

Alors, on suppose que G−gldim(R) et G−gldim(R[X]) sont finies.

Soit G−gldim(R) = m pour un certain entier positif m. D’après Lemme 8.1.2, il

existe un R-module M et un R-module projectif P tel que ExtmR (M,P ) 6= 0. Par

suite, par le théorème de Rees [54, Théorème 9.37],

Extm+1
R[X](M,P [X]) ∼= ExtmR (M,P ) 6= 0,

Ceci implique, d’après Théorème 1.4.13 et puisque P [X] est un R[X]-module pro-

jectif, que GpdR[X](M) ≥ m + 1. Donc, G−gldim(R[X]) ≥ m + 1, d’où le résultat.

Corollaire 6.1.6

SoitR[X1, X2, ..., Xn, ...] l’anneau polynômial avec une infinité d’indéterminées. Alors,

G−gldim(R[X1, X2, ..., Xn, ...]) =∞.

Preuve. Claire.
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Théorème 6.1.1 nous permet de donner une famille {Ri}i≥0 d’anneaux commuta-

tifs, telle que G−gldim(Ri) = i et wdim(Ri) = ∞ pour tout i ≥ 0, comme c’est

bien démontré par l’exemple suivant.

Exemple 6.1.7

Considérons un anneau quasi-Frobenius non-semisimple (par exemple, K[X]/(X2),

oùK est un corps). Alors, pour tout entier n ≥ 1, on a : G−gldim(R[X1, X2, ..., Xn]) =

n et wdim(R[X1, X2, ..., Xn]) =∞.

Preuve. On a G−gldim(R) = 0 puisque R est quasi-Frobenius. D’autre part,

gldim(R)(= wdim(R)) = ∞ par Proposition 8.1.8 puisque R est Noethérien et

gldim(R) 6= 0 (puisque R est quasi-Frobenius mais non semisimple).

Maintenant, on se focalise sur la dimension faible de Gorenstein des anneaux po-

lynômiaux.

Théorème 6.1.8

Si l’anneau polynômial R[X] d’une indéterminée X dans R est cohérent, alors :

G−wdim(R[X]) = G−wdim(R) + 1.

Preuve. Premièrement, notons que R = R[X]/(X) est aussi cohérent (par [40,

Théorème 4.1.1 (1)]), puisque R est un R[X]-module de présentation finie (par la

suite exacte courte de R[X]-modules 0 → R[X] → R[X] → R → 0), et puisque

R[X] est cohérent.

On procède d’une manière similaire à la preuve de Théorème 6.1.1. Alors, on

montre d’abord que G−wdim(R[X]) ≤ G−wdim(R) + 1. Cette inégalité est obte-

nue de la même façon que celle de Lemme 6.1.4 en utilisant Proposition 1.4.25 à la

place de Lemme 6.1.2 et le fait que l’inégalité de Lemme 6.1.4 reste vraie dans les

anneaux cohérents pour le cas de la dimension plate de Gorenstein.

Deuxièmement, on doit montrer que G−wdim(R) ≤ G−wdim(R[X]). Pour ceci,

il suffit de montrer l’inégalité GfdR[X](M [X]) ≥ GfdR(M) pour tout R-module M .

Aussi, la preuve de cette inégalité est similaire à celle de la preuve de Lemme 6.1.5,
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en utilisant les propriétés des modules plats de Gorenstein forts au lieu de celles des

modules projectifs de Gorenstein forts utilisées dans la preuve de Lemme 6.1.5, et

en utilisant le fait que, dans un anneau cohérent, la classe des modules plats de Go-

renstein est stable par facteur direct (Théorème 1.4.23). Et finalement, utilisons [54,

Théorème 11.64], [48, Théorème 202]), et Théorème 8.2.8 au lieu de [54, Théorème

11.65], [48, Théorème C, page 124], et Proposition 8.1.10, respectivement.

Maintenant, on a les inégalités :

G−wdim(R) ≤ G−wdim(R[X]) ≤ G−wdim(R) + 1.

Alors, on peut supposer que G−wdim(R) et G−wdim(R[X]) sont finies.

Soit G−wdim(R) = m pour un certain entier positif m. Par conséquence, d’après

Théorème 8.2.8, il existe un R-module de présentation finie M tel que ExtmR (M,R) 6=

0. Alors, d’après le théorème de Rees [54, Théorème 9.37],

Extm+1
R[X](M,R[X]) ∼= ExtmR (M,R) 6= 0.

Le R-module M est aussi de présentation finie en étant un R[X]-module (par [40,

Théorème 2.1.7], et puisque R est un R[X]-module de présentation finie, par la

suite exacte courte de R[X]-modules 0 → R[X] → R[X] → R → 0). Alors, d’après

Théorème 8.2.8, G−wdim(R[X]) ≥ m+ 1, Ceci implique l’inégalité voulue.

6.2 Les dimensions de Gorenstein des produits di-

rects des anneaux

L’objectif de cette section est de calculer les dimensions globale et faible de Go-

renstein des produits directs des anneaux commutatifs.

On commence par le cas de la dimension globale de Gorenstein, qui est une

généralisation de l’égalité classique : gldim(Πm
i=1Ri) = sup{gldim(Ri), 1 ≤ i ≤ m},

où {Ri}i=1,...,m est une famille d’anneaux [20, Chapitre VI, Exercice 8, page 123].
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Théorème 6.2.1

Soit {Ri}i=1,...,m une famille d’anneaux. Alors :

G−gldim(
m∏
i=1

Ri) = sup{G−gldim(Ri), 1 ≤ i ≤ m}.

Pour démontrer ce théorème, les résultats suivants sont indispensables :

Lemme 6.2.2

Soit R→ S un homomorphisme d’anneaux tel que S est un R-module projectif. Si

M est un R-module projectif de Gorenstein (fort), alors M ⊗R S est un S-module

projectif de Gorenstein (fort).

Notamment, on a : GpdS(M ⊗R S) ≤ GpdR(M).

Preuve. Supposons d’abord que M est un R-module projectif de Gorenstein fort.

Alors, il existe une suite exacte courte de R-modules

0→M → P →M → 0,

où P est projectif, et ExtR(M,Q) = 0 pour tout R-module projectif Q. Comme S

est un R-module projectif (alors plat) , on a une suite exacte courte de S-modules

0→M ⊗R S → P ⊗R S →M ⊗R S → 0,

telle que P ⊗R S est un S-module projectif, et pour tout S-module projectif (qui

est alors un R-module projectif) L, ExtS(M ⊗R S, L) = ExtR(M,L) = 0 (par [54,

Théorème 11.65]). Ceci implique queM⊗RS est un S-module projectif de Gorenstein

fort .

Maintenant, soit M un R-module projectif de Gorenstein arbitraire. Alors, c’est

un facteur direct d’un R-module projectif de Gorenstein fort N . Donc, M ⊗R S est

un facteur direct du S-module N ⊗R S qui est projectif de Gorenstein fort. D’où,

M ⊗R S est un S-module projectif de Gorenstein fort, comme voulu.

Lemme 6.2.3

Soit {Ri}i=1,...,m une famille d’anneaux telle que tous les Ri-modules projectifs sont

de dimension injective finie pour i=1,...,m. Soit Mi un Ri-module pour i=1,...,m.
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Si chaque Mi est un Ri-module projectif de Gorenstein (fort), alors
∏m

i=1Mi est un

(
∏m

i=1Ri)-module projectif de Gorenstein (fort).

Notamment, on a : Gpd(Πm
i=1Ri)

(
∏m

i=1 Mi) ≤ sup{GpdRi
(Mi), 1 ≤ i ≤ m}.

Preuve. Par induction sur m, il suffit de montrer l’assertion pour m = 2.

Supposons d’abord que Mi est un Ri-module projectif de Gorenstein fort pour

i = 1, 2. Alors, il existe une suite exacte courte de Ri-modules

0→Mi → Pi →Mi → 0,

où Pi est projectif. Par conséquent, on a une suite exacte courte de R1×R2-modules

0→M1 ×M2 → P1 × P2 →M1 ×M2 → 0,

où P1 × P2 est un R1 ×R2-module projectif (par [50, Lemme 2.5 (2)]).

D’autre part, soit Q un R1 ×R2-module projectif. On a :

Q = Q⊗R1×R2 (R1 ×R2) = Q⊗R1×R2 (R1 × 0⊕ 0×R2) = Q1 ×Q2,

où Qi = Q ⊗R1×R2 Ri pour i = 1, 2. D’après [50, Lemme 2.5 (2)], Qi est un Ri-

module projectif pour i = 1, 2. Alors, par hypothèses, idRi
(Qi) <∞ pour i = 1, 2,

et d’après [20, Chapitre VI, Exercice 10, page 123], idR1×R2(Qi) ≤ idRi
(Qi) < ∞

pour i = 1, 2. Ainsi, idR1×R2(Q1 ×Q2) <∞, d’où

ExtkR1×R2
(M1 ×M2, Q1 ×Q2) = 0

pour un certain entier positif k. Ceci implique, d’après Proposition 8.1.6 (1), que

M1 ×M2 est un R1 ×R2-module projectif de Gorenstein fort.

Maintenant, soit Mi un Ri-module projectif de Gorenstein arbitraire pour i = 1, 2.

Alors, il existe un Ri-module Gi et un Ri-module projectif de Gorenstein fort Ni

pour i = 1, 2 tels que Mi ⊕Gi = Ni. Alors,

(M1 ×M2)⊕ (G1 ×G2) = (M1 ⊕G1)× (M2 ⊕G2) = N1 ×N2.

Comme, N1 × N2 est un R1 × R2-module projectif de Gorenstein fort, et d’après

Théorème 2.1.7, M1 ×M2 est un R1 × R2-module projectif de Gorenstein, comme

voulu.

130



6.2. LES DIMENSIONS DE GORENSTEIN DES PRODUITS DIRECTS DES
ANNEAUX

Preuve de Théorème 6.2.1. Par induction sur m, il suffit de montrer l’égalité

pour m = 2. Ceci est équivalent à montrer, pour tout entier positif d, l’équivalence

suivante :

G−gldim(R1 ×R2) ≤ d⇐⇒ G−gldim(R1) ≤ d and G−gldim(R2) ≤ d.

Alors, supposons que G−gldim(R1 ×R2) ≤ d pour un certain entier positif d.

Soit Mi un Ri-module pour i = 1, 2. Comme chaque Ri est un R1 × R2-module

projectif, et d’après Lemme 6.2.2, on a :

GpdRi
(Mi) = GpdRi

((M1 ×M2)⊗R1×R2 Ri) ≤ GpdR1×R2
(M1 ×M2) ≤ d.

Ceci implique que G−gldim(Ri) ≤ d pour i = 1, 2.

Réciproquement, supposons que G−gldim(Ri) ≤ d pour i = 1, 2, où d est un

entier positif, et considérons un R1 × R2-module M . On note M = M1 ×M2, où

Mi = M ⊗R1×R2 Ri pour i = 1, 2. Par hypothèses et d’après Proposition 8.1.10, on

applique Lemme 6.2.3, et par suite on a

GpdR1×R2
(M1 ×M2) ≤ sup{GpdR1

(M1),GpdR2
(M2)} ≤ d.

Donc, G−gldim(R1 ×R2) ≤ d.

Maintenant, on peut construire une famille d’anneaux non-Noethériens {Ri}i≥1

telle que G−gldim(Ri) = i et wdim(Ri) =∞ pour tout i ≥ 1, comme suit :

Exemple 6.2.4

Considérons un anneau quasi-Frobenius non-semisimple R, et un anneau héréditaire

non-Noethérien S. Alors, pour tout entier n ≥ 1, on a : G−gldim(R×S[X1, X2, ..., Xn]) =

n+ 1 et wdim(R× S[X1, X2, ..., Xn]) =∞.

Preuve. Comme S est un anneau héréditaire, gldim(S) = 1. Alors, la première

inégalité est une conséquence immédiate du théorème de syzygy de Hilbert, Théorème

6.2.1, et puisque G−gldim(R) = 0 (puisque R est quasi-Frobenius).
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Maintenant, si wdim(R×S[X1, X2, ..., Xn]) <∞, alors, d’après Proposition 8.1.8,

on a :

gldim(R× S[X1, X2, ..., Xn]) = G−gldim(R× S[X1, X2, ..., Xn]) = n+ 1.

Ainsi, gldim(R) ≤ n + 1 (par [20, Chapitre VI, Exercice 10, page 123]). Ce qui est

absurde, puisque R est un anneau quasi-Frobenius non-semisimple.

Maintenant, on étudie le cas de la dimension faible de Gorenstein.

Théorème 6.2.5

Soit {Ri}i=1,...,m une famille d’anneaux cohérents. Alors :

G−wdim(
m∏
i=1

Ri) = sup{G−wdim(Ri), 1 ≤ i ≤ m}.

Similairement au cas de la dimension globale de Gorenstein, on a besoin des lemmes

suivants :

Lemme 6.2.6

Soit {Ri}i=1,...,m une famille d’anneaux cohérents telle que tout Ri-module injectif

est de dimension plate finie pour i=1,...,m. Soit Mi une famille de Ri-module pour

i=1,...,m. Si chaque Mi est un Ri-module plat de Gorenstein (fort), alors
∏m

i=1Mi

est un (
∏m

i=1Ri)-module plat de Gorenstein (fort).

Notamment, on a : Gfd(Πm
i=1Ri)(

∏m
i=1Mi) ≤ sup{GfdRi

(Mi), 1 ≤ i ≤ m}.

Preuve. Notons d’abord que Πm
i=1Ri est aussi un anneau cohérent (par [40, Théorème

2.4.3]).

En utilisant les résultats des modules plats de Gorenstein (forts) (Théorème 2.2.5,

Proposition 8.2.5, et Théorème 1.4.23), en uilisant le fait que, si I est un R1 × R2-

module injectif, alors I = HomR1×R2(R1×R2, I) = HomR1×R2(R1, I)×HomR1×R2(R2, I),

où chaque HomR1×R2(Ri, I) pour i = 1, 2 est un Ri-module injectif, et par Lemme

6.2.7 ci-dessus, l’argument est similaire à la preuve de Lemme 6.2.3.
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Lemme 6.2.7

Soit R1 × R2 un produit des anneaux R1 et R2, et soit Fi un Ri-module pour i=1,

2. Alors, fdR1×R2(F1 × F2) = sup{fdR1(F1), fdR2(F2)}.

Preuve. On a :

(F1 × F2)⊗ (R1 × 0) = (F1 × F2)⊗ (R1 ×R2 / 0×R2) = F1 × 0.

Alors, comme R1 est un R1 × R2-module projectif, [20, Chapitre VI, Exercice 10,

page 123] donne :

fdR1(F1 × 0) = fdR1((F1 × F2)⊗ (R1 × 0)) ≤ fdR1×R2(F1 × F2).

De même : fdR2(0× F2) ≤ fdR1×R2(F1 × F2). Ainsi,

sup{fdR1(F1), fdR2(F2)} ≤ fdR1×R2(F1 × F2).

Réciproquement, d’après [20, Chapitre VI, Exercice 10, page 123], on a :

fdR1×R2(F1 × 0) ≤ fdR1×0(F1 × 0) = fdR1×0(F1) et

fdR1×R2(0× F2) ≤ fd0×R2(0× F2) = fd0×R2(F2).

Donc,

fdR1×R2(F1 × F2) = sup{fdR1×R2(F1 × 0), fdR1×R2(0× F2)}

≤ sup{fdR1(F1), fdR2(F2)}.

Ceci complète la preuve.

Preuve de Théorème 6.2.5. En utilisant Théorème 8.2.8, Proposition 1.4.25, et

Lemme 6.2.6, la preuve est similaire à celle de Théorème 6.2.1.

Le Théorème 6.2.5 nous permet de construire une famille d’anneaux cohérents non-

Noethériens {Ri}i≥1 telle que G−wdim(Ri) = i, G−gldim(Ri) > i, et wdim(Ri) =

∞ pour tout i ≥ 1, comme suit :
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Exemple 6.2.8

Considérons un anneau quasi-Frobenius non-semisimple R, et un anneau semi-

héréditaire S qui n’est pas héréditaire. Alors, pour n ≥ 1, on a :

G−wdim(R× S[X1, X2, ..., Xn]) = n+ 1, G−gldim(R× S[X1, X2, ..., Xn]) > n+ 1,

et wdim(R× S[X1, X2, ..., Xn]) =∞.

Preuve. Rappelons, d’abord, que tout anneau semi-héréditaire T est stablement

cohérent, et donc l’anneau polynômial T [X1, ..., Xj] est cohérent pour tout entier

j ≥ 1 [40, Corollaire 7.3.4].

La preuve de la première et la dernière égalités est similaire à celle de Exemple

6.2.4.

Maintenant, raisonnons par absurde, et supposons que G−gldim(R×S[X1, X2, ..., Xn]) ≤

n+ 1. D’après Théorème 6.2.1, G−gldim(S[X1, X2, ..., Xn]) ≤ n+ 1. Mais, Comme

S est semi-héréditaire, wdim(S) ≤ 1, alors wdim(S[X1, X2, ..., Xn]) ≤ n + 1. Ainsi,

d’après Proposition 8.1.8, on a :

gldim(S[X1, X2, ..., Xn]) = G−gldim(S[X1, X2, ..., Xn]) ≤ n+ 1.

Par conséquent, gldim(S) ≤ 1. D’où S est hériditaire ce qui contredit les hypohèses

.
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Chapitre 7

Dimensions globales de Gorenstein

et Dimension de Cotorsion des

anneaux

D. Bennis, N. Mahdou. (2009), Global Gorenstein Dimensions and Cotorsion

Dimension of Rings. Communications in Algebra 37 (5), 1709-1718.

La dimension globale de cotorsion des anneaux et la propriété de la n-perfection

(voir page 25) sont utilisées pour donner une borne supérieure à la dimension glo-

bale des anneaux (voir Théorème 0.0.15).

Dans ce chaptitre, notre principal objectif est de généraliser ce résultat, de façon

à établir une borne supérieure à la dimension globale de Gorenstein des anneaux

cohérents en utilisant la dimension globale de cotorsion des anneaux.

On utilise ce résultat pour calculer la dimension globale de Gorenstein de certains

cas particulers des extensions triviales des anneaux et des anneaux de groupes.

7.1 Résultats principaux

Notre principal résultat est le suivant :

Théorème 7.1.1

Si R est un anneau cohérent, alors :

cot.D(R) ≤ G−gldim(R) ≤ G−wdim(R) + cot.D(R).
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En particulier :

— Si cot.D(R) = 0 (i.e., R est parfait), alors G−wdim(R) = gldim(R).

— Si G−wdim(R) = 0 (i.e., R est un IF-anneau), alors cot.D(R) = G−gldim(R).

Pour montrer ce théorème, on a besoin du résultat suivant, qui est une généralisation

de la caractérisation de la dimension projective de Gorenstein dans les anneaux

Iwanaga-Gorenstein [36, Théorème 2.1].

Lemme 7.1.2

Soit R un anneau qui est à la fois n-FC et m-parfait, où n et m sont des entiers

positifs. Pour un R-module M quelconque, on a l’équivalence suivante, pour un

entier positif k :

GpdR(M) ≤ k ⇔ ExtjR(M,P ) = 0 pour tout j ≥ k + 1 et tout module P avec

pdR(P ) finie.

Dans la preuve de ce lemme, on utilise la notion de la préenveloppe plate de

modules qui et définie comme suit :

Définition 7.1.3 ([32])

Soit R un anneau et soit F un R-module plat. Pour un R-module M , un homomor-

phisme ϕ : M → F est appelé une préenveloppe plate, si pour un homomorphisme

quelconque ϕ′ : M → F ′ avec F ′ est un module plat, il existe un homomorphisme

f : F → F ′ tel que ϕ′ = fϕ.

Les anneaux cohérents peuvent être caractérisés par la notion de la préenveloppe

plate des modules comme suit :

Lemme 7.1.4 ([32], Proposition 6.5.1)

Un anneau R est cohérent si et seulemnt si tout R-module admet une préenveloppe

plate.

Preuve de Lemme 7.1.2. L’implication directe est déjà vérifiée pour un anneau

quelconque par Théorème 1.4.13.
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Réciproquement, considérons une suite excate de R-modules :

0→ Kn → Pn−1 → · · · → P0 →M → 0

où chaque Pi est projectif. On a Extn+i(M,Q) ∼= Exti(Kn, Q) pour tout i ≥ 1 et

tout module Q. Alors, pour montrer cette implication, il suffit de la montrer pour

k = 0. Alors, supposons que Exti(M,P ) = 0 pour tout i ≥ 1 et tout R-module P

de dimension projective finie, et on montre que M est projectif de Gorenstein. Ceci

est équivalent à montrer, d’après Proposition 1.4.1, qu’il existe une suite exacte de

R-modules :

α = 0→M → P 0 → P 1 → · · · ,

où chaque P i est projectif, tel que HomR(−, P ) conserve l’exactitude de la suite α

dès que P est un R-module projectif.

La preuve de cette implication est analogue à celle de [36, Théorème 2.1 (1⇒ 4)].

Pour compléter, on donne une preuve ici.

Comme d’habitude (voir par exemples les preuves de [22, Théorèmes 4.2.6 et

5.1.7]), pour construire la suite α, il suffit de montrer l’existence d’une suite exacte

courte de R-modules :

0→M → P 0 → G0 → 0,

où P 0 est projectif, tel que Exti(G0, P ) = 0 pour tout i > 0 et tout R-module P de

dimension projective finie (et alors la suite α est construite par récurrence).

D’abord, montrons que M peut être injecté dans un R-module plat. Pour ceci,

choisissons une suite exacte courte de R-modules 0 → M → I → E → 0, où

I est injectif. Pour ce module I, on choisit une suite exacte courte de R-modules

0 → Q → P → I → 0, où P est projectif. Considérons le diagramme pullback
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suivant :

0 0

↓ ↓

Q == Q

↓ ↓

0 → D → P → E → 0

↓ ↓ ||

0 → M → I → E → 0

↓ ↓

0 0

Comme I est injectif, pd(I) < ∞ (D’après Théorème 8.2.8 et puisque R est m-

parfait). Alors, pd(Q) <∞. Par hypothèses, Ext(M,Q) = 0, et par suite la première

suite exacte verticale est scindée, donc M s’injecte dans D qui est un R-sous module

du R-module projectif (alors plat) P .

Le fait queM s’injecte (se plonge) dans un R-module plat implique, d’après Lemme

7.1.4 et Définition 7.1.3, que M admet une préenveloppe plate injective ϕ : M → F .

Pour un tel R-module plat F , considérons une suite exacte courte de R-modules

0 → H → P 0 f→ F → 0, où P 0 est projectif, alors H est un R-module plat, et

donc de dimension projective finie (puisque R est m-parait). Alors, Ext(M,H) = 0.

Ainsi, on a la suite exacte suivante :

0 −→ Hom(M,H) −→ Hom(M,P 0)
Hom(M,f)−→ Hom(M,F ) −→ Ext(M,H) = 0.

Alors, il existe ϕ : M → P 0 tel que ϕ = fϕ. Comme ϕ est injectif, ϕ est aussi

injectif, et par suite on obtient la suite exacte de R-modules suivante :

(∗) 0→M
ϕ→ P 0 → G0 → 0.

Maintenant, pour compléter la preuve, il reste à montrer que Exti(G0, F ′) = 0

pour tout i > 0 et tout R-module F ′ de dimension projective finie.

D’abord, supposons F ′ est projectif. Comme ϕ est une préenveloppe plate de M , il

existe, pour tout α ∈ Hom(M,F ′), un homomorphisme g : F → F ′ tel que α = gϕ,
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donc α = gfϕ. Ceci veut dire que le foncteur Hom(−, F ′) conserve l’exactitude de

la suite courte (∗). Alors, par la suite exacte longue

0→ Hom(G0, F ′)→ Hom(P 0, F ′)→ Hom(M,F ′)→ Ext(G0, F ′)→ Ext(P 0, F ′) = 0,

on déduit que Ext(G0, F ′) = 0. Aussi, la suite exacte courte (∗) nous permet de

déduire que Exti(G0, F ′) = 0 pour tout i > 0 et tout R-module projectif F ′. Ceci

implique directement que Exti(G0, F ′) = 0 pour tout i > 0 et tout R-module F ′ de

dimension projective finie.

Preuve de Théorème 7.1.1. D’abord, d’après [27, Théorème 7.2.5 (2)] et Théorème

1.4.19, l’inégalité cot.D(R) ≤ G−gldim(R) est vérifiée pour tout anneau R arbi-

traire.

Alors, on montre l’inégalité G−gldim(R) ≤ G−wdim(R) + cot.D(R) si R est

cohérent. Pour ceci, supposons que cot.D(R) = m et G−wdim(R) = n sont finies

(i.e., R est m-parfait et n-FC). Soit M un R-module, et considérons une suite exacte

de R-modules :

0→ Kn → Pn−1 → · · · → P0 →M → 0,

où chaque Pi est projectif, et, d’après Théorème 8.2.8, Kn est plat de Gorenstein.

On a :

(∗) Extn+k(M,Q) ∼= Extk(Kn, Q) pour tout k ≥ 1 et tout module Q.

Supposons que Q est un R-module projectif, et considérons une suite exacte de

R-modules :

0→ Q→ C0 → · · · → Cm−1 → Cm → 0,

où Ci est injectif pour i = 1, ...,m − 1, et donc, d’après [27, Proposition 7.2.1], Cm

est de cotorsion. On a :

(∗∗) Extm+i(Kn, Q) ∼= Exti(Kn, Cm) pour tout i ≥ 1.

Comme G−wdim(R) est finie, chacun des R-modules C0,...,Cm−1 est de dimension

plate finie (d’après Théorème 8.2.8). Alors, Cm est de dimension plate finie. Ainsi,
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Exti(Kn, Cm) = 0 pour tout i ≥ 1 (d’après [42, Proposition 3.22] et puisque Kn est

plat de Gorenstein). Alors, par (∗) et (∗∗), Extn+m+i(M,Q) = 0 pour tout i ≥ 1.

Ceci implique, d’après Lemme 7.1.2, que Gpd(M) ≤ n+m, comme voulu.

Théorème 7.1.1 nous permet de calculer la dimension globale de Gorenstein de cer-

tains cas particuliers d’extensions triviales des anneaux et des anneaux de groupes.

Rappelons que l’extension triviale d’un anneau R par un R-module M est l’anneau

noté R nM dont le groupe additif est A ×M et la multiplication est définie par

(r,m)(r′,m′) = (rr′, rm′+r′m) (voir par exemple [38] et [40, Chapitre 4, Section 4]).

Le résultat suivant calcule la dimension globale de Gorenstein d’un cas particulier

d’extension triviale d’anneaux. Pour ceci, on utilise la notion de dimension projective

finitiste des anneaux. Rappelons que la dimension projective finitiste d’un anneau

R, notée FPD(R), est définie par :

FPD(R) = sup{pdR(M)|M R−module avec pdR(M) <∞}.

D’après Théorème 1.4.19, on a pour tout anneau R : FPD(R) ≤ G−gldim(R), avec

égalité si G−gldim(R) est finie.

Proposition 7.1.5

Soit RnR l’extension triviale d’un anneau R par R. Alors, FPD(RnR) = FPD(R),

cot.D(RnR) = cot.D(R), et gldim(RnR) =∞.

De plus, si R est cohérent, alors G−gldim(RnR) = G−gldim(R).

La preuve de ce théorème nécessite les résultats suivants :

Lemme 7.1.6 ([38], Théoèrme 4.28 et Remarque page 81)

Soit R un anneau et soit M un R-module cyclique non nul quelconque. Alors,

gldim(R n M) = ∞ et FPD(R n M) = sup{pdR(N) < ∞ : TorRi (M,N) =

0 pour tout i > 0}.

En particulier, si F est un R n M -module de dimension projective finie, alors

pdRnM(F ) = pdR(R⊗RnM F ).
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Lemme 7.1.7 ([38], Théorème 4.32)

Soit R un anneau et soit M un R-module tel que :

ExtiR(M,M) ∼=

 R if i=0 ;

0 if i>0.

Alors, idRnM(RnM) = idR(M).

Preuve de Proposition 7.1.5. D’après Lemme 7.1.6, FPD(RnR) = FPD(R) et

gldim(RnR) =∞.

on montre que cot.D(RnR) = cot.D(R). D’après Lemme 7.1.6, on a :

pd(RnR)(F ) = pdR(R⊗(RnR) F )

pour toutRnR-module F de dimension projective finie. Ceci implique que cot.D(Rn

R) ≤ cot.D(R). Réciproquement, considérons un R-module plat F , alors F ⊗R (Rn

R) est un R n R-module plat. Ainsi, comme R n R est un R-module libre tel que

RnR ∼=R R
2 on a :

pdR(F ⊗R R) = pdR(F ⊗R (RnR)) ≤ pd(RnR)(F ⊗R (RnR)) ≤ cot.D(RnR).

Donc, cot.D(R) ≤ cot.D(RnR), comme voulu.

Maintenant, supposons que R est cohérent, et on montre l’égalité G−gldim(R n

R) = G−gldim(R).

D’abord supposons que G−gldim(R) est finie. Alors, pour la raison ci-dessus

et d’après Théorème 1.4.19, FPD(R n R) = FPD(R) = G−gldim(R) est finie.

Donc cot.D(RnR) est finie. D’autre part, d’après Lemme 7.1.7, id(RnR)(RnR) =

idR(R) qui est finie (d’après Lemme 8.1.2 et puisque G−gldim(R) est finie). Alors,

d’après Théorème 8.2.8, G−wdim(R) = FP−idR(R) ≤ idR(R) est finie. Alors,

d’après Théorème 7.1.1, G−gldim(RnR) est finie. Donc, d’après Théorème 1.4.19,

G−gldim(RnR) = FPD(RnR) = G−gldim(R).

Similairement, on montre que G−gldim(RnR) = G−gldim(R) dès que G−gldim(Rn

R) est finie, et ceci nous donne le résultat voulu.
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7.1. RÉSULTATS PRINCIPAUX

Comme mentionné dans l’introduction, les anneaux Noethériens de dimension glo-

bale de Gorenstein finie sont les mêmes que les anneaux de Iwanaga-Gorenstein ; et

dans la classe des anneaux de dimension faible finie la dimension globale et la di-

mension globale de Gorenstein cöıncident. Dans l’exemple suivant, on construit une

famille des anneaux cohérents non-Noethériens {Si}i≥1 tels que G−gldim(Si) = i et

wdim(Si) =∞ pour tout i ≥ 1.

Exemple 7.1.8

Soit Rn = R[X1, X2, ..., Xn] l’anneau polynômial de n indéterminées dans un anneau

héréditaire non-Noethérien R. Soit Si = Ri−1 nRi−1 l’extension triviale de Ri−1 par

Ri−1 pour i ≥ 1 (tel que R0 = R). Alors, pour tout i ≥ 1, Si est un anneau cohérent

non-Noethérién avec G−gldim(Si) = i et wdim(Si) =∞.

Preuve. D’après [40, Théorème 7.3.1], Rn = R[X1, X2, ..., Xn] est cohérent pour

tout n ≥ 1. Et par le théorème de syzygy de Hilbert, gldim(Rn) = gldim(R) + n =

1 + n. Donc, Proposition 7.1.5 implique que G−gldim(Si) = i pour tout i ≥ 1.

Finalement, wdim(Si) =∞ pour tout i ≥ 1 d’après Proposition 8.1.10 et puisque

gldim(Si) =∞ d’après Proposition 7.1.5.

On termine ce papier par une étude de la dimension globale de cotorsion des

anneaux de groupe, et par suite la dimension globale de Gorenstein d’un anneau de

groupe particulier sera calculée.

Soit R un anneau et soit G un groupe abélien écrit multiplicativement. Le R-

module libre d’éléments de G avec la multiplication induite par G est un anneau,

appelé anneau de groupe G dans R et noté RG (voir par exemple [40, Chapitre 8,

Section 2]).

Dans [59], on a RG est parfait si et seulement si R est parfait et G est fini. Ici, on

pose l’extension suivante.

Théorème 7.1.9

Soit R un anneau et soit G un groupe abélien. Alors,

cot.D(R) ≤ cot.D(RG) ≤ cot.D(R) + pdRG(R).
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De plus, si G et pdRG(R) sont finis, alors cot.D(R) = cot.D(RG).

Pour montrer ce résultat, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 7.1.10 ([20], page 352)

Soit R un anneau, soit G un groupe abélien, et soit M et N des RG-modules

satisfaisant ExtpR(M,N) = 0 pour tout p > 0. Alors,

ExtnRG(M,N) ∼= ExtnRG(R,HomR(M,N))

pour tout n > 0, où HomR(M,N) est le RG-module défini par (gf)(x) = g[f(g−1x)]

pour x ∈M , f ∈ HomR(M,N), et g ∈ G.

Preuve de Théorème 7.1.9. D’abord, on montre l’inégalité cot.D(R) ≤ cot.D(RG).

On suppose que cot.D(RG) = n est finie. Soit F un R-module plat, alors F ⊗R RG

est un RG-module plat. Comme RG ∼= R(G) est un R-module libre, pdR(F ) =

pdR(F (G)) = pdR(F ⊗R RG) ≤ pdRG(F ⊗R RG) ≤ n. Ceci implique l’inégalité vou-

lue .

Maintenant, on montre l’inégalité cot.D(RG) ≤ cot.D(R) + pdRG(R). Pour ceci

on suppose que cot.D(R) = s et pdRG(R) = r sont finies. Soit F un RG-module

plat (alors F est aussi plat étant un R-module), et considérons une suite exacte de

RG-modules :

0→ Ps → · · · → P0 → F → 0,

où P0,...,Ps−1 sont des RG-modules projectifs, alors ils sont projectifs étant des

R-modules, d’où Ps est un R-module projectif (puisque cot.D(R) = s). Ainsi,

ExtpR(Ps, N) = 0 pour tout p > 0 et tout R-module N . Alors, d’après Lemme

7.1.10 ci-dessus et comme pdRG(R) = r,

ExtnRG(Ps, N) ∼= ExtnRG(R,HomR(Ps, N)) = 0

pour tout n > r et toutRG-moduleN . Ainsi, pdRG(Ps) ≤ r et donc pdRG(F ) ≤ s+r.

Alors, cot.D(RG) ≤ s+ r, comme voulu.

Supposons maintenant que G et pdRG(R) sont finies. D’après [17, Lemme 3.2 (a)],
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R est projectif étant un RG-module, et par les inégalités ci-dessus, cot.D(R) =

cot.D(RG), comme voulu.

Le résultat ci-dessus et le résultat principal (Théorème 7.1.1) sont utilisés pour cal-

culer la dimension globale de Gorenstein d’un anneau de groupe particulier comme

suit :

Proposition 7.1.11

Soit R un anneau avec G−wdim(R) = 0. Si G est un groupe fini tel que son ordre

est inversible dans R, alors G−wdim(RG) = 0 et G−gldim(RG) = G−gldim(R).

Preuve. D’abord, notons que R est cohérent et par suite c’est un IF-anneau (d’après

[21, Théorème 6] et [57, Proposition 4.2]). Alors, d’après [25, Théorème 3 page 250],

RG est un IF-anneau et donc G−wdim(RG) = 0.

Maintenant, par Théorème 7.1.1, G−gldim(R) = cot.D(R) et G−gldim(RG) =

cot.D(RG). Et d’après [40, Théorème 8.2.7], R est projectif étant un RG-module.

Ainsi, d’après Théorème 7.1.9, cot.D(RG) = cot.D(R). Ceci implique l’égalité sou-

haitée G−gldim(RG) = G−gldim(R).
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Chapitre 8

Dimensions Globales de

Gorenstein

D. Bennis, N. Mahdou. (February 2010), Global Gorenstein Dimensions.

Proceeding of The American Mathematical Society, Vol. 138 (2), 461-465.

Dans ce chapitre, on étudie les dimensions homologiques de Gorenstein des an-

neaux commutatifs (les dimensions projective, injective et plate de Gorenstein des

anneaux). On généralise et on fait étendre certains résultats connus. Et notre ob-

jectif principal sera d’arriver au fait que les dimensions projective et injective de

Gorenstein de tout anneau quelconque cöıncident.

8.1 La dimension globale de Gorenstein des an-

neaux

Cette section est consacrée à l’étude des dimensions projective et injective de

Gorenstein des anneaux, qui sont canoniquement définies, pour un anneau R, comme

suit :

— La dimension projective de Gorenstein de R est :

GPD(R) = sup{GpdR(M) |M est un R−module}.

— La dimension injective de Gorenstein de R est :
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GID(R) = sup{GidR(M) |M est un R−module}.

On commence par un résultat principal, qui est une extension du résultat classique

[54, Théorème 9.10] : la dimension globale d’un anneau R est précisément la valeur

commune des deux quantités égales : PD(R) = sup{pdR(M) |M est un R−module}

et ID(R) = sup{idR(M) | M est un R−module}. Le résultat principal suivant est

aussi une généralisation de [32, Théorème 12.3.1] (voir Théorème 0.0.13).

Théorème 8.1.1

Pour tout anneau R, GPD(R) = GID(R).

Pour montrer ce théorème, on a besoin des résultats suivants :

On a besoin de certaines caractérisations fonctorielles de la dimension projective

de Gorenstein des anneaux :

Lemme 8.1.2

Soit R un anneau. Si R est de dimension projective de Gorenstein finie , alors, pour

un entier positif n, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. GPD(R) ≤ n ;

2. GpdR(M) ≤ n pour tout R-module de type fini M ;

3. GpdR(R/I) ≤ n pour tout idéal I de R ;

4. ExtiR(M,P ′) = 0 pour tout i > n, tout R-module (de type fini) M , et tout

R-module P ′ de pdR(P ′) finie (i.e., idR(P′) ≤ n pour tout R-module P′

avec pdR(P′) finie) ;

5. ExtiR(M,P ) = 0 pour tout i > n, tout R-module (de type fini) M , et tout

R-module projectif P (i.e., idR(P) ≤ n pour tout R-module projectif

P).

Preuve. Toutes les implications non évidentes sont des conséquences immédiates

de Théorème 1.4.13, [54, Théorème 9.8], et [54, Lemme 9.11].
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Un argument dual à la preuve de Lemme 8.1.2 donne les caractérisations foncto-

rielle de la dimension injective de Gorenstein des anneaux.

Lemme 8.1.3

Soit R un anneau. Si R est de dimension injective de Gorenstein finie , alors, pour

un entier positif n, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. GID(R) ≤ n ;

2. ExtiR(I ′,M) = 0 pour tout i > n, tout R-module M , et tout R-module I ′ de

idR(I ′) finie (i.e., pdR(I′) ≤ n pour tout R-module I′ avec idR(I′) finie

).

3. ExtiR(I,M) = 0 pour tout i > n, tout R-module M , et tout R-module injectif

I (i.e., pdR(I) ≤ n pour tout R-module injectif I).

Lemme 8.1.4

Soit R un anneau.

1. Si GPD(R) ≤ n, alors pdR(E) ≤ n pour tout R-module E avec idR(E) finie.

2. Si GID(R) ≤ n, alors idR(P ) ≤ n pour tout R-module P avec pdR(E) finie.

Preuve. Il suffit de montrer la première assertion. La deuxième se montre duale-

ment.

On raisonne par induction sur idR(E).

D’abord, supposons que E est un R-module injectif. On a Gpd(E) ≤ n (puisque

GPD(R) ≤ n). Le cas où Gpd(E) = 0 est facile. Alors, on se permet de supposer que

0 < Gpd(E) ≤ n. Ainsi, d’après Théorème 1.4.6, il existe une suite exacte courte

(F1) 0 −→ P −→ G −→ E −→ 0

où G est projectif de Gorenstein et pdR(P ) ≤ n− 1.

Appliquons le foncteur HomR(G0,−) to (F1), où G0 est un R-module projectif de

Gorenstein, on a la suite exacte longue :

· · · → Ext(G0, P )→ Ext(G0, G)→ Ext(G0, E)→ · · ·
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Comme Ext(G0, E) = 0 (puisque E est injectif), et Ext(G0, P ) = 0 (d’après Théorème

1.4.13 et puisque P est projectif), on a :

(?) Ext(G0, G) = 0.

D’autre part, comme G est projectif de Gorenstein, il existe (par Définition 0.0.1)

une suite exacte courte

(F2) 0 −→ G −→ Q −→ G′ −→ 0

où Q est projectif et G′ est projectif de Gorenstein.

D’après l’égalité (?), Ext(G′, G) = 0, donc la suite (F2) est scindée. Alors, G est

projectif étant un facteur direct du module projectif Q.

Finalement, l’inégalité standard [19, §8, No1, Corollaire 2 (b)] appliquée à (F1) nous

donne le résultat voulu pdR(E) = pdR(P ) + 1 ≤ n.

Maintenant, supposons que idR(E) = m > 0.

Choisissons une suite exacte courte :

0 −→ E −→ I −→ L −→ 0

où I est un R-module injectif, et id(L) = m− 1.

Par induction, pd(I) ≤ n et pd(L) ≤ n. Alors, et aussi d’après [19, §8, No1, Corollaire

2 (c)], on a pd(E) ≤ sup{pd(I), pd(L) − 1} ≤ n. Ainsi, la preuve est complétée.

Lemme 8.1.5

Pour toute suite exacte courte de modules 0→ A→ B → C → 0, on a l’inégalité :

Gid(C) ≤ sup{Gid(B),Gid(A)− 1}

Preuve. En utilisant la version duale du Lemme de Horseshoe (voir la remarque

en dessous de [54, Lemme 6.20]), la preuve est essentiellement duale à celle de [22,

Corollarire 1.2.9 (a)].
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De même, on a besoin de la notion de modules projectif et injectif de Gorenstein

forts (voir Chapitre 2). Comme mentionné, dans Chapitre 2, les modules projectif

et injectif de Gorenstein forts ont de simples caractérisations (Proposition 2.1.9 et

Remarque 2.1.10). La suite est une généralisation de ces caractérisations :

Proposition 8.1.6

1. Un module M est projectif de Gorenstein fort si et seulement s’il existe une

suite exacte courte 0 → M → P → M → 0 où P est un module projectif,

et Exti(M,Q) = 0 pour un certain entier i > 0 et pour tout module Q de

dimension projective finie (ou pour tout module projectif Q).

2. Un module M est injectif de Gorenstein fort si et seulement s’il existe une

suite exacte courte 0 → M → E → M → 0 où E est un module injectif, et

Exti(I,M) = 0 pour un certain entier i > 0 et pour tout module I de dimension

injective finie (ou pour tout module injectif I).

Preuve. On montre le cas projectif, car le cas injectif est analogue.

Notons que si on a une suite exacte courte 0 → M → P → M → 0 où P est

un module projectif , alors, pour tout module L et tout i > 0, on a la suite exacte

longue :

0 = Exti(P,L)→ Exti(M,L)→ Exti+1(M,L)→ Exti+1(P,L) = 0

Par suite on a Exti(M,L) ∼= Exti+1(M,L), pour tout entier i > 0 et tout R-module

L.

Par conséquence, l’équivalence voulue est obtenue directement d’après la première

caractérisation des modules projectifs de Gorenstein forts Proposition 2.1.9.

Preuve du Théorème 8.1.1. Pour montrer ce théorème , il suffit, d’après Lemmes

8.1.2 et 8.1.3, en utilisant Lemme 8.1.4, de montrer l’équivalence suivante :

GPD(R) <∞ ⇐⇒ GID(R) <∞.

On montre l’implication GPD(R) < ∞ ⇒ GID(R) < ∞, et la réciproque est

montrée dualement.
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Alors, soit GPD(R) ≤ n (pour un certain entier positif n).

D’abord, on montre que pour tout R-module projectif de Gorenstein fort L,

Gid(L) ≤ n.

D’après Proposition 8.1.6, il existe une suite exacte courte 0 → L → P → L → 0

où P est projectif.

D’après la version duale de Lemme de Horseshoe (voir la remarque en dessous de

[54, Lemme 6.20]), avec une résolution injective de L, on a le diagramme commutatif

suivant :

0 0 0

↓ ↓ ↓

0 → L → P → L → 0

↓ ↓ ↓

0 → I0 → I0 ⊕ I0 → I0 → 0

↓ ↓ ↓
...

...
...

↓ ↓ ↓

0 → In → En → In → 0

↓ ↓ ↓

0 0 0

où Ii est injectif pour i = 0, ..., n− 1.

On montre que In est injectif de Gorenstein fort, et donc Gid(L) ≤ n.

Comme P est projectif, id(P ) ≤ n (d’après Lemme 8.1.2), alors En est injectif.

D’autre part, d’après Lemme 8.1.4, pd(E) ≤ n pour tout R-module injectif E.

Alors, Exti(E, In) = 0 pour tout i ≥ n + 1. Donc, d’après Proposition 8.1.6 (2), In

est injectif de Gorenstein fort.

Ceci implique, d’après Proposition 1.4.11, que Gid(Q) ≤ n pour tout R-module

projectif de GorensteinQ, puisque tout module projectif de Gorenstein est un facteur

direct d’un module projectif de Gorenstein fort(Par Théorème 2.1.7).

Maintenant, considérons un R-module M . On suppose que 0 < Gpd(M) ≤ n.
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Alors, il existe une suite exacte courte

0→ K → N →M → 0

telle que N est projectif de Gorenstein et Gpd(K) ≤ n− 1 (Proposition 1.4.10).

Alors, par induction, Gid(K) ≤ n et Gid(N) ≤ n. Finalement, d’après Lemme 8.1.5,

Gid(M) ≤ n. Ainsi, la preuve est complète .

Désormais, on note par G−gldim(R) la valeur commune de GPD(R) et GID(R),

et on l’appelle dimension globale de Gorenstein de R.

Remarques 8.1.7

D’après Lemme 8.1.2, on déduit que si, pour un anneau R, G−gldim(R) est finie,

alors G−gldim(R) est déterminée par les formules :

G−gldim(R) = sup{GpdR(R/I) | I est un idéal de R}

= sup{GpdR(M) |M ; est un R−module de type fini}.

Ceci est une généralisation de [32, Corollaire 12.3.2].

Les dimensions projective et injective de Gorenstein des modules sont des raffine-

ments des dimensions projective et injective classiques, respectivement (Proposition

1.4.16). Maintenant, il est naturel d’étudier combien la dimension globale classique

d’un anneau diffère de sa dimension globale de Gorenstein.

Proposition 8.1.8

Pour tout anneau R, G−gldim(R) ≤ gldim(R).

L’égalité est vérifiée si wdim(R) <∞.

Pour montrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant, qui généralise le

Corollaire 2.1.11 :

Lemme 8.1.9

Un module projectif de Gorenstein fort est projectif si et seulement s’il a une di-

mension plate finie.
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En conséquent, si R est un anneau de dimension globale finie , alors la classe de tous

les R-modules projectifs et celle de tous les R-modules projectifs de Gorenstein sont

la même classe.

Preuve. Utiliser le Corollaire 2.1.11 et [17, Théorème 2.5].

Preuve de Proposition 8.1.8. L’inégalité est déjà vérifiée puisque tout module

projectif est projectif de Gorenstein, et l’égalité est une conséquence de Lemme 8.1.9.

Maintenant, on étudie le comportement des modules dans les anneaux de dimen-

sion globale de Gorenstein finie.

Le résultat suivant est une généralisation du résultat de Iwanaga (voir [32, Pro-

position 9.1.10]). Il implique, pour un anneau de dimension globale de Gorenstein

finie, la classe de tous les modules de dimension projective finie, la classe de tous les

modules de dimension injective finie, et la classe de tous les modules de dimension

plate finie sont toutes la même classe. On note par Ω cette classe.

Proposition 8.1.10

Si R est un anneau avec G−gldim(R) ≤ n pour un certain entier positif n, alors les

conditions suivantes sont équivalentes pour un R-module M :

1. pdR(M) <∞ ;

2. pdR(M) ≤ n ;

3. idR(M) <∞ ;

4. idR(M) ≤ n ;

5. fdR(M) <∞ ;

6. fdR(M) ≤ n.

Preuve. D’après les Lemmes 8.1.2, 8.1.3, et 8.1.4, seule l’implication (5)⇒ (1) est

à montrer. Alors, cette implication se montre immédiatement en utilisant le fait que
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si FPD(R) est finie, alors tout R-module plat est de dimension projective finie [46,

Proposition 6].

La proposition suivante est une extension de [32, Proposition 11.5.7].

Proposition 8.1.11

Soit R un anneau avec G−gldim(R) <∞, et soit M un R-module. Alors, pour un

entier positif m, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. GpdR(M) ≤ m ;

2. Extm+1
R (M,X) = 0 pour tout X ∈ Ω ;

3. ExtiR(M,X) = 0 pour tout i > m et tout X ∈ Ω.

Preuve. Facile d’après Lemme 8.1.2.

Pour les modules projectifs de Gorenstein forts, on a :

Proposition 8.1.12

Soit R un anneau. Si G−gldim(R) < ∞, alors un R-module M est projectif de

Gorenstein fort si et seulement s’il existe une suite exacte courte 0 → M → P →

M → 0 où P est un R-module projectif.

Preuve. Ceci est obtenu immédiatement d’après Proposition 8.1.10 et Proposition

2.1.9.

Remarque 8.1.13

Chacune des deux Propositions 8.1.12 et 8.1.11 a une version injective de Gorenstein.

8.2 La dimension faible de Gorenstein des an-

neaux

Dans cette section, on étudie la dimension plate de Gorenstein des anneaux com-

mutatifs, qui est définie canoniquement, pour un anneau R, comme suite :
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La dimension plate de Gorenstein de R est :

GFD(R) = sup{GfdR(M) |M est un R−module}.

Pour la raison ci-dessous (Théorème 8.2.1) et en l’accordant à la terminologie

classique des dimensions homologiques des anneaux, La dimension plate de Go-

renstein d’un anneau R sera appelée dimension faible de Gorenstein de R, notée

G−wdim(R).

On commence par la relation entre la dimension faible de Gorenstein et la dimen-

sion globale de Gorenstein des anneaux.

Théorème 8.2.1

Pour un anneau R, G−wdim(R) ≤ G−gldim(R).

Preuve. Conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 8.2.2

Si R est un anneau avec G−gldim(R) < ∞, alors tout R-module projectif de Go-

renstein est plat de Gorenstein.

Preuve. Soit G−gldim(R) ≤ n pour un certain entier positif n. D’après la preuve

de [42, Proposition 3.4], il suffit de montrer, pour tout R-module injectif I, que le

module caractère de I (i.e., Le R-module I+ = HomZ(I,Q/Z)) est de dimension

projective finie.

En effet, pour un R-module injectif I, fdR(I) < ∞ (d’après Proposition 8.1.10).

Alors, idR(I+) <∞ (d’après [54, Théorème 3.52]). Donc, d’après Proposition 8.1.10,

pdR(I+) <∞.

Notons que ce résultat donne une nouvelle condition pour qu’un module projectif

de Gorenstein soit plat de Gorenstein (voir [42, Propostion 3.4] et Proposition 0.0.9).

Remarque 8.2.3

D’après Théorème 0.0.13, on a G−wdim(R) = G−gldim(R) pour un anneau Noethérien

R quelconque. C’est une extension de l’inégalité déjà connue wdim(R) = gldim(R)

dès que R est un anneau Noethérien.
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Le résultat suivant montre que la dimension faible de Gorenstein est un raffinement

de la dimension faible d’un anneau arbitraire.

Proposition 8.2.4

Pour un anneau quelconque R, G−wdim(R) ≤ wdim(R).

L’égalité est vérifiée une fois on a wdim(R) <∞.

Preuve. L’inégalité est déjà vérifiée puisque tout module plat est plat de Gorenstein,

et l’égalité est une conséquence immédiate de Corollaire 2.2.8.

Similairement à Proposition 8.1.6, on donne une généralisation de Proposition

2.2.6.

Proposition 8.2.5

Un module M est plat de Gorenstein fort si et seulement s’il existe une suite exacte

courte 0 → M → F → M → 0 où F est un module plat, et Tori(M, I) = 0 pour

un certain entier i > 0 et pour tout module I de dimension injective finie (ou pour

tout module injectif I).

Similairement à Proposition 8.1.12, on donne une caractérisation des modules plats

de Gorenstein forts dans les anneaux de dimension faible de Gorenstein finie.

Proposition 8.2.6

Soit R un anneau. Si G−wdim(R) <∞, alors un R-moduleM est plat de Gorenstein

fort si et seulement s’il existe une suite exacte courte 0→M → F →M → 0 où F

est un R-module plat.

Preuve. Le résultat est une conséquence immédiate de Proposition 8.2.5 et du

lemme suivant.

Lemme 8.2.7

Soit R un anneau. Si G−wdim(R) = n <∞ pour une certain entier positif n, alors

fdR(I) ≤ n pour tout R-module injectif I (ou tout R-module I avec idR(I) finie).
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Preuve. Supposons que G−wdim(R) = n < ∞. Alors, pour tout R-module M ,

TorRi (M, I) = 0 por tout i > n et tout R-module injectif I (ou pour tout R-module

I avec idR(I) finie). Ceci implique le résultat voulu.

Maintenant, on donne des caractérisations fonctorielles de la dimension faible de

Gorenstein des anneaux cohérents, étroitement liée à la notion d’anneaux n-FC, pour

caractériser ensuite la dimension FP-injective des modules (voir Définition 0.0.5).

En fait, en utilisant l’approche de la dimension faible (plate) de Gorenstein, cette

caractérisation donne et étend la liste des propriétés caractérisant les anneaux n-FC

[21, Théorème 7].

Théorème 8.2.8

Si R est un anneau cohérent, alors, pour un entier positif n, les conditions suivantes

sont équivalentes :

1. G−wdim(R) ≤ n ;

2. GfdR(G) ≤ n pour tout R-module injectif de Gorenstein G ;

3. GfdR(M) ≤ n pour tout R-module de présentation finie M ;

4. GfdR(R/I) ≤ n pour tout idéal de type finie I de R ;

5. TorRi (M,E) = 0 pour tout i > n, tout R-module (de présentation finie) M ,

et tout R-module FP-injectif E (i.e., fd(E) ≤ n pour tout R-module

FP-injectif E) ;

6. ToriR(M,E ′) = 0 pour tout i > n, tout R-module (de présentation finie) M ,

et tout R-module E ′ avec FP−idR(E ′) finie (i.e., fd(E′) ≤ n pour tout

R-module E′ avec FP−idR(E′)finie ) ;

7. TorRi (M, I) = 0 pour tout i > n, tout R-module M (de présentation finie), et

tout R-module injectif I (i.e., fd(I) ≤ n pour tout R-module injectif

I) ;

8. ToriR(M, I ′) = 0 pour tout i > n, tout R-module (de présentation finie) M , et

tout R-module I ′ avec idR(I ′) finie (i.e., fd(I′) ≤ n pour tout R-module
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I′ avec idR(I′)finie ) ;

9. ExtiR(M,F ′) = 0 pour tout i > n, et tout R-module de présentation finie

M , et tout R-module F ′ avec fdR(F ′) finie (i.e.,FP−idR(F′) ≤ n pour tout

R-module F′ avec fdR(F′) finie) ;

10. ExtiR(M,F ) = 0 pour tout i > n, tout R-module de présentation finie M , et

tout R-module plat F (i.e., FP−idR(F) ≤ n pour tout R-module plat

F) ;

11. ExtiR(M,R) = 0 pour tout i > n, tout R-module de présentation finie M (i.e.,

R est n-FC).

En conséquence, la dimension faible de Gorenstein de R est aussi déterminée par les

formules :

G−wdim(R) = sup{GfdR(R/I)|I est un idéal de R de type fini}

= sup{GfdR(M)|M est un R−module de présentation finie}

= sup{GpdR(R/I)|I est un idéal de R de type fini}

= sup{GpdR(M)|M est un R−module de type fini}.

Pour montrer ce théorème, on a besoin de caractériser la dimension FP-injective

des modules dans les anneaux cohérents.

Lemme 8.2.9

Soit R un anneau cohérent et soit M un R-module. Alors, pour un entier positif n,

les conditions suivantes sont équivalentes :

1. FP−idR(M) ≤ n ;

2. ExtiR(P,M) = 0 pour tout i > n et tout R-module de présentation finie P ;

3. fdR(M+) ≤ n, où M+ = HomZ(M,Q/Z) est le module caractère de M .

Preuve. D’après Définitions 0.0.5 (1), l’implication (2)⇒ (1) est évidente.

On montre (1)⇒ (2). Comme R est cohérent, pour tout R-module de présentation
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finie P , on a la suite exacte courte de R-modules :

0→ K → L→ P → 0,

où L est libre de type fini et K est de présentation finie. Ainsi, en considérant la

suite exacte longue :

0 = Exti(L,M)→ Exti(K,M)→ Exti+1(P,M)→ Exti+1(L,M) = 0

et par induction on obtient le résultat voulu.

L’équivalence (2) ⇔ (3) peut être déduite simplement de l’isomorphisme [40,

Théorème 2.6.6] :

(ExtiR(P,M))+ ∼= TorRi (M+, P )

pour tout R-module de présentation finie P .

Preuve de Théorème 8.2.8. D’abord, notons que dans la dernière inégalité on a

aussi la dimension projective de Gorenstein des modules, ceci est d’après Proposition

0.0.9.

Les implications (1)⇒ (3)⇒ (4) sont évidentes.

(4)⇒ (7). Conséquence de Théorème 1.4.29 et [40, Théorème 1.3.8].

(7)⇒ (8). Facile, en utilisant l’induction sur idR(I ′).

(8)⇒ (9). Soit M un R-module de présentation finie. D’après [40, Théorème 2.6.6],

on a l’isomorphisme suivant :

(ExtiR(M,F ))+ ∼= TorRi (M,F+)

pour tout i ≥ 0, et tout R-module F .

Si un tel R-module F est plat, alors F+ est un R-module injectif (d’après [40,

Théorème 1.2.1]). Alors, par hypothèses, TorRi (M,F+) = 0, d’où (ExtiR(M,F ))+ =

0. Donc, ExtiR(M,F ) = 0 (d’après [54, Lemme 3.51]).

(9)⇒ (10)⇒ (11) Claire.

(11)⇒ (1). C’est Théorème 0.0.6.
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(1)⇔ (2). L’implication directe est immédiate. Pour la réciproque, il suffit, d’après

les implications ci-dessus de montrer l’implication (2) ⇒ (7). Soit donc I un R-

module injectif. On montre fdR(I) ≤ n. Comme I est injectif, I est injectif de

Gorenstein . Alors, GfdR(I) ≤ n (par (2)). Le cas GfdR(I) = 0 (i.e., I est plat de

Gorenstein) est évident. Alors, on suppose que 0 < GfdR(I) ≤ n. Ainsi, d’après [42,

Théorème 3.23], il existe une suite exacte courte 0 → K → G → I → 0 où G est

plat de Gorenstein et fdR(K) ≤ n − 1. D’après Définition 0.0.3, il existe une suite

exacte courte 0 → G → F → G′ → 0 où F est plat et G′ est plat de Gorenstein.

Considérons le diagramme pushout suivant :

0 0

↓ ↓

0 → K → G → I → 0

|| ↓ ↓

0 → K → F → D → 0

↓ ↓

G′ == G′

↓ ↓

0 0

D’après la suite horizontale du milieu fdR(D) ≤ n. D’autre part, comme I est injec-

tif, la suite verticale à droite est scindée. Donc, fdR(I) ≤ n.

(5) ⇔ (7). L’implication directe est facile puisque tout module injectif est FP-

injectif.

Pour la réciproque, il suffit, d’après les implications ci-dessus de montrer l’implica-

tion (10) ⇒ (5). Cette dernière est déduite simplement d’après Lemme 8.2.9 et de

l’isomorphisme suivant (Théorème 1.2.17) (1) : (ToriR(M,E))+ ∼= ExtRi (M,E+).

Finalement, similairement à l’équivalence (5)⇔ (7) ci-dessus on montre l’équivalence

(6)⇔ (8).

Comme, dans les anneaux Noethériens la classe de tous les modules FP-injectifs
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et la classe de tous les modules injectifs sont la même classe, et comme les anneaux

n-Gorenstein sont n-FC, le résultat suivant est une extension de [32, Proposition

9.1.10] aux anneaux n-FC.

Corollaire 8.2.10

Soit R un anneau n-FC et soit M un R-module. Alors, pour un entier positif n, les

conditions suivantes sont équivalentes :

1. FP−idR(M) <∞ ;

2. FP−idR(M) ≤ n ;

3. fdR(M) <∞ ;

4. fdR(M) ≤ n.

Preuve. Conséquence immédiate de Théorème 8.2.8.
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