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Résumé

On s’'intéresse dans ce document a 'analyse non différentiable et ses applications
en optimisation a travers I’étude de sous-différentiel au sens d’analyse convexe et au
sens de Clarke. Des regles de calcul ont été développé dans des contextes différents a
'aide des sous-différentiel introduit par Rockafellar et Clarke et plus précisément avec
des données localement lipschitziennes ou convexes.

Mots clés :

Fonctions convexes ; Sous différentiel au sens d’analyse convexe ; Sous différentiel
au sens de Clarke ; Condition d’optimalité; Cone tangent; Cone normale; Calcule
sous-différentiel ; Probleme d’optimisation.
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Notations principales

c.f

i.e

ssi

CNS

B et B*
epi(f)
s.c.i/s.c.s

R

()

-1l
(R")*
X — Xo
X ™ X
ds(x)
Vf(x)
f(x)
f10)
f,(x)
f'(x;d)
fe(x)
fz(x)

confere.
c'est a dire.
si et seulement si.
conditions nécessaires et suffisantes.
boules unités de R" et (R")* (respectivement en abrégé resp).
épigraphe de la fonction f.
semi continuité inférieure/supérieure.
=RU+o0o0.
crochet de dualité.
norme sur I'espace R".
dual topologique de R".
convergence faible étoile.
(x)>; tend vers x quand k tend vers +00.
distance de x a S.
gradient de f en x.
dérivée de f en x.
dérivée a droite de f en x.
dérivée a gauche de f en x.
dérivée directionnelle de f.
dérivée de Gateaux de f.
dérivée de Fréchet de f.
adjoint d’'un opérateur linéaire continue A.
fonction indicatrice de Q.

ensemble de niveau a.
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intQ intérieur de Q .
cl adhérence de .
coQ2 enveloppe convexe d’un sous-ensemble (.

Conv(R") ensemble des fonctions f : R® — R convexes fermées propres.
¢ : R" 2 R" multifonction de R" dans R".

Imf image de f.

f1 image réciproque de f.

Dom(¢) domaine de multifonction ¢.

Ker(f) noyau de f.

gpho graphe de multifonction ¢.

lim sup ={y eR"| Ix; — x, et Jy, — y telque y, € f(x;) pour tou k € N}.
liminf ={y eR"|Vx, = xpet Iy, € f(x;)aveck e Ntel que y, — y,k — +00}.



Introduction

Le concept de la différentiabilité joue un role crucial dans I'étude
des problemes d’optimisation. Les origines de 'analyse non lisse re-
montent au début des années 70 quand les théoriciens du contréle et
de la programmation non-linéaire ont essayé d’établir des conditions
nécessaires d’optimalité pour des problémes avec des données non dif-
férentielles ou avec des fonctions non différentiable. Beaucoup d’efforts
ont été consacrés a développer cette nouvelle direction de I'analyse.
Parmi les plus importantes contributions, nous pouvons citer les travaux
d’Aubin, Borwein, Clarke, Ioffe, Rockafellar, Thibault, etc. ainsi que
les nombreuses références contenues dans les monographies récentes
de Rockafellar-wets [ 18], Mordukhovich [15], pour se rendre compte
du développement ainsi que des nombreuses applications de I'analyse
non différentiable. En particulier, les nombreuses variantes de dérivées
généralisées étudiées par ces auteurs permettent de traiter des applica-
tions dans des domaines tres variés.

Dans le but de résoudre ce genre de problemes, divers concepts de
dérivées généralisées ont été proposés pour remplacer la dérivée. Le
but était de définir la dérivée généralisée pour chaque point dans le do-
maine d’une fonction appartenant a une classe particuliere telle les fonc-
tions convexes ou bien les fonctions localement lipschitziennes ou bien
les fonctions D.C (Différence de deux fonctions convexes). Le premier
sous-différentiel était introduit par Rockafellar [ 17]. Apres, Clarke a
introduit la dérivé généralisé et le sous-différentiel au sens de Clarke
[9], etc. Méme si les dérivées généralisées sont tres utiles dans ’étude
des problemes non différentiables, leurs définitions sont compliquées
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et elles sont souvent difficiles a calculer, ce qui a poussé a penser aux
concepts géomeétriques.

Le concept géométrique des vecteurs perpendiculaires a un ensemble
était utilisé par Clarke [9], tandis que Hirriart-Urruty [5] était le pre-
mier a montrer comment obtenir une formule explicite pour le cone tan-
gent convexe correspondant. La construction de dérivées généralisées
possibles a valeurs non convexes a été développée par Mordukhovich
et cela en utilisant ces vecteurs normaux. Le sous-différentiel proximal
était introduit par Mordukhovich [MN] mais il a été présenté explici-
tement par Rockafellar [17] ou les caractérisations du sous-gradient
généralisé de Clarke et le cone normal de Clarke ont été donnés.

Quand une fonction f atteint un minimum en un point x* , on a
alors 0 € Jf(x™) et ceci pour toute notion de sous-différentiel. Toute
fois on concoit bien que cette notion n’est vraiment intéressante que si
'on peut exprimer ou estimer le sous-différentiel d'une somme ou d’'une
composition, c’est a dire si 'on peut établir de bonnes regles de calcul
sous-différentiel pour cette notion.

Ce document de synthese s’articule autour de I'analyse non différen-
tiable et de ses applications en optimisation. En effet, dans un premier
chapitre, on fait un certain nombre de rappels sur 'espace de Hilbert
R" et aussi une étude générale sur les fonctions convexes définies sur
R", en fin la notion de la différentiabilité au sens de Fréchet, Gateau et
Hadamard.

Dans le deuxieme chapitre, on va étudié le sous-différentiel au sens
d’analyse convexe. Ce sous-différentiel introduit par Rockafellar, comme
la pente des minorantes affines de la fonction f en un point x. Ce cha-
pitre apporte aussi des regles de calculs pour le sous-différentiel dans
des contextes différents de calcul (pour la somme et la composition par
exemple), en terminera par des applications a 'optimisation.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de sous-
différentiel généralisé introduit par Clarke [9], comme généralisation
de sous différentiel au sens d’analyse convexe. Dans ce chapitre nous

10
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avons développé des regles de calcul de sous-différentiel avec des don-
nées localement lipschitziennes, aussi des applications a 'optimisation
mais cette fois la fonction f est une fonction D.C (différence de deux
fonctions convexes). A notre connaissance, ce qui est nouveau c’est le
cas ol les données du probleme sont des fonctions D.C. En conclusion,
un probleme ouvert est donné.

11



CHAPITRE 1

ENSEMBLES ET FONCTIONS CONVEXES

Ce chapitre présente les définitions, exemples et propriétés de base des en-
sembles et fonctions convexes dans ’espace euclidien R".

1.1 Préliminaire

Nous commencons par examiner les notions classiques et les propriétés de I'espace
euclidien R". Les preuves des résultats présentés dans cette section se trouvent dans
des ouvrages standard sur le calcul avancé et algebre linéaire.

Notons R" 'ensemble des n-uplets des nombres réels x = (x, ..., x,,). Alors R" est
un espace vectoriel avec les deux lois suivantes :

(xh AR Xn) + (y1: AR yn) = (xl + yl: '"sxn + yn)’

A(Xq,y e X)) = (AXq, ooy AX),

ou (xq,...,%,), (¥1, .-, ¥y) € Rt A € R. L’élément zéro de R" et le nombre zéro de R
sont souvent désignés par la méme notation 0 si aucune confusion ne survient.

Pour tout x = (x4, ..., x,) € R", on I'identifie avec le vecteur colonne x = (xy, ..., x,)"
ou le symbole “T” représente le transpose de vecteur. Etant donné x = (x, ..., x,) € R"
ety =(¥1,...,¥,) € R", le produit scalaire de x et y est défini par :

<x,y>:= Zn:xiyi.

i=1

La proposition suivante donne quelques propriétés importantes du produit scalaire
dans R".

12
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,—[Proposition 1. 1.} \

Pour x,y,z € R"et A€ R,ona:
1. <x,x>=20, et <x,x>=0siet seulement si x = 0.
2. <x,y>=<y,x >.
3. KAX,y>=A<X,y >=<Xx,Ay >.
4. <x,y+z>=<x,y>+<x,2>.

La norme euclidienne de x = (x4, ..., x,,) € R" est définie par

| x ll:=y/x}+.. +x2=4/<x,x>.

,—[Proposition 1 .2.} \

Pour x,y,z2 € R"et A€ R,ona:

1. || x||= 0, et || x ||=0 si et seulement si x = 0.

2. 1 Ax NI=[ A I

3. lx+y Il x|+ ¥ |l (Inégalité triangulaire).

4. |<x,y >|<]|| x || ¥ || (Inégalité de Cauchy Schwarz).

L'utilisation de la norme euclidienne nous permet d’introduire les boules dans
R", qui peuvent étre utilisées pour définir d’autres notions topologiques dans R".

r—[Déﬁnition 1 .3.} \

La boule fermée centré en x, € R" avec le rayon r = 0 et la boule fermée
unité de R" est définie respectivement par :

B(xo;r) :={x €R"||lx —x,[l< 1} et B:={xeR"[|x[<1}.

La boule ouverte centré en x, € R" avec le rayon r = 0 et la boule ouverte
unité de R" est définie respectivement par :

B(xg;r) :={x eR"|||lx —xcll<r} et B:={xeR"||x]<1}.

13
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Pour Q ,Q; et Q, des sous-ensembles de R" et pour A € R, on définis les
opérations suivantes :

0+ :={x+y|xeQ,ye,}, AQ:={Ax|xe€Q}.

La proposition suivante peut étre prouvée facilement.

,—[Proposition 1 .4.} \

Soit Q; et 2, deux sous-ensemble de R".
(i) Si ©, est un ouvert ou £, est un ouvert, alors £; + €2, est un ouvert.
(ii) Si Q; est un fermé et 2, est un compact, alors 2; + 2, est un fermé.

Il est facile de voir que B = B(0;1) et B(x,;r) = x, + rB.

r—[Déﬁnition 1 .5.} \

Soit 2 C R". Alors x, est un point intérieur de (2 s’il existe 6 > 0 tel que
B(xy;06) C Q.

I'ensemble de tous les points intérieurs de Q2 est désigné par intfQ.
De plus, on dit que Q2 est ouvert si tout point de €2 est un point intérieur de €.

Nous obtenons que 2 est un ouvert si et seulement si pour tout x, € Q il existe
& > 0 tel que B(x,;6) C Q. Il est évident de voir que ensemble vide @} et I'espace R"
sont ouverts dans R". Par ailleurs, toute boule ouverte est un ouvert.

r—[Déﬁnition 1 .6.} \

Un ensemble Q2 C R" est un fermé si son complémentaire Q° = R" \ 2 est un
ouvert de R".

I Remarque 1.6.1. Il en résulte que I’ ensemble vide @ et Uespace R" sont des fermés
dans R" .

14
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,—[Proposition 1.7.} \

(i) La réunion de toute familles d’ensembles ouverts dans R" est ouvert.

(ii) Lintersection finie de toute familles d’ensembles ouverts dans R" est ou-
vert .

(iii) La réunion finie de toute familles d’ensembles fermés dans R" est fermé

(iv) Lintersection de toute familles d’ensembles fermés dans R" est fermé.

r—[Déﬁnition 1 .8.} N

Soit {x,} une suite dans R".On dit que {x;} converge vers X si klim ||, —X||=
— 00
0. Dans ce cas on écrit

lim x;, = X.
k— oo

Cette notion nous permet de définir les concepts topologiques importants sui-
vants pour les ensembles.

r—[Déﬁnition 1 .9.} \

Soit 2 un sous-ensemble non vide de R". Alors :

(i) La fermeture de 2, noté par Q ou clf, est l'ensemble des limites de toutes
les suites convergentes appartenant a .

(i) La frontiere de Q noté par Fr(2, est 'ensemble ﬁ\ intQ.

Nous pouvons voir que la fermeture de Q est I'intersection de tous les en-
sembles fermés contenant 2 et que l'intérieur de Q2 est 'union de tous les ensembles
ouverts contenus dans . Il découle de la définition que x, € Q si et seulement si pour
tout 6 > 0 on a B(x,; ) N Q # . Par ailleurs x, € Fr( si et seulement si pour tout
6 > 0 la boule fermée rencontre les deux ensembles Q2 et son complémentaire Q°.

Définition 1. 10.]

Soit {x;} une suite dans R" et soit {k;} une suite strictement croissante d’en-
tiers positifs. Alors la nouvelle suite {x,,} est appelé sous suite de {x;}.

15
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On dit qu'un ensemble Q2 est borné s’il est contenu dans une boule centrée a
I'origine de rayon r > 0, c-a-d, Q € B(0; r). Ainsi, une suite {x,} est bornée sil existe

r > 0 avec
llx;ll<r VkeN.

Le résultat important suivant est connu sous le nom de théoréme de Balzano-
Weierstrass.

Théoreme 1.11 ([ ]).}

Toute suite bornée dans R" admet une sous-suite convergente.

Le résultat suivant joue un role tres important dans 'analyse et 'optimisation.

Définition 1.12. )

On dit qu'un ensemble est compact dans R" si pour toute suite dans €2 on peut
extraire une sous-suite convergente vers un point de €.

Le résultat suivant est une conséquence du théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Théoreme 1. 13.]

Un sous-ensemble 2 de R" est compact si et seulement si il est fermé et borné.

Rappelons maintenant les notions de bornes pour les sous-ensembles de la
droite réelle.

~ Définition 1.14. \

Soit D un sous-ensemble de la droite réelle. le nombre m € R (resp M € R)
est un minorant (resp majorant) de D si on a

x=zm (resp x<M) VYxeD,

De plus, on dit que I'ensemble D est borné s’il est simultanément minoré et
majoré.

16
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r—[Déﬁnition 1.15.} \

Si 'ensemble des majorants d’'une partie D de R admet un plus petit élément
M on dit que M est la borne supérieure de D et on note M = sup(D). Cette
borne est alors unique.

Sil’ensemble des minorants d’une partie D de R admet un plus grand élément
m, on dit que m est la borne inférieure de D et on note m = inf (D). Cette
borne est alors unique

r—[Déﬁnition 1. 16.} \

Soient f : Q — R une fonction a valeurs réelles et x, € Q avec f(x,) < 00.
Alors f est continue en X, si pour tout € > 0 il existe 6 > 0O tel que

Vx € Q[lx —xol|< & = [f(x) = f(xo)| <&.

r—[Théoreme 1.17.} \

On dit que f est continue sur (2 s’il est continue en tout point de .

Autrement f est continue en x, (avec f(x,) < ©90) si et seulement si pour
toute suite {x, } dans Q converge vers x, la suite {f (x;)} converge vers f (x,).

r—[Déﬁnition 1. 18.} N

f est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) sur R" si :

Vx R, fx) < lim inf (f(y)).

f est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) sur R". Si (—f) est semi-
continue inférieurement (s.c.i) sur R".

17
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r—[Déﬁnition 1. 19.] \

Soit a € R, on appelle sous niveau de f , 'ensemble :

S, ={xeRP:f(x) < a}

\. J

,—[Proposition 1 .20.} \

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est semi-continue inférieurement en tout point de R”.

2. pour toutréel a € R, S, est fermé .

\. J

r—[Déﬁnition 1.21.} \

Soit f :  — R et soit x, € Q avec f(x,) < 00. On dit que f admet un
minimum local en x, € Q2 s'il existe 0 > 0 tel que

f(x)=f(x,) pourtout x €B(xy;6)NAN.
On dit que f a un minimum global en x, € Q si
f(x)=f(x,) pourtout x €.

Les notions de maximum local et global peuvent étre définies de la méme
maniere.

Enfin, dans cette section, nous formulons un résultat fondamental de I’ana-
lyse mathématique et optimisation connue sous le nom de théoréme d’existence de
Weierstrass.

r—[Théoreme 1.22.} <

Soit f : © — R une fonction continue, ot Q un sous-ensemble non vide,
compact de R". Alors il existe x € Q et i € Q2 tel que

fE)=inf{f(x) | x€Q} et f(@)=sup{f(x)]xecQ}.

18
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1.2 Ensembles convexes

Dans ce paragraphe et ce qui suivra, on se limite a quelques faits fondamentaux de
I'analyse convexe qui nous sont indispensables pour la suite du mémoire. De bonnes
références pour aller plus loin sur ce sujet sont les ouvrages [ 1] et [5], ainsi que 'un
des ouvrages "fondateurs", celui de Reckafellar [17].

Nous commencons I’étude de la convexité des ensembles, puis passons aux fonc-

tions.
Etant donné deux éléments a et b dans R", définir le segment
[a,b]:={Aa+(1—-A)b|A€[0,1]}.
Notez que si a = b, alors ce segment se réduit a un singleton [a, b] = {a}.
r—[Déﬁnition 1.23.} \

Un sous ensemble Q de R" est convexe si [a, b] C Q2 pour tout a,b € Q2. D'une
maniére équivalente Q est convexe si Va,b € Q, YA€ [0,1]: Aa+(1—A)b €
Q.

n n
Etant donnés xq,...,x, € R", 'élément x = A:x:, ol A =1letA; = 0est
1 n i i i
o i=1 i=1
appelé combinaison convexe de xj, ..., X,,.

Proposition 1 .24.}

Un sous ensemble Q2 de R" est convexe si et seulement si il contient toutes les
combinaisons convexes de ses éléments.

Démonstration. Condition suffisante est évidente. Pour justifier la nécessité, nous mon-
n
trons par induction que toute combinaison convexe E A;x; d’éléments dans Q2 est un

i=1
élément de Q. cette conclusion découle directement de la définition pour n = 1,2.

19



1.2. ENSEMBLES CONVEXES Optimisation Non différentiel

FIGURE 1.1 - Ensemble convexe et ensemble non convexe

Fixé maintenant un entier positif n = 2 et suppose que chaque combinaison convexe
de k € N élément de (2, ou k < n, appartient a {2 . De la combinaison convexe

n+1 n+1
y::ZAixi, Zli:]., A‘i?O.
i=1 i=1
et observer que si A,,; = 1,alors A, = A, =...= A, =0, donc y = x,,; € Q. dans ce

cas ol A, ,; < 1 nous obtenons les représentations
n n
A
Sl A S 2,
i=1 i=1 1= A”""l
D’apres hypothése nous obtenons
> i 5—en
Z:1= ) ——X; .
i=1 1-— A’n+1

Il donne donc la relation

n A-i
Yy = (1 - A’n-ﬁ-l)z ?xi + A’n+1xn+1 = (1 - )'n+1)z + )’n+1xn+1 S3Y/
i=1

n+1

et ainsi compléter la preuve de la proposition. O

Etant données un sous ensemble 2 de R", alors 'intersection de convexes contenant
Q est un convexe qui contient 2.

r—[Déﬁnition 1 .25.] N

Soit 2 un sous ensemble de R". On définit I'enveloppe convexe de 2, noté
cofl par:
cof) = ﬂ{C CR"| C convexeet Q C C}.

20
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FIGURE 1.2 — Ensemble non convexe et son enveloppe convexe

,—[Proposition 1 .26.} \

Enveloppe convexe cof2 est le plus petit ensemble convexe contenant Q.

\. J

,—[Proposition 1 .27.} \

Pour tout sous-ensemble 2 de R", son enveloppe convexe admet la représen-

tation
coQ = {inai | > A4=1,14>0,q€Q, neN}-
i=1 i=1

1.3 Fonctions convexes

cette section recueille des faits de base sur les fonctions convexes générales (a va-
leurs réelles étendue) y compris leurs caractérisations analytiques et géométriques,
les propriétés importantes ainsi que leurs spécifications pour des sous-classes particu-
lieres.

r—[Déﬁnition 1 .28.} N

Le domaine et épigraphe de f : R" — R est définie, respectivement, par :
domf :={x€R": f(x) < +o0o} et

Epi(f)={(x,a) edomf xR: f(x)<a}
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La définition suivant donne une caractérisation géométrique de la convexité
de fonction par la convexité de 'ensemble épigraphique associé.

Définition 1 .29.}

Une fonction f : R" — R est convexe si et seulement si épigraphe epif est un
sous ensemble convexe de R" x R.

FIGURE 1.3 — Epigraphe

,—[Proposition 1 .30.} N

Soit f : 2 — R une fonction définie sur 2 c R".la fonction f est convexe sur
Qsi

Vx,y€eQ, VA€[0,1]: f(Ax+(Q—=-D)y)<Af()+(Q-A)f(y) Q.1

e Si I'inégalité dans 1.1 est strict pour x # y, alors f est strictement
convexe sur ).

e f est dite concave si (—f) est convexe.

\. J

Etant donnée une fonction f : 2 — R, le prolongement de f & R" est définie par :

f(x):{f(x) six €N (1.2)

oo si non

Evidemment, si f est convexe sur le convexe €, alors f (x) est convexe sur R".

De plus, si f est une fonction convexe, alors elle est également convexe sur chaque
sous-ensemble convexe de R". Cela permet de considérer sans perte de généralité des
fonctions convexes a valeurs réelles étendues sur tout 'espace R".

[lustrons la convexité des fonctions par des exemples.
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) b sy Jha+ (1= AYppp-mmmmesmees

Ne) + (1 — A)f(b)} ...

i i
/ Aa+(1—A)b \/

FIGURE 1.4 - fonction convexe et fonction non convexe

Exemple 1.30.1. Les fonctions suivantes sont convexes :
(1) f(x):=<a,x>+b pourxeR" ouacR"etbeR.
(i) g(x):=||x|| pour x € R".
(iii) h(x):=x> pour x € R".
Exemple 1.30.2. Soit A une matrice n x n symétrique.On dit que A est semi définie

positive si < Au,u >= 0 pour tout u € R". Verifions que A est semi définie positive si
et seulement si la fonction f : R" — R définie par

1
f(x):=§<Ax,x>, x € R™.

est convexe. En effet, un calcul direct montre que pour tout x,y € R" et A €[0,1] on
a

1
AfC)+(A=Df )= fAx+(1-A)y) = JA1-2) <AGx—y),(x=y) >. (1.3)
Si la matrice A est semi définie positive, alors < A(x —y),(x —y) >= 0, donc la
fonction f est convexe par (1.3) . Inversement, en suppose la convexité de f et en

utilisant Uégalité (1.3) pour x = u et y = 0 vérifier que A est semi définie positive.

La caractérisation suivante de la convexité est connue sous le nom d’inégalité
Jensen.
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r—[Théoreme 1.31.} \

Une fonction f : R" — R est convexe si et seulement si pour tous A; = 0
m

commei=1,...,mavec E A; =1, etpourtous élémentsx; € R" ;i =1,...,m,
i=1

f(ikixi) < i)\if(xi)- (1.4)
i=1 i—1

alors

Démonstration.

Depuis la relation (1.4) et pour m = 2 on a immédiatement la convexité de f , nous

avons seulement besoin de prouver que toute fonction convexe f satisfie 'inégalité

Jensen (1.4. On le monter par récurrence, pour m=1 I'inégalité (1.4) est trivial, pour

m=2 on a l'inégalité (1.4) d’apres la définition de convexité, supposons que l'inéga-

lité (1.4) est vérifiée pour tout m = k avec k = 2. Soit A, = 0, i = 1,...k + 1, avec
k

DA =1= A
i=1

Si Ay = 1,alors A; = A, = ... = A, = 0, donc (1.4) est vérifie. Supposons que
0 < A,4; <1 nous obtenons
k A,
P
i=1 1 _A'k+1

Par un calcul direct basés sur la convexité nous obtenons

k
f(ZAixi)= ((1 AkH)Z

)\ X +Ak+1xk+1)
= M+

2.
<(1- AI<+1)JC(Z: _—lxi) + Aesr f (Xpq1)

——f () + A f (p4)

i=1 A’k+1
k+1
= > Af(x)
i=1
ceci justifie 'inégalité (1.4) et compléte la preuve du théoréme. O
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Maintenant, nous montrons que la convexité est préservée sous certaines opé-
rations importantes.

,—[Proposition 1 .32.} \

Soit f; : R" — R une suite de fonctions convexes. Alors les fonctions suivantes
sont convexes :
(i)— La multiplication par un scalaire Af, pour tout A > 0.

m

(ii)— La somme de fonctions Z fi.
i=1

(iii)— Le maximum de fonctions max f;.
1<is<m

Proposition 1 .33.}

Soit f : R" — R une fonction convexe et soit ¢ : R — R une fonction crois-
sante et convexe . Alors la composition ¢ o f est convexe.

,—[Proposition 1 .34.} \

Soit f; : R" — R pour i € I une suite de fonctions convexes avec 'ensemble

d’indice I # . Alors la fonction f (x) := sup f;(x) est convexe.
i€l

Dans cette section, nous collectons quelques propriétés de fonctions convexes
d’une variable réelle (c’est-a-dire une fonction convexe dont le domaine est un inter-
valle de R) qui nous seront utiles dans la suite. La plupart des idées importantes de la
théorie de la convexité peuvent étre exprimées dans ce cadre dimensionnel.

Dans la suite de cette section, I désigne un intervalle arbitraire (fini ou infini)
de R
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—~ Lemme 1.35. N

Soit f : R — R une fonction convexe, supposons que son domaine est un
intervalle ouvert I pour tout a,b €I et a < x < b, on a I'inégalité

f)—fla)  f(b)—f(a)  f(b)—f(x)

xX—a b—a = b—x

, ) . xX—a
Démonstration. Soit a,b,x € [ aveca < x < b on pose t = 5 €(0,1). Alors

f(x)=f(a+x—a)=f(a+X_a(b—a))zf(a+t(b—a))=f(tb+(1—t)a).

b—a
D’apres la convexité de f on obtient
fe)=f(tb+(1—1t)a) <tf(b)+(1—t)f(a) donc

X—a

fO)=f(@) < tf(b)—tf(a) = b_a(f(b)—f(a)),

par suite
f)=fla) _ f(b)—fla)

xX—a b—a

De méme on trouve

x—b>b
b—a

FOO—F(b) < (t—Df () +(1—0)f (a) = (r—l)(f(b)—f(a)) - (f(b)—f(a))

qui implique finalement que

f(b)—f(a) < f(b)—f(x)
b—a = b—x

Théoreme 1.36.}

Supposons que f : R — R est dérivable sur son domaine, qui est un intervalle
ouvert I. Alors f est convexe si et seulement si f’ est croissante sur I.
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Démonstration. Supposons que f est convexe et soit a,b € I tel que a < b. Par le

lemme (1.35), on a
f(x)—f(a) < f(b)—f(a)

xX—a b—a

pour tout x € (a, b).Ceci implique par la définition de dérivé que

—a
De méme, on arrive a
FO@

et conclure que f'(a) < f'(b), c.a.d, f’ est une fonction croissante.

Pour prouver le contraire, supposons que f’ est croissante et soient x,y € I avec
x <yette(0,1). Alors

x <x, <y pourx,:=tx+(1—1t)y.

Par le théoréme des accroissement finis, on trouve c;, ¢, tel que x <¢; < x, < ¢, <

y et
fOe)=f(x)=f'(e)x, —x) = f'(c)A =)y — x),

fGe) =) =f(edx, —y) = f(e)t(x —y).

Par suite

tf(x)—tf(x)=f'(c)t(1—t)(y —x),
(1-0f(x)—A—-0f () = f(e)t(1—t)(x — y).
Puisque f'(c;) < f'(c,), en ajoutant ces derniéres inégalité on trouve

fl)<tf()+A-0)f ().

Ce qui prouve la convexité de f . m

r—[Corollaire 1.3 7.]

Soit f : R — R une fonction 2 fois dérivable sur son domaine qui est un
intervalle ouvert I. Alors f est convexe si et seulement si f”(x) = 0 pour tout
x €l.
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Démonstration. f”(x) = 0 pour tout x € I si et seulement si f’(x) est croissante sur
I. Alors la conclusion découle directement du théoréme (1.36). O

,—[Proposition 1 .38.} \

Soit f : I — R une fonction convexe . Alors Vx € intl,f admit la dérivé a
droite f;(x) et la dérivé a gauche fg’(x) qui sont finis.
De plus Vx,y € intl tel que x < y,on a

£ < fiG) < f(0) < f().

r—[Corollaire 1 .39.] \

Soit f : I — R une fonction convexe . Alors f est continue sur intI.

Définition 1 .40.}

Une fonction f : I — R est localement convexe si pour tout x € I il existe un
intervalle ouvert I, C I tel que f est convexe sur I.

Théoreme 1.41.}

Soit f : I — R une fonction a valeurs dans R. Alors tout fonction localement
convexe est globalement convexe.

Pour montrer ce théoréme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.42.

Soit I un intervalle de R et soit a,b € I, aveca < b. Si f : [ — R est convexe
sur [ ﬂ[a,+oo) et ﬂ(—oo, b], Alors f est convexe sur I.
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Démonstration. Soit a,b € I, si a ou b est un extremum de [ alors f est convexe sur
I.
Sinon: Soit x,y €[ avec x < y ett € [0,1] posons z = tx + (1 —t)y Montrons que

fE)<tf()+(1-0)f(y).

1 ére

cas: x<a<z<b<y
alors dr,se€[0,1]telquea=rx+(1—r)zetz=sa+(1—s)y dong,

g=s(rx+(1—r)z)+(1—s)y
ST 1—s

= + A
1—5(1—r)x 1—s(1 —r)y

Sr

1—s(1—r)
f continue sur [a, b], et f convexe sur I N[a,+oo[ et IN]— oo, b] donc

fE)<tf)+(1-0)f(y).

donc t =

D’ou f convexe sur I.

2¢me cas x<a<b<z<y

donc, dr,s €[0,1]telquez =rb+(1—r)yetb=sa+(1—s)yeta=tx+(1—t)z
d’apres la convexité de f sur IN[a,+oo[ et IN]— o0, b] on trouve que f est convexe
sur I.

3éme cas : x<z<a<b<y

D’une maniére similaire de 2°™¢ cas donc f est convexe sur I.

O

Démonstration du théoréme. Soit z € I fixé tel que z n’est pas un point extréme. Soit

d =:sup{y €[z,b] | fconvexesurl N[z,y]}

f localement convexe sur I et z n’est pas un point extréme de I ona : z < d et
f convexe sur I N[z,d). Si d € I d’apres la convexité local de f on a f convexe sur
IN(d—r,d+r),r>0.

29



1.4. INTERIEUR RELATIF D’UN ENSEMBLE Optimisation Non différentiel

Puisque f convexe sur I N(d —r,d +r) et f convexe sur I N[z,d) donc d’apres le
lemme f convexe sur I N[z,d + 1)

Donc il suffit de montrer que IN[z,d +r)=IN[z,+oo[,r > 0.
Supposons que I N[z,d +r) #IN[z,+0o[,r >0
doncdceln[z,+oo0)telquec ¢ IN[z,d+r)

Cest-a-dire c € [z,+00) et c & [2,d +1).

Soit V, un intervalle ouvert de x (Voisinage de x), pour tout x € [2,c]. On a :

[z,¢1= | V.,

x€[z,c]

[2,c] est un compact donc, x4, ..., X, € [2,c] tel que

n

[z,c]= UVXI,,

i=1
on suppose que I'ensemble d’indexation est bien ordonné, i.e x; < ... < x,. Donc
forcement V., NV, # 0 pour tout i = 1,...,n, puisque f /in est convexe pour tout
i=1,...,n et dapres le lemme alors,

fl v, estconvexe.
= i

Finalement f convexe sur [z, c], ce qui est absurde car (d =:sup{y €[z,b] | fconvexe sur

In [z,y]}), alorsIN[z,d+r)=1IN[z,+o00[,r > 0.

De plus f est convexe sur [N]— 00, z] et f convexe sur voisinage z donc f convexe
sur IN(z—s,z+s),s > 0 d’apres le lemme f est convexe sur I.

Ce qui acheve la preuve.

1.4 Intérieur relatif d’un ensemble

Nous commencons cette section avec le définition et les propriétés des ensembles
affines. Soit a, b € R, la ligne reliant les deux points est

Lla,b]:={Aa+(1—A)b: A €R}.

noté que si a = b, alors £[a, b] = {a}.
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Définition 1 .43.}

Un sous ensemble © de R" est affine si pour tout a,b € Q on a £[a,b] C Q

Par exemple, tout point, ligne et plans dans R® sont des ensembles affines.
I’ensemble vide et ’'espace entier sont toujours affines.

Il résulte de la définition que I'intersection d’ensembles affines est affine . Ce qui nous
amene a la construction de 'enveloppe affine d'un ensemble.

r—[Déﬁnition 1 .44.} \

L'enveloppe affine d'un ensemble Q2 C R" est

affQ) := m{C | C affine et Q C C}.

Maintenant, nous sommes préts a définir une notion majeure d’intérieurs re-
latifs des ensembles convexes.

Définition 1.45. |

Soit Q un ensemble convexe. On dit que x € Q est un élément de I'intérieur
relatif de Q noté riQ2 s’il existe € > 0 tel que B(x; ) NaffQ C Q.

Le prochain est I'un des résultats les plus fondamentaux de la géométrie convexe.

r—[Théoreme 1.46.] .

Soit  un ensemble convexe non vide de R". Alors
() ri(C) #0. _
(ii) [a,b) C riQ pour tout a € ri2 et b € Q.

Nous concluons cette section par les propriétés suivantes de l'intérieur relatif.
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,—[Propriété 1.47.}

Soit  un ensemble convexe non vide de R". Pour les ensembles convexes rif2
et Q,

on a

() riQ = Q.

(ii) riQ = riQ

1.5 Diverses notions de différentiabilité

On rappelle dans ce paragraphe les trois types de différentiabilité utilisées en ana-
lyse, et étendu dans le contexte des fonctions numériques seulement.

Soient E un espace de Banach et Q un ouvert de E. Soit f : Q C E — R une application
dans voisinage de x élément de Q.

1.5.1 différentiabilité de Fréchet

r—[Déﬁnition 1 .48.]

On dit que f est différentiable au sens de M.Fréchet (Edifférentiable en
abrégé) en x € Q, s’il existe une forme linéaire continue [ sur R" tel que :

i LT = fO)—1(R) _
h—0 IRl

La forme linéaire [, notée Dy f (x) ou simplement Df (x), un élément de I'es-
pace dual de E.

0.

Remarque 1.48.1. Si E est un espace de Hilbert, la forme linéaire, continue Dy f (x)

est représentée par un élément de E*, noté V. f (x) ou ( Vf (x) simplement ) et appelé
gradient de f en x :

Vd € E, Dpf (x)d = (Vf(x),d).
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r—[Théoreme 1.49.]

Soit f une fonction différentiable. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1. f est convexe.

2. Ses hyperplans tangents sont des minorants :
Vi, ) €EXE, f(y)=2 f(x)+<Vf(x),y —x>.
3. Le gradient de f est un opérateur monotone :

V(x,y)€EXE, <Vf(y)—Vf(x),y—x>=0.

1.5.2 Dérivée directionnelle

L'analyse du comportement de la fonction dans certaines directions sera également
importante dans le cadre des méthodes d’optimisation. Nous introduisons le concept

de dérivée directionnelle.

r—[Déﬁnition 1 .50.}

Soit f une fonction a valeur réel et x, € domf .La dérivée directionnelle de f
en x, dans la direction d € E est la limite suivante

f(xo+Ad)— f(x,)
2 .

f'(xq;d) :=7}Lr51+ 1.5

Si cette limite existe,on dit que f'(x,;d) est la dérivée directionnelle de f en
x.

\.

J

Notez que la relation (2.1) est parfois appelée la dérivée directionnelle droite f en

x dans la direction d. Sa contrepartie gauche est définie par

f(xo+Ad)— f(x)
a .

fl(xp;d) := Alggf
Il est facile de voir que

f/(xg;d)=—Ff"(xy;—d) Vd€E.
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~ Lemme 1.51. N

Soit f une fonction convexe a valeurs réel et x, € domf et soit d € E, définie

f(xo+Ad)— f(x,)

A>0.
A

P(A) :=

Alors la fonction ¢ est croissante sur ]0,+00].

\. J

Démonstration. On fixe, 0 < A; < A, on pose
A A
Ay Ay

on applique f qui est convexe on trouve

(A1) < (1),

donc ¢ est croissante sur ]0,+00]. O

,—[Proposition 1 .52.}

Soit f et x, € domf, la dérivée directionnelle f’(x,;d) existe dans tout di-
rection d € E De plus

f(xg;d) = inf¢(2), deE

\. J

Démonstration. D’apres le lemme (1.51) ¢ est croissante . Ainsi nous avons

f(xo+kd)_f(xo)_ . i
R lm ()= infe)

ce qui prouve la proposition. O

f(xg;d) = lim

Corollaire 1 .53.]

Si f est une fonction convexe, alors f’(x,;d) est un nombre réel pour tout
X € int(domf)etd €E.

Rappelons que la dérivabilité selon tout les directions en x n’implique pas nécessaire-
ment la différentiabilité de f en x . Il suffit de prendre f(x) = |x|.
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1.5.3 différentiabilité de Gateau

r—[Déﬁnition 1 .54.] \

On dit que f est différentiable au sens de R. Gateau (G-différentiable en
abrégé) en x, lorsque :

Vd €E, lim flxg+Ad)— f(xo)
A—0t )L

existe et que cette limite (qui dépend de d) est une forme linéaire, continue
ded :

lim f(xo +Ad) — f (xo) _ <Dc;f(Xo),d->

A—07t ),

Remarque 1.54.1. On peut deéfinir aussi le Gradient a partir de la différentielle au
sens de Gdteaux.

r—[Déﬁnition 1 .55.} \

Soit f est Gateaux différentiable alors f;(x) € R" admet par le théoréme de
Riesz un représentant ¢ unique définie par :

Dof (xX)(y)={c,y), Vy €E,

est appelé gradient de f en x et noté : c = Vf(x).

Il est clair que si f est Fréchet différentiable alors f est Gateaux différentiable. La
réciproque est fausse en général comme le montre ’exemple simple suivant :

Exemple 1.55.1. Considérons la fonction f : R> — R définie par
1 six=y?ety#0
fl)= { .
0 sinon
f est G-différentiable en (0,0) mais elle n’est pas F-différentiable en (0, 0) puisqu’elle
n’est pas continue en ce point.

I Remarque 1.55.1. Cependant sous certaines conditions, la réciproque est vrai.
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Proposition 1 .56.}

Si D f (x) est continue en x alors Dgf (x) existe.

1.5.4 différentiabilité de Hadamard

Il y a une différentiabilité intermédiaire, au sens de J. Hadamard. Une maniere de
la présenter est comme ceci.

r—[Déﬁnition 1.57.} \

Soit % famille des compacts de E. On dit que f est différentiable au sens de
J. Hadamard (H-différentiable en abrégé) en x lorsqu’il existe [* € E*, noté
Dy f (x), telle que

%in‘(l) flet Ai) —f(x) = <DHf(x), d) uniformément pour d €S,

et ce pour tout S C A.

\. J

Cette maniere d’exprimer les choses permet une comparaison directe avec la F-différentiabilité
et la G-différentiabilité.

e La F-différentiabilité de f en x s’écrit, de maniére équivalente, comme dans la
définition (1.57), en prenant pour 4 la collection des fermés bornés de E.

e La G-différentiabilité de f en x s’écrit, de maniere équivalente, comme en (1.57),
en prenant pour 98 la collection des ensembles finis de points de E.

La comparaison entre les trois types de différentiabilité est maintenant claire :

Proposition 1 .58.}

F-différentiabilité = H-différentiabilité = G-différentiabilité.

La H-différentiabilité (et donc la F-différentiabilité) de f en x implique la continuité
de f en x ; ce n’est pas le cas pour la G-différentiabilité. La semi-continuité inférieure
n’est pas acquise non plus avec la G-différentiabilité ;ce qui fait qu'on a des énoncés de
théoremes avec des hypothéses comme "soit f s.c.i. et G-différentiable sur E", laquelle
est assurée avec "soit f F-différentiable sur E ".
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Remarque 1.58.1. Si f vérifie une condition de Lipschitz dans un voisinage de x,
alors
H-différentiabilité en x <> G-différentiabilité en x.
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CHAPITRE 2

SOUS DIFFERENTIEL AU SENS
D’ANALYSE CONVEXE

Dans ce chapitre, nous nous introduisons les outils spécifiques a 'optimisation non
différentiable tels que le sous-différentiel et 'opérateur proximal. Nous verrons éga-
lement comment s’écrivent les conditions nécessaires d’optimalité dans le cadre non
lisse.

2.1 Sous-gradient et sous différentiel

le sous différentiel est un concept permettant de décrire la variation locale d’'une
fonction convexe ( a valeur réelles) non nécessairement différentiable dans un sens
classique. Le sous différentie d’'une fonction convexe est I'ensemble des pentes de
toutes les minorants affines de la fonction, voir [17], [1], [6], [22].

r—[Déﬁnition 2.59.}

Soit f une fonction convexe . Un vecteur ) € R" est appelé sous gradient de
f au point x, € dom(f) si :

Vx e dom(f) f(x)—f(xo) =< m,x—x>
Lapplcation a(x) = f(xy)+ < m,x — Xx, > est une minorante affine de f

vérifiant :
a(x) < f(x) pour tout x € R" a(xy) = f(xp).
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La définition (2.59) exprime que la fonction affine continue

X = (7’),}’>+f(xo)_<77axo>

de pente 1, minore f sur R" et coincide avec elle en x,. Autre maniére de dire les
choses : 1 est un sous-gradient de f en X, si, et seulement si, x, est un minimiser de
la fonction perturbée x — f(x)— (n, x> sur R" .

Les appellations sous-gradient ou sous-différentiel doivent faire penser que ces
concepts ont quelque chose a voir avec les objets du Calcul différentiel mais qu’ils
interviennent "par dessous les fonctions". le sous-différentiel est défini pour n’importe
quelle fonction, mais nous verrons qu’il fonctionne bien essentiellement dans le cas
les fonctions convexes. Des généralisations du concept seront abordées au Chapitre
suivant.

Donnons quelques exemples.

Exemple 2.59.1. Soit f : R — R, défini par f(x) = |x|. Alors,
f(x)={-1}six<0,{1}six>0,[—1,1]si x =0.

En paralléle de cette fonction, considérons g = ir_; 17 ( la fonction indicatrice de
[—1,1]). Alors,

dg(x)={0}si —1<x<1,R six=—1,R"six=1.

Les graphes de ces deux multiaplications sous-différentiels,d f et dg, tracés ci-
dessous, sont a garder a I'esprit car ils sont dans une relation particuliere.

FIGURE 2.1 — graphes des multifonctions J|.| et di
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Soit  C R" non vide, soit x € Q. Alors d’apres la Définition ( 2.59), on a
neaig(x)(:)<n,y—x><0Vy€Q. (2.1)

Lensemble Ji,(x) est appelé cone normal a Q en X, il est désormais noté N (£, x)
ou Ng(x). La signification géométrique de I'inégalité présente dans ( 2.1) est clair : 0
fait un "angle obtus" avec tout vecteur y — x s’appuyant sur y € €.

Remarque 2.59.1. Une fonction peut admettre plusieurs sous-gradients en un point
ot elle n’est pas différentiable.

r—[Déﬁnition 2.60.]

On appelle sous-différentiel de f en x, 'ensemble des sous-gradients de f en
Xy, Noté par :

df(xy)={n€R" | nsous—gradient de f en x,}.

,—[Propriété 2.61.}

1. Lien géométrique avec 'épigraphe de f.On a :

neif(x,) < ((n,—l) € R" x R est normal a epi(f) en (xo,f(xo))

ie (77,_1) € Nepi(f)(x07f(x0)))'

2. Lien avec la Transformation de Legendre-Fenchel voir section (2.4).
Ona:

nedf(xg) < (F*(m)+f(xo) = (n,x,))
& (F () + f(x0) = (n,x,))

En claiy, il y a égalité dans I'inégalité de Fenchel ( section (2.4)) exacte-
ment lorsque 1 € 3 f (x,).

Démonstration. 1. D’apres (2.1) on a:

(T),—l) < Nepi(f)(XO’f(XO) = <(T’s_1)> (x,f(x))—(xo,f(xo))> <O, V(X,f(X)) = epl(f):
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S (05 x=20)+{=1; £ ()=f (x0)) <0, V(x, f (x)) € epi(f),
D’ol
(13 =x0) + £ (xp)) < f(x), Vx €R".

Ce qui acheve la preuve.
2. La proposition (2.78) donne la premiere équivalence, pour la deuxiéme si 1 €

df(x,)ona:

(n,x)={n,%0) + f(x0) < f(x), x €R,
par suite
(m,x0) = £ (o) > sup {(n,x) = ()} = F*(n), x R,
donc,
(n,x0) > f(x0) + f*(n), x €R™.
D’ou le résultat.
O

Pourvu qu’il y ait coincidence des valeurs en x,, la sous-différentiation ne sait pas
discerner tout ce qui est entre f et cof :

(c0F <g<f et )= g0 = (£ (x0) = 25Cx0) )

,—[Propriété 2.62.} \

Soit f : R" — R une fonction convexe.
(i)— Sidf(x,) #0, alors cof et f coincident en x,.
(ii)— Sin € df(xy), alors x, € 3f*(n).

,—[Proposition 2.63.}

Soit f : R" — R une fonction convexe, semi-continue inférieur et fini en un
point, alors on a :

N € If(xg) & xo€df* ().

Géométriquement, cela signifie que les graphes des multiapplications J f et
d f* sont "inverse" 'un de l'autre :

(xo,m) € graphe de df < (xq,m) € graphe de 0 f*.
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C’est le moment de revoir 'exemple qui conduit a la figure (2.1) : la fonction g n’y
autre que f*.

Remarque 2.63.1. Etude lorsque n=1 (dimention 1) Signalons ici que bien en-
tendu, R* s’identifie a R et U'on considére que 0 f (x) est un sous ensemble de R.

r—[Théoreme 2.64.} \

Soit f une fonction convexe et x dans l'intérieur de dom(f). Alors :

Bf (x) = £10), £()].

\. J

Interprétation géométrique
Linterprétation géométrique du sous-différentiel est la suivante. Il est formée
par toutes les directions des hyperplans qui passent par le point (x; f(x)) et restent
"sous" le graphe de la fonction f. Ces hyperplans sont appelés hyperplans support ou
hyperplans d’appui au graphe de f en x.

Le corollaire suivant explique pourquoi il faut voir d f (x) comme une extension de

f(0).
r—[Corollaire 2.65.] \

Soit x dans l'intérieur de dom(f).
f est dérivable en x si et seulement si J f (x) est un singleton, et dans ce cas

af ()= {f'0}.

\. J

Etude de dimension quelconque pour un espace de Banach X arbitraire, nous
n’avons pas une caractérisation aussi agréable qu’en dimension un, méme lorsque x
est intérieur a dom(f).

Nous allons juste signaler quelques propriétés.

r—[Théoreme 2.66.] \

Soit x € int(dom(f)). Alors f est G-dérivable en x si et seulement si J f (x)
est un singleton, et dans ce cas

df(x) ={Dgf (x)}.
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Remarque 2.66.1. Lorsque la dimension de X est finie, Uexistence de D;f (x) est
équivalente a celle de Dy f (x). Ainsi, lorsque X est de dimension finie, on peut énoncer
le théoréme précédent en : f est Fréchet-dérivable en x si et seulement si 0 f (x) est un
singleton, et dans ce cas

df (x) ={Dgf (x)}.

2.2 Existence de sous-gradient

r—[Théoreme 2.67.} N

Soit f : R" — R une fonction convexe qui est finie et continue en au moins un
point x. Alors, le sous-différentiel de f est non vide en tout point de l'intérieur
de son domaine (ce qui lui-méme non vide) et en particulier en x.

Une autre définition du sous-différentiel
On donne maintenant un autre point de vue sur le sous-différentiel d’'une fonction
convexe plus en rapport, avec la notion de dérivée directionnelle.

r—[Théoreme 2.68.} \

Soit f : R" — R une fonction convexe. En un point x € R", on a :

Af(x)={x*€R" | f'(x;d)=<x*,d>,Vd eR"}.

\. J

— Lemme 2.69. N

0 f (x,) est un ensemble convexe fermé.
De plus, si x ¢ dom(f) ona df(x)=0.

Démonstration. Montrons que 0 f (x,) est convexe.
Soient 1, , M, € df(x,)onaVx € R"

FO)—f(xo) Z<my,x — x>

f(x)_f(xo) Z< My, X —Xo > .
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Soit a € [0,1], alors
af (x)—af(xy) = a<n;,x—xy>

(1—a)f (x) = (1 =a)f (x0) = (1 —a) <1y, x =X >,

en sommant , on voit que an, + (1 —a)n, € 9 f (x,).
Ce qui acheve la preuve. m

r—[Corollaire 2.70.} \

Si f : R" — R est une fonction convexe, continue en x et x € dom(f), alors
la fonction d — f'(x;d) est la fonction support de J f (x). Autrement dit,

f'ee;d)= sup (x*,d)Vd eR"
x*€d f(x)

Si 3 f (x) est réduit a un singleton, la dérivée directionnelle f’(x;d) sera une fonc-
tion linéaire en d, autrement dit f est G-différentiable au point x. La réciproque est
également vraie.

r—[Théoreme 2.71.} \

Soit f : R" — R une fonction convexe, propre et dérivable en x € R". Elle
admet une dérivée f’(x) si et seulement si J f (x) réduit & un seul point, qui
est f'(x), et donc :

FON=f)=(f'(x),y—x) ,Vy €R".

2.3 Regles de calcul du sous-différentiel

La correspondance x 3 df(x) est une application multivoque ou multi-fonction,
C’est-a-dire qu’elle associe a un point x € R" le sous ensemble J f (x) de R". De plus
elle est ici a "valeurs" convexes fermées.

Nous verrons ci-dessous 'avantage de sous-différentiel pour 'optimisation. Signalons
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que l'on dispose d’un calcul sous-différentiel, malheureusement moins maniable que
le calcul différentiel.

On considere ici un certain nombre d’opération préservant la convexité des fonc-
tions et envisage le calcul de sous-différentiel des fonction obtenues a partir de ceux
des fonctions de départ.

la multi-fonction x =3 J f (x) est monotone (croissante), c’est-a-dire *

(m € af(xy) ety € af(xz)) N ((m X1 —X,) > o),

Ce résultat immédiatement de la définition de sous-différentiel écrite avec x = x; et
Y = X,, Puis x = x, et y = x;.
Soit x4, ..., x; k points, 14,...,n, k sous-gradients de f, avec n; € df(x;) pour tout

i=1,..., k. Alors,
k
Z (51" Xit1— xi>:

i=0
en convenant que X, = Xj.
Par définition de sous-différentiel on a :

d(af)=adf(x), Ya>0,¥Yx € R".

,—[Proposition 2.72.} .

Soit f,, f5, ...f, des fonctions convexes de R" dans R on a :

1. 0 (ka) (x)> > (3fi(x)), Vx €R".
k=1 k=1

n
Avec I'égalité si ﬂ ri(dom(f;))#0 oubien s’il existe un point dans
i=1
R" en lequel au moins (n—1) fonctions sont continues et la derniére est
finie.

2. Soit I, = {i, fi(x) = maxfj(x)} . Alors :
J

o (miaxfi) (x)=co (U afi(x))

i€l,

\. J

x. Lorsque I'inégalité est dans l'autre sens, <n1 — 19, X1 —x2> < 0, on parle de multi-fonction mono-
tone décroissante ou, plutdt, dissipative.
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Démonstration.

1- Montrons I'inclusion : Soit x* € Z (@ fi(x)),
k=1
donc il existe (x7},...,x) € 8 f1(x)x,...,x3 f,(x) tel que x* =x] +...+ x> ona:
VzeR" f(z)=fi(z)+...+ f,(2) = f1(xx)+ ...+ f,(x) + <xi‘,z —x> +...+ <x;’;,z —x>

:f(x)+<xf+...+x:,z—x>
=f(x)+ (x*,z —x).
Donc, x* € df(x). Inversement, si ﬂri(dom( f;)) # 0, alors d’apres la propriété

i=1
(2.61)ona:

X Eaf(x)<:> x* x ka(x)+(ka(x*))
Par le théoréme 16.4 ([17])

x €8f(x)<=> x* x ka(x)+1nf{f1(x*)+ A | X =x L+ x0)

ol pour x™* inf est atteint par certains x7,...,x. Ainsi d f (x) est constitué des vec-
teurs de la forme x] + ... + x tel que

(x5,2) + .+ ka(x) +ka (x7).

Puisque on a toujours
(xp, x) < fil) + fr (x5,
avec égalité si, et seulement, si
x; € 3 f(x).
Ce qui acheve la preuve.

,—[Proposition 2.73.} \

Soit f : R" — R une fonction convexe et A : R” — R" un opérateur linéaire
continue alors :
d(f cA)(x) DA*Ff(Ax), Vx € R™.

Légalité aura lieu s’il existe un point dans dom(f)NImA ou f est continue.
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Démonstration. Si x* € A*0f (Ax) alors, x* =A*y* avec y* € 3 f (Ax)
VzeR"ona:
f(A2) > f(Ax) +(y", Az —Ax)
= f(Ax) +(Ay*,z—x)
= f(Ax) + <x*,z —x>

.Dou x* € 9(f o A)(x).
Inversement, supposons qu’il existe un point dans dom(f) N ImA. Alors d’apres théo-
réme 16.3 ([17])

(f cA)*(x*) =inf{f*(y") | A"y"=x"}
ou inf est atteint pour chaque x* tel que (fA)*(x*) # +00. donnons x* € 9(f oA)(x),
d’apres la propriété (2.61) on a:

(f 0 A (x") + (f 0 A)(x) = (x",x),
il existe y* tel que A*y* = x" et (f cA)(x) + f*(¥y*) = (A*y*,x),
(f oA +f*(r) = (¥, Ax),
donc, y* € 9 f (Ax).

Dot x* = A*y* € A* f (Ax). C.Q.E.D.

— Lemme 2.74.

Soit f : R" — R une fonction convexe différentiable sur son domaine , alors

Vx €int(dom(f)) df(x)={Vf(x)}.

— Lemme 2.75. N

Soit f : R" — R une fonction tel que f(x) = a, f;(x) + a,f,(x) ou fi, f, deux
fonctions convexes continues ou s.c.i et (x,a;,a,) € R" x R* x R, alors

f(x)={ne€R",3(n1,n,) € df1(x) x 3f,(x) et n =mn; +n,}.
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~ Lemme 2.76. N

Soient f : R" — R une fonction convexe fermé, et ¢ : R — R une fonction
convexe croissante, alors pour tout x € int(dom(f)) on a

dgof(x)={nm,y, n€g(f(x)), ny € f(x)}

2.4 La transformation de Legendre-Fenchel.

une nouvelle transformée de fonction, portant le nom de W. Fenchel et A.M. Le-
gendre (I'intervention de ce deuxiéme nom sera expliquée un peu plus loin). Comme
cela a déja été dit en début de ce chapitre, dés que nous parlerons d’une fonction
f : E — R, il sagira d’une fonction non identiquement égale a +00 et minorée par
une fonction affine continue :

f(x)= <50,x> — o pour tout x € R", (2.2)

pour un certain s, € R"et un certain r, € R.

r—[Déﬁnition 2.77.} \

La transformée de Legendre-Fenchel de f est la fonction f * définie sur (R")* =
R" de la maniére suivante :

Vs e (RY)", f*(s):= sup[(s,x) —f(x)].

Autres appellations pour f* : conjuguée de f, polaire de f.

Une premiére interprétation économique de f*(s) : Supposons qu'un bien x soit
vendu au prix s et qu’il ait colité f(x) a produire ; la meilleure marge en vendant au

prix s, parmi toutes les quantités x de biens pouvant étre produites, est sup [(s, x> —f (x)] .
x€Rn
Autre lecture de la Définition (2.77) :

—f*(s) = xingn [f(x) — <s,x>] .

Ainsi, f*(s) est, au signe pres, le résultat de la minimisation de f perturbée par une
forme linéaire continue (s, >
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Avec les hypotheses sur f faites des le début, f* n’est pas identiquement égale a
+00 (en effet, f*(sy) < +00 pour la pente s, de (2.2), et ne prend jamais la valeur
+00). De plus, par définition-construction, f* est toujours une fonction convexe s.c.i.
(pour la topologie o(R",R")). 1l suffit pour voir cela d’écrire f comme le supremum
d’une famille de fonctions affines continues :

f*:=sup |:<.,x> —f(x)]

On se rappelle qu’avec la transformée de Fourier Z f de f,ona Z f(0) = f f(x)dx.
Rl’l

Avec la transformée de Legendre-Fenchel, on a quelque chose de similaire :

£7(0)=— inf f(x).

1
Exemple 2.77.1. » f : R — R définie par f(x) = —|x|?, ou p > 1.
p

[ , L ) 1
Alors, en désignant par q le "réel conjugué de p", i.e tel que —+ — =1,
P q

1
f*(s) = =|s|? pour tout s € R.
q

» f : R — R définie par f(x) =—In(x) si x > 0, +00 si x < 0.Alors

f*(s)=—In(—s)—1sis <0 ,+00 ailleurs.
1
» f :R" — R définie par f(x) = E(Ax,x), ol A est supposée définie positive. Alors,
f* ala méme allure que f :
1
f*(s) = §<A_1s,s>.
» f : R — R définie par f(x) = exp(x). Alors :

f*(s)=slIn(s)—ssis>0,0sis=0, +oo sis <O.

L'inégalité suivante vient immédiatement de la définition-construction de f* :

Proposition 2.78.}

Pour tout x e R" et s € R", (s,x) < f(x)+ fA(s).
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Proposition 2.79.}

pour tout fonction f : R" — R, f* est convexe fermée.

2.5 Application a 'optimisation

2.5.1 Cas abstrait

Proposition 2.80 (CNS).}

Soit f : R" — R une fonction convexe. Alors x, est un minimum global de f
sur R" si et seulement si 0 € J f (x,).

Remarque 2.80.1. Cette condition est donc la CNS pour la minimisation d’une fonc-
tion convexe. Elle présente de nombreux mérites.

1. Lorsque f est G-différentiable en x,, on retrouve la CNS usuelle : Dsf (x,) = 0.
2. Bien entendu, on peut calculer 0 f (.) partout, ce qui n’est pas le cas de D f (.).
3. Elle permet de traiter les contraintes convexes (c.f. ci dessous).
maintenant a minimiser une fonction convexe f sur un ensemble convexe D. Cela
revient a minimiser la fonction convexe f, = f +i,. Si 'on suppose que f est continue

en au moins un point de D, on a pour tout x, donc la condition nécessaire et suffisante
pour que X, soit un minimum sur D de f est :

0€df(xy)+N(D,x,).

Au passage, si de plus f est G-différentiable en x,. on retrouve la CNS usuelle :
—Dgf (x0) € N(D, x,).
2.5.2 Cas explicite

Soient f :R" > Ret g, : R" >R, i =1,...,n, sont convexes.
Considérons le probleme
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min f (x)
g(x)<0,i=1,..,n, (2.3)
x €R"”

,—[Théoreme 2.81 ([ ]).} \

Si a est minimum local de probléme (2.3), alors il existe des multiplicateurs
A; € R* tel que :

(a)— gi(a)<O0etA,g(a)=0pouri=1,..,n.

(@)— 0€2,3f (@) + Y A,dg(a).
i=1
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CHAPITRE 3

SOUS DIFFERENTIEL AU SENS DE
CLARKE

Les problémes variationnels ou d’optimisation font intervenir, de maniere naturelle,
des fonctions qui ne sont pas différentiables. Certes ces fonctions sont différentiables
en la plupart des points, mais ne le sont pas aux "points intéressants". Les objectifs d'un
calcul différentiel généralisé sont, au moins : "que ¢a fonctionne" (eu égard aux opéra-
tions usuelles de I'analyse) ; "que ca s’utilise" (Algorithmique, problemes applicatifs).
En démarrant ce chapitre, il y a déja deux contextes dans lesquels on sait évoluer et
qu’il s’agit d’englober et de généraliser : celui des fonctions différentiables et celui des
fonctions convexes. Ainsi, tout nouvel objet mathématique visant a "différentier des
fonctions non différentiables" devra se réduire a la différentielle usuelle dans le cas
des fonctions différentiables (ou du moins contintiment différentiables) et a celui de
sous-différentiel dans le cas de fonctions convexes.

Df,
f différentiable

[ convexe
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Dans cette cohérence ascendante cherchant a toucher une classe de fonctions aussi
vaste que possible, nous sommes conduits a faire des choix parmi tous les sous-différentiels
généralisés proposés par les mathématiciens lors des trente-cinq derniéres années. Ces
choix dépendent de ce qu’on veut faire :

- S'’il s’agit de traiter les problemes variationnels ou d’optimisation dans leur for-
mulation abstraite, dériver des conditions nécessaires d’optimalité par exemple, il y a
alors plusieurs sous-différentiels généralisés possibles.

— S’il s’agit d’algorithmique pour traiter des problemes non différentiables, il n’y a
pas besoin de généralité maximale mais bien de disposer d’un outil avec des régles de
calcul robustes. Dans ce but, nous consacrerons la ce chapitre au gradient généralisé
ou sous-différentiel généralisé au sens de E Clarke.

3.1 Fonction lipschitzienne

Les preuves des résultats donnés dans ce paragraphe peuvent étre trouvées dans
Soit Q2 C R" un ouvert.

r—[Déﬁnition 3.82.} \

Une fonction f : © — R est dite localement lipschitzienne de rang k, au
voisinage de x si :

Ve>0,Y(y,2) € B(x;€) |f (y) = f (&) < klly —=|

Une fonction localement Lipschitzienne en x présente ainsi, un taux d’ac-
croissement qui est borné dans un voisinage de x. D’autre part , une fonction
localement Lipschitzienne en x n’est pas forcement différentiable en x.

La classe des fonctions localement Lipschitzienne sur £ est remarquablement stable
pour toutes les opérations usuelles de I'analyse.
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,—[Proposition 3.83.} \

Soit f, g : Q — R deux fonctions localement lipschitzienne sur €, soit A, u €
R.Alors

1. Af + ug est localement lipschitzienne sur 2.
2. f g est localement lipschitzienne sur €.

3. |f| est localement lipschitzienne sur
1
4. Side plus f(x)#0,Vx €Q, ]7 est localement lipschitzienne sur Q.

5. max(f, g) et min(f, g) est localement lipschitzienne sur

Parmi les classes de fonctions déja rencontrées et qui sont localement Lipschitz,on a :

,—[Proposition 3.84.} \

1. Soit © convexe et f : Q — R convexe (ou concave), continue sur £,
alors f localement lipschitzienne sur Q.

2. Soit f : © — R continiment différentiable sur €, alors f localement
lipschitzienne sur 2.

Exemple 3.84.1.

1— Une application est O-lipschitzienne si et seulement si elle est constante [? .

2— Il existe néanmoins des fonctions différentiables sur 2 qui ne sont pas localement
Lipschitz sur Q par exemple la fonction convexe f : x € [0,1] — —+/x est dérivable
mais pas localement Lipschitz au voisinage de 0. car chg% f’(x) = —o0 la constante de

x#0
Lipschitz est explosé au bord du domaine.

Théoreme 3.85.}

Une fonction f : Q — R localement Lipschitz sur 2 est différentiable presque
partout sur {2
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Une propriété est dite vrai presque partout sur 2 si la propriété vrai en tous points
de 2, a 'exception de ceux d'un ensemble de mesure de Lebesgue * nulle.

Rappelons qu’ici les différentiabilités au sens de Gateaux ou Fréchet sont équiva-
lentes (cf. Chapitre 1). De plus, le caractére localement Lipschitz de f fait que V£ (x’),
la ou il existe dans un voisinage de x, est "contr6lé" par la constante de Lipschitz, il
"n’explose pas". En termes plus mathématiques, pour tout x € £, il existe r > 0 et
L = 0 tels que

{Vf(x') | x’ € B(x,r) et f est différentiable en x’} c B(0,L).
Ceci est d{i au fait que, pour x’ voisin de x,

fO+td)—f(x)

t

< L||d|. 3.1

Quand on pense différentiabilité de f en x, on pense inévitablement a des quotients

différentiels ) )
flx"+td)—f(x')
t

Qu’en faire lorsque f n’est pas différentiable en x ? On a beau essayer des limites
supérieures ou inférieures quand t — 0" a partir de (3.2), on récupére a l'arrivée une
sorte de dérivée directionnelle généralisée fV(x;d) dont la seule propriété tangible
est qu’elle est positivement homogene en la direction d : fP(x;ad) = af P(x;d)
pour a > 0.

Une approche différente, décisive quant a 'utilité du concept qui va suivre, consiste a
considérer le quotient différentiel de (3.2) pas en x seul mais dans un voisinage de x.
Elle est due a E Clarke (1973) et a marqué le renouveau de ce qu’'on appelle parfois
I’Analyse non-lisse (Nonsmooth analysis en anglais).

,oudeR" et t > 0. (3.2)

3.2 La dérivée directionnelle généralisée

On considere toujours, une fonction f : Q € R" — R localement Lipschitz sur I'ou-
vert 2 de R" et x € Q.
Contrairement au cas convexe, 'hypothése que la fonction f : R"™ — R est localement
Lipschitzienne en x € R" n’est pas suffisante pour 'existence des dérivées direction-
nelles de f. C’est pourquoi on doit généraliser le concept de dérivée directionnelle.

*. Il existe une unique mesure A sur la tribu Borélien B(R) qui étend la notion de longueur des
intervalles :
AMla,b])=b—a A est o-finie. On I'appelle la mesure de Lebesgue.
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r—[Déﬁnition 3.86.} \

La dérivée directionnelle généralisée de f en x, au sens de Clarke, est la limite
supérieure suivante

feo(xp; d) := limsupf(x +ld)_f(x)'

X—X( A
A—0t

(3.3)

Comme cela était attendu, f.(x,;0) = 0 et f.(x,; ad) = af.(x,;d) pour tout a > 0.
Plus surprenant, et essentiel pour la suite des éveénements, est la propriété de convexité
que voici :

,—[Propriété 3.87.}

La fonction d € R" — f,.(x,; d) est convexe continue sur R". De plus :
Vd €R", |f.(xo;d)| < LId]],

Ou L est une constante de Lipschitz pour f dans un voisinage de x.

Démonstration. Puisque f.(x,;.) est positivement homogene f.(xq; ad) = af.(x,;d)
pour tout d € R" et tout a > 0), la convexité de f.(x,;.) revient a sous-additivité.
A-t-on

Vu, Ve Rn fc(xo; u+ V) < fc(xo; u) +fc(x0; V)?

On a clairement

£.(egstt+v) = lim sup? AUV = ()

X—Xq A
A—0*

< limsupf(x +Au+Av)—f(x+ Au) +limsupf(x + Au)— f(x)

X—Xg A X—Xo A
A—0+ A—0+

< fo(xg;v) + fo(xq; u). (3.6)

3.4)

(3.5)

Comme le montre nettement la démonstration ci-dessus, c’est vraiment cette approche
qui a consisté a aller voir "ce qui se passe autour de x" qui a permis d’accéder a la
convexité de f.(x;.). N suffitu=ad etv=(1—a)d ot a€[0,1] etd,d’ € R".
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La majoration dans la (3.87) vient immédiatement du fait que

flx+2d)—f(x)
A

< Lid]|,

pour A > 0 assez petit et x voisin de x,. O]

On aurait pu étre tenté de prendre une limite inférieure au lieu d’'une limite supé-
rieure dans (3.3) :

£.(xp;d) = li;ri)icnff (x+ Ai)_f () (3.7)

A—0+

Cela n’aurait pas changé le font de 'affaire puisque
fg(xO; d) = —f.(x; —d).

Signalons avant d’aller plus loin que la limite supérieure

fle+Ad)—f(x) _ . flx+2d)—f(x)
p sup )

f(xp;d) :=limsu = inf
x—xg A £>0 3c70,¢] A
A—0+ r>0 _
x€B(xq,r)

est "atteinte" par une suite {x,} — x, et {1} — 07, C’est-a-dire : Il existe une suite
{x,} converge vers x, et une suite {A} > 0 converge vers 0 telle que

I FO+Ad) — f(x)
imsup )

k—+o00 A'k

Cela peut aider dans certaines démonstrations.

,—[Propriété 3.88.} \

1. f.(x;d):R" x R" — R est semi-continue supérieurement, autrement :

V{xi} = x, V{di} = d, limsup < f.(x; d).

k—+o0
2. "Symétrisation " :

Vd e R", (—f).(x;d) = f.(x;—d).
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Démonstration. Montrons d’abord (2). Par définition,

fe(xg;—d) := lirnsupf(x _Ai)_f(x)'
7L—>OJ(2

Avec le changement de variables u := x — Ad, le quotient différentiel ci-dessus n’est

autre que
(=f)u+Ad)—(=f)w)
i .
Donc
imeup EUHAD=CAW _ gy (g
A—>03

O

Puisque f.(x,;.) est convexe et continue sur R" (et méme Lipschitz sur R"), positi-
vement homogene, il est tentant de considérer les formes linéaires continues minorant
de f.(x,;.). ce qui donne naissance au sous-différentiel généralisé (au sens de Clarke)
de f en x,.

3.3 Sous-différentiel de Clarke

r—[Déﬁnition 3.89.}

Le sous-différentiel généralisé de f en x,, au sens de Clarke, est

O.f(xy) :={x*eR" |< x*,d >< f.(xq;d) pour tout d € R"}.

On aurait pu étre tenté d’utiliser la fonction concave f.(x,;.) et les formes linéaires
continues majorant f,.(x,;d). Cela n’aurait rien changé puisque, grace a la relation
fo(xg;d) =—f.(xg;—d) Vd € R", il découle

{x* e R"|< x*,d >< f.(xq;d) pour tout d € R"} = {x* €R" [< x*,d" >2 f.(xo;d") pour tout d € R

Désormais, c’est toute la machinerie de I'analyse convexe (chapitre
2) qui va étre appliquée a d.f (x,) via la fonction convexe f,.(x,;.).
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,—[Propriété 3.90.} \

(i)— 9.f (x,) est un convexe o(R",R")-compact * non vide de R", sa fonction
d’appui f.(x,;.), i.e.

Vd eR", f.(xq;d)= sup <x*,d>.
x*e&‘cf(xo)

(ii)— Si f contintiment différentiable sur €2, alors :

d.f (xo) ={Df (x)} pour tout x € Q

(iii)— Si f est convexe et continue sur 2, alors

0.f (xg) = 31 (xy) [sous—diﬁe’rentiel de fenxgau sens d'analyse convexe].

(iv)— Si f = max(fy,..., f,),0u chaque f; continiment différentiable sur £,

alors 1 J.f (xo) = co{Dfi(x) | fi(x) = f (x)}.

a. Compact par la topologie faible-* qui est la moins fine rendant toutes les applications
£, :R" > R continues.

,—[Propriété 3.91.} \

Si f : Q — R" est localement Lipschitzienne sur €2, alors pour tout x € :

f.(xg;d) =limsup {(Vf(x), d) | f différentiable en xo} . (3.8)

X—Xq

Une version un peu plus générale que (3.8) est comme suite. Supposons que f admette
en tout point x au voisinage de x,, une dérivée directionnelle usuelle :

flx+2Ad)—f(x)
A

fe(xo;d) = limsup f'(x; d).

X—Xg

f(x;d) = llir(r)1+ , d € R". Alors, pour tout d € R",

La dérivée directionnelle généralisée f.(x,; d) apparait donc comme une "version régu-
larisée (en allant regarder autour de x, de la dérivée directionnelle usuelle f'(xy;d).
Donnons quelques exemple d’illustrations diverses.
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Exemple 3.91.1. Soit f : x € R — f(x) =—|x|. Alors, 9.f (0) = [—1, 1]. De maniére
plus générale, si f : Q2 — R est concave et continue sur S, alors

3f(x)={x"€R"| f(y) < f(x)+{x",y —x)},
c’est-a-dire le sur-différentiel de f en x.

Exemple 3.91.2. Soit f : R — R définie par :

f(x)zx%in(%) six#0, f(0)=0.

f est dérivable sur R mais pas continitment dérivable sur R. De fait,

1 1
f'(x)=2x sin(—) — cos (—) six #0,
x X
laquelle dérivée n’a pas de limite quand x — 0.

Or f localement Lipschitz on a d.f(0) =[—1, 1]. Ainsi, alors que f'(0) = 0.

D’'un maniere plus générale, si la fonction localement Lipschitz f : O — R est
Fréchet-différentiable en x € Q, Df (x) € d.f (x). Ceci n’est une faiblesse car, rappelons-
nous que (Propriétés 3.72, (ii)) d.f (x) = {Df (x)} en tout x € Q lorsque f est conti-
ntiment différentiable sur Q

3.4 Regle de calcul de sous-différentiel

Les regles de calcul basiques sur les sous-différentiels généralisés sont directement
dérivées des regles de calcul sur les sous-différentiels de fonctions convexes (du Cha-
pitre 2). En effet, d.f (x) est le sous-différentiel en O de la fonction convexe positive-
ment homogeéne f.(x;.) :

x*ed.f(x)e f.(x;0)+ (x*, d— O) pour tout d € R".
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,—[Proposition 3.92.} \

Soit f : R" — R une fonction localement Lipschitz.

1. d(af)(x)=adf(x) pour tout a € R. En particulier,

A(=f)(x) =—0f (x).

(f +8)(x) caf(x)+ag(x).

3. Si x est un minimiseur local ou un maximiseur local de f, alors :

0e€df(x.

St {xy} — x, x; € 9f(x) et si x; — x*
(pour la topologie faible-*, o(R",R"), alors
x* e df(x).

5. Théoreme des accroissement finis (ou de la valeur moyenne ) : Suppo-
sons [x,y]Q; il existe alors A €]0, 1[ tel que

f=f &) e (@lx +Aly )]y —x)

(= {lxy=x) | x coslx+ay -}
6. Si f = max(fy,..., fi),
8 (x) € co{af,(x)] tels que fi(x) = f(x)}.

7. Un exemple de regle de calcul sur les fonctions composées : Supposons
que f = goF, avec F continiment différentiable sur 2, et g localement
lipschitzienne sur 2,. alors :

df(x)=[DF(x)]"dg[F(x)], (3.9)
ol [DF(x)]* : R" —» R™ désigne I'adjointe de la différentielle DF(x) €

2(R",R™).
Il y a égalité en (3.9) lorsque DF(x) est surjective.

Q, CcR" Q, CcR™
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- Démontrer en premier lieu des relations d’inégalité entre dérivées
directionnelles généralisées ;

- Appliquer les reégles de calcul sous-différentiel(de fonction
convexes) a ces fonctions dérivées directionnelle généralisées ;

- En déduire des régles de comparaison, sous forme d’inclusion,entre
sous différentiels généralisés.

Démonstration. Nous n’en esquisserons que quelques-unes pour illustrer le chemine-
ment présenté plus haut.

1. Pour démontrer (1), on utilise le fait que (af).(x;d) = f.(x;ad) pour tout
d € R".
2. On commence par démontrer que

(f + g).(x;d) < f.(x;d) + g.(x;d) pour tout d € R".

3. En un point X minimiseur local de f,

f.(x;d) = Opour tout d € R".
4. On commence par démontrer que

f.(x;d) < max {fci(f;d) | itels quef'(x) :f(f)} pour tout d € R".

Quelques commentaires :

— Linclusion (2) de (4) , et non I’égalité, peut surprendre. En fait, il n’en est rien,
c’est 'égalité qui aurait été étonnante, vu la généralité des fonctions en jeu et la ma-
niére "tarabiscotée" dont le sous-différentiel généralisé est construit. Pour prendre un
exemple simple, si f(x) =—g(x) = |x|,

2f(0)=0g(0)=[—1,+1], alors que (f + g)(0)=0.
— La relation (5) est tres simple, et pourtant elle est tres utile, ne serait-ce qu’en
algorithmique ou on est fréquemment en situation de comparer f (x; + A, d;) a f(x;).

Or
£+ Aedi) = £ (o) + Ae{si die ),
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ou s, € df(6,) et 6, est un point intermédiaire entre x; et x, + A, d,.

— Avoir des égalités dans les inclusions des regles de calcul 6.12 requiert, apriori, des
hypotheéses fortes sur le comportement des fonctions au voisinage de x. L'une d’entre
elles est que, pour les fonctions f en jeu, la dérivée directionnelle usuelle f’(x;.) existe
et coincide avec la dérivée directionnelle généralisée f.(x;.). Certes, ceci est vérifié
pour les fonctions contintiment différentiables ou les fonctions convexes, mais a peu
de chances de I’étre pour une fonction non convexe qui ne serait pas différentiable en
x.

3.5 Application a 'optimisation

3.5.1 Sans contraintes

,—[Théoreme 3.93 ([ ]).} \

On suppose que x, € int(dom(f)) est un minimum local de f sur R". Alors
pour tout d € R",
fl(xe;d) 2 0,

ou encore
O0e acf (XO)-

3.5.2 Avec contraintes
Cone tangent de Clarke

Soit S NR", nous désignons par dg(.) la fonction distance définie par :

ds(x) = ;rég lx—yll, Vx € R

ds(.) est localement Lipschitzienne de rapport 1, par suite

8.ds(x) #0, ¥x €R".
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~ Définition 3.94. ) ‘

Soit x € R", on appelle Cone tangente de Clarke a S en x, 'ensemble noté :
T.(S,x)={d €R"| f/(x;d) <0} ot f =d(.).

Et N.(S,x) = U,.oA0.ds(x) est appelé Cone normal de clarke a S en x.

,—[Proposition 3.95.} \

T.(S, x) est un Cone convexe fermé de R", et donc

T.(S,x) = [N(S, x)J°

Maintenant on minimise une fonction f localement Lipschitzienne sur un ensemble
S. Cela revient a minimiser globalement la fonction fg = f + kds(.),k > 0. Donc la
condition nécessaire pour que X, soit un minimum local de f sur S est :

0 € df(xy)+ N.(S,x0).

3.5.3 Cas explicite

Soit f,g; i =1, ...,n localement Lipschitzienne et considérons le probleme suivant :

min f (x)
g(x)<0,i=1,..,n, (3.10)
x €R"

On appelle Lagrangien du probleme (3.10) la fonction L : R" x R, x R} — R,
donnée par :

L(x,A,a)=Af(x)+ Zaigi(x), Vx eR"

i=1
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,—[Théoreme 3.96 ([ ]).} .

Si a est minimum local de (3.10) alors :

(32> 0,3a € R non tous nuls
@ =0sii ¢ 1), D @e(@=0)
1 ; § (3.11)

et 0€3,L(a,1,@) C Ad.f(a)+ Y %d.g(a)

\ i=1

Remarque 3.96.1. Ce théoréme redonne le théoréme (2.81) de Rockafellar dans le
cas convexe ainsi que le théoréme de kuhn-tuker dans le cas différentiable.

3.6 Fonctions D.C

Dans cette section nous sommes attachés a étudier la calasse de fonctions impor-
tantes en optimisation non convexe, non différentiable : les fonctions qui peuvent
s’écrire comme différence de fonctions convexes (fonctions D.C).

~ Définition 3.97. ) ‘

Soient C un ensemble convexe non vide de R" et f : C — R une fonction.

» La fonction f est dite D.C sur C si elle peut s’écrire comme différence
de deux fonctions g, h convexes sur C,

f(x)=g(x)—h(x), Vx eC.

» On dit que g —h est une décomposition D.C de f et g, h sont des com-
posantes D.C de f.

DC(R") := ensemble des fonctions qui s’écrivent comme des différences de fonc-
tions convexes sur R".
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Propriété 3.98.}

DC(R") est stable par les propriétés usuelles de ’Analyse telles que : addition,
soustraction, multiplication, maximum d’'un nombre fini de fonctions, etc.

,—[Proposition 3.99.} \

Si f une fonction D.C sur un ensemble C et f admet une décomposition D.C
comme g — h alors pour tout fonction ¢ convexe finie sur C.

(g +¢p)—(h+ ) fournit aussi une décomposition D.C de f

Proposition 3.100.]

Tout fonction de D.C admet une infinité de décomposition D.C.

3.6.1 Application a 'optimisation

Considérons le probleme suivant :

(3.12)

minimiser f (x) := g(x)—h(x)
x € R"

ou g, h sont des fonctions convexes s.c.i propre sur R". la deuxieme fonction h est
partout finie et continue sur R". Si ¢a n’est pas le cas, comme nous minimisons dans
(3.12), nous donnons la priorité a +00 cest-a-dire que nous adoptons la regle de
calcul (+00) — (4+00) = +00 pour le cas ou cela se produirait.

~ Définition 3.101. ] ,

Soient g, h deux fonctions convexes s.c.i propres.
Un point x* € dom(g) Ndom(h) est un minimum local de g — h s'il existe un
voisinage (une boule) V,.. de x* tel que

(g —h)(x") < (g—h)(x), Vx €V,..
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,—[Proposition 3.102.} \

Soit X un minimum local de f = g —h sur R". Alors :

dh(x) c 8 g(X) (3.13)

\. J

Démonstration. Pour x € B(X,r)ona:

f(x)=g(x)—h(x) = f(x) = g(x)—h(x),
soit encore
g(x)—g(x) = h(x) —h(x).

Soit X* € dh(x). D’aprés la définition de sous-différentiel on trouve
h(x)—h(x) > (x*,x —X)

donc,
g(x)—g(x) > (x*,x —X) Vx €B(x,r).

Grace a la convexité de g qui "globalise" les inégalités, la relation au dessus s’étend
a tout R".
X" € dg(x).

O

La condition (3.13) est "orientée" vers la minimisation, et la condition nécessaire
vérifiée par un maximum local X serait dh(x) C d g(x). Pour symétriser quelque peu
les choses, Toland a eu I'idée d’introduire la notion de point critique (ou stationnaire)
suivante.

Définition 3.103. |

Un point x € R" est appelé T-critique (ou T-stationnaire) de f = g—h lorsque

2¢(x) N Oh(x) £ 0.

Lorsque X est un point T-critique, la valeur f(x) = g(x) — h(x) est appelée valeur T-
critique de f. Evidemment, cette notion de T-criticité de f dépend de la décomposition
D.C. f = g—h de f. Comme conséquence de la Proposition précédente, nous avons :
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e Si X est un minimum local de f = g —h et si dh(x) # @,alors X est un point
T-critique de f.

e Si X est un maximum local de f = g —h et si dg(x) # 0,alors X est un point
T-critique de f.

3.7 Probleme ouvert

Des questions importantes susceptibles de constituer des problemes ouverts pour
la problématique que nous avons abordée.

e tout fonction D.C admet plusieurs décompositions de D.C, est ce qu’il existe une
décomposition meilleure (optimale) parmi ces décompositions.
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