,
i\
. . \ NN , .
ol Ol g pglall 448 'ﬁ@% il 4 (3 doos s daal
tov2llolt | +Lo000l2l A 1OI2X2 121 ?’ﬁ'@ +00NolIT+ OIAT CBACLoA O HOASUUCD
Faculté des Sciences et Techniques de Fés TAY

e T e o ,,‘::.: .}:;If:,fj:;‘:";;jx,": U n ive I'Sité S i di M 0 h am ed Be n Abd ella h

Master Mathématique et Application au Calcul Scientifique
(MACS)
MEMOIRE DE FIN D’ETUDES

Pour I'obtention du Diplome de Master Sciences et Techniques
(MST)

Autour de la bi-amalgamation d’anneaux

le long des idéaux

¢ Réalisé par : ANEBRI Adam
¢ Encadré par : Pr. MAHDOU Najib

Soutenu le 17 Juin 2019

Devant le jury composé de:

Abdelmajid HILALI Faculté des Sciences et Techniques Fés  Président
Chahrazade BAKKARI Faculté des Sciences Meknes Examinateur
Najib MAHDOU Faculté des Sciences et Techniques Fés  Encadrant
Lahcen OUKHTITE Faculté des Sciences et Techniques Fés  Examinateur

Aziza RAHMOUNI HASSANI Faculté des Sciences et Techniques Fés  Examinateur

Année Universitaire 2018 / 2019

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES FES — SAISS

=] B.P. 2202 — Route d’Imouzzer — FES




RESUME

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter et traiter des ex-
tensions d’anneaux appelées les bi-amalgamées introduites par S. Kabbaj,
K. Louartiti et M. Tamekkante en 2014. Il s’agit d’étudier le transfert de
certaines propriétés des anneaux classiques ainsi que quelques propriétés
homologiques a la structure des bi-amalgamées. Et enfin, nous terminons
ce travail par quelques axes de recherches que nous souhaitons aborder et
résoudre par la suite.

Mots clés :

Bi-amalgamations, amalgamations, extensions triviales, produits fibrés, anneaux arithmétiques,
pm-anneaux, pm-anneaux, anneaux de caracteére fini, anneaux h-locaux, anneaux et modules
Nil,-cohérents, anneaux et modules Nil,-cohérents spéciaux .
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Introduction :

Le présent travail a pour but de présenter la nouvelle construction d’extension d’an-
neaux introduite par S. KABBAJ, K. LOUARTITI et M. TAMEKKANTE en 2014 ap-
pelée bi-amalgamation d’anneaux le long des idéaux. Ainsi, ce mémoire est divisé en sept
chapitres et une conclusion :

Le premier chapitre :

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions de base concernant les mo-
dules et les anneaux classiques afin de faciliter le rappel aux lecteurs.

Le deuxiéme chapitre :

Le second chapitre est consacré a l'article de S. Kabbaj, K. Louartiti et M.
Tamekkante “Bi-amalgamated algebras along ideals”, dans lequel ils
construisent cette classe d’extensions.

Le troisieme chapitre :

Ce chapitre concerne 'article de S. Kabbaj, N. Mahdou and M. A. S. Moutui ; ¢
Bi-amalgamations subject to the arithmetical property ” qui traite les
conditions nécessaires et suffisantes pour que la bi-amalgamation soit enchainée
et arithmétique. Ainsi, il enrichit la littérature avec de nouveaux exemples.

Le quatrieme chapitre :

Consacré a ’article de M. Tamekkante et E. M. Bouba; “ Bi-Amalgamation
of small weak global dimension ”, qui caractérise les extensions bi-amalgamées
de dimension globale faible inférieure ou égale a 1.

Le cinquieme chapitre :

Il s’agit de 'article de M. Tamekkante et E. M. Bouba ; “ Note on weak glo-
bal dimension of coherent bi-amalgamation ” qui traite dans un cas par-



ticulier, les conditions nécessaires et suffisantes pour que la bi-amalgamation
d’anneaux soit de dimension globale faible finie.

Le sixieme chapitre :

Dans ce chapitre, nous abordons un article de M. Tamekkante et E. M. Bouba ;
“ On pm' and finite character bi-amalgamation ” dans lequel ils étu-
dient les propriétés pm™, de caractére fini et h-locale.

Le dernier chapitre :

Sous theme “ Commutative rings and modules that are Nil,-coherent
or special Nil,-coherent” | article de K. Alaoui Ismaili, D. . Dobbs and N.
Mahdou qui a pour but de définir les notions Nil,-cohérence et Nil,-cohérence
spéciale et d’évoquer le transfert de ces propriétés a ’extension triviale et a
I’amalgamation d’anneaux.

Perspectives :

Et pour conclure ce travail, nous allons présenter quelques perspectives de ce
sujet, que nous souhaitions entamer prochainement.



Chapitre 1

Notions de base

1.1 Résultats sur les modules

1.1.1 Modules libres

Définition 1.1.1

Un R-module E est dit libre s’il est somme directe de copies de R. Si Ra; = R et
E = @icrRa; ou I est un ensemble d’indexation, 'ensemble {a; | i € I} est appelé
alors une base de F.

Un module libre est dit de rang n s’il admet une base de cardinal n.

Théoréme 1.1.1 ([28], Corollaire 3.7)
Soient R un anneau et E un R-module libre de rang n. Si {ay,...,a,} engendre E, alors
c’est une base de E.

Rappel (Suites exactes)

1) Une suite de R-modules et d’homomorphismes

Ui—1 Uj Uit
My My e M S

est dite suite exacte en M; si Ker(u;) = Im(u;—1). Cette suite est dite exacte si elle
est exacte en chaque M;.

2) Une suite exacte courte est une suite exacte de la forme :

0— M M "> M" —0;

C’est a dire que u est injectif, v est surjectif et Im(u) = Ker(v).



Définition 1.1.2
1) Une présentation d’un module M (de longueur 1) est une suite exacte :

Ly—L — M—0

ou Ly et Ly sont des modules libres. Notamment, tout module admet une présenta-
tion.

2) Un module M est dit de présentation finie s’il existe une suite exacte de R-modules
Ly—L — M —0

avec Ly et Ly sont libres de bases finise.

Théoréme 1.1.2 ([26], Théoréme 5.1.14)
1) Tout module de présentation finie est de type fini.

2) Un module est de présentation finie si et seulement s’il est isomorphe au quotient
d’un module libre de base finie par un sous-module de type fini.

Théoréme 1.1.3 ([26], Théoréme 5.1.15)
Soit M un R-module de type fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) M est de présentation finie;

2) Pour toute suite exacte : 0 — A — B — M — 0, si B est de type fini alors
A est de type fini.

1.1.2 Modules projectifs

Théoréme 1.1.4 ([26], Théoréme 5.2.3)
Soit P un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Pour tout diagramme de modules :

P

X

B-2-A— >0

ot la ligne est exacte (i.e. g est surjectif), il existe « € Hom(P, B) tel que le dia-
gramme est commutatif; c’est a dire go a = f.

2) Toute suite exacte 0 — A —» B — P — 0 est scindée (c’est d dire B = A®P) ;
3) P est un facteur direct d’un module libre ;

4) Le foncteur Hom(P,.) est exact (i.e. pour tout suite eracte A — B — C' — 0,
la suite Hom(P, A) — Hom(P, B) — Hom(P,C) — 0 est ezacte).



Définition 1.1.3
On dit qu’un module P est projectif s’il vérifie l'une des conditions équivalentes du Théo-
reme précédent.

Théoréme 1.1.5 ([26], Théoréme 5.2.9)
Soit R un anneau intégre. Alors tout idéal projectif de R est de type fini.

Définition 1.1.4
Soient R un anneau intégre, I un idéal de R et ™' = (R : I) := {x € Frac(R) | zI C R}.
L’idéal I est dit inversible si II7' = R.

Théoréme 1.1.6 ([26], Théoréme 5.2.11)
Soit I un idéal de R. Alors on a :

1) II"' CR.
2) Supposons que l'anneau R est intégre. Alors I est projectif si et seulement si I est
inversible.

1.1.3 Modules plats

Définition 1.1.5
Un R-module E est dit plat si le foncteur E Qg . est exact; c’est a dire, pour toute suite

exacte de R-modules 0 —= M —= N | la suite

0—~Eopx M2 E@s N

est exacte.

Proposition 1.1.1 ([26], Corollaire 6.1.12)
Soient R un anneau intégre et K son corps des fractions. Alors K est un R-module plat.

Théoréme 1.1.7 ([26], Théoréme 6.1.18)
Soit P un module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) P est projectif de type fini;
2) P est plat de présentation finie.

Définition 1.1.6
Soit R un anneau et I un idéal de R. On dit que I est un idéal pur de R si R/I est un
R-module plat.

Le théoreme suivant donne une caractérisation d’un idéal pur :

Théoréme 1.1.8 ([17], Théoréme 1.2.15)
Soient R un anneau et I un idéal de R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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1) I est un idéal pur de R ;

2) Iny =0 ou Iy, = Ig, pour tout idéal mazimal M de R.

» Localisation

Soit R un anneau. A partir d’'un R-module M on construit le module des fractions S~ M.
Soient M un R-module et S une partie multiplicative de R. On définit une relation
d’équivalence sur M x S par :

(m,s) ~ (m',s") & (ms"—m's)t =0 pour un certain t € S.

On note m/s la classe d’équivalence de (m,s) qu'on appelle fraction. I’ensemble de tous
ces fractions est noté S~'M, on définit I'addition et la modulation par :

(m/s)+ (m'/s") = (s'm +sm')/(ss)

et
(a/t)(m/s) = (am)/(st).

ot a/t € ST'R. ST'M devient ainsi un S~' R-module (et aussi un R-module).
Pour S = R\ P ou P est un idéal premier de R, on note S™'M par Mp.

Théoréme 1.1.9 ([26], Théoréme 6.2.1)
Soient S une partie multiplicative de R et M un R-module. Alors :

1) Si M est un R-module de type fini, alors ST*M est un S~ R-module de type fini.
2) Si M est un R-module libre, alors S™'M est un S~ R-module libre.

3) Si M est un R-module de présentation finie, alors S™YM est un S~'R-module de
présentation finie.

4) Si M est un R-module projectif, alors STYM est un S™'R-module projectif.
5) Si M est un R-module plat, alors S™*M est un S™' R-module plat.

1.1.4 Modules cohérents

Définition 1.1.7
Soit R un anneau. Un R-module M est dit cohérent s’il est de type fini et si tout sous
module de type fini de M est de présentation finie.

Remarques 1.1.1
1) Un sous module de type fini d'un R-module cohérent est un R-module cohérent.

2) Sur un anneau Noethérien, tout module de type fini est cohérent.



Théoréme 1.1.10 ([24], Théoréeme 2.1.3)
Soient R un anneau et 0 — P 5 N £> M — 0 une suite exacte de R-modules.

1) si N est un module cohérent et P est de type fini, alors M est cohérent.
2) Si M et P sont cohérents, alors N est cohérent.
3) Si M et N sont cohérents, alors P est aussi cohérent.

Corollaire 1.1.1

Soient R un anneau et ¢ : M — N un morphisme de R-modules cohérents. Alors
Im(¢), Ker(¢) et Coker(¢) sont cohérents.

» De méme, on obtient les deux résultats suivants :

Corollaire 1.1.2
Toute somme directe finie de modules cohérents est un module cohérent.

Corollaire 1.1.3
Soient R un anneau et M et N deuzr sous modules de type fini d’un module cohérent E.
Alors M + N et M NN sont deux Modules cohérents.



RELATIONS ENTRE MODULE 1IBRE, PROJECTIF ET PLAT

r———71
— 4t Mdepfh——
fffffffff L — _J
r ]
— R local r————=——-———- 7
L= = : M de t.f et R integre
plessicsnt
M libre M projectif M plat
r—-——-—=-=—==- ]
i M de t.f et R local !
L _ _ _ _ _ j

Clé : « Les fleches continues sont des implications.
o Les fleches coupées par des rectangles pointillés sont des implications
sous les conditions placées dans ces rectangles.
. p.f désigne présentation finie, et t.f désigne type fini.




1.2 Résultats sur les anneaux

1.2.1 Anneaux des fractions

Soient A un anneau et S une partie multiplicative de A (i.e. S C A, 1 € S,0 ¢ S et
Va,b € S, ab € S). On définit une relation d’équivalence sur A x S par :

(a,s) ~ (da',s") & (as’ — d's)t =0 pour un certain t € S.

On note a/s la classe d’équivalence de (a, s) qu'on appelle fraction. Sur ’ensemble de ces
fractions noté S7!A, on définit I'addition et la multiplication par :

(a/s) + (a'/s") = (as’ + sa’)/(ss")
et
o (a/s) x (a'/s') = (ad')/(ss).
Définition 1.2.1

S=YA munit de laddition et de la multiplication définies ci-dessus est un anneau commu-
tatif unitaire d’élément nul 0/1 et d’élément unité 1/1 appelé anneau des fractions de A
par rapport a S.

Définitions 1.2.1
Soit R un anneau commutatif.

1) Si R est intégre et S = R\ {0} alors ST'R est le corps des fractions de R, noté
af(R).

2) Si R n’est pas intégre et S l’ensemble des éléments réguliers de R (non diviseurs de
zéro) alors STIR est appelé l'anneau total des quotients de R, noté T(R).

Localisation

Soit P un idéal premier de R. On a S := A\ P est une partie multiplicative de R. Dans
ce cas ST!R noté Rp est un anneau local appelé la localisation de R en P. Ainsi, on a :

Psz{%ES_1A|aEPetSES}

est I'idéal maximal de Rp.

Proposition 1.2.1 ([26], Proposition 3.2.4)
Soit R un anneau et I un idéal de R. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) I =0;
2) Ip = 0 pour tout idéal premier P de R;
3) Iy = 0 pour tout idéal maximal M de R.



1.2.2 Anneaux Noethériens

Proposition 1.2.2 ([26], Théoréme 7.1.1)
Soit R un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tout ensemble non vide d’idéaux de R admet un élément maximal ;
2. Toute suite croissante d’idéaux de R est stationnaire;
3. Tout idéal de R est de type fini.

Définition 1.2.2
On dit qu’un anneau R est Noethérien s’il vérifie ['une des conditions équivalentes de la
proposition (1.1.2).

Proposition 1.2.3 ([26], Proposition 7.1.9)
Soient R un anneau Noethérien et ¢ : R — S un morphisme d’anneauz surjectif. Alors S
est Noethérien.

Corollaire 1.2.1
Soient R C S une extension d’anneaux, ou R est Noethérien et S est un R-module de
type fini, alors S est Noethérien.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Hilbert)
Soient R un anneau Noethérien et X une indéterminée sur R. Alors R[X| est Noethérien.

Remarque 1.2.1
Si R est Noethérien, alors 'anneau R[[X]] est Noethérien.

Corollaire 1.2.2
Soient R un anneau Noethérien et X, ..., X, des indéterminées sur R. Alors R[ X1, ..., X,]
est Noethérien.

1.2.3 Domaines de valuation

Définition 1.2.3
Un anneau R est dit de valuation si pour tous a,b € R, on a a € Rb ou b € Ra. Si R est
intégre, alors R est appelé domaine de valuation.

Théoréme 1.2.2 ([25], Théoréme 4.5.2)
Soient R un anneau integre et K son corps des fractions, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. R est un domaine de valuation ;

2. Pour tous a,b € R, on a Ra C Rb ou Rb C Ra;
3. Pourtoutx € K onax € R ouz™' € R.

10



Proposition 1.2.4 ([25], Proposition 4.5.4)
Soient R un domaine de valuation et K son corps des fractions. Alors on a :

1. Tout domaine S tel que R C S C K est un domaine de valuation.
2. R est un anneau local.

Corollaire 1.2.3 ([25], Corollaire 4.5.5)

Soient R un domaine de valuation et S une partie multiplicative de R. Alors S R est un
domaine de valuation.

Proposition 1.2.5 ([25], Exercice 4.6.8)
Tout domaine principal et local est un domaine de valuation.

1.2.4 Anneaux semi-simples

Définitions 1.2.2
Soient R un anneau et M un R-module.

1) M est dit simple si M # 0 et si M ne contient pas de sous modules propres.
2) M est dit semi-simple si M est produit fini de modules simples.

3) Un anneau R est dit semi-simple s’il est un module semi-simple.

Théoréme 1.2.3 ([26], Théoréme 7.2.2)
Soit R un anneau. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) R est semi-simple ;

2
3

) Tout R-module est semi-simple ;

) Tout R-module est injectif ;

4) Tout suite exacte courte de R-modules est scindée ;
5)

Tout R-module est projectif.

Dans les anneaux commutatifs, on a la caractérisation suivante :

Théoréme 1.2.4 ([26], Théoréme 7.2.3)

Soit R un anneau commutatif. R est semi-simple si et seulement si R est un produit fini
de corps.

Proposition 1.2.6 ([28], Proposition 4.1)
Un anneau R est semi-simple si et seulement si tout idéal I est un facteur direct de R.

Corollaire 1.2.4
Tout idéal d’un anneau semi-simple est engendré par un élément idempotent.

11



1.2.5 Anneaux réguliers au sens de Von Neumann

Théoréme 1.2.5 ([26], Théoréme 7.3.1)
Soit R un anneau commutatif. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Pour tout a € R, il existe a' € R tel que a'a® = a;
2) Pour tout x € R, il existe e € R tel que e = ¢ et Rx = Re;

3) Tout idéal de type fini de R est principal et engendré par un idempotent ; c¢’est d dire

engendré par un élément e tel que €* = e ;

4) Tout idéal de type fini est un facteur direct de R ;
5) Tout R-module est plat.
Définition 1.2.4

Un anneau R est dit régulier au sens de Von Neumann (ou absolument plat) s’il vérifie
l'une des assertions du théoreme précédent.

Proposition 1.2.7 ([26], Proposition 7.3.3)
Soit R un anneau régqulier au sens de Von Neumann. On a :

1) Si S est une partie multiplicative de R, alors ST'R est régulier au sens de Von
Neumann.

2) R est intégre si et seulement si R est un corps.

Le théoréme suivant donne des caractérisations des anneaux réguliers au sens de Von
Neumann via les localisations :

Théoréme 1.2.6 ([26], Théoréme 7.3.4)
Soit R un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) R est régulier au sens de Von Neumann ;
2) R, est un corps pour tout P € Spec(R) ;
3) Ry est un corps pour tout M € Max(R).

On a d’autres caractérisations des anneaux réguliers au sens de Von Neumann :

Proposition 1.2.8 ([23], Exercice 4.15)
Un anneau R est régulier au sens de Von Neumann si et seulement si dim(R) = 0 (au
sens de Krull) et R est réduit.

Théoréme 1.2.7 ([26], Théoréme 7.3.5)
Un anneau R est régulier au sens de Von Neumann si et seulement si tout module de
présentation finie est projectif.
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1.2.6 Anneaux héréditaires - Domaines de Dedekind

Définition 1.2.5
Un anneau R est dit héréditaire si tout idéal de R est Projectif.
Si l'anneau est intégre, on parle de domaine de Dedekind.

» Notamment, tout domaine de Dedekind est Noethérien puisque tout idéal projectif
est de type fini dans un domaine. Par contre, un anneau héréditaire n’est pas forcément
Noethérien (voir [[26],Exemple 7.4.7]).

» Dans un anneau héréditaire on a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.8 (1. kaplansky)
Soit R un anneau héréditaire. Alors tout sous module d’un module libre est somme directe
didéauz.

Corollaire 1.2.5
Soit R un anneau. Alors R est héréditaire si et seulement st tout sous module d’un module

projectif est projectif.

» Dans le cas des domaines principaux, on obtient :

Corollaire 1.2.6
Soit R un domaine principal. Alors on a :

1) Tout sous module A d’un module libre F' est libre et on a rang(A) < rang(F).

2) Tout sous module d’un module de type fini B =< by, ...,b, > est de type fini et peut
étre engendré au maximum par n éléments.

3) Tout module projectif est libre.

» Dans les anneaux Noethériens, on a les caractérisations suivantes des anneaux hérédi-
taires :

Théoréme 1.2.9 ([26], Théoréme 7.4.6)
Soit R un anneau Noethérien. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) R est héréditaire ;

)
2) Rp est un domaine de valuation discréte, pour tout P € Spec(R) ;
3) Ry est un domaine de valuation discréte, pour tout M € Max(R) ;
)

4) Tout idéal de R est plat.
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1.2.7 Anneaux semi-héréditaires - Domaines de Priifer

Définition 1.2.6
Un anneau est dit semi-héréditaire si tout idéal de type fini est projectif. Un anneau semi-
héréditaire intégre est dit un domaine de Priifer.

Exemples 1.2.1
1) Tout anneau héréditaire est semi-héréditaire. si de plus 'anneau est Noethérien,
alors on a 1’équivalence.

2) R est un domaine de Dedekind si et seulement si R est un domaine de Priifer Noe-
thérien.

» Maintenant, on va donner une caractérisation des anneaux semi-héréditaires dans le
cas des anneaux integres et celui des anneaux cohérents.

Proposition 1.2.9 ([26], Proposition 7.5.3)
Soit R un anneau. Considérons les assertions suivantes :

1) R est semi-héréditaire ;

2) R, est un domaine de valuation, pour tout P € Spec(R) ;
3) Ry est un domaine de valuation, pour tout M € Max(R) ;
4) Tout idéal de type fini est plat.

Onal= 2= 3= 4. Et si R est cohérent ou intégre, alors on a l’équivalence entre les
quatre assertions

Théoréme 1.2.10 ([26], Théoréme 7.5.4)
Si R est semi-héréditaire, alors tout sous module de type fini d’un module libre est somme
directe d’idéauz de type fini.

Corollaire 1.2.7
Soit R un anneau. Alors R est semi-héréditaire si et seulement si tout sous module de
type fini d’un module projectif est un module projectif.

1.2.8 Anneaux cohérents

Définition 1.2.7
Un anneau R est dit cohérent s’il est cohérent comme R-module, c’est a dire que tout idéal
de type fini est de présentation finie.

Exemple 1.2.1
Un anneau semi-héréditaire est cohérent puisque tout idéal de type fini projectif est de
présentation finie.
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» Maintenant, le théoreme suivant présente des caractérisations des anneaux cohérents.

Théoréme 1.2.11 ([24], Théoréme 2.2.3)
Soit R un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) R est un anneau cohérent;

2) Tout R-module 1-présenté est un module cohérent;

3) Tout sous module de type fini d’un module libre est un module 1-présenté ;

4) Tout R-module R® (S est un ensemble arbitraire) est plat;

5) tout produit direct de R-modules plats est un module plat ;

6) (I:a) est un idéal de type fini pour tout idéal I de type fini et pour chaque a € R ;
7) (0 : a) est un idéal de type fini pour tout a € R et l'intersection de deux idéaux de

type fini est un idéal de type fini.

Remarque 1.2.2

L’assertion 3) du Théoreme précédent peut-étre énoncée autrement, en disant qu'un an-
neau R est cohérent si et seulement si tout R-module 1-présenté est 2-Présenté (donc
infiniment présenté).

Théoréme 1.2.12 ([17], Théoréme 2.4.1)
1) Si R est un anneau cohérent et I est un idéal de type fini de R, alors R/I est
cohérent.

2) Si R/I est cohérent et I est un R-module cohérent, alors R est un anneau cohérent.
Théoréme 1.2.13 ([17], Théoréme 2.4.2)

Soient R un anneau cohérent et S une partie multiplicative de R. Alors ST'R est un an-
neau cohérent.

En particulier, tous les localisés Rp de R sont cohérents, avec P € Spec(R).

Théoréme 1.2.14 ([24], Théoréme 2.2.11)
Soient (R;)I, une famille d’anneauz et R = 117 R;. Alors R est cohérent si et seulement
si R; est cohérent pour tout 1 =1,...,n.
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[RELATIONS ENTRE LES ANNEAUX |

Soit R un anneau

Cohérent Noethérien R semi-simple
R satisfait la \rﬁ ;at;sf;i; lg j\ e s yes s
(CH)-propriété R RVN " ((CH)-propriété R héréditaire
Bl —— e
R COI‘pS R R intégre | | propriété T—R Seml_heredltalreﬂLR Noethemenj\
— _Y_ _

r 1

I Rlocal |

L _ ]

domaine de valuation

Un anneau R est dit satisfait la (CH)-propriété si tout idéal propre de type fini
admet un annulateur non nul.
Clé : « Les fleches continues sont des implications.
o Les fleches coupées par des rectangles pointillés sont des implications
sous les conditions placées dans ces rectangles.
. RVN désigne régulier au sens de Von-Neumann.
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1.3 Dimension globale faible

Rappels
Soit M un module. Une résolution libre (respectivement projective, plate) de M est une
suite exacte :

- Ly, Ly e Ly Ly M 0

ou L, est un R-module libre (respectivement projectif, plat) pour tout n > 0.

Tout module M admet une résolution libre (d’ot une résolution projective et plate, puisque
tout module libre est projectif et tout module projectif est plat).

Définition 1.3.1
Soit M un R-module. On dit que la dimension plate de M est < n, s’il existe une résolution
plate de la forme :

da

0 ——F, —F,

ot F; est plat pour tout i. On note fd(M) < n.

Si une telle résolution n’existe pas, la dimension plate de M est dite infinie. On note
fd(M) = co.

Si une telle résolution existe et n est le plus petit entier qui vérifie une telle résolution,
on dit que la dimension plate de M est égale a n, et on note fd(M) = n.

Théoréme 1.3.1 ([26], Théoréme 9.2.2)
Soit M un R-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) fd(M) < n;

2) Tori(M, B) =0, pour tout R-module B et tout k >n+1;

3) Tor,1(M,B) =0, pour tout R-module B ;

4) Pour toute résolution plate de M, on a Ker(d,_1) est plat;

5) Il eziste une résolution plate de M telle que Ker(d,_1) est plat.
Définition 1.3.2

Soit R un anneau. On appelle dimension globale faible de R, ou simplement dimension
faible de R, Uentier noté wdim(R) et défini par :

wdim(R) = sup{fd(M) | M est un module}.
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Théoréme 1.3.2 ([26], Théoréme 9.2.4)
Soit R un anneau. Alors wdim(R) < n si et seulement si Tor,1(A, B) = 0 pour tous
modules A et B.

Théoréme 1.3.3 ([26], Théoréme 9.2.5)
1) wdim(R) = 0 si et seulement si R est régulier au sens de Von Neumann.

2) wdim(R) <1 si et seulement si tout sous module d’un module plat est plat.
Théoréme 1.3.4 ([26], Théoréme 9.2.9)
Soit R un anneau. Alors on a :
1) wdim(R) = sup{fd(R/I) | I un idéal de R}
2) wdim(R) = sup{fd(R/I) | I un idéal de type fini de R}.
Théoréme 1.3.5 ([26], Théoréme 9.2.10)

Soit R un domaine qui n’est pas un corps. Alors R est un domaine de Priifer si et seule-
ment si wdim(R) = 1.

Théoréme 1.3.6 ([5], Théoréme 3.3)
Soit R un anneau. Alors R est semi-héréditaire si et seulement si R est cohérent et la
dimension globale faible de R est égale au plus a 1.

Théoréme 1.3.7 ([17], Corollaire 4.2.4)
Soit R un anneau cohérent avec w.dim(R) < oo. Alors Rp est intégre pour tout idéal
premier P de R.
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Chapitre 2

La bi-amalgamation d’anneaux

S. Kabbaj, K. Louartiti, et M. Tamekkante; Bi-amalgamated algebras along tdeals,
COMMUTATIVE ALGEBRA 9(1),(2017), 65-87.

Soient f: A— Bet g: A— C des homomorphismes d’anneaux.
L’intérét de ce chapitre est d’étudier une nouvelle construction appelée bi-amalgamation,
qui se pose comme un produit fibré a x [ tel que le carré suivant d’homomorphismes
d’anneaux :

f

A-l.pB
e
c-Lop

est commutatif avec aomg(a x f) = ao f(A), ou wp est la projection canonique de B x C'
dans B.

Cette construction a eu ses origines par S. Kabbaj, K. Louartiti et M. Tamekkante en
2014.

2.1 La construction de A/ (J,.J')

Soient f: A — Bet g: A— C deux homomorphismes d’anneaux et J et J' deux idéaux
de B et C respectivement tels que f~1(J) = g~(J’). On considére le sous anneau

Aval 9 (1,.0") == {(f(a) + j.g(a) + ) | a € A, (j,j') € ] x J'}

de B x C appelé la bi-amalgamation de A avec (B, () le long de (J,J') en respectant
(f,9)-
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2.2 Clas particuliers de la bi-amalgamation d’anneaux

2.2.1 L’amalgamation d’anneaux A</ J

Cette nouvelle construction est une généralisation de I’'amalgamation d’anneaux.

Soient f : A — B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B. On pose I := f~1(J)
et « = idy. Alors on a :

At (I, J)={(a+i, f(a)+j) | a€A, (i,j) €I J}
:{a+z a+z) f@)+j)la€A, (i,j)elxJ}
= {(a, )a€ A jeJ}

:ANfJ

2.2.2 L’anneau f(A)+ J

Soient f : A — B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B. On prend I := f~!(J)
et m: A — A/I la surjection canonique. On a :

fA+J=2{(@ fla)+j)|acAetje ]}
=A™l (0, ).

Exemples 2.2.1
1) L’anneau CPI-extension

Soient A un anneau et I un idéal de A. S := (A/I)\Z(A/I)et S:={se€ A|5€ S}
sont des parties multiplicatives de A/I et A, respectivement. Soit ¢ : S™1A —

Q(A/I) = (S)"'(A/I) et f: A— S~'A les homomorphismes canoniques. Alors, le
sous anneau

C(A 1) = ¢ Y(A/T) = f(A) + S~

de S71 A est appelé le CPI-extension de A respectant I (au sens de Boisen-Sheldon ).
Soit m: A — A/I la surjection canonique. On a:

Av<™ (0,57 ) = f(A) + S = C(A, ).

2) L’anneau A+ J

Soient A un sous anneau de B, i : A < B l'injection canonique, J un idéal de B,
I:=AnNnJetm:A— A/I la surjection canonique. Alors:

A+ T =A™ (0,J).
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Exemple 2.2.1
Soit i : Z[X]| — Q[X] l'injection canonique, considérons ’homomorphisme 7 : Z[X]| —
7| X

A gy,

Z[i], p(X) + p(i). Evidemment, (X* + 1)Q[X] NZ[X] = (X*+1) et (X211

alors:

R:=Z[X]+ (X*+ 1)Q[X] 2 Z[X] =™ (0, (X? + 1)Q[X]).

2.3 La bi-amalgamation et le produit fibré

Tout au long de cette section, f : A — Bet g: A — C désigneront deux homomorphismes
d’anneaux, J et J' deux idéaux de B et C' (respectivement) tels que I := f~1(J) = g~ 1(J'),
et A>a/9 (J, J') la bi-amalgamation de A avec (B, C) le long de (J, J') en respectant (f, g).

Cette section illustre la corrélation entre la construction du produit fibré et la bi-amalgamation.

Proposition 2.3.1

Considérons deux homomorphismes d’anneaux o : f(A) +J — A/I, f(a) +j — a et
B:g(A)+J — A/I, g(a) + j' +— a. Alors, la bi-amalgamation est donnée par le produit
fibré suivant:

An<l9 (J,J') —= f(A) + J

| |

g(A) +J —2 A1

cdest a dire que :

Al (J,J) =axa p.

~I

Preuve.

Notons que les deux applications a et 3 sont bien définies puisque I := f~(J) = g~ }(J’)
et sont des homomorphismes d’anneaux. D’une part I'inclusion A /9 (J, J') C a x 3 est
triviale. D’autre part, on a :

axaf={(f(a) +7,90)+j)|a,be A (jj) € JxJ ala)=p(b)}

La condition a(a) = B(b) implique que f(b—a) € J et g(b —a) € J'. Donc, g(b) + j' =
gla) + (7' + gb — )) avee '+ g(b —a) € J'. Bt par suite on a 0 x A C Ave/? (1),
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Proposition 2.3.2
On considere les homomorphismes suivants :

A A+ J A+ J
L1 7 — f( ()] Xg( ?]I
a — (f(a), g(a))
A
Mo - Amf’g (J, J,) — 7
(f(a) +34,9(a) +j") — a
Alors, le diagramme suivant :
Apald (J,J') S (f(A) + ) x (g(A) + )
H2 M1
A W FA) T gA) T
I J J

est un carré conducteur avec Ker(uy) = J x J', ot 15 est linjection canonique et jy est
la surjection canonique.

Preuve.
Les applications ¢; et up sont bien définies puisque I = f~1(J) = g~!(J') et sont des
homomorphismes d’anneaux. Soient R := puy X t1, a € A et (j,5") € J x J'. Alors

v X pa((f(a) + . g(a) + 7)) = ((f(a) + j. g(a) + j').a)

avec

(f(a).g(a)) = u(a).

pa((f(a) + 4, g(a) +5"))
Ainsi, 15 X po(A a9 (J,J')) C R.
Maintenant, soit ((f(a) +7,9(d)+7), B) € R. Alors

(f(a), g(a)) = (£(),g(b))-
Par conséquent, f(a —0b) € J et g(a’ —b) € J'. Do,
2 % pia((f(b) + fla =) +j,g(b) + g’ = b) + ') = ((f(a) + 5 g(a') + 1), ).

Il en résulte que ’homomorphisme induit par 15 x po de A >x/9 (J,J') vers R est un
isomorphisme puisque to X ps est injectif. Par conséquent, le diagramme ci-dessus est un
produit fibré. En outre, il est clair que ¢; est injectif et Ker(u;) = J x J' = Ker(uz).

Le résultat suivant donne une caractérisation pour qu’un produit fibré peut étre vu comme
une bi-amalgamation.
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Proposition 2.3.3
Considérons le diagramme d’homomorphismes d’anneaux suivant :

f

A——

B
.
oD

C —

Soit m: B x C' — B la projection canonique. Alors, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1) axpB= A9 (JJ), pour certains idéaux J et J' de B et C (respectivement)
avec f~1(J) = g1 (J");

2) le diagramme ci-dessus est commutatif avec o (o xp ) = awo f(A).

Preuve.

1) = 2) Soit a € A, par hypothese, (f(a),g(a)) € axpf, ce qui donne ao f(a) = fog(a).
Aussion a m(axpf) = f(A)+J. De plus, pour tout j € J, puisque (j,0) € A /9 (J,.J'),
on obtient a(j) = 5(0) = 0. Donc, aow(a xXp ) = ao f(A).

2) = 1) Soit J = Ker(a) et J' = Ker(3). Par supposition, pour tout = € f~1(.J),
Bog(xr) =ao f(xr) =0. Donc, g(x) € J' et par conséquent f~1(J) C g~ 1(J’), de méme
pour l'inclusion inverse. Donc f~1(J) = g=(J’). Soit (f(a)+7,g9(a)+j') € A9 (J,J').
On a :

a(f(a) +j) = ao f(a) = Bogla) = Bg(a) +j').

Donc A 9 (J,J') C a X p B. D’autre part, soit (b, c) € a X p 3. Par hypothése, il existe
a € A tel que :

ab) =aom(bc) =a(f(a)).
Donc b — f(a) € J. En plus, on a :

Dong, ¢ — g(a) € J'. Ce qui donne :
(b,c) = (f(a) + b~ f(a),g(a) + c = g(a)) € A<l (J,.J).

Par conséquent, a X p 3 = A <9 (J, J'), ce qui achéve la preuve.

Corollaire 2.3.1
Soient « : A — D et f: B — D deur homomorphismes d’anneaux. Alors, a Xp [ =
Al J, pour un certain idéal J de B si et seulement si = Bo f.

23



2.4 Quelques propriétés algébriques de A<'9 (J, J')

Soient f : A — Bet g: A — C deux homomorphismes d’anneaux, soient J et J' deux
idéaux de B et C (respectivement) tels que Iy := f~1(J) = g~ *(J), et soit A 9 (J;J')
la bi-amalgamation de A avec (B, C) le long de (J, J') en respectant (f,g).

Dans cette section on étudie quelque propriétés de la bi-amalgamation. Précisément on
va donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que la bi-amalgamation soit un
anneau Noethérien, integre ou réduit.

Nous commencons par quelques propriétés des idéaux de la bi-amalgamations. Pour cela,
notons d’abord que 0 x J', J x 0, et J x J’ sont des idéaux particuliers de A /9 (J; J'),
et si I est un idéal de A, donc ’ensemble :

Ioal (J5.0") = {(f(0) +5,90) + 5) i € 1,(j,5") € T x J'}
est un idéal de A b9 (J;J') contenant J x J'.

Proposition 2.4.1
Soit I un idéal de A, alors on a les isomorphismes canoniques suivants :

A9 (1,0 A

~

) Iafs (J,J)  IT+1y
= f(A)+J et

mAmmqu
0xJ J x0
3>égAmmqu fA)+T L g(A)+J
To T J T '

Preuve.

Al (J,J')

I

g(A)+ J'.

112

1) Considérons 'application suivante :

Al (J,J')
oo A = T T

a —  (f(a),g(a))

Clairement, ¢ est un homomorphisme d’anneaux surjectif, et on peut vérifier que
Ker(p) =1+ I.

2) Si f(a) 4+ j = 0 pour certain a € A et j € J, donc g(a) + j' € J' pour tout j' € J'.
Donc le noyau de I’'homomorphisme canonique surjectif A 0</9 (J, J') — f(A) + J
coincide avec 0 x J', par conséquent on a le premier isomorphisme, et on fait la
méme chose pour avoir le deuxiéme.
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3) Le premier isomorphisme est un cas particulier de (1) pour I = 0. D’autre part, si
f(a) +j € J pour certains a € A et j € J, donc g(a) + j € J' pour tout j" € J'.
I+

Alors le noyau de 'homomorphisme surjectif A /9 (J, J') coincide

avec J x J'.

Remarque 2.4.1
Le fait que la bi-amalgamation peut étre représentée comme un produit fibré est un outil
trés important, qu’on peut utiliser pour montrer les propriétés de cette construction.

Proposition 2.4.2
Axal9 (J,J') est Noethérien si et seulement si f(A) + J et g(A) + J' le sont.

Preuve.
De la deuxiéme assertion de la proposition 2.4.1, il suffit de monter I'implication inverse.

D’apres la proposition 2.3.1, on a A <9 (J, J') = « XA [ déterminée par les homo-
morphismes d’anneaux « : f(A) +J — A/ly, f(a) + 7 S a et B:g(A)+J — A/,
g(a)+ j' +— a. Lorsque f(A)+ J est Noethérien et d’apres [10, Proposition 4.10], il suffit
de vérifier que Ker(3) = J' est un A /9 (J, J')-module Noethérien, avec la structure
du module induite par la surjection canonique A <9 (J, J') — g(A) + J'. Or, les sous
Axaf9 (J, J)-modules de J’ sont exactement les sous-idéaux de J’ de 'anneau Noethérien
g(A) + J'. Cela conduit a la conclusion.

Corollaire 2.4.1
Al J est Noethérien si et seulement si A est f(A)+ J le sont.

Rappelons que le spectre d’un anneau R est Noethérien si ’ensemble des idéaux radicaux
de R satisfait la condition de chaine ascendante.

Proposition 2.4.3
Spec(A b9 (J,J')) est Noethérien si et seulement si Spec(f(A) + J) et Spec(g(A) + J')
le sont.

Preuve.
En utilisant la proposition 2.3.1, on a A x<x/9 (J, J') = « XIAB. D’apres [15, Corollaire 1.6],
0

on a Spec(A <9 (J, J')) et Spec(A/Iy) sont Noethériens si et seulement si Spec(f(A) +
J) et Spec(g(A) + J') le sont. Or, Spec(A /9 (J,J)) est Noethérien implique que
Spec(A/Iy) lest, d’apres la proposition 2.4.1 (3) et la stabilité de cette notion par I'image
homomorphe.

Le résultat suivant caractérise les extensions bi-amalgamées integres.

Proposition 2.4.4
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Aal9 (J,J') est intégre.
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2) "J =0 et g(A)+J estintégre” ou "J' =0 et f(A) + J est intégre".

Preuve.

Supposons que A /9 (J,J') est integre. Si J # 0 et J' # 0, alors pour les éléments non
nuls j € Jet j/ € J ona (0,5)(4,0) = (0,0). Par conséquent, l'un des J et J' doit étre
nul; dans ce cas, d’aprés la proposition 2.4.1 (2), A /9 (J, J') est isomorphe & f(A) + J
oua g(A)+ J'. Ce qui termine la preuve.

Corollaire 2.4.2
on suppose que J # 0. Alors,

Al J est integre < f(J) =0 et f(A)+ J est integre.

Le résultat suivant caractérise le cas ot I'anneau bi-amalgamé est réduit.
Proposition 2.4.5
Considérons les assertions suitvantes :
(a) f(A)+ J est réduit et J'NNil(C) =0,
(b) g(A)+ J' est réduit et JNNil(B) =0,
(c) Avh9 (J,J') est réduit,
(d) JANil(B) =0 et JJNNil(C) = 0.
Alors :
1) (a) ou (b) = (c¢) = (d).
2) Si Iy est radical, les quatre assertions sont équivalentes.

3) Si f est surjective et Ker(f) C Ker(g), alors :
Al (J,J') est réduit < B est réduit et J' NNil(C) = 0.

Preuve.

1) Soit (f(a)+ j,9(a) + j') € Nil(A x<x/9 (J, J')). Alors f(a) + j € Nil(f(A) + J) = 0.
Par conséquent a € Iy. Ainsi, g(a) + j' € J'NNil(C) = 0. Ce qui donne Nil(A ></9
(J,J"))=0.

Cela prouve (a) = (c¢), de méme pour (b) = (c).

Soit 7 € Nil(B) N J. Alors, il existe un entier positif n tel que 0 = (5™,0) = (4,0)"
dans A x<x/9 (J,J'). Et par suite j = 0, donc Nil(B)N.J = 0. De méme, Nil(C)N.J" =
0. D’otu (¢) = (d).

2) Maintenant, supposons que I est radical, J N Nil(B) = 0 et J' N Nil(C') = 0. Soit
f(a)+j € Nil(f(A)+ J). Alors, il existe un entier positif n tel que (f(a)+j)" = 0.
Par conséquent, f(a)" € J et donc a" € Iy; c’est a dire a € Iy. Done, f(a) +j €
JNNil(B) =0, d’ou (d) = (a). De méme pour (d) = (b).
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3) D’apres 1), il suffit d’observer que f(a™) = 0, pour un certain entier positif, donc
(f(a),g(a))™ =0 et par suite f(a) = 0.

Remarque 2.4.2
Si f(A)+ J et g(A) + J' sont réduits, alors A /9 (J, J') 'est. Mais, la réciproque n’est
pas vraie en général. Un contre-exemple est donné dans [10, Remarque 5.5 (3)].

Corollaire 2.4.3
A<l J est réduit si et seulement si A est réduit et J N Nil(B) = 0.

Exemple 2.4.1

On considére 'homomorphisme d’anneaux surjectif f : Z[X] — Z[v/2], p(X) — p(v/2) et
I'idéal principal J := (v/2) de Z[v/2]. Soit p € Z[X], on peut écrire p = (X2 — 2)q(X) +
aX +bolabeZet qc Z[X]. Alors, p(v/2) € J si et seulement si b € 2Z. Ainsi,

Iy = f'(J) = {p € Z|X] | p(0) € 2Z}.
: . : . Z[X] s
Maintenant, considérons I’homomorphisme « : Z[v/2] — @ + bv/2 — a. D’apres la
0
proposition 2.3.1 et Propositions 2.4.2, 2.4.4 & 2.4.5, on en déduit que :

ZIX] P (1 J) = axzx a={(a+b/2,c+dV2) | a,bc,d € Z, a—c€ 2L}

Io

est un anneau réduit Noethérien non intégre (puisque Z[v/2] est intégre Noethérien et

J#0).

2.5 La structure des idéaux premiers de la bi-amalgamation

Dans cette section, on examine la structure des idéaux premiers de la bi-amalgamation,
ainsi que sa localisation en idéaux premiers, et également les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’une bi-amalgamation soit locale.

Ensuite, nous décrivons les idéaux premiers (et maximaux) des bi-amalgamations. Pour
cela on considere la notation suivante :

Y := Spec(f(A) + J)
Y’ := Spec(g(A) + J')

Et, pour L € Y et I’ € Y, on consideére les idéaux premiers de A ></9 (J, J') donnés par :

L:=(Lx(g(A)+J)N (Ao (],J))
={f(a)+j.9(a)+7) [ac A (jj) e x T, fla)+j €L},
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D= ((f(A) + ) x L) n (A sl ("))
={f(a)+J.9(a) + ) [a€ A (j)e]x T gla)+; €L}

Les deux lemmes suivants sont nécessaires pour la preuve de la proposition 2.5.1. Rappe-
lons que si I est un idéal de A, alors

Lol (J,07) = {(f (i) +5,9() + §') [ 1 € 1,(j.5') € T x J'}

est un idéal de A /9 (J, J'). Comme résultat direct de la proposition 2.4.1 (1) on obtient
le lemme suivant :

Lemme 2.5.1
Soit I un idéal de A. I /9 (J, J') est un idéal premier ( respectivement maximal) de
Aal9 (J,J') si et seulement si I + Iy est un idéal premier ( respectivement mazimal) de

A.

Un élément de Y (respectivement Y') contenant J (respectivement J') a une forme spéciale
comme illustre le lemme suivant :

Lemme 2.5.2
Soit L € Y (respectivement Y') contenant J (respectivement J'). Alors

L= f"Y(L)="9 (J,J) (respectivement, = g~'(L) 9 (J,J")).

Preuve.

Soit L € Y contenant J. Notons d’abord que f~!(L) est un idéal premier de A contenant
I de telle sorte que f~Y(L) b9 (J,J') est un idéal premier de A /9 (J, J') d’aprés le
lemme 2.5.1. De plus, pour tout a € A et j € J, on peut facilement vérifier que f(a)+j € L
si et seulement si a € f~1(L). Ainsi, L = f~}(L) <9 (J, J'). De méme pour L € Y.

Proposition 2.5.1
Soit P un idéal premier de Aw<’9 (J, J'). Alors,

1) JxJ' C P« 3p DI, dans Spec(A) tel que P =p <9 (J,J').
Dans ce cas, 3L D J dansY et AL' O J' dans Y’ tels que P =L =L/,

2) JxJ € P<3LeY (ouY')tel que JEL L (ouJ ¢ L) et P=L.
Dans ce cas (A< (J,J")), = (f(A) + ) (ou (A< (J, )y = (9(A) + J)1).
Par conséquent, on a :
Spec(A !9 (J,J)) = {L | L € Spec(f(A)+ J) U Spec(g(A) + J')}.
Preuve.

1) Nous avons seulement besoin de prouver (=). Supposons que J x J' C P et consi-
dérons l'idéal p de A donné par :

p:={a€c A|3,j)eJxJ tel que (f(a)+ j,g(a) +j') € P}
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Or, J x J' C P, donc forcément Iy C p. De plus, on a P C p /9 (J, J'). Pour
I'inclusion inverse, soit a € p. Alors, il existe (j1,71) € Jx J' tel que (f(a)+71,9(a)+
J1) € P. Donc, pour tout (j,5') € J x J', on obtient :

(f(a) +3,9(a) + ") = (f(a) + j1, g(a) + 51) + (j = j1. 7 — j1) € P.
Puisque J x J" C P. 1l s’ensuit que
P =yl (J.J).
Par le lemme 2.5.1, p est un idéal premier de A. D’apres la proposition 2.4.1 (1), p
est unique puisqu’il contient I.

Ensuite, soit L := f(p)+ J. On peut vérifier que L est un idéal premier de f(A)+J
avec p C f~1(L). Maintenant, prenons a € f~*(L). Alors f(a) = f(x) + j pour
certains © € p et j € J. Par conséquent (a — z) € Iy C p, d'ou a € p. Alors,
f7HL) =p.

Dong, via le lemme 2.5.2 on a :
L=f"YL)s9 (J,J)=p9 (J.J).
Notons que pour L' := g(p) + J', les mémes arguments donnent :
P=L=1.

2) 11 suffit de prouver (=). Supposons que J x J' ¢ P. D’aprés la proposition 2.3.2 et
[16, Lemme 1.1.4 (3)], il existe un unique idéal premier @ de (f(A)+J) x (g(A)+J")
tel que :

P=Qn A" (J,J) avec ((f(A) +J) x (g(A) + J))g = (A (J, J))p.

Alors, soit @ = L x (g(A) + J') pour un certain idéal premier L € Y ou @ =
(f(A)+ J) x L' pour un certain idéal premier L' € Y’. donc, P =L ou P =L’
Par suite, on a :

(Ava!9 (J,J))p = (f(A) + ) ou (A" (J,))p = (g(A) + T ).

Ce qui termine la preuve.

Ensuite, en appliquant la proposition 2.5.1, nous établissons les conditions néces-
saires et suffisantes pour qu'une bi-amalgamation soit locale. Notons que la condition
f~YJ) =g ' (J') montre que J # B si et seulement si J' # C.

Proposition 2.5.2
1) Axx/9 (J,J') est local & J # B et f(A)+J & g(A) + J' sont locauz.
De plus, lidéal mazimal de A <9 (J, J') est de la forme m ></9 (J,J'), ot m est
lunique idéal maximal de A contenant I,.
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2) Supposons que A est local. Alors :
Aal9 (J,.J) est local < JxJ C Jac(B x C).

Preuve.
1) Remarquons d’abord que si J = B, (d’ott J' = C) alors A</9 (J,J') = B x C qui
n’est jamais local. Supposons que A 9 (J, J') est local. Alors J # B et, d’apreés
la proposition 2.4.1 (2), on a f(A) + J et g(A) + J' sont locaux. De plus, [y # A.
Par conséquent, il existe m D I, maximal dans A. Par le lemme 2.5.1, m o9 (J, J')
est Iidéal maximal de A <9 (J,J'). Ensuite, I'unicité de m est assurée par la
proposition 2.4.1 (1).

Supposons ensuite que J # B et f(A)+ J & g(A) + J' sont locaux. Soit M un idéal
maximal de A /9 (J, J'). Montrons que J x J' C M par 'absurde, supposons que
J x J ¢ M. Ensuite, d’apreés la proposition 2.5.1 (2), il existe un et un seul idéal
premier L, de f(A)+J tel que M = L et J ¢ L. D’autre part, L est 'idéal maximal
de f(A)+ J (d’apres l'unicité de L et la maximalité de M). Par suite on a J C L,
d’ott la contradiction (car J # B). Donc, J x J' C M. Ainsi, d’apres la proposition
2.5.1 (1), il existe un idéal premier (unique) de A contenant Iy tel que :

M =mw/9 (J.J).
D’apres le lemme 2.5.1, m est maximal dans A. Et par la proposition 2.4.1 (3),

A A
A = ‘W est local avec ]E Donc forcément M est I'unique idéal maximal de
0 0

A9 (J,J).

2) (=) Dans ce sens, on n’a pas besoin de I'hypotheése "A est local'. On suppose
que A /9 (J, J') est local. D’aprés (1), nécessairement, son idéal maximal contient
J x J'. Soit (j,7') € Jx J et (byc) € B x C. Ensuite, (b,c)(j,j) € J x J.
Ainsi, (1,1) — (b,¢)(4, ') est inversible dans A </9 (J,J') (donc dans B x (). Par
conséquent, J x J' C Jac(B x C).
(<) Supposons que A est local et J x J" C Jac(B x C). Soit a un élément inversible
de A. Alors (f(a)+j, g(a)+j") Vest aussi dans A </9 (J, J') pour tout (j,5') € Jx.J".
En effet, f(a) + j et g(a) + 7’ sont respectivement des éléments inversibles dans B
et C, puisque J x J' C Jac(B x C). Ainsi, il existe u € B et v € C tels que
(f(a)+j)u=1et (g9(a) +j)v=1. Dou

(f(a) +j.g9(a) +5)(f(a") —uf(a™")j,g(a™") —vgla™)j') = (1,1);

C'est a dire, (f(a) + j,g(a) + j') est inversible dans A /9 (J,.J'). Ensuite, soit
(f(a) + 71, 9(a) + j}) un élément non inversible de A >/*9 (J, J’). Donc, a I'est aussi
dans A. De plus, pour tout (f(b) + j2, g(b) + j5) € A</ (J,J') on a :

(1,1) = (f(b) + g2, 9(b) + o) (f(a) + j1, g(a) + j1) = (f(1 — ba) + j3, g(1 — ba) + j3)
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pour certains j3 € J et j; € J'. De plus, 1 — ba est inversible dans A puisque A
est local. Donc, (1,1) — (f(b) + 72, g(b) + j5)(f(a) + j1, g(a) + j}) est aussi inversible
dans A o9 (J, J'). Cela prouve que A <9 (J,J') est local.

Corollaire 2.5.1
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) A</ J est local;
2) J#Bet A& f(A)+ J sont locaux;
3) A est local et J C Jac(B).

Corollaire 2.5.2
Soient A un anneau et I un idéal propre de A. Alors A< I est local si et seulement si A
est.

La proposition suivante décrit la localisation de la bi-amalgamation lorsque 1'idéal pre-
mier contient J x J’. Rappelons que si R un anneau, I un idéal de R et S une partie
multiplicative de R avec SN 1 = (), alors S + I est une partie multiplicative de R.

Proposition 2.5.3

Soit p € Spec(A) tel que Iy C p et soit P := p /9 (J,J'). Considérons les parties
multiplicatives S := f(A\p)+ J et S" :== g(A\p) +J de B et C respectivement. Soient
fo i Ay = Bg et gy : Ay = Cg les homomorphismes induits par f et g. Alors:

fot(Js) = g5 ' (Jg) = (To)y
et
(Avala (J,0)), = Ay safeoe (Jg, JG).

Preuve.

Il est facile de voir que f, ' (Js) = g, ' (Jg) = (Io),- De plus, D’apreés la proposition (2.3.1),
Ay pfo9 (Jg, JG) est le produit fibré de o = f,(Ay) +Js — Ap/(Lo)p et B : go(Ap) + & —
Ay/(Ip)p. Dautre part, mp(A <9 (J, J')\ P) = S et mc(A /9 (J,J)\ P) = S'. Alors,
(Axf9 (J,J'))p est isomorphe & A, p</v% (Jg, Ji,) d’apres [15, Proposition 1.9].

Remarque 2.5.1
Si P est un idéal premier de A /9 (J, J') contenant J x J'. Alors, d’aprés la proposition
2.5.1, il existe un (unique) idéal premier p de A (contenant Iy) tel que P = p <9 (J, J').
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D’ou, d’apres les propositions 2.3.2 & 2.5.3, on obtient un carré conducteur sous la forme :

(Avahd (J,J))p “= (fo(Ap) + Ts) x (gp(Ap) + T)
H2 H
Ap L1 AP % Ap
IhA, Iody  ToAy
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Chapitre

Transtert de la propriété arithmeétique a la
bi-amalgamation

S.Kabbaj, N. Mahdou and M. A. S. Moutui; Bi-amalgamations subject to the
arithmetical property, Journal of Algebra and Its Applications 16(1) (2016)
1750030, 11 p.

Ce chapitre étudie les propriétés : arithmétique et semi-héréditaire ainsi que la dimension
faible de I'extension bi-amalgamée.

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1.1
On dit qu’'un anneau R est arithmétique si tout idéal I de type fini de R est localement
principal (i.e. Ip est principal, pour tout P € Spec(R) ).

Théoréeme 3.1.1
Un anneau R est arithmétique si et seulement si [’ensemble des idéaux de Ry est totale-
ment ordonné (par l'inclusion).

Le résultat suivant donne la relation entre les trois notions dont on aura besoin dans la
suite du chapitre.

Proposition 3.1.1
Soit R un anneau. On a le diagramme des implications suivant :
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R est semi-héréditaire

Y
w.dim(R) <1

4

R est arithmétique

Si R est integre, on a les équivalences; Dans ce cas, la notion d’anneau arithmétique est
la méme que la notion de domaine de Priifer.

Définition 3.1.2
On dit qu’un anneau R est enchainé (ou de valuation) si R est arithmétique et local.
Autrement, si ’ensemble des idéauzx de R est totalement ordonné.

On suppose dans la suite que J et J’ sont des idéaux propres de B et C, respectivement.

3.2 Résultats

Soient f: A — Bet g: A— C deux homomorphismes d’anneaux et J et J' deux idéaux
de B et C (respectivement) tels que f~1(J) = g~ (J).

Le théoreme suivant caractérise I’anneau bi-amalgamé enchainé et arithmétique :

Théoréme 3.2.1
1) Aw<h9 (J,J') est enchainé si et seulement si f(A) + J et g(A) + J' sont enchainés
et J =0 ouJ =0.

2) Av<x/9 (J,J') est arithmétique si et seulement si f(A) + J et g(A) + J' sont arith-

métiques et pour tout m € Max(A, I), Jpm)+s =0 ou J;(m)+J, =0.
Preuve.

1) On peut voir A /9 (J,J') comme le produit fibré D := « X4 [} avec Ker(a) = J,
Ker(3) = J' et pi(D) = f(A) + J (resp. po(D) = g(A) + J') , ot py (resp. pa) est
la restriction & D de la projection de (f(A) + J) x (g(A) + J') sur f(A) + J (resp.
sur g(A) +J').

D’aprés [14, Proposition 4.9], on a A /9 (J, J') est enchainé si et seulement si

"J' =0 et f(A) + J est enchainé" ou "J = 0 et g(A) + J' est enchainé". Comme

! (A}H >~ 9 (A}f‘]l et la notion d’anneau enchainé est stable par 'anneau quotient, on
obtient dans tous les cas que f(A) + J et g(A) + J' sont enchainés.

2) Rappelons que A /9 (J, J') est local si et seulement si f(A) +.J et g(A) + J' sont
locaux (puisque J # B). Dans ce cas, on a m <x/9 (J, J') est Iidéal maximal de
Aah9 (J,J') ot m est I'unique idéal maximal de A contenant I. De plus, d’apres
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I'isomorphisme :
Aala (JJ)
— >~ f(A
S ()4

on peut déduire que :
m a9 (J,J')
0xJ

est I'idéal maximal de f(A)+ J. De la méme maniere, g(m) + J’ est I'idéal maximal
de g(A) + J'. Par conséquent, Sy, et S}, constituent par les éléments inversibles de
f(A) + J et g(A) + J', respectivement. D'ou Jg, = J et Jg, = J'.

Maintenant, on suppose que A <x/9 (J, J') est arithmétique. Soient m € Max(A, I)
et M :=m/9(J J). Ona:

~ f(m)+ J

A vl (Jg, Ty ) 2 (Ash? (1, 0)u

est un anneau enchainé (puisque la propriété arithmétique est stable par la localisation).
D’apres (1), Jom = 0 ou J; . = 0. Il est clair que la propriété arithmétique est locale.
Soit L € Spec(f(A)+J) et considérons I'idéal premier de A /9 (J, J') donné par :

L:=(Lx (g(A)+J))n (A9 (J,.J)).

Si J ¢ L, alors
(f(A) + )L = (Al (J, )7

est arithmétique. D’autre part, supposons que J C L, on a :
L:=p=?(J,J)
ol p := f~!(L) € Spec(A, I) et on peut facilement vérifier que L = f(p) + J. Ainsi,
Ap P (Jg,, Jg ) = (A9 (1, )

est anneau enchainé. D’apres (1), fy(Ay) + Js, est un anneau enchainé avec 'idéal
maximal f,(pA,)+ Js,. Le fait que f,(A,) + Js, est local montre que f,(A,) +Js, =
(f(A) + J)r. En effet, remarquons que :

Sp = (A + )\ (fp) +J) = (f(A+ )\ L

et par conséquent, f,(A,) + Js, et (f(A) + J)r sont des sous-anneaux de Bg,.
L’inclusion directe est facile, il reste a prouver I'inclusion inverse.

Soit x € (f(A) + J)r, donc




pour certains a € A, s € A\ p et i, j € J. Clairement, il suffit de montrer que :

1
[IOEY: € fo(4y) + Js,.

Ce qui est vrai puisqu’on peut vérifier que :

F8)+5 _ f(s)
1 1

+ i ¢ fo(pAy) + Js, .

Comme f,(pAy) + Js, est I'idéal maximal de f,(A,) + Jg,, on a le résultat.
D’apres (1), (f(A)+J) est arithmétique. On en déduit que f(A)+.J est (localement)
arithmétique et ainsi g(A) + J' 'est par des arguments similaires.

Inversement, supposons que f(A) + J et g(A) + J' sont arithmétiques et, Ym €
Max(A,I), Js, ou Jg_ est nul. Soit M € Max(A >"9 (J,J')). Supposons que
Jx J' ¢ M. 1l existe L dans Spec(f(A) + J) par exemple, tel que :

(A9 (J,J"))ar = (f(A) + ).

Dans ce cas, on a (A "9 (J, J')) ) est évidemment arithmétique. Ensuite, suppo-
sons que J x J" C M. Alors, il existe un unique m € Max (A, I) tel que :

M =mw</9 (J J).

Par hypothese, on a Jg, = 0. Maintenant, soit L := f(m) + J un idéal premier de
f(A) + J. Par suite,

(A P9 (J,J))ar =2 Ay /™9™ (Jg 0)
= fm(Am) + JSm
= (f(A) + J)L.

On obtient que (A 09 (J,J))y est arithmétique pour tout M € Max(A ></9
(J,J")). Par conséquent, A <9 (J,J') est arithmétique, ce qui termine la preuve
du théoreme.

Remarque 3.2.1

On a déja vu dans le chapitre précédent que toute bi-amalgamation A </9 (J,.J') peut
étre vue comme un carré conducteur avec I'idéal conducteur est J x J'. Boynton a examiné
le transfert de la propriété arithmétique aux carrés conducteurs dans un cas particulier
ou l'idéal conducteur est régulier [7, Théoreme 3.3 (et aussi [8, Théoreme 4.1]). Nous
ne pouvons pas faire appel a ce résultat dans le contexte du Théoreme 3.2.1 puisque,
sous I’hypothese "J x J' est régulier', la bi-amalgamation A </9 (.J,.J') ne peut jamais
satisfaire la propriété arithmétique (a cause de la condition nécessaire : Vm € Max(A, Iy),
Js, = 0 ou JZ% = 0). Cette remarque est également valable pour le Corollaire 3.2.3 (sur
la dimension globale faible) et le Corollaire 3.2.6 (sur la propriété semi-héréditaire).
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Nous proposons un exemple d’anneau arithmétique non réduit qui se présente sous la
forme de la bi-amalgamation.

Exemple 3.2.1

Soit (A, m) un domaine de valuation, K := ¢f(A), £ un A-module de type fini tel que
Ey = 0et B := A «x E lextension triviale de 'anneau A par E, et C' = K[[X]].
Considérons les homomorphismes d’anneaux injectifs f : A < Bet g: A — C et soit
J := 0 o< E. Alors, la bi-amalgamation R := A <9 (J,0) est un anneau arithmétique non
réduit. En effet, notons d’abord que f~1(J) = ¢7'(0) =0, f(A)+J = B et g(A) = A. De
plus, B est arithmétique par [27, Théoréme 3.1]. Donc, R est enchainé d’apres le théoréme
précédent. D’autre part, R n’est pas réduit puisque J? = 0.

Le corollaire suivant donne une caractérisation pour que ’amalgamation soit un anneau
enchainé et arithmétique.

Corollaire 3.2.1
1) A</ J est enchainé si et seulement si A et f(A) + J sont enchainés et J =0 ou

) =0

2) A</ J est arithmétique si et seulement si A et f(A) + J sont arithmétiques, et
pour tout m € Max (A, f~1(J)), Js, =0 ou f;'(Js,) = 0.

Remarque 3.2.2

Finocchiaro a prouvé le résultat suivant pour le transfert de la propriété arithmétique aux
amalgamations : "Supposons que, pour tout m € Max (A, f~1(J)), soit fu est surjective
ou f1(Js,) # 0. Alors, Av<! J est arithmétique si et seulement si A est arithmétique,
Js,, = 0 pour tout m € Max(A, f~1(J)), et pour tout m" € Max(B) ne contenant pas
J, Uensemble des idéaux de By est totalement ordonné par l'inclusion” [14, Proposition
4.10].

Le Corollaire 3.2.1 donne ce résultat car si f, est surjective et Jg,, # 0 alors f!(Js,,) # 0;
combiné avec les deux structures d’idéaux maximaux de A </ J (Voir [11, Proposi-
tion 2.6]; [14, Proposition 2.5]); précisément, Ay = (A >/ J)ppars lorsque Js, = 0 et
Bow = (Axd J)Zoumw/ = {(a, f(a)+j) € A/ T | f(a) +j € m'}.

Remarque 3.2.3

Supposons que J # 0. D’apres le théoréme 3.2.1 et le corollaire 2.4.2, on a : A </ .J est
un anneau enchainé (respectivement, domaine de valuation) si et seulement si f~%(J) = 0
et f(A) + J est un anneau enchainé (respectivement, domaine de valuation).

Exemple 3.2.2

Soit (A, m) un domaine de valuation, £ un A-module divisible non nul dont les sous-
modules sont totalement ordonnés par 'inclusion (par exemple E := ¢f(A)) et B := A x
E TVextension triviale de 'anneau A par E. Considérons l'injection canonique f: A — B
et soit J := 0 oc E. Ainsi, 'amalgamation R := A >/ J est un anneau arithmétique
non réduit. En effet, f~1(J) = 0, A est semi-héréditaire (puisque A, est un domaine
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de valuation) et f(A) + J = B est un anneau enchainé d’apres [4, Théoreme 4.16].
Donc, R est un anneau enchainé d’apres le corollaire précédent mais n’est pas réduit (car
JNNil(B) #0).

Le corollaire suivant retrouve les conditions nécessaires et suffisantes pour que la dupli-
cation soit enchainée et arithmétique.

Corollaire 3.2.2
1) Aval est enchainé si et seulement si A est enchainé et I = 0.

2) A I est arithmétique si et seulement si A est arithmétique, et pour tout m €

Max(A, I), I, = 0.

Une autre application du théoreme 3.2.1 donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour que la dimension globale faible d’une bi-amalgamation soit inférieure a 1.

Corollaire 3.2.3
Supposons que w.dim(f(A)+J) < 1, w.dim(g(A4)+J") <1, JANil(B) =0, J'NNil(C) =0
et, Vvm € Max(A, I), Js, = 0 ou Jg = 0. Alors w.dim(A <9 (J,J') < 1. La réciproque
est vraie si I est radical.

Preuve.

Rappelons que pour un anneau R, w.dim(R) < 1 si et seulement si R est arithmétique et
réduit [5, Théoreme 3.5]. Le résultat découle facilement du théoreme 3.2.1 et la proposition
2.4.5.

Corollaire 3.2.4
w.dim(A >/ J) < 1 si et seulement si w.dim(A) < 1, f(A) + J est arithmétique, J N
Nil(B) = 0 et pour tout m € Max(A4, f~1(J)), Js, =0 ou f;'(Js,) = 0.

Preuve.
D’apres les corollaires 2.4.3 et 3.2.1 (2), on obtient le résultat.

Corollaire 3.2.5
w.dim(A > I) <1 si et seulement si w.dim(A) < 1 et pour tout m € Max(A,I), I, = 0.

Maintenant, on peut utiliser les corollaires 3.2.3 et 3.2.5 pour enrichir la littérature par de
nouveaux exemples d’anneaux non semi-héréditaires de dimension faible globale inférieure
a l.

Exemple 3.2.3

Soient Ay un anneau Noethérien avec w.dim(Ay) < 1 et I un idéal propre de Ay tel que
In = 0, Ym € Max(Ap, I) (par exemple, Ay := Z/127Z et I := 47 /127 ; Clairement,
In, = 0et Iy, = 0 oumy :=2Z/127 et my := 3Z/127Z). Soit A := Ay > I la duplication
amalgamée de Ag le long de I. D’apres le corollaire 3.2.5 , on a w.dim(A) < 1. Soit D un
anneau non cohérent avec w.dim(D) < 1 (par exemple [18, Exemple 4.1]). De plus, consi-
dérons les homomorphismes d’anneaux f: A - Aget g: A— A x D et prenons J := [
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et J':= (I 1) x D. Alors, la bi-amalgamation R := A /9 (J,J') est un anneau non
semi-héréditaire de dimension faible inférieure & 1. En effet, notons d’abord que f~!(J) =
g '(J') = I = 1. En suite, on a w.dim(f(A)+J) = w.dim(Ap) < 1 et w.dim(g(A)+J') =
w.dim((Ax0)+((I = I)x D)) = w.dim(Ax D) = sup{w.dim(A), w.dim(D)} < 1. De plus,
soit mx [ € Max (A, I > 1). Alors, m € Max(Ay, ). Par conséquent, Sppar = f(A\ (m
N)+J= (A \m)+I et donc Jg,_, = I, = 0. Maintenant, Ay et D sont réduits et donc
de méme pour A et A x D. D’apres le corollaire 3.2.3, w.dim(R) < 1. Enfin, notons que
R n’est pas cohérent (& fortiori, non semi-héréditaire) puisque -2 = g(A) +.J' = Ax D
n’est pas cohérent (car D n’est pas cohérent) et J x 0 est un idéal de type fini de R (car

Ay est Noethérien).

Corollaire 3.2.6
Supposons que f(A)+ J et g(A) + J sont des anneauzr semi-héréditaires et Noethériens,
JNNil(B) = 0, JJANIl(C) = 0 et Vm € Max(A4, ), Js, = 0 ou Jg, = 0. Alors,
A al9 (J,J') est un anneau semi-héréditaire et Noethérien. La réciproque est vraie si I
est radical.

Les réciproques des corollaires 3.2.3 et 3.2.6 ne sont pas vraies en général. Un contre-

exemple est donné ci-dessous dans le cas trivial d’une amalgamation out A </ J = A et
f(A)+J =B.

Exemple 3.2.4
Considérons I'homomorphisme surjectif canonique d’anneaux f : Z — Z/47 et prenons J
I'idéal nul de Z/4Z. Alors, Z >/ J = Z est un domaine de Dedekind et f(Z)+ J = Z/4AZ
n’est pas réduit de sorte que w.dim(Z/4Z) > 1.

Exemple 3.2.5

Soient A un anneau semi-héréditaire Noethérien et I un idéal propre de A tel que I, = 0,
Vm € Max(A,I) (par exemple A = Z/127 et I := 47Z/127Z). Soit B := A < I la
duplication amalgamée de A le long de I et soit D un anneau semi-héréditaire Noethérien.
Considérons les injections canoniques f : A < Bet g: A — A x D et prenons J :=
Ik I =1x1IetJ :=1xD. Alors, 'anneau R := A /9 (J,J') est semi-héréditaire
Noethérien. En effet, notons que f~'(J) = g7'(J') = I et Vm € Max(A,I), Sy :=
fLA\m)+1IxI=(A\m)+1)x ((A\m)+1I). Donc, Jg, = (I x I)g, = Iy x I, =0.
De plus, f(A)+J =AxA=AxAet g(A)+J =Ax0+1xD=AxD sont des
anneaux semi-héréditaires Noethériens (puisque A et D le sont). Par suite, le corollaire
3.2.6 donne directement le résultat.

Rappelons le résultat suivant qui étudie le transfert de la cohérence aux amalgamations
dans un cas particulier.

Lemme 3.2.1 ([1], Théoréme 2.2)
On suppose que f~1(J) et J sont des idéauz de type fini de A et f(A)+J, respectivement.
Alors, A</ J est cohérent si et seulement si A et f(A)+ J le sont.
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Corollaire 3.2.7
Supposons que f~Y(J) et J sont des idéauz de type fini de A et f(A)+ J, respectivement.
Alors A<! J est semi-héréditaire si et seulement si A est semi-héréditaire, f(A) + J est
cohérent et arithmétique, J N Nil(B) = 0 et pour tout m € Max(A, f~1(J)), Js,, = 0 ou

f;l(t]sm) =0.

Corollaire 3.2.8
On suppose que I est un idéal de type fini de A. Alors, A< I est semi-héréditaire si et
seulement si A est semi-héréditaire et pour tout m € Max(A, I), I, = 0.
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Chapitre I

Bi-amalgamations de petite dimension
globale faible

Mohammed TAMEKKANTE et E1 Mehdi BOUBA, Bi-amalgamation of small weak global
dimension, International Electronic Journal of Algebra, Volume 21 (2017) 127-136

4.1 Introduction

Considérons le diagramme d’homomorphismes suivant :

R—2 R,

Lm lm

Ry—"> R
On suppose que ’homomorphisme induit par ¢t X pg : R — Ry X Ry est un isomorphisme
de R vers le sous anneau p1 X t; de Ry X Ry. Alors la dimension globale faible du produit

fibré R est étudiée précédemment. En 1992, S. Scrivanti a obtenu la relation suivante de
la dimension globale faible de R, en supposant que ¢; est surjectif,

w.dim(R) < max {w.dim(R;) + fdg(R;), w.dim(Rs) + fdg(R2)}

Dans ce cadre, on peut étudier la dimension globale faible de la bi-amalgamation qui
présente une sous-classe des produits fibrés.
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4.2 Résultats

Soient f: A — Bet g: A— C deux homomorphismes d’anneaux et soient J et J' deux
idéaux propres de B et C (respectivement) tels que I := f~1(J) = g~ (J').

Dans le cadre ot J = B (si et seulement si J' = C'), on a A =</ (J,J') = B x C.
Par conséquent, dans cette section, nous allons éviter ce cas (i.e., J et J' sont propres)
puisque w.dim(B x (') = max{w.dim(B), w.dim(C)}.

Nous caractériserons dans cette section les bi-amalgamations de dimension globale faible
inférieure ou égale a 1.

Les anneaux avec une dimension globale faible égale a zéro sont ceux pour lesquels tous
les modules sont plats. Ce sont exactement les anneaux réguliers au sens de Von Neumann
(aussi appelés anneaux absolument plats).

Lemme 4.2.1
dim(A <9 (J,J')) = max{dim(f(A) + J),dim(g(A) + J')}.

Preuve.

D’apres [22, Théoreme 48], il suffit de montrer que tout élément (f(a) + 7, g(b) + j') de
(f(A) +J) x (g(A) + J') est entier sur I'anneau A /9 (J, J') (i.e. il existe un polynome
unitaire a coefficients dans A /9 (J, J') s’annulant en (f(a) + j,9(b) + j') ).

Soit (f(a)+7,9(b)+j") € (f(A)+J) x (g(A)+ J"). On vérifie immédiatement qu’il s’agit
d’une racine du polynéme unitaire

9(X) = (X = (f(a) + J, 9(a))) (X = (f(b), 9(b) + "))

1 est facile de voir que g(X) € A >/9 (J, J')[X]. Par conséquent, "anneau (f(A) + J) x
(g(A) + J') est entier sur A <9 (J, J'). 1l s’ensuit que :

dim(A 59 (J,.7)) = dim((£(A) + J) % (9(A) + J')
Ainsi, la conclusion est une conséquence directe du fait que Spec((f(A)+J) x (g(A)+J"))
est homéomorphe a la réunion disjointe de Spec(f(A) + J) et Spec(g(A) + J').

Proposition 4.2.1
Lanneau A</ (J,J') est régulier au sens de Von Neumann si et seulement si f(A)+J
et g(A) + J' le sont.

Preuve.
(=) Soit f(a)+j € f(A)+J, alors il existe (f(b) + j1, g(b) + ji) € Ax/9 (J, J') tel que
(f(a)+4,9(a))*(f(0)+ 41, g(b) +41) = (f(a) +J, g(a)). Done (f(a)+7)*(f(b)+ 1) =
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(f(a)+j), par suite f(A)+ J est régulier au sens de Von Neumann. De méme pour
g(A)+J".

(<) Supposons que f(A)+ J et g(A)+ J’ sont réguliers au sens de Von Neumann, alors
Aal9 (J,J') est réduit. D’autre part dim(A <9 (J, J')) = 0.

Corollaire 4.2.1
Al J est régulier au sens de Von Neumann si et seulement si A et f(A) + J le sont.

Rappelons qu’un entier n est dit sans facteur carré (ou square-free ) si n n’est pas divisible
par un carré parfait.

Exemple 4.2.1
Soient n, k deux entiers positifs tels que 0 < k < n et soit R un sous anneau de (Z/nZ)?
défini par :
R = {(a,b) € (Z/nZ)?*| k divise a —b}.

Alors gldim(R) = 0 si n est un entier sans facteur carré, et oo sinon.

Preuve. B
Considérons la surjection canonique f : Z — Z/nZ et J = (k). On a :

Zo<ahd (J,J) = {(a+ ke,a + kd) € (Z/nZ)*| a,c,d € Z} = R.

Notons que R est Noethérien puisque f(Z)+J = Z/nZ 1'est. Donc gldim(R) = w.dim(R).
Si gldim(R) < oo, alors R est régulier. D’apres [29, Corollaire 8.5], on a gldim(R) =
dim(R). D’autre part, en utilisant le lemme 4.2.1, on a dim(R) = dim(Z/nZ) = 0. Donc
gldim(Z/nZ) = 0. De plus, d’apres la proposition 4.2.1, on a gldim(R) = 0 si et seulement
si gldim(Z/nZ) = 0. Or, sachant que gldim(Z/nZ) = 0 si n est un entier sans facteur
carré, et oo sinon. D’ou la dimension globale de R est égale a 0 si et seulement si n est
un entier sans facteur carré, et oo sinon.

On note Max(A4, ) := Max(A) N V(I) = {m € Max(A4) | I C m}.

Pour tout m € Max(A, I), on consideére les parties multiplicatives :
S = (FA)+FI\(f(m)+]) = f(AAm)+ ], S = (g(A)+I)\(g(m)+]') = g(A\m)+J’

de B et C, respectivement. On vérifie facilement que Jymys = Js,, (resp. Jj )1y = Jg )
ol Jy(my+s (resp. Jyy, ) est la localisation de J (resp. J') comme étant un idéal de
f(A) + J (vesp. g(A) +.J'), et Js, (resp. Jg ) est la localisation de J (resp. J') comme
étant un idéal de B (resp. C).

Tout au long de ce chapitre, J (resp. J') est vu comme un idéal de f(A) + J (resp.
g(A) +J').
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Proposition 4.2.2
L’anneau A </9 (J, J') est réduit si et seulement si :
1) Nil(B)nJ = (0) et Nil(C)n J = (0).
2) fTYNI(B) + J)ng '(Nil(C) + J') = I.
Preuve.
(=) Supposons que A "9 (J J') est réduit, la condition (1) est vérifice. Il reste a
montrer que f~(Nil(B) + J) N g ' (Nil(C) + J') = I.
Soit z € f7Y(Nil(B) + J) N g *(Nil(C) + J'), donc il existe (j,5') € J x J' tel que
f(z)+j € Nil(B) et g(x)+7" € Nil(C). Alors il existe n € N tel que (f(z)+J, g(x)+
3= ((f(x)+3)" (g(x)+5)") = (0,0). D’ou f(x)+j = 0 et g(x)+j = 0, puisque
Aal9 (J,J') est réduit. Ce qui donne que = € I. L’inclusion inverse est facile.
() Soit (F(x) + 4.g(x) + ) € A /9 (1..7) tel que (f(x) + j,g(x) + J)" = (0,0)
pour un certain n € N. Donc f(z) + 5 € Nil(B) et g(x) + j' € Nil(C). Autrement
z e f7YNIl(B) + J)Ng Y(Nil(C) + J') = I, donc f(x)+j € Nil(B) N J = (0) et
g(z)+ 75 e Nil(C)n J = (0).

Corollaire 4.2.2
Al J est réduit si et seulement si A est réduit et Nil(B) N J = 0.

Preuve.
A</ J est réduit si et seulement si :

(1) Nil(A) N f~1(J) = (0) et Nil(B) N J = (0).

(2) (Nil(A) + f71()) N fHNIL(B) + J) = f7H().
Or Nil(A) + f~4(J) € f~Y(Nil(B) + J), donc Nil(A) + f~(J) = f~1(J), c’est & dire
Nil(A) € f~1(J). On en déduit que A </ J est réduit si et seulement si A est réduit et
Nil(B) N J = 0.

Proposition 4.2.3
w.dim(A <9 (J, J')) < 1 si et seulement si :

1) f(A)+J et g(A)+ J" sont arithmétiques et pour tout m € Max(A, 1), Jym)+s = (0)
ou Sy = (0).
2) Nll(B) NJ = (0) et Nil(C)N J = (0).
3) fTYNil(B) + J)ng ' (Nil(C) + J') = I.
Corollaire 4.2.3
w.dim(A </ J) <
Nil(B) N J = (0) et

1 si et seulement si w. dim(A) < 1, f(A) + J est arithmétique,
et pour tout m € Max(A, I), I, = (0) ou Jpmy+s = (0).

Remarque 4.2.1

Si A est local et I # (0), alors w.dim(A </ J) < 1 implique que J est un idéal pur de
FIA) + .

En effet, si m est I'idéal maximal de A, donc Jym)+s = (0) puisque I # (0) (et I # (0) ).
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Remarquons que f(m)+ J est 'unique idéal maximal de f(A) + J contenant J. En effet,
soit P € Max(f(A)+ J) tel que J C P. Soit f(x)+j € P, donc z € f~(P) C m.

Ainsi, pour tout L € Spec(f(A) + J)\ {f(m)+ J}, J € L, et donc J, = (f(A) + J)p.
D’apres le théoreme 1.1.8, on déduit que J est un idéal pur de f(A) + J.

Corollaire 4.2.4
Si A9 (J,J') est local, alors w.dim(A ></9 (J,J")) < 1 si et seulement si "J = 0 et
w.dim(g(A)+J')<1"ou "J =0 et wdim(f(A)+J) <1"

Preuve.

Supposons que A /9 (J,J') est local, alors il existe un unique idéal maximal m de A
contenant I. Ainsi, f(m) + J (resp. g(m) + J') est 'unique idéal maximal de f(A) + J
(resp. g(A)+J"). Comme w.dim(A ><9 (J, J')) < 1, alors Jymy4s = (0) ou Ty = (0).
Si Jrm)+s = (0), alors J = 0 puisque f(A) + J est local. Donc A /9 (J, J') = g(A) + J'
et par suite w.dim(g(A) + J') < 1.

De méme, si ), 5 = (0), alors J' = 0. D'ott w.dim(f(A) + J) < 1 (puisque A a9
(/. J") = f(A) + ).

Corollaire 4.2.5
w.dim(A </ (J,J)) < 1 si et seulement si w.dim(f(A) +J) < 1 et J est un idéal pur
de f(A)+ J.

Preuve.
On a w.dim(A <>/ (J,J)) < 1 si et seulement si :

(1) f(A) 4+ J est un anneau arithmétique.

(2) Pour tout m € Max(A,I), Jywm)+s = (0).

(3) Nil(B) N J = (0).

(4) fFYNiI(B)+J)=1.
D’autre part, pour tout L € Max(f(A)+.J) telque J € L,ona J, = (f(A)+.J)r. Donc, la
condition (2) est équivalente a J;, = (0) ou J, = (f(A)+J)L pour tout L € Max(f(A)+.J).
D’ou J est un idéal pur.
Si (3) et (4) sont vérifiées, alors pour tout f(z)+j € Nil(f(A)+J), ona f(z) € Nil(f(A)+
J)+ J. Donc z € f~}(Nil(B) + J) = I. Par conséquent f(z)+ 7 € JONil(f(A)+ J) C
JNNil(B) = (0). On en déduit que f(A) + J est réduit.
Réciproquement, si f(A) + J est réduit. On a (3) est vérifiée puisque J N Nil(B) C
JNNil(f(A) + J) = (0) (car z € Nil(B) C J, alors z = f(0) + x € JNNil(f(A) + J)).
De plus, soit € f~'(Nil(B) + J), f(z) € Nil(B) + J. Alors, il existe j € J tel que
flx)+jeNil(B)N(f(A)+ J) = Nil(f(A) +J) = (0). D’ou € I. Il en résulte que la

condition (4) est vérifiée.

Corollaire 4.2.6
w.dim(Aal) <1 si et seulement si w.dim(A) <1 et I est un idéal pur de A.
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Proposition 4.2.4
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) sup {w.dim(A/I), w.dim(A /9 (J,J)} < 1;
2) sup {w.dim(f(A)+J), w.dim(g(A)+J") } <1 et pour toutm € Max(A, 1), Jrm)y+s =
(0) ou Jy () = (0).
Preuve.
(=) Comme w.dim(A/I) < 1, alors A/I est réduit, et donc [ est radical, d’ou la condition
(2) est vérifide, d’aprés le corollaire 3.2.3 (puisque w.dim(A </ (J, J') < 1).
(<) Puisque sup {w.dim(f(A)+J), w.dim(g(A)+J') } <1, alors f(A)+J et g(A)+J’

sont des anneaux arithmétiques et réduits. Par conséquent w.dim(A /9 (J, J')) <

1.
Maintenant, soit m € Max(A, I), considérons ’homomorphisme d’anneaux suivant :

A flA)+J

N H -

4 1 J
a — f(a)
J
Ona 1/)(?) = f(ml)]—i_ Ainsi, ¢ induit un isomorphisme de (?)m vers (W) )
T —

Alors, on obtient :

I

<A> o A+ ) pmyes
o Ty(m)+7

De méme, on a I'isomorphisme d’anneaux suivant :

(4) & OO+

I Tg(my

Puisque pour tout m € Max(A,I), Jym+s = (0) ou oy g = (0), toute loca~
lisation de ? par son idéal maximal qui est isomorphe soit a la localisation de
f(A)+J ou bien a la localisation de g(A)+ J'. Alors, d’apres [17, Théoreme 1.3.14],
w.dim (A/T) < 1.
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Chapitre 5

Dimension faible des bi-amalgamations
cohérentes

Mohammed TAMEKKANTE et E1 Mehdi BOUBA; Note on the weak global dimension of
coherent bi-amalgamations, Vietnam J. Math (2016)

L objectif de ce chapitre est l’étude de la dimension globale faible des bi-amalgamations
d’anneauz cohérentes.

5.1 Dimension faible de A</ (J,.J')

Le premier résultat caractérise la bi-amalgamation d’anneaux locale cohérente de dimen-
sion faible finie :

Proposition 5.1.1

Lanneau A /9 (J,J') est local cohérent avec w.dim(A /9 (J,J')) < oo si et seulement
st "J =0 et g(A) + J est local cohérent avec w.dim(g(A) + J') < oo” ou "J = 0 et
f(A) + J est local cohérent avec w.dim(f(A) + J) < oo’

Preuve.
(<) Facile.
(=) Il suffit de montrer que J =0 ou J' = 0.

Comme A /9 (J, J') est cohérent avec w.dim(A /9 (J, J')) < oo, alors, d’apres
[17, Corollaire 4.2.4], on a (A o9 (, J’))P est integre pour tout idéal premier P

de A pal9 (J,.J'). En particulier A >a/9 (J,.J') = (A9 (J,.J')) = est intégre (on
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M est le seul idéal maximal de A <9 (J,J')). On en déduit que J = 0 ou J' = 0.
Ce qui acheve la preuve.

La proposition suivante donne une caractérisation de la cohérence de la bi-amalgamation
dans un cas particulier :

Proposition 5.1.2
Supposons que J et J' sont des idéauz de type fini de f(A)+J et g(A)+J', respectivement.
Alors, A</ (J,J') est cohérent si et seulement si f(A) + J et g(A) + J' le sont.

Preuve.
Avant de commencer la démonstration, on aura besoin de quelques résultats :

» Rappelons que (f(A)+J)x (g(A)+J') est un (A <9 (J, J'))-module via l'injection
canonique ¢ : A >x/9 (J,J') — (f(A) + J) x (g(A) + J'). Par cette modulation,
(f(A)+ J) x (g(A) + J') est de type fini engendré par (1,0) et (1,1). En effet, soit
(f(a) +7,9(0) +5') € (f(A) + J) x (9(A) + J'), on a:

(f(a) +7,9(b) +j) = (L,0)(f(a = b),g(a — b)) + (L 1)(f(b) + j, g(b) + j').

Done, tout ((f(A4) 4+ J) x (g(A) + J'))-module de type fini est un (A ></9 (J, J'))-
module de type fini.

» Considérons I’application suivante :

Avah9 (JJ')
JxJ

(f(a) +35,900) +5)  +— (fla—1b),g9(a—-10))

11 est facile de vérifier que ¢ est un homomorphisme surjectif de (A >/9 (J, J'))-
modules. De plus,

ker(p) = {(f(a)+7,9(b)+7') € (fF(A)+T)x(g(A)+J) | a=b e I} = Apah? (J,.J').

v (F(A)+ ) x(g(A)+T) —

On obtient la suite exacte suivante :
A /9 (J,J")

T T — 0.

0 — A<l (J,J) — (f(A) + J) x (g(A) +J) —
» Puisque J et J' sont des idéaux de type fini de f(A)+J et g(A)+J', respectivement.
Alors, 'idéal J x J' est un idéal de type fini de A /9 (J,J'). En effet, si J =
s Jilf(A) + ) et J' =30, 5i(9(A) + '), alors
TxJ' =3 (5, 0)A sl (,J) + 3 (0, 7)) A v’ (J,J').
i=1 i=1
Avah9 (1, J)

T est un (A< (J,J'))-module de présentation finie.

Alinsi,
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Revenons a la preuve de la proposition.
Al9 (JJ)
0xJ

sont cohérents puisque 0 x J' et J x 0 sont des idéaux de type fini de

(=) Si A !9 (J,J') est cohérent. Alors f(A) + J =

A9 (J, )
J x0
(Apals (J,.07)).

(<) On suppose que f(A)+J et g(A) + J' sont cohérents. Pour montrer que (A a9
(J,J') est cohérent, il suffit de prouver que J x 0 (ou 0 x J') est un (A =9 (J, .J'))-
module cohérent.

Soit M un sous (A /9 (J, J'))-module de type fini de Jx0. Donc M = "7, (ji, 0) A b9
(J,J') ou j; € J. Ainsi, M = N x (0) avec N = Y"1, 5:(f(A) + J). Alors, M est
un idéal de type fini de (f(A) + J) x (g(A) + J') qui est cohérent. Par conséquent,

M est un ((f(A) + J) x (g(A) + J'))-module de présentation fini. Maintenant, on
considere la suite exacte :

et g(A) + J =

0 — Ker(v) = ((f(A)+J) x (9g(A)+J)" — M —0

avec v est défini par :

n

v ((fai) + ki, g(bs) + E)imt,n) = D_ (i, 0)(f (@) +ki, g(bi) +k7) = (Z Ji(f(ai) + ki) ) :
i=1

Puisque M est de présentation finie, alors Ker() est un ((f(A4) +J) x (g(A) + J'))-
module de type fini et donc c’est un (A >l 9 (J, J’))—module de type fini.

Soit i la restriction de v sur (A il 9 (J, J’))n. Donc p est aussi surjectif et Ker(u) =
Ker(v) N (A <al9 (J, J’))n. Par suite, on a le diagramme commutatif de (A b9
(J,J"))-modules suivant :

0 0 0
} } \J
0— Ker(u) — (Apals (J,J))" — M —0
! } |
0— Ker(v) — ((f(AH+ ) x (g AH)+T)" — M —0
} }
f:g /
Ker(v)/ Ker(p) —s (AD?X(JJ,J)>
} }
0 0

Aval9 (1, J)V\"
JXJ’) et donc
Ker(v)/ Ker(u) est un (A 0</9 (J, J'))-module de présentation finie. Donc Ker(y)

D’apres le lemme du serpent, on a Ker(v)/ Ker(u) = (
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est de type fini puisque Ker(v) est de type fini. D’out M est un (A b9 (] J’))—
module de présentation finie. Ainsi, J x 0 est cohérent. Il en résulte que A <9 (J, J')
est cohérent.

Corollaire 5.1.1
On suppose que f~1(J) et J sont des idéaux de type fini de A et f(A)+ J, respectivement.
Alors, A</ J est cohérent si et seulement si A et f(A) + J le sont.

Exemple 5.1.1
Soient ¢ : Z[X| — Z + XQ[X] et 15 : Z[X] — Z[[X]] les injections canoniques. Soit n un
entier positif n > 0, considérons les idéaux :

J=nZ+ XQ[X] et J =nZ+ XZ[[X]]
de Z + XQ[X] et Z[[X]], respectivement. Alors,
T :=7Z[X] 2 (J,J) ={(A,B) € (Z+ XQ[X]) x Z[[X]] | n divise A(0) — B(0)}
est un anneau cohérent non Noethérien.

Preuve.
D’abord, on a J et J' sont des idéaux de type fini de Z+ X Q[X] et Z[[X]], respectivement.
D’autre part, d’apres [17, Corollaires 5.2.5 et 5.2.9], on a :

n(Z[X])+ J=Z[X]+nZ+ XQ[X] =Z+ XQ[X]
est un anneau cohérent mais n’est pas Noethérien. De plus,
w(ZIX])+ J =Z[X] +nZ + XZ[[X]] = Z[| X]]
qui est Noethérien. Par conséquent, 1" est cohérent non Noethérien.

Sous les mémes notations que la proposition 2.5.3. Soit m € Max (A, I), considérons les
parties multiplicatives

= (f(A)+ D\ (f(m)+J) = f(A\m)+J
(respS = (9(A) + J)\ (g(m) + J) = g(A\ m) + J')
de f(A)+J et B (resp. de g(A) +J et C). Et soit fu : Aw — Bs, (resp. gm : Am — Csy,)
I’homomorphisme canonique induit par f (resp. par g). De plus, on a :

(f(A) + ‘])f(m)JrJ = fm(Am) + Jf (m)+J

En effet, fu(Aw) 4+ Jf@m)+s est un sous-anneau de (f(A) + J)jsm)+s. Inversement, soit
z € (f(A) +J) sm+s,

@i _f@ 1) =11
FO+7 16 T I )

20

€ fm(Am) + Jf(m)+J



pour certains a € A, s € A\met j,j € J.
D’une manieére similaire, on a :

<g<A) + Jl)g(m)+J’ = gm<A ) + J m)+J’ -
Adoptons la notation suivante :

Y = Max(f(A)+J)
Y’ = Max(g(A)+ J)

La proposition suivante nous permet de déterminer la dimension faible des extensions
bi-amalgamées cohérentes.

Proposition 5.1.3
Supposons que lanneau A<!9 (J, J') est cohérent et soit n € N.

Alors w.dim (A <9 (J,J')) < n si et seulement si :
1) Pour tout m € Max(A, I), Jymy+s = (0) ou i)y 50 = (0).

2) w.dim ((f(A)+ J)r) < n et w.dim ((f(A)+J)f(m)+J) <n pourtout J L LeY et
tout m € Max(A, I) tel que Jy .50 = (0).

3) w.dim ((g(A) + J')r) < n et w.dim ((g(A) + J’)g(mHJ/) <n pour tout J' L L' €Y'
et tout m € Max(A, I) tel que Jpmy+s = (0).

Preuve.
Rappelons que si R un anneau, on a :

w.dim(R) = sup{w.dim(R) | m € Max(R)} = sup{w.dim(R,) | p € Spec(R)}.

(=) Soit m € Max(A,I) et soit M = m /9 (J,J'). Puisque A /9 (J, J') est cohérent
avec w.dim (A b9 (J, J')) < oo, alors

A9 (JJ)) =2 Ay salmim (Jg | TG
M St

est un anneau intégre. Par suite, Jm) s = Js, = (0) ou Jy )y o = J5 = (0).
Si Jy w1y = (0), alors,

(Al (J, J'))M = ful(Aw) + Jsw = (F(A) + ) 1 -

Done, w.dim ((f(A) + J) fm)+s) < 1
Maintenant, on suppose que L € Y tel que J € L et soit M = L. Alors, M est un
idéal maximal de A </9 (J,.J') et on a :

(A !9 (J, T ) = (F(A) + )
Ainsi, w.dim ((f(A) + J)r) <n

De la méme maniere, on montre que la condition (3) est vérifiée.
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(<) Soit M € Max (A9 (J,J')).
Si Jx J'¢€ M, on obtient, d’apres les conditions (2) et (3), que :

w.dim ((A >a"9 (J,J)) ) < n.
Si J x J' C M, alors il existe m € Max(A, I) tel que M =m <9 (J,J') et on a :
(At (J,0)),, = Aw o9 (T, T4 ).
Ainsi, par la condition (1), on a :

f.9 / fm(Am) + JSm = (f(A) + J) +J S J m)+J! (0)
(4wt (7.79),, { W(An) + Tty = ((A) + T )ymes i Trmyes = (0

D’aprés (2) et (3), on en déduit que w.dim (A <9 (J, J’)) < n. D’ou le résultat.

Proposition 5.1.4
On suppose que A 9 (J,J') est cohérent et soit n € N. Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1) sup {w.dim (%), w.dim (A" (J,J))} <n;
2) sup {w.dim(f(A4) + J),w.dim(g(A) + J')} < n et pour tout m € Max(A, 1), Jrm)y+s =
(O) ou J;(m)-l—J’ = (0)

Preuve.
On a pour tout m € Max(A, I),

é (f(A) + J)f(m)+J é (g<A) + ‘]/) g(m)+J’
(7), Ters (7), J |

T g(m)+J’

Il
Il

(=) D’apres la proposition 5.1.3, il suffit de montrer que w.dim ((f(A) + J) j(m ) <n
(vesp. w.dim ((g(A) + J")gm)+s) < n) pour tout m € Max(A,I) tel que Jf =
(0) (resp. Jgmy 400 = (0)).

Soit m € MaX(A, I),ona:

<§1> . = (f(A) + J)f(m)—i—J (resp. <1?> >~ (g(A) + J’)g(m)+J, >

~Iz

Puisque w.dim ((?)

(<) Réciproquement, on a évidement w.dim (A o9 (J, J’)) <n.
D’autre part, soit m € Max (A, I'). D’apres I'hypothese, on a :

<?>?g(f(A)+J)f(m)+J ou <§l>mg(g(A)+J’) e

T

) < n, on obtient le résultat.

m
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A
Comme Jpm)+s = (0) ou Jyp, . = (0), alors toute localisation de <[> est iso-
morphe a une localisation de f(A)+ J oude g(A) + J'. Or,

sup {w.dim(f(A) + J),w.dim(g(A) + J)} <mn,

d’ou w.dim (?) < n.

Corollaire 5.1.2
On suppose que A/l est un corps, J et J sont des idéauz de type fini de f(A)+ J et
g(A) + J' et soit n € N. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1) Axx/9 (J,J') est cohérent de dimension faible au plus égale d n ;

2) f(A)+ J et g(A) + J' sont cohérents de dimensions faibles au plus égales a n et
J (ou J') est engendré par un élément idempotent.

Preuve.
Puisque J et J’ sont des idéaux de type fini de f(A) + J et g(A) + J', respectivement.
Alors A</9 (J, J') est cohérent si et seulement si f(A) + J et g(A) + J' sont cohérents.

(=) Il suffit de montrer que J ou J" est engendré par un élément idempotent. D’apres
la proposition 2.4.1, on a J (resp. J') est un idéal maximal de f(A) + J (resp. de
g(A) + J') et Max(A,I) = {I}. Ainsi, J = f(I)+ J et J = g(I)+ J', et donc
J; = (0) ou J} = (0). D’ou J ou J' est un idéal pur. Or J et J’ sont de type fini.
Alors, d’apres [12, Proposition pages 293 —294], on obtient que J ou J’ est engendré
par un élément idempotent.

(<) Si par exemple, J' est engendré par un idempotent, alors Jonry = Iy = (0),

d’apres la proposition 5.1.4, on a w.dim (A 9 (J, J')) <
Le corollaire 5.1.2 enrichit la littérature par des exemples d’anneaux non Noethériens
cohérents de dimensions faibles finies.

Exemple 5.1.2
Soient R un anneau non Noethérien, régulier au sens de Von Neumann et (S, m) un anneau

local régulier tel que gldim(S) = n. Considérons les surjections f : Rx S — S; (r,s) +— s
et g: RxS— RxS/m; (r,s) — (r,5). Alors,

T:=(RxS8)<x/ (m,Rx(0)={(s,(r,5) |r€R, s S}

est un anneau non Noethérien, cohérent et de dimension faible finie.

Preuve.
Notons que :
I=f"m)=g " (Rx(0) =Rxm,
et que g:i = § est un corps. En outre, T" est un anneau non Noethérien (puisque R x .S/m

est non Noetherlen) et cohérent. D’autre part, R x (0) est engendré par (1,0) qui est
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idempotent dans R x S/m. D’apres le corollaire, on en déduit que 7" est de dimension
faible finie.

Le résultat suivant étudie un cas particulier de la duplication. Soit A un anneau et I un
idéal propre de A.

Corollaire 5.1.3

On suppose que A< I est cohérent et soit n € N. Alors w.dim(A < ) < n si et seulement
si w.dim(A) < n et I est un idéal pur de A.
En particulier, si I est de type fini et A est cohérent, alors w.dim(A > I) < n si et
seulement st w.dim(A) < n et I est engendré par un idempotent.

Preuve.

En utilisant la proposition 5.1.3, puisque A < I est cohérent, alors w.dim(A 1) < n et
I, = (0) pour tout m € Max(A,I). Cette derniere condition est équivalente a I est un
idéal pur de A.

Maintenant, si I est de type fini et A est cohérent, alors A 1 I est cohérent d’apres [9,
Lemme 4.2]. De plus, les idéaux purs de type fini sont exactement les idéaux engendrés
par un idempotent.

Exemple 5.1.3
Pour tout entier £ > 1, on a :

w.dim(Z < (kZ)) = gldim(Z pa (kZ)) = oo.

En effet, Z > (kZ) est Noethérien (puisque Z est Noethérien) et kZ n’est jamais engendré
par un idempotent puisque Z est integre.

Rappelons qu’un anneau R est semi-héréditaire si et seulement si R est cohérent et
w.dim(R) < 1. Le corollaire suivant récupéere un résultat connu pour les duplications.

Corollaire 5.1.4
Supposons que I est un idéal de type fini de A. Alors, A 0 I est semi-héréditaire si et
seulement si A est semi-héréditaire et I est engendré par un idempotent.

Nous terminons ce chapitre par un résultat dans lequel nous traitons la dimension globale
des bi-amalgamations Noethériennes.

Proposition 5.1.5
On suppose que f(A) + J et g(A) + J sont Noethériens de dimensions globales finies.
Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1) sup {gldim (%), gldim (A /9 (J,J))} <n;
2) sup {gldim(f(A) + J), gldim(g(A) + J')} < n et pour tout m € Max(A, 1), Jrm)y+s =
(0) ou Jgimy 150 = (0).
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Exemple 5.1.4

Soient Ay un anneau semi-simple qui n’est pas un corps et I un idéal propre de Aq (par
exemple Ay := Z/6Z et I := 37Z/6Z). Soit A = Ay > I la duplication de A le long de
I. Soit n un entier positif n > 0, D = Ay[X1, Xo, ..., X;,]. Considérons f : A — Aq et
g: A< Ay x D.Etposons J=1¢etJ =1xD. Alors A<x/9 (J,J') est de dimension
globale finie.

Preuve.
Notons que f~1(J) = g }(J') = I x I. De plus, soit m 1 I € Max(A, I x I). Alors, on a
nécessairement m € (Ag, /) et

Jf(mMI)+J =Ilnir=In= (0)
puisque I est engendré par un idempotent (car Ay est semi-simple). D’autre part,
gldim (f(A) + J) = gldim (A + I) = gldim(Ay) = 0,
et

gldim (g(A) + J') = gldim (A + (I x D)) = gldim (Ay x D)
= sup {gldim(Ay), gldim(D)} = n.

Ainsi, A</9 (J, J') est de dimension globale finie.
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Chapitre

Bi-amalgamations pm™, de caracteére fini et
h-locales

Mohammed TAMEKKANTE et E1 Mehdi BOUBA; On Pm+ and finite character bi-amalgamation,
Bulletin of the Iranian Mathematical Society Vol. 43 (2017), No. 5, pp. 1237-1244

Dans ce chapitre, on va étudier le transfert des notions de pm-anneauz, pm™-anneaur,
anneaux de caractére fini et anneauz h-locauxr auz bi-amalgamations d’anneau.

6.1 Définitions et propriétés

Définitions 6.1.1
Soit R un anneau commutatif.

1) R est appelé pm-anneau si tout idéal premier de R est contenu dans un unique idéal
mazximal de R, ce qui est équivalent a, R/P est un anneau local pour tout idéal
premier P de R.

2) R est appelé pm™-anneau si les idéaux premiers contenant un tel idéal premier
forment une chaine.

3) R est un anneau "clean” si pour tout a € R, a peut s’écrire sous forme a = u+ e tel
que u € U(R) et e € Idem(R) ou Idem(R) est ’ensemble des éléments idempotents
de R.

4) R est dit anneau de caractére fini si tout idéal propre est contenu dans un nombre

fini d’idéauxr mazimaux. Autrement dit, R/I est un anneau semi-local, pour tout
idéal I de R.
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5) R est un anneau h-local s’il est pm-anneau et est de caractére fini, ¢’est équivaut d
dire que, tout idéal premier de R est contenu dans un unique idéal maximal et tout
idéal propre est contenu dans un nombre fini d’idéaux maximaux de R.

Proposition 6.1.1
Tout anneau de valuation est un pm™-anneau.

Preuve.
Soit R un anneau de valuation et montrons que R est un pm™*-anneau.

Soient P € Spec(R) et Py, Py € V(P). Supposons que Py P, et P, ¢ P;. Alors il existe
a€ P\ Pyetbe P\ Pp. Ainsi aR C bR ou bR C aR puisque R est de valuation. D’ou
a € P,oube P;. Ce qui est absurde.

Définition 6.1.1
Soit R un anneau. Un idéal premier P de R est dit minimal s’il ne contient aucun idéal
premier.

Exemple 6.1.1
Si R est un anneau Artinien, alors tout idéal maximal de R est un idéal premier minimal.

Proposition 6.1.2 ([3], Théroéme 5)
Tout anneau "clean" est un pm-anneau. On a ’équivalence si l’anneau a un nombre fini
d’idéaux premiers minimaux.

Proposition 6.1.3
Tout anneau Noethérien a un nombre fini d’idéauzr premiers minimaug.

Preuve.
Soit R un anneau Noethérien, alors pour tout idéal I de R, on a :

\/_Zplﬂpzﬂ-‘ﬂpn,

ou P1, P2, Pn € SpeC(R)

Soit P un idéal premier minimal de R. Comme (0) C P, alors \/(0) € v/P = P. Donc
il existe p1, P2, ..., P € Spec(R) tels que /(0) = p;NpaN---Np, C P. Ainsi, il existe
ip € {1,...,n} tel que p;; € P. Or P est minimal, d’ou P = p;,. Ce qui acheve la preuve.

Proposition 6.1.4 ([3], Corollaire 11)
Tout anneau de dimension 0 (au sens de Krull) est "clean’.
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6.2 Transfert de la propriété pm*-anneau a la bi-
amalgamation

Proposition 6.2.1
Aal9 (J,J') est un pm™-anneau si et seulement si f(A) + J et g(A) + J' le sont.

Preuve.

(=) On suppose que A <x/9 (J, J') est pm*-anneau. Puisque 'image homomorphe d’un

Aal9 (J,J) Aal9 (J,J)

I St /e~ A Jet —— 77

0% J' fA + T et =5
g(A) + J'. Alors f(A) + J et g(A) + J' sont des pmT-anneaux.

(<) Réciproquement, soit P un idéal premier de A /9 (J,J'). Montrons que deux
idéaux premiers contenant P sont comparables. Soient P, et P, € Spec(A /9
(J,J")) contenant P.

SiJxJ CPyalors Jx J C P et JxJ C P, donc il existe p, p1, po € Spec(A)
tels que :

~

pmT-anneau est un pmT-anneau et

P=ypu/9 (JJ), Pp=yp, 9 (JJ) et Py =pyxl? (J,.J).

A A)+J
Le fait que P C P, et P C P, donne P C ] et P - & D’autre part — = &
I — 1 I~ 1 1 J
est un pm*-anneau. D’ou %1 et %2 sont comparables et donc de méme pour p; et

po. Par conséquent P et P, sont comparables.
Si Ji x Jo € P, alors il existe L dans Spec(f(A) + J) ou dans Spec(g(A) + J') avec
JZ LouJ ¢ L tel que P= L. On suppose que L € Spec(f(A)+ J) (de méme si
L € Spec(g(A) +J)). Ona 0x J C(Lx (g(A)+ )N (A9 (J,J))=L=P.
P Py
" C " C D’

Donc Ox J  C Pet0OxJ CPB fDautrepart 0T et 0% T

A9 (JJ) : n
<7 de 0% T =~ f(A) + J qui est un pm*-anneau.

sont comparables et de méme pour P; et P,. Ce qui montre

sont des idéaux

premiers contenant

Py 2
et

0xJ — 0xJ

que A</9 (], J') est un pm*-anneau.

D’ou

Corollaire 6.2.1
1) A/ J est un pm*-anneau si et seulement si A et f(A) + J le sont.

2) A< est un pm™-anneau si et seulement si A lest.
Exemple 6.2.1
Soit p un nombre premier, considérons 'anneau Z, des entiers p-adic. On sait que Z,

est un domaine de valuation, donc est un pm™*-anneau. Ainsi, pour tout entier n € N*,
l'anneau Z, < (p"Z,) est un pm*-anneau.
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6.3 La propriété pm-anneau

Proposition 6.3.1
Axl9 (JJ') est un pm-anneau si et seulement si f(A) + J et g(A) + J' le sont.

Preuve.

(=) Claire, puisque I'image homomorphe d’un pm-anneau est un pm-anneau.

(<) Soit P € Spec (A >af9 (J,J')) contenant dans My, My € Max (A paf9 (J, J)).
Si JxJ C P;alors Jx J' C M et JxJ C M, donc il existe p € Spec(A),
my, my € Max(A) tels que :

P=ypo (J,J), My=my /9 (J,J) et My =my<l9 (J,J).

) .\ L my my 12
D’une maniere analogue que la preuve précédente, on a — et — sont des idéaux

f(A)+J

7 ) contenant % D’ou

A
maximaux de T (qul est isomorphe au pm-anneau
my

m ..
7= 72 Ainsi My, = M,..

Maintenant, on suppose que J; x Jp € P, alors il existe L dans Spec(f(A) + J)
(ou dans Spec(g(A) + J')) avec J ¢ L (ou J' ¢ L) tel que P = L. Dans le cas
olt L € Spec(f(A) + J) (de méme si L € Spec(g(A) +J')), ona 0 x J' C P. Donc
M M-
0xJ C M;et0xJ C M, Ainsi, LIPS’ 2_ sont des idéaux maximaux du
; OxJ  0xJ

Avh9 (J,J P M M-
NOX(J”) contenant 1’idéal premier 0T D’ou 0 1J’ =3 ><2J’
et donc M; = M,. Ce qui acheve la preuve.

pm-anneau

Corollaire 6.3.1
1) A</ J est un pm-anneau si et seulement si A et f(A) + J le sont.

2) Aval est un pm-anneau si et seulement si A [’est.

Corollaire 6.3.2
1) Si A9 (J,J') est "clean’, alors f(A) + J et g(A) + J' le sont.

2) Si f(A)+ J et g(A) + J" ont un nombre fini d’idéaux premiers minimauz, alors
Aal9 (J J') est "clean” si et seulement si f(A) + J et g(A) + J' le sont.

En particulier, A "9 (J,J') est Noethérien et "clean” si et seulement si f(A) + J
et g(A) + J' sont Noethériens et "clean’.

Preuve.

1) L’image homomorphe d’un anneau "clean" est "clean".
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2) Montrons que A "9 (J,.J') a un nombre fini d’idéaux premiers minimaux. Si
J =0 (resp. J' = 0), alors on a A /9 (J, J') = g(A) + J' (resp. Ap</9 (J,J') =
f(A)+ J), donc A<!9 (J, J') vérifie la propriété.

Maintenant, on suppose que J # 0 et J' # 0.

Soit P un idéal premier minimal de A <9 (J, J'). Donc il existe L € Spec(f(A)+J)
ou L € Spec(g(A) + J') tel que P = L. Si L € Spec(f(A) + J), montrons que L
est minimal. Soit K € Spec(f(A) + J) tel que K C L. Alors 0 x J/C K C L = P.
Donc K = L et donc K = L. Or f(A)+ J et g(A) + J' ont un nombre fini d’idéaux
premiers minimaux. D’ot le résultat.

Exemple 6.3.1

Soit n un entier tel que n > 1. Sachant que "anneau Noethérien Z/nZ est de dimension
de Krull 0. Ainsi, Z/nZ est un anneau "clean'. Alors pour tout 1 < m < n, 'anneau
Z/nZ 1< (m) est un anneau "clean'.

6.4 Les propriétés de caractére fini et h-local

Proposition 6.4.1
On suppose que J # 0 et J' £ 0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Aw<l9 (J,J') est semi-local ;
2) A9 (J,J') est de caractére fini;
3) f(A)+J et g(A) + J" sont semi-locau.

Preuve.
1) = 2) Claire.

2) = 3) Puisque J x 0 et 0 x J' sont des idéaux non nuls de A /9 (J, J'), alors il existe un
nombre fini d’idéaux maximaux de A 9 (J, J') contenant J x 0 et 0x J’, respectivement.

A 1.9 / A 1,9 /
D’ou NOX(JJ,’J) = f(A)+ J et W = g(A) + J' sont semi-locaux.
2)=3)Ona:

Max (A a9 (J,J")) = {L | L € Max(f(A) + J)UMax(g(A) + J)}.

Donc Max(A >/9 (J, J')) est fini puisque Max(f(A) + J) et Max(g(A) + J') sont finis.

Corollaire 6.4.1
Supposons que J et I := f~1(J) sont des idéauz non nuls de B et A, respectivement.
Alors, A</ J est de caractére fini si et seulement si A et f(A) + J sont semi-locaux.
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Le transfert de la propriété h-local a la bi-amalgamation est déduit facilement des propo-
sitions 6.3.1 et 6.4.1.

Corollaire 6.4.2
Supposons que J et J' sont des idéaus non nuls de B et C, respectivement. Alors, A /"9
(J,J") est un anneau h-local si et seulement si f(A)+J et g(A)+J" sont des pm-anneaux
et semi-locauz.

Corollaire 6.4.3

On suppose que J et I := f~1(J) sont des idéauz non nuls de B et A, respectivement.
Alors, A</ J est h-local si et seulement si A et f(A)+ J sont des pm-anneauz et semi-
locaux.

Exemple 6.4.1

Soit R un anneau Artinien (par exemple Z/nZ) et I un idéal non nul de R. Puisque R
est de dimension de Krull 0 (et donc pm-anneau) et est semi-local, alors R > I est un
anneau h-local.
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Chapitre

Anneaux et modules Nily-cohérents et
Nil4-cohérents spéciaux

K. A. Ismaili, D. E. Dobbs and N. Mahdou; Commutative rings and modules that
are Nil,-coherent or special Nil,-coherent, Journal of Algebra and Its Applications
Vol. 16, No. 10 (2017) 1750187.

Ce chapitre étudie la propriété Nil,-cohérence, définir une autre notion appelée Nil,-
cohérence spéciale et transférer ces notions a I’amalgamation d’anneaux.

7.1 La propriété Nil.-cohérence

Définitions 7.1.1
1) Un R-module M est dit Nil.-cohérent si tout sous R-module de type fini de M
contenu dans Nil(R)M est de présentation finie.

2) Un anneau R est dit Nil,-cohérent s’il est Nil,-cohérent comme R-module. Autre-
ment, si tout idéal de type fini de R contenu dans Nil(R) est de présentation finie.

La remarque suivante présente certaines classes immédiates d’anneaux Nil,-cohérents.

Remarque 7.1.1
Soit R un anneau. Alors,

1) Tout sous-module d'un R-module Nil,-cohérent est Nil,-cohérent.

2) Tout R-module cohérent est Nil,-cohérent. En particulier, tout anneau cohérent est
Nil,-cohérent.
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3) Si R est Noethérien, alors tout R-module est Nil,-cohérent (puisque tout R-module
est cohérent).

Rappelons qu'un R-module M est dit pseudo-cohérent si tout sous R-module de type
fini de M est de présentation finie. D’autre part, un anneau R est dit J-cohérent si tout
idéal de type fini de R contenu dans Jac(R) est de présentation finie. D’apres la remarque
7.1.1, on a tout R-module pseudo-cohérent est Nil,-cohérent et tout anneau .J-cohérent
est Nil,-cohérent puisque Nil(R) C Jac(R).

Théoréme 7.1.1
Soient R un anneau et 0 — M; = My % My — 0 une suite exacte de R-modules. Alors,

1) Si My est de type fini avec v(M;) C Nil(R)Ms et My est Nil.-cohérent, alors My est
Nil.-cohérent.

2) Si My est cohérent et My est Nil.-cohérent, alors My est Nil.-cohérent.
3) Si My est Nil,-cohérent, alors My [’est.

Preuve.

1) Puisque M; est de type fini, alors on peut considérer la suite exacte 0 — T} — R" —
My, — 0, ou n est un entier positif et 77 est un R-module. Soit N3 un sous module
de type fini de Mj tel que N3 C Nil(R)M3, montrons que N3 est de présentation
finie. Prenons la suite exacte 0 — T3 — R°* — N3 — 0 pour un certain s entier
positif et un certain R-module T3. D’autre part, on a v(M;) = u~1(0) C u=(N3),
donc on peut construire la suite exacte 0 — M; — u='(N3) — N3 — 0. De plus,
0 - R" — R"™ — R® — 0 est une suite exacte. Par la méme technique dans la
construction de la résolution projective dans [28, Lemme 6.20], on obtient alors le
diagramme commutatif suivant :

0 0 0
0 —— 1T —— Ty — T3 —— 0 (1)
0 — R" —— R —— R® —— 0 (2)
0 — My —— u}{(N3) —— N3 —— 0 (3)
0 0 0
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Pour montrer que N3 est de présentation finie, il suffit de montrer que T3 est de
type fini. Ainsi, il reste & prouver que u~!(N3) est de présentation finie.
Comme u~!(N3) est de type fini, M, est Nil,-cohérent et

ut(N3) € u H(Nil(R)Ms3) C Nil(R)u*(Ms)+Ker(u) = Nil(R) My+v(M;) = Nil(R)Ms,.

Alors, u=!(N3) est de présentation finie. Ce qui achéve la preuve.

2) On peut voir M; comme un sous-module de My (M1 & v(Ml)). Soit Ny un sous-
module de type fini de M, tel que Ny C Nil(R)M,. Montrons que Ny est de présen-
tation finie. On considere le diagramme commutatif suivant :

0 0 0
l l |

0 —— Ker(u|n,) Ny > u(Ny) —— 0 (1)
l l l

0o —— M, ‘s My ——» M; —— 0 (2)

avec 'homomorphisme Ker(u|y,) — M; est I'injection canonique (puisque Ker(u|y,) C
Ml).

Montrons que Ker(u|y,) et u(Nz) sont de présentation finie. Le fait que u(Ny) est de
type fini de Mj avec u(N;) C Nil(R)M; et Mj est Nil,-cohérent montre que u(Nz)
est de présentation finie. Par suite, Ker(u|y,) est un sous-module de type fini de M;
qui est cohérent. D’ott Ker(u|y,) est de présentation finie. On en déduit que Ny est
de présentation finie.

3) Facile, d’apres la remarque 7.1.1 (1).

Corollaire 7.1.1
Soient R un anneau et I un idéal de R. Alors,

1) Si R est Nil,-cohérent et I est de type fini tel que I C Nil(R), alors R/I est un
anneau Nil,-cohérent.

2) Si R/I est Nil,-cohérent et I est un R-module cohérent, alors R est Nil.-cohérent.

Preuve.

1) Montrons que R/I est un (R/I)-module Nil,-cohérent. Soit J un idéal de R tel que
J D I et J/I est de type fini contenu dans Nil(R/I). D’apres [19, Théoréme 1], il
suffit de montrer que J/I est de présentation finie comme R-module. Notons que
J C Nil(R). Ainsi, J/I C (Nil(R) 4+ I)/I = Nil(R)(R/I). De plus, en appliquant le
théoreme 7.1.1 (1) sur la suite exacte 0 — I — R — R/I — 0. On obtient que R/I
est un R-module Nil,-cohérent.

2) Considérons la suite exacte 0 - I — R — R/I — 0. D’apres 7.1.1 (2), il reste a
vérifier que R/I est un R-module Nil,-cohérent. Soit J un idéal de R tel que J D [

64



et J/I est un sous R-module de R/I contenu dans Nil(R)(R/I). Montrons que J/I
est un R-module de présentation finie. On a J/I C Nil(R/I) et R/I est un anneau
Nil,-cohérent, alors J/I est de présentation finie comme (R/I)-module. Or puisque
I est de type fini et d’apres [20, Lemme 1], on obtient que J/I est un R-module de
présentation finie. Ainsi, R/I est un R-module Nil,-cohérent.

Corollaire 7.1.2
Soient R un anneau, M et N deur R-modules et f : M — N un homomorphisme de
modules. Alors,

1) Si M est Nil.-cohérent, alors Ker(f) l’est.

2) Si N est Nil,-cohérent, alors Im(f) Uest.

3) Si M est Nil.-cohérent et Ker(f) est un R-module de type fini tel que Ker(f) C
Nil(R)M, alors Im(f) est Nil,-cohérent.

4) Si N est Nil,-cohérent et Im(f) est un R-module de type fini tel que Im(f) C
Nil(R)N, alors Coker(f) est Nil,-cohérent.

Preuve.
(1) et (2) sont des applications directes du théoréme 7.1.1 (3) ou de la remarque 7.1.1 (1).

Considérons les suites exactes 0 — Ker(f) - M — Im(f) - 0et 0 — Im(f) - N —
Coker(f) — 0 et appliquons le théoreme 7.1.1 (1). On obtient alors (3) et (4).

Le théoreme suivant transfere la notion de Nil,-cohérence aux produits directs de modules
et d’anneaux.

Théoréme 7.1.2
1) Soient R un anneau et {M; | 1 < i < n} une famille finie de R-modules. Alors,

@ M; est Nil,-cohérent si et seulement si M; est Nil,-cohérent, pour toutt =1, ...,n.
i=1

2) Soit {R; | 1 < i < n} une famille finie d’anneauz. Alors R =[] R; est Nil,-cohérent
i=1
st et seulement si R; est Nil.-cohérent, pour tout i =1,....,n.

Preuve.

1) L’implication réciproque est assurée d’apres la remarque 7.1.1 (1).

Par récurrence, pour n = 2. Supposons que M; et My deux R-modules Nil,-cohérents
et montrons que M := M; & M, est Nil,-cohérent. Soit N un sous R-module de
type fini de M contenu dans Nil(R)M ( = Nil(R)M; & Nil(R)M,). Notons que pour
tout ¢ = 1,2, N; := m(N) est un sous R-module de type fini de Nil(R)M; (avec
7; : M — M; est la projection canonique). Or, M; est Nil,-cohérent. Alors tout sous
R-module de N; est de présentation finie. Autrement, V; est pseudo-cohérent. Donc,
N1 @& N, est pseudo-cohérent d’apres [6, Exercice 11(c)]. D’autre part, remarquons
que N est un sous R-module de type fini de N7 @& N,, ce qui montre que N est un
R-module de présentation finie.
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2) Supposons que R; est un anneau Nil,-cohérent, pour tout ¢ = 1,...,n. Soit [ un

idéal de type fini de R tel que I C Nil(R) <: 11 Nil(RQ) .Alors I = @1, ou I
i=1 =1

est un idéal de type fini de R; avec I; C Nil(R;), pour tout ¢ = 1,...,n. Donc, pour

tout ¢, I; est de présentation finie. D’apres [13, Proposition 1.2.3], on peut obtenir

une présentation finie de I a partir des n présentations finies de I;.

Inversement, Prenons n = 2. Supposons que R = Ry X R est Nil,-cohérent. Soit I
un idéal de type fini de Ry contenu dans Nil(R;). On a [ := I; & (0) est un idéal
de type fini de R tel que I C Nil(R). Alors, I est un R-module de présentation
finie. D’apres [13, Propositions 1.2.1-1.2.3], I; et (0) sont des idéaux de R; et Ry de
présentation finie, respectivement.

D’une maniere similaire, on montre que Ry est Nil,-cohérent.

Corollaire 7.1.3
Soient R un anneau, M un R-module de type fini et N un R-module Nil,-cohérent, alors
Hompg(M,N) est un R-module Nil.-cohérent.

Preuve.

Considérons la suite exacte 0 — Ker(u) — R" — M — 0, pour un certain n entier
positif. Comme le foncteur contravariant Hompg(.,N) est exact a gauche d’apres [26,
Théoreme 4.3.7], alors la suite 0 — Homg(M,N) — Hompg(R", N) est exacte. Autre-
ment, Homg(M, N) est isomorphe a un sous R-module de Homg(R", N). Or,
Hompg(R", N) = N™ est Nil,-cohérent (puisque N 1’est). On en déduit que Homg(M, N)
est un R-module Nil,-cohérent.

Soient R et S deux anneaux et ¢ : R — S un homomorphisme d’anneaux (on peut
voir S comme un R-module), alors R est dit module rétracté de S (respectant ¢), s'il
existe un homomorphisme de R-modules ¢ : S — R tel que ¥ o ¢ = Idgr . Dans ce cas,
0> R— S — S/R — 0 est une suite exacte scindée de R-modules et donc R est un
facteur direct de S comme R-module.

Théoréme 7.1.3
Soit ¢ : R — S un homomorphisme d’anneauz tel que R est un module rétracté de S. Si
S est un anneau Nil,-cohérent, alors R [’est.

Preuve.
Supposons que S est Nil,-cohérent. Soit I est un idéal de type fini de R tel que I C Nil(R),

P p
alors [ = Z Ra; pour certains a; € I. Notons que IS5 = Z Sa; est un idéal de S contenu
=1 =1
dans Nil(S). Comme S est Nil,-cohérent, alors IS est de présentation finie comme S-
module. Considérons I'homomorphisme surjectif de S-modules v : S? — IS, ((sj)) —

P
Zsiai. On a Ker(v) est un idéal de type fini de SP. D’autre part, ¥? : SP — RP,
i=1
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((s7)) = (¥(s;)) est un homomorphisme surjectif de R-modules et ¢?( Ker(v)) est un

idéal de type fini de RP.

Considérons ’homomorphisme surjectif u : R — I, (a;) — zp: a;a;. 11 suffit de montrer
que Ker(u) est de type fini. On a facilement Ker(u) C ¢ ( Ker(Z;)l) puisque (¢(a;)) = (a;),
pour tout (a;) € RP. Inversement, soit (s;) € S? tel que isiai = 0. Alors, on a,

i=1
p

> U(si)a; = (i siai> =1(0) = 0. D'ou, Ker(u) = W’(Ker(v)) est de type fini de RP.
i=1

=1

Théoréme 7.1.4
Soit R un anneau. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1) R est Nil,-cohérent ;

2) (0:r a) est un idéal de type fini de R pour tout a € Nil(R) et l'intersection de deux
idéauz de type fini de R contenus dans Nil(R) est aussi de type fini de R.

7.2 La propriété Nil.-cohérence spéciale

Cette section étudie les anneaux et les modules satisfaisant la propriété Nil,-cohérence
spéciale.

Définitions 7.2.1
1) Un R-module M est Nil.-cohérent spécial si Nil(R)M est un R-module cohérent.
Autrement, Nil(R)M est un R-module de type fini et tout sous module de Nil(R)M
de type fini est de présentation finie.

2) Un anneau R est Nil,-cohérent spécial s’il vérifie la propriété comme R-module.

La remarque suivante donne certaines classes immeédiates de modules Nil,-cohérents spé-
ciaux.

Remarques 7.2.1
Soient R un anneau et M un R-module.

1) M est Nil,-cohérent spécial est équivalent a M est Nil,-cohérent et Nil(R)M est un
R-module de type fini. En particulier, R est Nil,-cohérent spécial est équivalent a
R est Nil,-cohérent spécial et Nil(R) est un idéal de type fini. Ainsi, tout R-module
(resp. anneau) Nil,-cohérent spécial est Nil,-cohérent.

2) SiNil(R)M = 0, alors M est un R-module Nil,-cohérent spécial. En particulier, si R
est réduit (par exemple integre), alors (tout R-module) M est Nil,-cohérent spécial
(resp. Nil,-cohérent) et R est un anneau Nil,-cohérent spécial (resp. Nil,-cohérent).
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3) Un R-module Nil,-cohérent spécial n’est pas en général cohérent. En effet, il suffit
de voir un anneau integre n’est pas cohérent.

Le théoreme suivant caractérise les anneaux Nil,-cohérents spéciaux.

Théoréme 7.2.1
Soient R un anneau. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1) R est Nil.-cohérent spécial ;
2) Tout R-module plat de présentation finie est un R-module Nil,-cohérent spécial ;

3) Nil(R) est un idéal de type fini de R et pour tout R-module libre L, tout sous R-
module de type fini de Nil(R)L est un R-module de présentation finie ;

4) R est Nil.-cohérent et Nil(R) est un idéal de type fini de R.

Preuve.
On a (1) < (4). De plus, (3) = (4) en posant L := R, et de méme (2) = (1). Il reste a
vérifier (1) = (2) et (1) = (3).

(1) = (2) Supposons que la condition (1) est vérifiée. D’apres le théoreme 7.1.2 (1), tout
R-module libre de base finie est Nil,-cohérent. Maintenant, soit M un R-module plat de
présentation finie . D’apres le théoreme 1.1.7, M est projectif de type fini. Ainsi, il existe
deux R-modules F' et U tels que F est libre de base finie et F' = M & U. Par suite, F est
un R-module Nil,-cohérent et donc M l'est. D’autre part, M et Nil(R) sont de type fini
comme R-modules, alors Nil(R)M est de type fini. D’ou M est Nil,-cohérent spécial.

(1) = (3) Montrons que pour tout R-module libre L, on aura tout sous R-module de
type fini M de Nil(R)L est de présentation finie. Notons que M C Nil(R)F ou F est un
sous R-module libre de type fini de L. Donc, F' est Nil,-cohérent, c’est a dire que M est
de présentation finie.

Remarque 7.2.1

D’apres le théoreme ci-dessus, les deux implications (1) = (2) et (2) = (1) montrent
aussi le résultat suivant : Un anneau R est Nil,-cohérent si et seulement si tout R-module
plat de présentation finie est un R-module Nil,-cohérent.

Corollaire 7.2.1
Soient R et S deuxr anneauz et f : R — S un homomorphisme d’anneaux rendant S un
R-module plat de présentation finie. Si R est un anneau Nil,-cohérent spécial, alors S est
un R-module Nil,-cohérent spécial.

Remarque 7.2.2

On ne peut pas déduire du corollaire ci-dessus, que S est un anneau Nil,-cohérent spécial.
Par exemple, prenons R un anneau réduit non cohérent, et soit l'injection canonique
R— S:= R x R. Comme S = R@® R est un R-module libre de base finie (donc plat de
présentation finie). Alors, S est un R-module Nil,-cohérent spécial. Toutefois, S est un
anneau non Nil,-cohérent d’apres [30, Proposition 2.7] (puisque R n’est pas cohérent).
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Le théoréeme suivant donne une condition suffisante pour qu’un produit tensoriel soit
module Nil,-cohérent spécial.

Théoréme 7.2.2
Soient R un anneau et M et N deur R-modules plats tels que M est de présentation finie
et N est Nil,-cohérent spécial. Alors, M @r N est un R-module Nil,-cohérent spécial.

Preuve.

Montrons que Nil(M ®z N) est un R-module cohérent. Soit Fy; - Fy — M — 0 une
présentation finie de M. Comme Nil(R)N ®pg . est un foncteur exact a droite, alors
Nil(R)N ®r F1 "% Nil(R)N @r Fy "% Nil(R)N @z M — 0 est exacte. Or, Nil(R)N
est cohérent. Donc, d’apreés [6, Exercice 11 (c)], on en déduit que Nil(R)N ®g Fy et
Nil(R)N ®p F} sont des R-modules cohérents (puisque Nil(R)N @ Fy et Nil(R)N @ Fy
sont des produits directs finis de Nil(R)N). Ainsi, Coker(1®u) est un R-module cohérent
d’apres [6, Exercice 11 (b)]. Autrement, Nil(R) ® g M est cohérent. Il reste a prouver
que Nil(R)(M ®r N) = Nil(R)N ®p M. En effet, On a M ®r N et N sont plats. Alors,
Nil(R)(M ®r N) 2 Nil(R) ®g (M ®r N) =

Nil(R) ®g (N @r M) 2 (Nil(R) @5 N) @r M = Nil(R)N ®5 M.

Proposition 7.2.1

Soient R un anneau et {M; | 1 < i < n} une famille finie de R-modules. Alors @M est
i=1
Nil,-cohérent spécial si et seulement si M; l’est, pour touti =1,...,n.

Preuve.
Pour n = 2. On a, Nil(R)(M; ® Ms) = Nil(R)(M;) ® Nil(R)(Mz). Donc, Nil(R)(M; & M,)
est cohérent si et seulement si Nil(R)(M;) et Nil(R)(M,) le sont.

Théoréme 7.2.3
Soient R un anneau et S une partie multiplicative de R. Si M est un R-module Nil,-
cohérent spécial, alors S'M est un S™'R-module Nil,-cohérent spécial.

Preuve.

On a Nil(S7'R) = S7(Nil(R)). Alors, Nil(S7'R)(S7'M) = S7Y(Nil(R))(S™'M) =
ST (Nil(R)M). D’apres [17, Théoréme 2.2.6], on a Nil(ST'R)(S™'M) est un (S™'R)-
module cohérent. D’ott, S~'M est un (S7!R)-module Nil,-cohérent spécial.

Corollaire 7.2.2
Soient R un anneau Nil,-cohérent spécial et S une partie multiplicative de R. Alors l’an-
neav ST'R est aussi Nil,-cohérent spécial.
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7.3 Transfert a l’extension triviale

Lemme 7.3.1
Soient (R, M) un anneau local et E un R-module tel que M E = 0. Alors,

1) (r,e)™ = (r™,0), pour tout r € M, e € E et n € N*.
2) Nil(R o E) = Nil(R) o E.

Théoréme 7.3.1
Soient (R, M) un anneau local et K := R/M. Soit E un R-module tel que ME =0 (c’est
a dire K-espace vectoriel) et posons A := R o< E. Alors,

1) Nil(A) est un idéal de type fini de A si et seulement si Nil(R) est un idéal de type
fini de R et E est de dimension finie.

2) A est Nil,-cohérent (resp. Nil,-cohérent spécial) si et seulement si R est Nil,-
cohérent (resp. Nil.-cohérent spécial) et E est de dimension finie.

Preuve.

1) Si Nil(A) est un idéal de type fini de A, alors il existe {ry,...,7,} € Nil(R) et
{e1,....,en} C E tels que :

n

i=1 =1

(puisque ;£ C ME = 0, pour tout i). Donc, Nil(R) =Y Rr; et E =) _ Re;.
i=1 i=1

Inversement, soient {r;|1 <i < n} (resp. {e; | 1 <i <n}) une famille génératrice
de Nil(R) (resp. de E). Soit (r,e) € Nil(A). Donc, il existe (a;); et (b;); dans R tels

n
que r =Y a;r; et e =Y be;, de sorte que :
i=1 i=1

n n

(r,e) = z;(ai, 0)(r;,0) + ;(bi, 0)(0, €;).
Par conséquent, {(r;,0)} U {(0,e;)} engendre Nil(A). D’ou Nil(A) est un idéal de
type fini de A.

2) Supposons que A est Nil,-cohérent. Soit ¢ : R — A, 7+ (r,0) I'injection canonique
et considérons I'homomorphisme surjectif de R-modules ¢ : A — R, (r,e) — r. Re-
marquons que o = 1. Ainsi, R est un module rétracté de A. D’apres le théoreme
7.1.3, on en déduit que R est un anneau Nil,-cohérent. D’autre part, soient e € E
et a:=(0,e). Ona (0:ge) =M et donc (0:4a) =M x E. Or a € Nil(A) et A est
Nil,-cohérent. D’apres le théoreme 7.1.4, E est donc de dimension finie.
Réciproquement, soit J un idéal de type fini de A contenu dans Nil(A). Soit {(74,¢;) | 1 <
i < n} une famille génératrice de J, ou r; € M (puisque r; € Nil(R)) et e; € E, pour
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tout 7. Ainsi, I ;= » _ Rr; est un idéal de type fini de R contenu dans Nil(R). Consi-
i=1

dérons I'homomorphisme surjectif de A-modules (resp. de R-modules) u : A" — J

(resp. v : R — I), ou I'image de la iéme composante de la base canonique de A

(resp. de R) est (r;,¢e;) (resp. est r;). Soient p; € Ret f; € E, on a :

n n

u((pi, fi)) = Z(Pu fi)(rie) = Z(pi%[)i@i),

i=1 i=1

car r; f; € Nil(R)E C ME = 0. Il s’ensuit que
Ker(u) = {((pi, fi)) € A" [ (pi) € Ker(v)} € A",

On peut identifier le R-module A™ avec R™ @& E™. Ainsi, en identifiant Ker(u) avec
Ker(v)® E™, et comme R est Nil,-cohérent, alors I est de présentation finie, de sorte
que Ker(v) est de type fini. D’ou Ker(u) est de type fini puisque dimg E < o0.

Corollaire 7.3.1
1) Soient (R, M) un anneau local cohérent tel que M est de type fini et K := R/M. Soit

E un R-module de type fini tel que ME = 0 (espace vectoriel sur K de dimension
finie). Alors A := R < E est cohérent.

2) Soient K un corps et E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie. Alors
A:= K x E est cohérent (en fait, Noethérien et donc Nil.-cohérent spécial) est non
réduit.

Preuve.

1) D’apres [20, page 125], il suffit de montrer que F est un R-module cohérent. On a F
est de dimension finie. Alors, E est une somme directe finie de K. Il reste a montrer
que K est un R-module cohérent. Soit 0 — M — R — K — 0 une suite exacte.
D’apres [6, Exercice 11 (a)], on obtient que K est un R-module cohérent (puisque
M est de type fini). D’ott A est cohérent.

2) En appliquant (1) out R est un corps K (donc cohérent). D’autre part, A := K « E
est Noethérien puisque 1'idéal premier 0 o< E est de type fini (car dimgE < 00).
Toutefois, A n’est pas réduit puisque Nil(A) =0 < £ # 0.

Les deux corollaires suivants présentent des exemples d’anneaux Nil,-cohérents spéciaux
non cohérents.

Corollaire 7.3.2
Soient (R, M) un anneau local Nil.-cohérent spécial non cohérent et E un (R/M)-espace
vectoriel de dimension finie. Alors, R < E est Nil,-cohérent spécial non cohérent.

Preuve.
Le résultat découle directement du théoréme 7.3.1 et [21, Théoreme 2.6 (2)].
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Corollaire 7.3.3
Soit (R, M) un anneau local intégre non cohérent. Alors, R < R/M est un anneau Nil,-
cohérent spécial non cohérent.

Preuve.
D’apres la remarque 7.2.1 (2), R est Nil,-cohérent spécial (puisqu’il est integre) et dim(R/M)
est égale a 1. Ce qui termine la preuve.

7.4 Transfert a l’amalgamation

Cette section étudie les propriétés Nil,-cohérence et Nil,-cohérence spéciale pour certaines
constructions de l'amalgamation.

Lemme 7.4.1

Soient f : A — B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B. On suppose que
f~YJ) et J sont des idéauz de type fini de A et f(A)+ J (respectivement), que f~1(J) C
Nil(A) et que A est un anneau Nil,-cohérent. Alors f=1(J) x {0} est un (A </ J)-module
cohérent.

Preuve.

On a f~1(J) x {0} est un idéal de A >4/ J (c’est donc un (A </ J)-module). Posons T :=

Al Jet J = f~1(J) x {0}. Montrons que J est cohérent. D’aprés 'hypothese, f~1(J)

est de type fini, donc f~1(J) = > Ar; ot {ry,....,r,} C fH(J). Alors, J =Y _T(r;,0).
i=1 i=1

Autrement, J est de type fini.

D’autre part, soit W un sous (A >/ J)-module de type fini de 7, alors W est de la forme

I x 0, avec I un idéal de type fini de A contenu dans f~'(J). Notons que I = ZATZ'

=1
ou {ry,...,r,} € I. Maintenant, on considére ’'homomorphisme surjectif v : A" — I,
n

(a;) — Z a;r; . On obtient alors la suite exacte de A-modules suivante :
i=1

0 — Ker(v) > A" -1 -0

ott Ker(v) = {(ai) e A | S agr = o}.

i=1
Comme I C Nil(A) et A est Nil,-cohérent, alors Ker(v) est de type fini. De méme, on
considere la suite exacte de T-modules :

0 — Ker(u) = T" - W — 0
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n

avec u((a;, f(ai) + ji)) := Z(ai, flai) + 3i)(ri, 0) = (i ;T5, O) - Alnsi,

=1

Ker(u) = {((ai,f(ai) +:) €T | air; = 0} :
i=1
Soit ’homomorphisme ™ : A" — B", (a;) — (f(a;)). D’apres [1, page 3], il existe un
isomorphisme de 7™ vers A" »/" J". D’une maniére analogue, on peut montrer que
Ker(u) = Ker(v) /" J" comme T-modules. Comme J est un idéal de type fini de
f(A) + J, on obtient d’apres [1, Lemme 2.4 (1)] que Ker(u) est un T-module de type fini.
D’ou W est de présentation finie.

Lemme 7.4.2
Soient f : A — B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal de B. Alors,

Nil(A s/ J) = Nil(A) s/ (J N Nil(f(A) + J)) = Nil(A) >/ (J N Nil(B)).

Preuve.

I est facile de vérifier que J NNil(f(A)+J) = JNNil(B). Reste a prouver que Nil(A >/
J) = Nil(A) >/ (JNNil(f(A) + J)).

Soit (a, f(a) + j) € Nil(A </ J). Alors a € Nil(A) et f(a) +j € Nil(f(A4) + J), donc
f(a) € Nil(f(A)) C Nil(f(A) + J). Ainsi, j = f(a) +j — f(a) € JNNil(f(A4) + J).
Cest-a-dire que (a, f(a) + j) € Nil(A) </ (J NNil(f(A4) + J)).

Inversement, soient @ € Nil(A) et j € JANil(f(A)+J). Onadonc f(a)+j € Nil(f(A)+J).
Dot (a, f(a) + j) € Nil(A </ J). Ce qui termine la preuve.

Théoréeme 7.4.1
Soient f : A — B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal propre de B. Alors,
1) Si A</ J est Nil,-cohérent (resp. Nil,-cohérent spécial), alors A est.
2) Si f71(J) est un idéal de type fini de A, f~1(J) C Nil(A) et A </ J est Nil,-
cohérent, alors f(A)+ J lest.

3) On suppose que f~(J) et J sont des idéaux de type fini de A et f(A)+J (respectivement),
et que f~1(J) C Nil(A). Alors, A >/ J est Nil,-cohérent si et seulement si A et
f(A) + J le sont.

4) Supposons que f~1(J) et Nil(A) sont des idéauz de type fini de A, f~'(J) C Nil(A)
et les idéauz J et J N Nil(B) sont de type fini de f(A) + J. Alors A </ J est
Nil,-cohérent spécial si et seulement si A est Nil,-cohérent spécial et f(A) + J est
Nil,.-cohérent.

Preuve.

1) Si A >/ J est Nil,-cohérent, alors A I'est puisque A est un module rétracté de
Al J.
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Supposons que A </ J est Nil,-cohérent spécial. Alors A >/ J est Nil,-cohérent et
Nil(A >/ J) est un idéal de type fini de A </ J. D’apres ce qui précede et le lemme
7.4.2, on obtient que A est Nil,-cohérent et Nil(A) est un idéal de type fini de A.
D’ou A est Nil,-cohérent spécial.

2) Par hypothese, il existe {ri,...,7,} C Nil(A) tel que f7'(J) = > Ar;. Alors,

i=1
n

ST(A s J)(r;,0) = f71(J) x {0} ( C Nil(A <! J)). Par conséquent, f(A)+ J =
1:1A><1fJ
=) x{0}
3) Si A >/ J est Nil,-cohérent, alors A et f(A) + J le sont. Réciproquement, si A
et f(A) + J sont Nil,-cohérents. D’apres le lemme 7.4.1, on a f~1(J) x {0} est
un (A >/ J)-module cohérent. En utilisant le corollaire 7.1.1(2). Il en résulte que

A/ J est Nil,-cohérent (car f(A) + J = % est Nil,-cohérent).

4) Supposons que A >/ J est Nil,-cohérent spécial. Alors A est Nil,-cohérent spécial et
f(A)+J est Nil,-cohérent. Inversement, d’aprés (3), on a A </ J est Nil,-cohérent.
il suffit de vérifier que Nil(A </ J) est de type fini. On a Nil(A </ J) = Nil(A) >/
(J N Nil(B)). D’apres [2, Lemme 2.2], on a Nil(A >/ J) est de type fini. Ce qui
acheve la preuve.

est Nil,-cohérent d’apres le corollaire 7.1.1(1).

Corollaire 7.4.1
Soient A un anneau et I un idéal de type fini de A tel que I C Nil(A). Alors,

1) Al est Nil,-cohérent si et seulement si A lest.

2) Si de plus, Nil(A) est un idéal de type fini de A. Alors A < I est Nil,-cohérent
spécial si et seulement si A [’est.

Corollaire 7.4.2
Soient f : A — B un homomorphisme d’anneauz injectif et J un idéal propre de B. On
suppose que f~1(J) et Nil(A) sont des idéaux de type fini de A, J est un idéal de type fini
de f(A)+ J et J C Nil(B). Alors, A</ J est Nil,-cohérent spécial si et seulement si A
est Nil.-cohérent spécial et f(A) + J est Nil.-cohérent.

Preuve.
Le fait que J C Nil(B) et f est injectif assure que f~!(J) C Nil(A). D’ou le résultat en
appliquant le théoreme 7.4.1 (4).

Rappelons que [1, Théoréme 2.2 (2)] donne une caractérisation pour que l’extension amal-
gamée soit cohérente. En utilisant ce résultats avec le théoreme 7.4.1 pour avoir les deux
corollaires suivants.

Corollaire 7.4.3
Soient f : A — B un homomorphisme d’anneauz et J un idéal propre de B. On suppose
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que f~Y(J) et J sont de type fini de A et f(A)+J, respectivement, et que f~1(J) C Nil(A).
Alors,
1) Si de plus, A et f(A)+ J sont Nil.-cohérents et A ou f(A)+ J n'est pas cohérent,
alors A</ J est Nil,-cohérent non cohérent.
2) Si de plus, Nil(A) est un idéal de type fini de A, J C Nil(B), A est Nil.-cohérent
spécial, f(A)+J est Nil.-cohérent et A ou f(A)+.J n'est pas cohérent, alors A</ J
est Nil,-cohérent spécial non cohérent.

Corollaire 7.4.4
Soient A un anneau et I un idéal de type fini de A tel que I C Nil(A). Alors,

1) Si A est Nil.-cohérent non cohérent, alors A< I est aussi Nil,-cohérent non cohé-
rent.

2) On suppose de plus, que Nil(A) est de type fini. Si A est Nil,-cohérent spécial non
cohérent, alors A< I est aussi Nil,-cohérent spécial non cohérent.

Exemple 7.4.1

Soit (R,m) un anneau local intégre non cohérent et E’ un (R/m)-espace vectoriel de
dimension finie. On pose A :== R « E' et M := m «x E'. Soient F un (A/M )-espace
vectoriel de dimension finie, f : A — A o« F I'homomorphisme canonique et J :=
Nil(A) o< E. Alors, A</ J est Nil,-cohérent spécial non cohérent.

Preuve.

D’apres le théoreme 7.3.1(2), on a A est Nil,-cohérent spécial. Puisque R n’est pas co-
hérent, alors [21, Théoreme 2.6 (2)] donne que A n’est pas cohérent. De plus, A < E est
Nil,-cohérent spécial. Donc, on obtient directement le résultat en appliquant le corollaire
7.4.3.

Exemple 7.4.2
Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux avec A n’est pas cohérent et B est integre.
Soit J un idéal propre de B tel que f~*(J) = {0}. Alors A >/ .J est Nil,-cohérent spécial
non cohérent.

Preuve.
Puisque f~1(J) = {0}, on a alors A/ J = f(A) + J est intégre non cohérent.

Exemple 7.4.3

Soient f : A — B un homomorphisme d’anneaux ou A et B sont integres et A n’est
pas cohérent, et soit J un idéal propre de B. Alors A >/ J est Nil,-cohérent spécial non
cohérent.

Preuve.
Le fait que A et B sont intégres donne que Nil(A </ J) = {0}. Donc A </ J est
Nil,-cohérent spécial (car réduit) non cohérent.
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Perspectives

Nous terminons ce travail, par quelques perspectives de recherche que nous souhaitions
aborder prochainement.

La premiere question :

Quelle est la dimension globale faible de la bi-amalgamation dans le cas
général 7

La deuxieme question :

Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que la bi-amalgamation
soit un anneau Nil,-cohérent et Nil,-cohérent spécial ?
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