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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’histoire de la théorie des graphes débute peut-être avec les travaux d’Euler
au 18ème siècle et trouve son origine dans l’étude de certains problèmes, tels que
celui des ponts de Königsberg (les habitants de Königsberg se demandaient s’il
était possible, en partant d’un quartier quelconque de la ville, de traverser tous
les ponts sans passer deux fois par le même et de revenir à leur point de départ),
la marche du cavalier sur l’échiquier ou le problème du coloriage de cartes et du
plus court trajet entre deux points.

La théorie des graphes s’est alors développée dans diverses disciplines telles
que la chimie, la biologie, les sciences sociales (réseaux de transports), gestion
de projets, informatique (topologie des réseaux, complexité algorithmique, pro-
tocoles de transferts), la physique quantique, etc.

Depuis le début du 20ème siècle, elle constitue une branche à part entière
des mathématiques, grâce aux travaux de König, Menger, Cayley puis de Berge
et d’Erdös. Cette branche des mathématiques a connu un grand regain d’inté-
rêt suite à l’émergence des réseaux sociaux Internet dont les connexions entre
"amis" et "suiveurs" constituent des graphes dont l’analyse topologique et statis-
tique peut nous apprendre de nombreuses choses.

De manière générale, un graphe permet de représenter la structure,
les connexions d’un ensemble complexe en exprimant les relations entre ses élé-
ments : réseau de communication, réseaux routiers, interaction de diverses es-
pèces animales, circuits électriques.

Les graphes constituent donc une méthode de pensée qui permet de modéliser
une grande variété de problèmes en les ramenant à l’étude de sommets et d’arcs.

Le problème de coloration de graphes est l’un des origines de la théorie des
graphes, ce problème remonte au 19ème siècle lorsque Guthrie a remarqué que
quatre couleurs étaient suffisantes pour colorer la carte d’Angleterre, sans don-
ner la même couleur à deux régions ayant une frontière commune. Il pose alors
la question de savoir si quatre couleurs suffisent toujours pour colorier n’importe
quelle carte géographique de sorte que deux régions voisins n’aient pas la même
couleur. Malgré un énoncé simple, cette conjecture est restée non résolue pen-
dant plus d’un siècle. Il fallut attendre 1978 pour qu’Appel et Haken parviennent
à démontrer ce résultat à l’aide d’un ordinateur. Même si le problème des carto-
graphes est résolu, celui des mathématiciens ne l’est pas, car ce théorème traite
seulement du cas particulier des graphes planaires.
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Figure 1 – Carte de l’Europe coloriée avec quatre couleurs .

Au cours de la dernière décennie du 19ème siècle, la littérature sur l’appli-
cation de la théorie des graphes en algèbre a énormément augmenté et de nom-
breux articles de recherche ont été publiés dans ce domaine de la théorie des
graphes. L’application de la théorie des graphes en algèbre est un sujet fascinant
qui concerne l’interaction entre l’algèbre et la théorie des graphes. Les outils algé-
briques peuvent être utilisés pour donner des preuves surprenantes et élégantes
des faits théoriques sur les graphes. De nombreux objets algébriques intéressants
sont associés aux graphes. Ces dernières années, l’application de la théorie des
graphes en algèbre est devenue un sujet de recherche intéressant. On étudie les
propriétés des graphes en les traduisant en structures algébriques et en utilisant
les résultats et les méthodes de l’algèbre pour en déduire des théorèmes. D’autre
part, de nombreuses structures algébriques peuvent également être étudiées en
les traduisant en graphes et en utilisant les propriétés des graphes.

La première branche de l’interaction entre l’algèbre et la théorie des graphes
comprend l’étude des graphes en relation avec l’algèbre linéaire. Les différentes
matrices associées à un graphe sont principalement des structures algébriques
qui ont permis de caractériser le graphe. En particulier, cela implique l’étude
du spectre de la matrice d’adjacence ou de la matrice laplacienne d’un graphe.
Un graphe peut être complètement déterminé par sa matrice d’adjacence et les
propriétés spectrales de cette matrice sont étroitement liées aux propriétés du
graphe. Par exemple, si un graphe est régulier, les valeurs propres de la matrice
d’adjacence du graphe sont liées en valeurs absolues par le degré du graphe. Dans
le cas du graphique linéaire, il existe une forte limite inférieure pour les valeurs
propres. Matrice d’incidence, matrice de cycle, matrice diagonale sont d’autres
matrices associées à un graphe qui aident à caractériser un graphe. Cette branche
est classée dans la théorie des graphes spectraux.

Voici un résumé des différents chapitres qui composent ce travail.
Le premier chapitre est consacré aux notions de base, nous donnons des défi-

nitions fondamentaux et rappels sur les notions de base en théorie des graphes,
que nous utiliserons aux cours de ce mémoire. Nous donnons également un bref

FST Fès -8- Application de la théorie des graphes
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aperçu de la théorie des annaux en insistant sur les notions fondamentales.
Le deuxième chapitre porte sur le graphe de diviseur de zéro des annaux com-

mutatifs. Nous parlerons de ce graphe avec ses différentes caractérisations.
Dans le troisième chapitre, nous présentons un nouveau graphe dit graphe de

commutation des anneaux non-commutatifs, et quelques propriétés fondamen-
tales de ce type des graphes.

Dans le dernier chapitre nous définissons un autre graphe dit graphe de co-
diviseur de zéro, que ce soit des anneaux commutatifs ou non-commutatifs, ainsi
quelques propriétés de la structure de ces graphes.
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CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE

Introduire une nouvelle matière n’est pas toujours chose plaisante car il s’agit
souvent d’une accumulation de définitions ! Et c’est hélas la situation rencontrée
ici. Nous allons donc agrémenter cette présentation, autant que faire se peut,
d’exemples mettant en lumière l’intérêt pratique de la théorie des graphes dans
l’aspect des anneaux. Comme l’indique le titre de ce chapitre, nous présentons
ici les notions de base : les graphes et les anneaux. Le lecteur habitué au sujet
peut se dispenser de lire ce chapitre. Bien que toute les définitions de théories
des graphes et utiles à la compréhension de ce rapport soient données rigou-
reusement, le lecteur novice préfèrera sans doute consulter un ouvrage classique
[[14],[22]]. Pour ce qui est de théories des anneaux, nous ne donnons pas d’ex-
posé rigoureux, mais un simple aperçu des définitions et des résultats les plus
classique.

1.1 Théorie des graphes

De nombreuses situations peuvent se décrire commodément au moyen d’un
diagramme fait de points et de lignes reliant certaines paires de ces points. Par
exemple, les points peuvent représenter des personnes, et les lignes des paires
d’amis ; ou bien les points peuvent être des centres de communication et les
lignes représenter des liaisons entre les centres. Il faut noter que dans de tels
diagrammes on s’intéresse principalement au fait que deux points sont reliés ou
non par une ligne ; la façon de relier ces deux points est sans importance. Une abs-
traction mathématique des situations de ce type a engendré le concept de graphe.

1.1.1 Concept de base

Intuitivement un graphe simple G, est un ensemble de points ou sommets
(que nous supposerons toujours non vide et fini dans la suite) dont certaines
paires sont reliées, formant ainsi les extrémités d’une arête. Plus formellement :

Définition 1.1. Si A est un ensemble fini, on dénote par AoA l’ensemble des paires
non ordonnés {x,y}, avec x,y ∈ A et x , y.

10



Chapitre 1. Notions de base

Définition 1.2. Un graphe simple fini G est la donnée d’un couple d’ensembles finis
G = (V ,E) où V est non-vide et E ⊆ V oV (une relation binaire sur V ).
Les éléments de V sont appelés les sommets deG (Vertices en Anglais), et les éléments
de E sont appelés les arêtes de G (Edges en Anglais).

Une arête e de l’ensemble E est définie par une paire non ordonnée de som-
mets, appelés les extrémités de e. Si l’arête e relie les sommets u et v, on dira que
ces sommets sont adjacents, ou incidents avec e, ou bien que l’arête e est incidente
avec les sommets u et v.
On appelle ordre du graphe G le nombre de sommets de ce graphe, et on appelle
taille du graphe G le nombre d’arêtes.

Figure 1.1 – Un graphe simple d’ordre 7 dont V = {1,2,3,4,5,6,7}.

Remarque 1.1. • Un graphe simple sans sommet (et donc sans arête) est le graphe
nul (ou graphe vide). Un graphe simple avec uniquement un sommet est dit trivial.
• Un graphe fini est un graphe dont l’ensemble de sommets est fini (et donc aussi
l’ensemble d’arêtes). Dans le cas contraire, c’est un graphe infini. Le plus souvent, les
graphes considérés sont tacitement supposés finis.

Dans la suite tous les graphes que nous considérerons seront simples.
Deux sommets u et v d’un graphe simple G formant les extrémités d’une même
arête (u,v), sont dit adjacents ou voisins , ce que l’on note u ∼ v, et dans le cas
contraire non-adjacents ou non-voisins (u / v ). On définit alors le voisinage d’un
sommet :

Définition 1.3. - Le voisinage d’un sommet v de G, noté V (v), est l’ensemble des
sommets qui lui sont adjacents.

Dans la figure 1.1 , on a :
� V (1) = {2,3,4,5} V (7) = {4,5}.
� V (4) = V \{4}.

Un sommet n’ayant aucun voisin est qualifié d’isolé.
On définit également le voisinage d’un ensemble de sommets :

Définition 1.4. Le voisinage (ouvert) d’un ensemble de sommets S ⊂ V , noté V (S),
est l’ensemble

{u ∈ V \ S / ∃v ∈ S, {u,v} ∈ E}
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Dans la même figure 1.1 , prenons S = {2,3} alors

V (S) = V ({2,3}) = {6,4,1}.

Définition 1.5. Le degré d’un sommet v, noté d(v), est égal au nombre des arêtes
incidents à v , autrement dit d(v) = |V (v)|.

Soit G un graphe simple, le plus petit degré d’un graphe G est noté δ(G) et le
plus grand degré est noté ∆(G), plus formellement :

δ(G) = min
v∈V

d(v)

et
∆(G) = max

v∈V
d(v)

Example 1.1. Dans la figure 1.1, on a :
� d(1) = d(2) = 4, d(3) = d(5) = 3, d(4) = 6 et d(6) = d(7) = 2.
� δ(G) = min

v∈V
d(v) = d(6) = d(7) = 2.

� ∆(G) = max
v∈V

d(v) = d(4) = 6.

Il est facile de démontrer le résultat suivant, que l’on trouve déjà dans l’article
d’Euler sur les sept ponts de Königsberg :

Lemme 1.1. Soit G = (V ,E) un graphe simple, alors
∑
v∈V

d(v) = 2|E|.

Démonstration. Il suffit de constater que chaque arête compte pour deux degrés
(un pour chacune de ses extrémités). C’est-à-dire chaque paire {u,v} de E est
comptée deux fois, une fois pour d(v) et une seconde fois pour d(u).

Définition 1.6. Soit k un entier, un graphe G est k-régulier si tout sommet est de
degré k.
Un graphe 3-régulier est dit cubique.

1.1.2 Chemins et cycles

Les définitions suivantes sont toute assez naturelles et intuitives, mais il faut
bien les préciser au moins une fois de manière rigoureuse pour savoir de quoi on
parle exactement.

Définition 1.7. Un chemin C dans un graphe G = (V ,E) reliant u à v est définie par
une suite finie de sommets de type

C = [v0,v1,v2, ...,vp−1,vp]

où v0 = u,vp = v et {vi ,vi+1} ∈ E pour tout i ∈ {0,1, ...,p − 1}.
Le nombre p ≥ 2 est la longueur du chemin C. Le chemin C est un cycle si u = v.
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Définition 1.8. Un chemin simple (resp. cycle simple)C dans un grapheG = (V ,E)
est un chemin (resp. cycle) ne passant pas deux fois par une même arête, c’est-à-dire
dont toutes les arêtes sont distinctes.
Un chemin élémentaire (resp. cycle élémentaire) d’ordre n, noté Pn (resp. Cn), est
un chemin (resp. cycle) ne passant pas deux fois par un même sommet, c’est-à-dire
dont tous les sommets sont distincts.
Un graphe G = (V ,E) sans cycle élémentaire est appelé acyclique.
Un graphe G = (V ,E) qui ne contient qu’un seul cycle élémentaire est appelé unicy-
clique.

Par abus de langage, on parlera plus simplement de cycle (im)pair pour dé-
signer un cycle de longueur (im)paire.

Example 1.2. Considérons le graphe suivant

Figure 1.2 – Exemple de graphe simple G.

Dans ce graphe on a :

— [x1,x2,x4,x5,x2,x3] est un chemin simple non élémentaire.
— [x1,x2,x3,x4,x6] est un chemin élémentaire.
— [x1,x2,x3,x4,x2,x5,x1] est un cycle simple non élémentaire.
— [x1,x2,x3,x4,x5,x1] est un cycle élémentaire.

Définition 1.9. Dans un graphe G qui a au moins un cycle, la longueur d’un plus
long cycle élémentaire est appelée la circonférence et la longueur d’un plus court
cycle élémentaire est appelée la maille.

Dans le graphe simple 1.2, la maille de G est 3, et la circonférence égale à 7.
Pour un graphe qui ne contient pas de cycle ; par convention, sa maille est l’infini.

1.1.3 Sous-graphes

La majorité des problèmes de théorie des graphes consiste en l’étude, l’exis-
tence ou l’optimalité de certains sous-objets contenus dans un graphe. Dans cette
section, nous formalisons ce type de construction. Un sous-graphe d’un graphe
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donné est un graphe obtenu en supprimant certains sommets et/ou arêtes.
En théorie des graphes, un sous-graphe est un graphe contenu dans un autre
graphe. Formellement,

Définition 1.10. Un graphe H = (V ′,E′) est un sous-graphe de G = (V ,E) si V ′ ⊆ V
et E′ ⊆ {a ∈ E / les extrémités de l’arête a sont dans V ′} ; G est alors un sur-graphe de
H .

Définition 1.11. Un sous-graphe partiel (ou parfois graphe couvrant) de G = (V ,E)
est un sous-graphe H = (V ,E′) (c’est-à-dire qu’on peut l’obtenir à partir de G en sup-
primant uniquement des arêtes).

Figure 1.3 – Un graphe et un graphe partiel.

Définition 1.12. Le sous-graphe de G = (V ,E) induit par W ⊆ V (ou engendré par
W ⊆ V ), noté G[W ], est le sous-graphe ayant pour ensemble de sommets W et pour
ensemble d’arêtes toutes les arêtes de G ayant leurs extrémités dans W .

Figure 1.4 – Un graphe et un sous-graphe induit.

1.1.4 Connexité

La connexité d’un graphe est une mesure importante de sa robustesse quand
on le considère comme un réseau (réseau de transport, réseau informatique · · · )
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Définition 1.13. Un graphe est dit connexe si pour toute paire de sommets x et y de
G, il existe un chemin entre x et y, on dit alors que les sommets x et y sont connectés.

La connexité définit une relation d’équivalence sur l’ensemble des sommets,
et chacune des classes d’équivalence est appelée composante connexe (connected
component) du graphe. Autrement dit, un graphe est connexe si et seulement
s’il ne contient qu’une seule composante connexe. Intuitivement, le nombre de
composantes connexes correspond au nombre de « morceaux » du graphe quand
on le dessine. Un résultat classique énonce que :

Lemme 1.2. Pour tout graphe G, G est connexe ou G est connexe.

Démonstration. Supposons G = (V ,E) non connexe et montrons que son complé-
mentaire G = (V ′,E′) l’est en montrant que pour tout v1,v2 ∈ V = V ′, il existe un
chemin dans G allant de v1 à v2.

— Si v1 et v2 ne sont pas dans la même composante connexe, alors {v1,v2} < E,
donc {v1,v2} ∈ E′, ainsi v1 et v2 sont connectés dans G.

— Si v1 et v2 appartiennent a la même composante connexe, comme G n’est
pas connexe il existe un sommet v3 de G qui n’est pas dans la même com-
posante connexe que v1 et v2. On en déduit alors en appliquant deux fois
le raisonnement précédent que {v1,v3} et {v3,v2} sont des arêtes de G qui
forment un chemin de v1 à v2 ([v1,v3,v2]).

Définition 1.14. Soit G = (V ,E) un graphe simple connexe. La distance entre deux
sommets a et b est la longueur du plus court chemin joignant a et b. On la note d(a,b).
Le diamètre de G est défini par

diam(G) = max
a,b∈V

d(a,b).

Soit G = (V ,E) un graphe simple non connexe ; par convention, le diamètre de
G est défini par

diam(G) = +∞.

Définition 1.15. Soit G un graphe connexe.
Un point (resp. ensemble) d’articulation dans G est un sommet (resp. ensemble de
sommets) de G tel que sa suppression rend le graphe G non connexe.

1.1.5 Graphes particuliers

Certains graphes, comme la griffe, interviennent si souvent que les chercheurs
leur ont attribué un nom ou une notation spéciale. Ce sont notamment les graphes
complets, les graphes bipartis, les cycles et les chemins.

Définition 1.16. Le graphe complet d’ordre n, noté Kn, est le graphe où chaque som-
met est adjacent aux n− 1 autres sommets.
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Figure 1.5 – Graphes complets d’ordres 1 à 5

Proposition 1.1. Le nombre d’arêtes de Kn est :

n(n− 1)
2

.

Démonstration. Dans un graphe complet ayant n sommets, chaque sommet étant
relié aux n − 1 autres sommets, le degré de chaque sommet est n − 1. Le nombre
d’arêtes d’un graphe est égal à la moitié de la somme des degrés de tous ses som-
mets. Par conséquent, un graphe simple complet ayant n sommets aura n(n−1)

2
arêtes.

Figure 1.6 – Le nombre d’arêtes de K6 est 15.

Définition 1.17. Un graphe biparti G = (V ,E) est un graphe dont on peut partition-
ner l’ensemble des sommets V en deux ensembles A et B non vides tels que toute arête
de G a une extrémité dans A et l’autre dans B. On note alors G = (A,B;E).

Définition 1.18. Un graphe biparti complet est un graphe biparti G = (A,B;E) où
tout sommet de A est adjacent à tout sommet de B. On le note Kn,m, dans le cas où
n = |A| et m = |B|.

La figure 1.7 illustre quelques-uns de ces graphes particuliers.
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Figure 1.7 – Un graphe complet et un graphe biparti complet.

Définition 1.19. Le graphe K1,n avec n ∈N∗ est dit un graphe étoile. Son centre est le
sommet du partie d’ordre une.

Figure 1.8 – Graphes étoiles.

Définition 1.20. Un graphe simple G = (V ,E) est dit t-biparti complet s’elle existe
une partition V1 ∪V2 ∪ · · · ∪Vt = V de V , et tel pour tout vi et vj de V on a

{vi ,vj} ∈ E⇐⇒ vi etvj contient dans deux patries différentes.

De plus si |Vk | = nk pour tout k ∈ {1,2, · · · , t}, alors G sera noté par Kn1,n2,··· ,nt .

Example 1.3. Dans le cas où t = 2, on aura dans le cas des graphes bipartis complets
1.18.

Quand on recherche les propriétés d’un graphe, il est parfois plus simple
d’étudier son complémentaire :

Définition 1.21. Le complémentaire d’un graphe G = (V ,E) est le graphe noté
G = (V ′,E′) défini par :

V ′ = V et e ∈ E′⇐⇒ e < E

Figure 1.9 – Un graphe et son complémentaire.
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Définition 1.22. Un cycle élémentaire de longueur n ≥ 3 est dit un graphe n− cycle.

Figure 1.10 – Un graphe 5− cycle.

Remarque 1.2. — Un graphe triangle est un n− cycle, où n = 3.
— Un graphe carré est un n− cycle, avec n = 4.

Définition 1.23. On appelle arbre tout graphe connexe sans cycle (acyclique).

Figure 1.11 – Un arbre.

Définition 1.24. On appelle forêt tout graphe acyclique.

Figure 1.12 – Une forêt.

Définition 1.25. Un graphe est planaire s’il peut être tracé dans un plan sans qu’au-
cune de ses arêtes en croise une autre. Un tel tracé est appelé une représentation pla-
naire du graphe.

Example 1.4. Le graphe K4 est-il un graphe planaire ?
Solution : Oui, car on peut le représenter sans intersection comme le montre la figure
suivante :
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Figure 1.13 – Le graphe K4 est un graphe planaire

Proposition 1.2 (Caractérisation de Kuratowski et de Wagner ). Un graphe fini
est planaire si et seulement s’il ne contient pas de sous-graphe partiel qui est une ex-
pansion de K5 (le graphe complet à 5 sommets) ou K3,3 (le graphe complet biparti à
3+3 sommets).

Définition 1.26.
— Un chemin Eulérien est un chemin dans le graphe qui passe par toutes les

arêtes juste une seule fois. Si les extrémités de ce chemin sont coïncident, on
parlera de cycle Eulérien.

— Un chemin Hamiltonien est un chemin dans le graphe qui passe par tous les
sommets une et une seule fois. Si les extrémités de ce chemin se coïncident, on
parlera de cycle Hamiltonien.

Définition 1.27.
— Un graphe est dit Hamiltonien s’il possède un cycle Hamiltonien.
— Un graphe est dit Eulérien s’il possède un cycle Eulérien.

Example 1.5.

Figure 1.14 – cycle Eulérien, Chemin (cycle) Hamiltonien

Il existe des critères de base qui permettent de déterminer si un multigraphe
contient un cycle eulérien (ou un chemin eulérien). Euler découvrit ces critères
lorsqu’il résolut le fameux problème des ponts de Königsberg.

Théorème 1.1. Un graphe simple connexe a un chemin Eulérien si et seulement si tous
ses sommets sont de degrés pairs sauf au plus deux. Si le graphe n’a pas de sommets
impaire, alors il a un cycle Eulérien.
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Remarque 1.3. Deux graphes sont disjoints s’ils n’ont aucun sommet en commun, et
arête disjoints s’ils n’ont aucune arête en commun.

La manière la plus simple de combiner des graphes sont l’union :

Définition 1.28. La réunion des graphes simples G = (V ,E) et H = (V ′,E′) est le
graphe G∪H d’ensemble de sommets V et V ′ et d’ensemble d’arêtes E ∪E′.

Remarque 1.4. Si G et H sont disjoints, on dit que leur réunion est disjointe, et on la
note généralement par G+H .

Définition 1.29. Le réunion disjoint de deux graphes étoiles, dont les centres sont
adjacent est dit graphe double étoile.

Figure 1.15 – Un graphe double étoile.

1.1.6 Représentations matricielle des graphes

Matrice d’adjacence

Définition 1.30. Soit V = {1,2, ...,n}. La matrice d’adjacence d’un graphe G = (V ,E)
est la matrice carrée A =

(
aij

)
1≤i,j≤n

de taille n telle que aij = 1 s’il existe une arête

entre les sommets i et j, et aij = 0 sinon.

Notons que la matrice d’adjacence d’un graphe dépend de la numérotation
des sommets du graphe qu’elle représente.

Figure 1.16 – Un graphe simple et sa matrice d’adjacence.
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Matrice d’incidence

Définition 1.31. Soit V = {1,2, ...,n}. La matrice d’incidence d’un graphe G = (V ,E)
de taille m est la matrice B =

(
bij

)
1≤i≤n
1≤j≤m

de taille n×m, telle que bij = 1 si le sommet i

est une extrémité de l’arête j, 0 sinon.

Les arêtes
{1,2} {1,3} {2,3} {2,4} {3,5} {4,5}


1 1 1 0 0 0 0
2 1 0 1 1 0 0
3 0 1 1 0 1 0
4 0 0 0 1 0 1
5 0 0 0 0 1 1

Figure 1.17 – Représentation par listes d’adjacence du graphe de la figure 1.16.

1.1.7 Stables et cliques-ensemble dominant

Définition 1.32. Soit G un graphe simple d’ordre au moins deux.
- Un stable (ou independant) dans G est un ensemble de sommets deux à deux non
adjacents.
- Une clique dans G est un ensemble de sommets deux à deux adjacents.

Ainsi, une clique dans un graphe est un stable dans son complémentaire et
inversement. De plus, tout graphe induit par une clique étant un graphe complet,
les deux termes sont le plus souvent confondus, de même, un graphe sans arête
est régulièrement appelé stable.

Définition 1.33. - Un ensemble (de sommets, d’arêtes. . . ) est minimal (resp. maxi-
mal) pour une propriété P s’il ne contient (resp. n’est contenu dans) aucun ensemble
vérifiant la propriété P.
- Un ensemble (de sommets, d’arêtes. . . ) est minimum (resp. maximum) pour une
propriété P s’il est de cardinalité minimale (resp. maximale) pour la propriété P.

Il est facile de voir qu’un ensemble maximum est aussi maximal ; mais un en-
semble maximal n’est pas nécessairement maximum. Par exemple, le stable formé
par les sommets rouges sur la figure 1.18(a) est maximal (il est en effet impossible
d’ajouter à ce stable un autre sommet pour former un stable de cardinalité supé-
rieure), mais il n’est pas maximum (puisqu’il est possible de trouver un autre
stable, de cardinalité supérieure (fig. 1.18(b))).
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Figure 1.18 – La différence entre un stable maximal et un stable maximum.

Remarque 1.5. Dans un graphe simple il est possible de trouver plusieurs stables
maximaux.

La taille d’un stable maximum de G est notée α(G), et celle d’une clique maxi-
mum est notée ω(G). Naturellement, on a

α(G) = ω(G).

Déterminer un stable maximum ou une clique maximum dans un graphe arbi-
traire n’est pas du tout trivial.

Définition 1.34. •Un ensemble dominant (ou dominating set en anglais) d’un graphe
G = (V ,E) est un sous-ensemble S de l’ensemble V des sommets tel que tout sommet
qui n’appartient pas à S possède au moins une arête commune avec un sommet de S.
• L’ordre de plus petit ensemble dominant d’un graphe G est noté β(G).

Example 1.6.

Figure 1.19 – Un graphe G avec trois exemples d’ensembles dominants (consti-
tués des sommets rouges) dont β(G) = 2.

1.1.8 Isomorphisme et automorphisme de graphes

Définition 1.35. Deux graphes G = (V ,E) et H = (V ′,E′) sont isomorphes s’il existe
une bijection f : V → V ′ telle que ∀u,v ∈ V , u et v sont adjacents dans G si et
seulement si f (u) et f (v) sont adjacents dans H . On note alors G wH .
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Intuitivement, deux graphes sont isomorphes s’ils ont la même « structure
», i.e. s’il est possible de déplacer les sommets de l’un pour qu’il soit la copie
conforme de l’autre (au nom des sommets près). La figure 1.20 illustre cette défi-
nition.

Figure 1.20 – Deux graphes isomorphes et la bijection explicitée.

Remarque 1.6. 1. Lorsqu’un graphe est isomorphe à son complémentaire, on dit
qu’il est autocomplémentaire. C’est le cas par exemple de P4 ou de C5.

2. La relation "être isomorphe à" est une relation d’équivalence.

Définition 1.36. Un automorphisme d’un graphe simple G = (V ,E) est un isomor-
phisme du G dans lui même ; autrement dit, un automorphisme de G est une permu-
tation de son ensemble de sommets V , qui préserve l’adjacence.

Notons que la composition de deux automorphismes est un automorphisme.

Définition 1.37. L’ensemble des automorphismes d’un graphe simple G = (V ,E),
muni de l’opération de composition, forme un groupe dit groupe des automorphismes
de G, noté Aut(G).

Remarque 1.7. Soit G = (V ,E) un graphe simple d’ordre n, alors on a
— Aut(Kn) � Sn.
— Aut(G) est isomorphe à un sous groupe de Sn.

1.1.9 Coloration

Définition 1.38. Une coloration d’un graphe G = (V ,E) est une application f des
sommets de G vers un ensemble de couleurs C telle que deux sommets adjacents re-
çoivent des couleurs différentes. Si |C| = k, alors f est une k-coloration de G.
Le nombre chromatique de G, noté χ(G), est défini comme étant le plus petit entier
k tel que G admet une k-coloration.

Une coloration propre de G utilisant k couleurs est une partition de V en
ensembles S1,S2, ...,Sk tels que pour tout 1 ≤ i ≤ k, Si est un stable.

Example 1.7. Considérons les figures suivants
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Figure 1.21 – Le nombre chromatique des graphes complets d’ordres 1 à 5

Figure 1.22 – Le nombre chromatique des cycles élémentaires d’ordres 3 à 6

On remarque que χ(Kn) = n et que χ(Cn) = 2 si n est pair et χ(Cn) = 3 si n est
impair (pour la preuve voir la proposition 1.1.9 ).

Example 1.8. La figure 1.23 illustre un exemple de graphe 4-coloriable.

Figure 1.23 – Graphe admettant une 4-coloration
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Ce graphe est 4-coloriable donc χ(G) ≤ 4, il contient un C5 impair donc χ(G) ≥ 3,
de plus le sommet 4 est adjacent à tous les sommets de C5, il faut donc colorier ce
sommet avec une couleur différente des couleurs déjà affectées aux sommets de C5, on
en conclut que χ(G) ≥ 4, donc le nombre chromatique de G est χ(G) = 4.

Proposition 1.3. Soit G = (V ,E) un graphe simple d’ordre n.

1. χ(G) = 1 ssi G n’a pas d’arêtes.

2. χ(G) ≤ n.

3. Si G a au moins une arête alors, G est biparti ssi χ(G) = 2.

4. χ(Kn) = n pur tout n ≥ 1.

5. χ(Cn) = 2 si n est pair et χ(Cn) = 3 si n est impair.

6. Pour tout sous graphe H de G on a χ(H) ≤ χ(G).

7. χ(G) ≥ω(G)

Démonstration. 1. Facile, car si deux sommets sont adjacents, on aura χ(G) ≥
2.

2. Facile aussi, il suffit de colorier chaque sommet d’une couleur différente.

3. Un graphe biparti est un graphe dont on peut partitionner l’ensemble des
sommets en deux stables, d’où le résultat.

4. N’importe quel coloriage de Kn avec moins de n couleurs implique que
deux sommets sont de la même couleur, ce qui est une contradiction car
tous les sommets sont adjacents entre eux.

5. Par 1), χ(Cn) ≥ 2. Supposons que l’ensemble des sommets de Cn sont
s1, s2, ..., sn avec (si , si+1) ∈ E pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1 et (s1, sn) ∈ E.
Si n est pair, alors on colorie tous les sommets d’indice pairs avec une cou-
leur et tous les autres avec l’autre, donc χ(Cn) ≤ 2.
Si n est impair, on montre que Cn n’est pas 2-coloriable. Supposons qu’il le
soit et qu’on colorie ses sommets en bleu ou rouge. On suppose que sn est
bleu. Alors s1 et sn−1 doivent être rouges, s2 et sn−2 doivent être bleus et de
façon générale sk et sn−k sont de la même couleur pour tout 1 ≤ k ≤ n

2 . Si
n = 2m+1, alors avec k =m, on voit que sm et sm+1 sont de la même couleur,
c’est une contradiction, donc χ(Cn) ≥ 3.
Il est aussi facile de voir que Cn est 3-coloriable, dans la preuve ci-dessus,
il suffit de colorier le sommet d’indice m avec la troisième couleur (donc
χ(Cn) = 3).

6. Facile, car tous les sommets adjacents dans H sont adjacents dans G.

7. ω(G) est le cardinal d’une clique maximum C de G, donc G[C] est complet
et ω(G) = χ(G[C]) ≤ χ(G).

1.2 Les anneaux commutatifs

Les notions de loi de composition interne, de groupe et en particulier de
groupe abélien, sont supposées connues, ainsi que leurs propriétés élémentaires.
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Définition 1.39. On appelle anneau tout ensemble non vide R muni de deux lois de
composition internes, généralement notées l’une additivement, l’autre multiplicative-
ment, vérifiant les trois axiomes suivants :

(a) : (R,+) est un groupe abélien dont l’élément neutre est noté 0.
(b) : La multiplication est associative : quels que soient x,y,z dans R

x(yz) = (xz)z

(c) : La multiplication est distributive à droite et à gauche par rapport à l’addition :
quels que soient x,y,z dans R

(x+ y)z = xz+ yz et x(y + z) = xy + xz

Cas particuliers : R étant un anneau ,

a) R est dit nul, si R est réduit à {0}.
b) R est dit unitaire, s’il possède un élément neutre pour la multiplication,

appelé élément unité de R et noté 1R ou 1, s’il n’y a pas d’ambiguïté.
c) R est dit commutatif, si la multiplication de R est commutative.

Example 1.9. — Munis de l’addition et de la multiplication ordinaires, Z,Q,R
et C sont des anneaux commutatifs.

— Si n est un entier strictement positif, alors l’ensemble Z/nZ des classes de
congruence modulo n muni de l’addition (x,y) 7−→ x+ y et de la multiplication
(x,y) 7−→ x × y est un anneau commutatif à n éléments.L’anneau ainsi défini
s’appelle l’anneau des entiers modulo n.

Notation 1.1. Pour tout n ∈ N
∗, l’anneau Z/nZ = {0,1, · · · ,n− 1}, sera noté tout

simplement Zn = {0,1, · · · ,n− 1}, s’il n’y a pas d’ambiguïté.

1.2.1 Diviseur de zéro-Anneau intègre-Élément inversible

Définition 1.40. Étant donné un anneau R commutatif, un élément x est un diviseur
de zéro, s’il existe y , 0 dans R tel que xy = 0.
L’ensemble de diviseurs de zéro noté

Z(R) = {x ∈ R/∃y ∈ R∗ tel que xy = 0}.

Example 1.10. • Dans l’anneau Z6, on a Z(Z6) = {0,2,3,4}.
• Dans l’anneau Z2 ×Z2, on a Z(Z2 ×Z2) = {(0,0), (0,1), (1,0)}.

Définition 1.41. Un anneau R est dit intègre s’il est non nul et sans diviseur de zéro.
On appellera domaine tout anneau R unitaire, commutatif intègre.

Définition 1.42. Étant donné un anneau R, un élément x ∈ R est dit inversible s’il
existe un y ∈ R tel que xy = 1. L’élément y est uniquement déterminé et est appelé
inverse de x. On le note x−1. On note par R× l’ensemble des éléments inversibles de R.

Remarque 1.8. Soit R un anneau commutatif unitaire,
— Si R est intègre, alors pour tout x et y dans R, on a :

xy = 0 =⇒ x = 0 ou y = 0.
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— Si pour tout élément x de R∗ est inversible, alors R s’appelle un corps.

Example 1.11. i) Tout corps commutatif R est un domaine.
ii) Z est un domaine.
iii) Zn est un domaine si et seulement si n est un nombre premier et dans ce cas,

on sait que Zn est un corps.

Définition 1.43. Étant donné un anneau R, un élément x est dit idempotent, si
x2 = x.

Example 1.12. Dans l’anneau de matrices M2(R), la matrice
(
1 1
0 0

)
est idempotente.

Proposition 1.4. Étant donné un anneau commutatif et unitaire R, dont il possède
un élément idempotent x, alors

R = xR⊕ (1− x)R

Démonstration. Pour monter que R = xR ⊕ (1 − x)R, il faut de monter les deux
propriétés suivantes

R = xR+ (1− x)R et xR∩ (1− x)R = {0}.

i) Pour monter que R = xR+(1−x)R, on la montre par double inclusion, il est
clair que xR et (1− x)R incluent dans R, par suite xR+ (1− x)R ⊆ R. Il reste
à monter que R ⊆ xR+ (1− x)R.
Soit a ∈ R, alors on a

a = xa+ (1− x)a

donc a ∈ xR+ (1− x)R, c’est-à-dire que R ⊆ xR+ (1− x)R. d’où l’égalité.
ii) On a que xR∩ (1− x)R = {0}, en effet :

Soit a ∈ xR∩ (1− x)R =⇒ ∃y,y′ ∈ R tels que

a = (1− x)y
a = xy′

=⇒ (1− x)y = xy′

=⇒ xy − xy = xy′ (car x est idempotent)
=⇒ xy′ = 0
=⇒ a = 0

donc xR∩ (1− x)R = {0}.
D’où le résultat.

Proposition 1.5. Tout domaine fini est un corps.

Proposition 1.6. Soit R un anneau commutatif unitaire fini, alors

R = Z(R)∪U (R)

avec U (R) est l’ensemble des éléments inversible de R.

C’est-à-dire que pour tout élément x de R, x soit un diviseur de zéro ou bien
un élément inversible.
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Démonstration. Il suffit de démontrer que Z(R) est le réunion des idéaux maxi-
maux de R, et posant {M1,M2, · · · ,Mn} l’ensemble des idéaux maximaux de R.
Il est facile de montrer que Z(R) ⊆

⋃
i∈IMi avec I = {1,2, · · · ,n}, il reste à démonter

l’autre inclusion.
— Si R est local d’idéal maximal M. Soit x ∈M \ {0}, or R est fini, alors M =
N (R), donc x ∈ N (R), par suite il existe n ∈N∗, tel que xn = 0 et xn−1 , 0, il
en résulte que x ∈ Z(R).

— Si R n’est pas local. Soit x ∈ Mi et y ∈ M1 ∩M2 ∩ · · · ∩Mn \Mi . Il est clair
que y <N (R), mais xy ∈ N (R), alors il existe N,m de N

∗ tels que xmyN = 0
et xm−1yN , 0, par suite x ∈ Z(R).

D’où le résultat.

1.2.2 Caractéristique d’un anneau unitaire

Définition 1.44. R étant un anneau unitaire et φ le morphisme canonique de Z dans
R, on appelle caractéristique de R, l’unique entier k ∈ N tel que ker(φ) = kZ. On
écrit alors : car R=k.

Remarque 1.9. De la notion de caractéristique d’un anneau unitaire, on déduit les
relations suivantes, dans lesquelles n est un entier :

carR = 0⇐⇒ {(nx = 0,∀x ∈ R)⇐⇒ n = 0}

carR = k > 0⇐⇒ {(nx = 0,∀x ∈ R)⇐⇒ n ∈ kZ}

carR = 0⇐⇒ k = inf{n ∈N∗/nx = 0,∀x ∈ R}

Example 1.13. — L’anneau Z, ainsi que les corps Q,R,C sont de caractéristique
0.

— Pour tout n > 1 dans N, l’anneau Zn est de caractéristique n.

1.2.3 Notion d’idéal d’un anneau commutatif

Définition 1.45. Soient R un anneau commutatif, et I une partie non vide de R, I est
dit un idéal de R, si

i) I est un sous-groupe de (R,+).
ii) Pour tout x ∈ I et tout a ∈ R, ax ∈ I .

Example 1.14. Soit S une partie non vide d’un anneau commutatif R. On pose :

ann(S) = {a ∈ R/ax = 0,∀x ∈ S}.

ann(S) est idéal de R, et appelé l’annulateur de S dans R.

Proposition 1.7. Soit R un anneau commutatif fini, alors
• S’il existe un élément x0 de R tel que pour tout x de R on a

ann(x0) ⊆ ann(x) =⇒ ann(x0) = ann(x)

alors ann(x0) est un idéal premier.
• Soit M un idéal maximal de R, alors il existe un élément x de M tel que M =
ann(x).
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Démonstration. (i) Soit ab ∈ ann(x0), et supposons que a < ann(x0), c’est-à-dire
ax0 , 0. Alors ann(x0) ⊆ ann(ax0), d’où ann(x0) = ann(ax0), par suite
b ∈ ann(x0).

(ii) On sait que MM = ann(x1 ) pour un certain x de M. Alors il existe s ∈ R \M
tel que sMx = 0 (car R est fini), il en résulte que M = ann(x).

1.2.4 Éléments nilpotents-Nilradical

Définition 1.46. Étant donné un anneau commutatif unitaire R. Un élément x ∈ R
est dit nilpotent s’il existe un entier n ∈ N∗ tel que xn = 0. Un anneau dont le seul
élément nilpotent est 0 est appelé réduit.

Example 1.15. Dans l’anneau de matrices M2(R) :(
0 1
0 0

)2

=
(
0 0
0 0

)
Remarque 1.10. Un élément nilpotent non nul est nécessairement un diviseur de zéro
dans R.

Proposition 1.8. Dans un anneau commutatif unitaire R, l’ensemble N (R)des élé-
ments nilpotents forme un idéal de R.

Démonstration. Par définitionN (R) = {x ∈ R/∃n ∈N∗ tel que xn = 0}.
N (R) n’est pas vide, car 0 ∈ N (R). Soit x,y dans N (R) ; il existe m et n dans N

∗

tels que xm = 0 et yn = 0, alors

(−x)m = (−1)mxm = 0 et (x+ y)m+n =
∑

0≤p≤m+n

C
p
m+nx

pym+n−p = 0

et quel que soit a ∈ R, (ax)m = amxm = 0. Par suiteN (R) est un idéal de R.

Définition 1.47. Dans un anneau unitaire commutatif R, l’idéal N (R) formé par
l’ensemble des éléments nilpotents est appelé le nilradical de R.

Théorème 1.2. Le nilradicalN (R) d’un anneau unitaire commutatif R est l’intersec-
tion de tous les idéaux premiers de R.

Démonstration. Soient N ′ l’intersection de tous les idéaux premiers de R et P un
idéal premier de R. Il faut montrer queN ′ =N (R).
Montrons d’abord N (R) ⊂ N ′. Pour cela, soit x ∈ R nilpotent, c’est-à-dire, ∃n > 0
tel que xn = 0. Mais alors xn = 0 ∈ P d’où x ∈ P , ∀P idéal premier de R.
Inversement : soit x ∈ A non nilpotent, on va montrer que ∃P idéal premier tel
que x < P .
Soit Ω = {I idéal /∀n > 0,xn < I} muni d’ordre d’inclusion, défini par : ∀I, J ∈ Ω,
I ≤ J ⇐⇒ I ⊂ J . Clairement l’idéal {0} ∈ Ω, donc Ω , ∅, et Ω est inductivement
ordonné, par conséquent, d’après le lemme de Zorn, Ω admet un élément maxi-
mal, soit P .
On va montrer que P est premier.
Soit u,v < P . Alors P ⊂ P +(u) et P ⊂ P +(v) strictement, d’oú par la maximalité de
P , ni l’un ni l’autre de ces idéaux n’appartient à Ω ; donc ∃m > 0,∃n > 0 tels que
xm ∈ P + (u) et xn ∈ P + (v), c’est-à-dire, xm+n ∈ (P + (u))(P + (v)) = P + (uv).
Par conséquent P + (uv) n’appartient pas à Ω, autrement dit uv < P .
Donc P est un idéal premier qui par construction ne contient pas x
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1.2.5 Anneaux Noethériens-Artiniens

Pour définir les anneaux Noethériens, on commence par la caractérisation sui-
vante :

Théorème 1.3.
Soit R un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

— Toute suite croissante d’idéaux de R est stationnaire.
— Tout idéal de R est de type fini.

Définition 1.48. On dit qu’un anneau R est Noethérien s’il vérifie les conditions
équivalentes du Théorème précédent.

Example 1.16. L’anneau Z est un anneau Noethérien (car les idéaux de Z sont sous
la forme nZ, avec n un entier naturel).

Définition 1.49. On dit qu’un anneau R est Artinien si toute suite décroissante
d’idéaux de R est stationnaire.

Remarque 1.11. Pour un anneau (unitaire) non commutatif, on définit de même les
notions d’Noethérien (Artinien) à gauche et Artinien à droite (relatives aux idéaux à
gauche et à droite).

Example 1.17.

— Tout anneau fini est Artinien.
— Tout corps est Artinien.
— L’anneau des entiers n’est pas Artinien :

Z ) 2Z ) 22
Z ) · · ·

De même et plus généralement, un anneau intègre qui n’est pas un corps ne
peut pas être Artinien

Proposition 1.9 ([23]). Soit R un anneau Artinien, alors il existe n ∈N∗, tel que

R � R1 ×R2 × · · · ×Rn

avec Ri est un anneau local, pour tout i ∈ {1,2, · · · ,n}.
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CHAPITRE 2

LE GRAPHE DE DIVISEUR DE ZÉRO
DES ANNEAUX COMMUTATIFS

Anderson, D. F., Livingston, P. S. (1999). The zero-divisor graph

of a commutative ring. Journal of Algebra, 217(2), 434-447.

2.1 Introduction

Etant donné un anneau commutatif unitaire R, alors le graphe de diviseur de
zéro de R est le graphe simple où les sommets sont les diviseurs de zéro non nuls
de R, et où il y a une arête entre deux sommets distincts x et y si et seulement si
xy = 0.

Le graphe de diviseur zéro de R est noté Γ (R). Cette définition de Γ (R) est
apparue pour la première fois par D.F. Anderson dans [5], où plusieurs des ca-
ractéristiques les plus fondamentales de Γ (R) sont examinées.

La définition originale, apparaissant dans [13] par I.Beck et étudiée plus avant
dans [4], prenait tous les éléments de l’anneau comme des sommets du graphe,
et dans ce chapitre on va voir quelques propriétés de ce graphe que va le note
Γ0(R). Les graphes de diviseur zéro des anneaux commutatifs et d’autres objets
algébriques ont été étudiés dans plusieurs articles, tels que [3],[19] et [34].

Définition 2.1. Soit R un anneau commutatif unitaire.
• Le graphe de diviseur de zéro de R, est le graphe simple, noté Γ (R) = (V ,E), avec
V = z(R)∗ = z(R) \ {0} et pour tout x,y ∈ V avec x , y, on a

{x,y} ∈ E⇐⇒ xy = 0.

• Le graphe dont l’ensemble des sommets sont les éléments de R tout entier est
noté Γ0(R), et pour tout x,y ∈ R avec x , y, on a

{x,y} ∈ E⇐⇒ xy = 0.

Remarquons que dans le graphe Γ0(R) d’un anneau commutatif R, le sommet
0 est adjacent à tous les autres sommets du graphe, c’est-à-dire que les sommets
de l’ensemble R \ z(R) sont des sommets pendants.
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Example 2.1. Considérons l’anneau Z4 = Z/4Z, on a l’ensemble de diviseurs de zéro
de Z4 est donné par

z(Z4) = {0,2}

� Le graphe Γ (Z4) est représenté de la façon suivante

Figure 2.1 – Le graphe Γ (Z4)

� Le graphe Γ0(Z4) est représenté comme suivante

Figure 2.2 – Le graphe Γ0(Z4)

Remarque 2.1. Soient R1 et R2 deux anneaux commutatifs, le fait que Γ (R1) et Γ (R2)
sont isomorphes n’implique pas que R1 et R2 seront deux anneaux isomorphes, en effet,
prenons R1 = Z4 et R2 = Z2×Z2. On a Γ (R1) est isomorphe à Γ (R2), mais R1 n’est pas
à isomorphe R2.

Théorème 2.1. Soit R un anneau commutatif. Alors Γ (R) est fini si, et seulement si R
est fini.

Démonstration. L’implication directe est triviale, il reste à démontrer que si Γ (R)
est fini alors si R est fini. C’est-à-dire on suppose que l’ensemble z(R)∗ non vide,
et il est fini, et on montre que l’anneau R est fini.
Soit x et y deux éléments de z(R)∗ tels que xy = 0 (Si z(R)∗ = {x}, on prend y = x).
Posant I = ann(x) l’annulateur de l’élément x, d’où y ∈ I (car xy = 0), alors pour
tout élément r de R

ry ∈ I.

Supposons par absurde que l’anneau R est infini, et le fait que I = ann(x) ⊆ z(R),
implique que I est fini. Posant I = {i0, i1, · · · , im}, alors il existe ik ∈ I tel que l’en-
semble

Jik = {r ∈ R / ry = ik} est infini

par suite, pour tout r, s ∈ Jik : r − s ∈ ann(y) (car (r − s)y = 0). On conclut que
ann(y) est infini, ce qui est absurde, car ann(y) ⊆ z(R) et par hypothèse z(R) est
fini. D’où l’anneau R est fini.
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2.2 La connexité de Γ (R)

Dans cette section, nous démontrons que les graphes de diviseur de zéro des
anneaux commutatifs, tels que nous les avons définis, sont des graphes connexes
de diamètre et de maille excessivement petits.
Le théorème suivant montre que ces graphes sont connexes de diamètre au plus
trois :

Théorème 2.2. Soit R un anneau commutatif (fini ou non), alors on a
• Le graphe Γ (R) est un graphe connexe.
• diam(Γ (R)) ≤ 3.

Démonstration. Pour montrer que Γ (R) est connexe, et que son diamètre est infé-
rieure ou égale à trois, il suffit de montrer que chaque sommets u et v de Γ (R), il
existe un chemin qui les relie, de longueur au plus trois.
Soit u et v deux sommets de Γ (R), si uv = 0, alors u et v sont adjacents et que
d(u,v) = 1. Supposons le contraire, c’est-à-dire uv , 0, alors on peut distinguer
quatre cas possibles :

1ercas : u2 = v2 = 0. Alors
[u,uv,v]

est un chemin relie u et v et d(u,v) = 2.
2èmecas : u2 = 0 et v2 , 0. Alors il existe un sommet b de Γ (R) tel que bv = 0

et dans le cas où bu = 0, alors

[u,b,v]

est un chemin relie u et v, et si bu , 0 alors

[u,bu,v]

est un chemin relie u et v et dans tous les cas, on a d(u,v) = 2.
3èmecas : u2 , 0 et v2 = 0. Similaire au 2ème cas.
4èmecas : u2 , 0 et v2 , 0. Alors il existe deux éléments a et b (pas nécessaire-

ment distincts) tels que au = bv = 0.
� Dans le cas où a = b, alors

[u,a,v]

est un chemin relie u et v et d(u,v) = 2.
� Dans le cas où a , b, on distingue deux cas possibles :
• Si ab = 0. Alors

[u,a,b,v]

est un chemin relie u et v, et que d(u,v) = 3.
• Si ab , 0. Alors

[u,ab,v]

est un chemin relie u et v et d(u,v) = 2.
Il en résulte que le graphe Γ (R) est un graphe connexe, et que pour tout sommets
u et v du graphe, on a d(u,v) ≤ 3, ceci implique que diam(Γ (R)) ≤ 3.

Example 2.2 (L’existence des graphes Γ (R) dont diam(Γ (R)) ∈ {0,1,2,3}).
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1) Considérons l’anneau Z4

Figure 2.3 – Le graphe Γ (Z4), avec diam(Z4) = 0

2) Pour le cas du diam(Γ (R)) = 1, considérons les anneaux qui sont isomorphes à Z2 ×
Z2.

Figure 2.4 – Le graphe Γ (Z2 ×Z2) dont le diamètre est 1

3) Considérons l’anneau Z6

Figure 2.5 – Le graphe Γ (Z6), avec diam(Z6) = 2

4) Pour le cas du diam(Γ (R)) = 3, considérons les anneaux qui sont isomorphes
à Z2 ×Z2 ×Z2.

Figure 2.6 – Le graphe Γ (Z2 ×Z2 ×Z2) dont le diamètre est 3

Le corollaire suivant donne un encadrement à la maille du graphe de diviseur
de zéro d’un anneau commutatif :

Corollaire 2.1. Soit R un anneau commutatif, alors la maille du graphe Γ (R) de divi-
seur de zéro de R est inférieure ou égale à sept.
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Démonstration. Supposons par absurde que la maille du Γ (R) est 8, et de la même
procédure, on peut démontrer le résultat est fausse pour tout n ≥ 9.
Posant C = [a,u1,u2,u3,b,v1,v2,v3, a] ce cycle de longueur 8 comme le montre la
figure suivante

et posant U = {u1,u2,u3} et V = {v1,v2,v3}. D’après le théorème précédent, on
a diam(Γ (R)) ≤ 3, alors nécessairement d(a,b) ≤ 3 (car Γ (R) est connexe). Pour cela
on distingue quatre cas, pour trouver des cycles de longueur inférieure stricte-
ment à 8 :

1ercas : d(a,b) = 0, alors a = b, dans ce cas le cycle

C′ = [a,v1,v2,v3, a] est de longueur 4.

2èmecas : d(a,b) = 1, alors a et b sont adjacents, par suite

C′ = [a,b,v1,v2,v3, a] est un cycle de longueur 5.

3èmecas : d(a,b) = 2, alors il existe un chemin [a,x,b] relie a et b.
−→ Si x n’appartient ni à U ni à V , alors

C′ = [a,x,b,v1,v2,v3, a] est un cycle de longueur 6.

−→ Si x ∈U , alors il existe i ∈ {1,2,3} tel que x = ui , alors

C′ = [a,ui ,b,v1,v2,v3, a] est un cycle de longueur 6.

−→ Si x ∈ V , alors il existe j ∈ {1,2,3} tel que x = vj , alors

C′ = [a,vj ,b,u3,u2,u1, a] est un cycle de longueur 6.

4èmecas : d(a,b) = 3, alors dans ce cas, il existe un chemin de longueur 3, qui
relie a et b, et soit [a,x1,x2,b] ce chemin.
−→ Si xi n’appartient ni à U ni à V pour tout i ∈ {1,2}, alors

C′ = [a,x1,x2,b,v1,v2,v3, a] est un cycle de longueur 7.

−→ Si x1,x2 ∈U , alors

C′ = [a,x1,x2,b,v1,v2,v3, a] est un cycle de longueur 7.

−→ Si x1,x2 ∈ V , alors

C′ = [a,x1,x2,b,u3,u2,u1, a] est un cycle de longueur 7.
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−→ Si x1 ∈ V et x2 ∈ U ou bien x1 ∈ U et x2 ∈ V , dans ces cas, il existe un
cycle de longueur au moins 5.

Dans tous les cas, on a trouvé un cycle C′ dont la longueur est inférieure stricte-
ment à 8, ceci implique que la maille du graphe Γ (R) est inférieure strictement à
8, ce qui est absurde.
Il en résulte que la maille des graphes de diviseur de zéro des anneaux commu-
tatifs est inférieure strictement à 8.

Remarque 2.2. • il existe toujours des anneaux commutatifs, dont les mailles
des graphes de diviseur de zéro associés à ces anneaux (S’ils contiennent des
cycles) appartiennent à {3,4}.
• Pour tout N ∈N∗, la maille du Γ (ZN ), s’il contient des cycles est exactement 4.
• Le résultat du corollaire précédent, n’implique pas l’absence des cycles de lon-

gueur supérieure strictement à 7, comme le montre l’exemple suivant :

Example 2.3. Soient T un domaine, et n un entier non nul. Posant

R = T [X1,X2, · · · ,Xn] / (X1X2,X2X3, · · · ,XnX1)

alors C = [x1,x2, · · · ,xn,x1] est un cycle de longueur n. En effet, on a

xixj = 0 pour tout j ≡ i + 1[n].

Mais l’entier n n’est pas la maille du graphe Γ (R), en effet :

Proposition 2.1. Soit R l’anneau définit dans l’exemple précédent, avec n = 3 ou bien
n ≥ 5. Alors Γ (R) contient un triangle, c’est-à-dire que la maille du Γ (R) est 3.

Démonstration. • Pour n=3, C = [x1,x2,x3] est un triangle.
• Pour n≥ 5 , C = [x1,x2xn−1,xn] est un triangle.

2.3 Anneau associé à un graphe donné

Dans cette section, on va considérer des graphes simples, puis on va voir s’ils
existent des anneaux commutatifs qui sont associés aux ces graphes. Notons que
plus le graphe donné est complexe, plus qu’il sera difficile de décider, l’existence
des anneaux associés.

Proposition 2.2. • Soit G = (V ,E) un graphe simple trivial, alors les graphes
Γ (R) où R �Z4 sont des graphes isomorphes à G.
• Soit G un graphe simple, qui ne contient que deux sommets adjacents, alors les

graphes Γ (R) où R �Z2 ×Z2 sont des graphes isomorphes à G.

Démonstration.

• En effet, pour le cas d’un singleton, on a z(Z4)∗ = {2}
• Pour le cas d’une arête, on a

z(Z2 ×Z2)∗ = {(0,1), (1,0)}
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Proposition 2.3. • Soit G un graphe triangle, alors les graphes Γ (R) où R iso-
morphe à l’anneau Z2[X,Y ] / (X2,XY ,Y 2) seront des graphes triangles.
• Soit G un graphe carré, alors les graphes Γ (R) où R isomorphe à l’anneau Z3 ×

Z3 seront des graphes carrés.

Démonstration.

• Le cas d’un triangle, on a z(Z2[X,Y ] / (X2,XY ,Y 2))∗ = {x,y,x+ y}, et

Figure 2.7 – Le graphe Γ (Z2[X,Y ] / (X2,XY ,Y 2))

• Pour le cas d’un carré, on a z(Z3 ×Z3)∗ = {(0,1), (1,0), (0,2), (2,0)}, et

Figure 2.8 – Le graphe Γ (Z3 ×Z3)

On remarque toujours l’existence des anneaux commutatifs associés aux graphes
de type n-cycle, pour n = 3 ou bien n = 4, mais la proposition suivante montre
que pour tout n ≥ 5, la propriété est fausse, c’est-à-dire, on ne peut pas jamais
trouver des anneaux commutatifs, dont ces graphes de diviseur de zéro seront
isomorphes à les graphes de type n-cycle, pour tout n ≥ 5. En effet :

Proposition 2.4. Soit R un anneau commutatif, alors Γ (R) n’est pas un n−cycle, pour
tout n ≥ 5.

C’est-à-dire qu’il n’existe pas d’un anneau commutatif R, dont Γ (R) soit un
n− cycle, pour tout n ≥ 5.

Démonstration. Supposons qu’il existe un anneau R, tel que Γ (R) est un 5− cycle,
et posons z(R) = {0, a,b,c,d,e}, avec

ab = bc = cd = de = ea = 0

comme le montre la figure suivante
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Figure 2.9 – Le graphe Γ (R) supposé.

Alors (−a)b = 0 et (−a)e = 0, ce qui implique que −a = a, et de même pour tout
x ∈ z(R), on montre que −x = x. De plus on a (b+ e)a = 0, donc b+ e ∈ {0, a,b,e}, or
• b+ e , 0, car sinon b = −e = e.
• b+ e , b, car sinon e = 0.
• b+ e , e, car sinon b = 0.

Par suite b + e = a, cela implique que a est un élément nilpotent d’indice 2. De
même pour tout x ∈ z(R), on a x2 = 0. On conclut que z(R) =N (R), or R est fini,
doncN (R) est un idéal maximal, par suite il existe un élément x de z(R) tel que

N (R) = ann(x)

ce qui est absurde, avec le fait que |ann(x)| = 4, pour tout x ∈ z(R) et |N (R)| = 5.
La démonstration est similaire pour tout n > 5.

2.4 Caractérisation des anneaux particuliers

La discussion dans la section précédente décrit certains types de graphes. Une
question intéressante est la suivante : une caractérisation particulière du graphe
de diviseur de zéro d’un anneau peut-elle indiquer quelque chose au sujet de
l’anneau lui-même, ou inversement.

Théorème 2.3. Soit R un anneau commutatif, alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(a) Γ0(R) est sans triangle,
(b) l’une des assertions suivantes est vérifiée

(i) R est isomorphe à l’anneau Z2[X]/(X2),
(ii) R est isomorphe à l’anneau Z4,
(iii) l’anneau R est intègre.

Démonstration. (=⇒) Supposons que R n’est pas un domaine, et montrons
que R soit isomorphe à l’anneau Z2[X]/(X2) ou bien isomorphe à l’anneau
Z4.
Soit maintenant deux éléments x et y de z(R)∗ tels que xy = 0. Par suite l’en-
semble des sommets {0,x,y} forme une clique, or Γ0(R) ne contient aucun
triangle, donc nécessairement

x = y
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ce qui implique que x2 = xy = 0.
Par conséquent l’idéal engendré par x forme ainsi une clique, en effet, nous
avons (x) = xR = {xy/y ∈ R} et pour tout éléments xy et xy′ de xR, on a

(xy)(xy′) = x2yy′ = 0.

On conclut que xR = {0,x}, et alors |xR| = 2.
D’autre part, on a ann(x) = xR = {0,x}, en effet :
Soit a ∈ ann(x), alors ax = 0 et par suite {0,x,a} forme une clique dans
Γ0(R), et le fait que Γ0(R) ne contient pas des triangles, ce qui implique que
a = 0 ou a = x, alors que a ∈ xR = {0,x}, d’où ann(x) ⊆ xR.
Pour l’autre inclusion est triviale ({0,x} ⊆ ann(x), car x2 = 0), on conclut
que |ann(x)| = |xR| = 2.
Ainsi, considérons la surjection suivante :

g : R −→ xR

r 7−→ xr

D’après le premier théorème d’isomorphisme, on a

R/ker(g) � im(g)

avec ker(g) = {r ∈ R/rx = 0} = ann(x) et im(g) = xR, par suite

|R|
|ann(x)|

= |xR|

ceci implique que |R| = |xR|.|ann(x)| = 4. Or le caractéristique d’un an-
neau fini divise son ordre, donc car(R) vaut 2 ou bien 4. Ainsi, On peut
distinguer les deux cas :
• Si car(R) = 4, alors R �Z4.
• Si car(R) = 2, alors R �Z2[X]/(X2).

(⇐=) Les graphes associes aux trois cas (i),(ii) et (iii), représentés comme
suite

Figure 2.10 – Les graphe Γ0(R), où (a) R intègre, (b) Γ0(Z4) et (c) Γ0(Z2[X]/(X2))

il est remarquable que les trois graphes ne contiennent aucun triangle.
Cela termine la preuve du théorème.
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Remarque 2.3. Les deux assertions (a) et (b), sont équivalentes à une troisième pro-
priété

(c) l’ensemble des sommets z(R)∗ soit un singleton ou bien il est vide.

En effet ; (b) =⇒ (c)

• Si R �Z2[X]/(X2), d’où z(R)∗ est un singleton, puisque z(Z2[X]/(X2))∗ = {x}.
• Si R �Z4, alors z(R)∗ est un singleton, car z(Z4)∗ = {2}.
• Si l’anneau R est intègre, il est clair que z(R)∗ est vide.

Pour l’implication (c) =⇒ (a), est triviale.

Théorème 2.4. Soit R un anneau commutatif unitaire fini, alors il existe un sommet
x de Γ (R), dont V (x) = z(R)∗ \ {x} si et seulement si l’une des assertions suivantes est
vérifiée

• R isomorphe à l’anneau Z2 ×F, où F un corps fini.
• R est un anneau local.

Démonstration. (⇐=) • Supposons que R �Z2 × F, où F un corps fini. Alors
le sommets (1,0) est adjacent à tout les autres sommets de Γ (Z2×F). En
effet, on a

z(Z2 ×F)∗ = {(0,u),u ∈ F∗} ∪ {(1,0)}

et on a pour tout u ∈ F∗, on a (1,0)(0,u) = (0,0), d’où le résultat.
• Supposons que R est local d’idéal maximal M, puisque R est fini, alors
z(R) =M, donc il existe un élément x non nul de z(R) tel que

z(R) = ann(x)

d’où le sommet x est adjacent à tous les autres sommets du Γ (R).
(=⇒) Supposons que R n’est pas un anneau local, et montrons que R �Z2×F,

où F un corps fini.
Posant a le sommet qu’est adjacent à tous les autres sommets du Γ (R). Re-
marquons que a < ann(a), car sinon R soit local. De plus ann(a) est premier.
Par suite a2 = a, car sinon si a2 , a, alors a2 ∈ ann(a), or ann(a) est premier,
d’où a ∈ ann(a) ce qui est absurde. Ainsi a est un élément idempotent, alors
nous avons le résultat suivant

R = aR⊕ (1− a)R

et par suite on peut supposer que R � R1 ×R2 , avec le sommet (1,0) est
adjacent à tous les autres sommets du Γ (R1 ×R2).
Il reste à monter que R1 �Z2 et que R2 � F où F un corps fini.

• Soit c ∈ R1 \ {1}, alors (c,0) est un diviseur de zéro, or (1,0) est adjacent
à tous les autres sommets du Γ (R1 ×R2), donc

(1,0)(c,0) = (0,0) =⇒ c = 0

il en résulte que R1 �Z2.
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• Supposons par absurde que R2 n’est pas un corps, donc il existe un élé-
ment b n’est pas inversible, et puisque R est fini, donc nécessairement
(1,b) est un diviseur de zéro, mais n’est pas le cas, car (1,b) n’est pas ad-
jacent à (1,0). Donc R2 est un corps et il est fini puisque R est supposé
fini.

Le théorème suivant caractérise les anneaux commutatifs qui ont des graphes
de diviseur de zéro complets :

Théorème 2.5. Soit R un anneau commutatif unitaire fini, alors

Γ (R) complet⇐⇒


(i) R �Z2 ×Z2,

ou

(ii) xy = 0, pour tout x,y ∈ z(R).

Notons qu’on va s’intéresser juste à la propriété (ii), qui implique que tout les
diviseurs de zéro de R, sont des éléments nilpotents d’indice exactement deux.

Démonstration. Le sens inverse est facile à démontrer, il reste de démonter le sens
direct.
Supposons que Γ (R) est un graphe complet, et supposons que la propriété (ii) est
fausse, et on va montrer que R �Z2 ×Z2.
Or (ii) est fausse, ainsi il existe un élément x de z(R) tel que x2 , 0. De plus
x2 = x, en effet, supposons le contraire, c’est-à-dire x2 , x, alors x3 = x2x = 0 (car
le graphe Γ (R) est complet), par suite

x2(x+ x2) = 0 (avec x2 , 0) =⇒ x+ x2 ∈ z(R).

D’autre part x+ x2 , x, car sinon x2 = 0, ce qui est absurde, alors

x2 = x2 + x3 = x(x+ x2) = 0 (car Γ (R) est complet)

c’est une contradiction avec le fait que x2 , 0. On conclut que x2 = x, c’est-à-dire
que x est un élément idempotent de R, ainsi

R = xR⊕ (1− x)R � R1 ×R2.

Il reste à démontrer que R1 et R2 sont isomorphes à Z2. Prenons un élément a de
R1 \ {1}, et montrons que a = 0. Il est clair que (a,0), (1,0) ∈ z(R1 ×R2), or Γ (R) est
complet, ainsi

(a,0) = (a,0)(1,0) = (0,0) =⇒ a = 0.

Il en résulte que R1 � Z2, et de même démarche on montre que R2 � Z2. D’où le
résultat.

Comme on peut démontrer que pour tout nombre entier n, et pour tout nombre
premier p, il existe un anneau commutatif R, dont Γ (R) sera complet et que
|z(R)| = pn, en effet :
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Proposition 2.5. Soient T un domaine fini, et n un nombre entier non nul tel que

R = T [X1,X2, · · · ,Xn] / (M) avec M = {XiXj / i, j ∈ {1,2, · · · ,n}}

alors le graphe Γ (R) est complet, dont |z(R)| = |T |n. En particulier, si T = Zp, où p un
nombre premier, alors |z(R)| = pn.

Démonstration. On peut écrire R sous la forme suivante

R = {a0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn / ∀i ∈ {0,1, · · · ,n} ai ∈ T }

on conclut que l’ensemble de diviseurs de zéro est donné par

z(R) = {a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn / ∀i ∈ {0,1, · · · ,n} ai ∈ T }

de plus, pour tout P et Q de z(R)∗, on a PQ = 0, ainsi le graphe Γ (R) est complet
et de plus |z(R)| = |T |n.

Proposition 2.6. Soit p un nombre premier, alors le graphe Γ (Zp2) est complet.

Démonstration. Pour la démonstration, il suffit de démonter que z(Zp2) = pZp2 .
Soit x ∈ z(Zp2)∗, alors il existe un élément y de z(Zp2)∗ tel que xy = 0 = kp2, pour
un certain k de N

∗. D’où x =mp, pour un certain m de N
∗, car sinon

x∧ p = 1 =⇒ x∧ p2 = 1
=⇒ p2 divise y

=⇒ y = k′p2 (absurde).

ainsi, pour tout x et y de z(Zp2)∗ on aura xy = 0, il en résulte que le graphe Γ (Zp2)
est complet.

2.5 Théorème de Beck et Γ (ZN )

En discutant du problème de la coloration du graphe de diviseur zéro, I.Beck
[13] choisit comme exemple le graphe de diviseur de zéro de ZN . Il prouve le
théorème intéressant suivant que nous allons exploiter pour démontrer des ré-
sultats spécifiques concernant les colorations de Γ (ZN ). Dans la section suivante,
nous décrivons plus en détail la structure de Γ (ZN ).

Théorème 2.6. Soient p1,p2, · · · ,pk ,q1,q2, · · · ,qr des nombres premiers distincts, et

N = p2n1
1 p2n2

2 · · ·p2nk
k q2m1+1

1 q2m2+1
2 · · ·q2mr+1

r ,

alors
χ(Γ0(ZN )) = ω(Γ0(ZN )) = pn1

1 p
n2
2 · · ·p

nk
k q

m1
1 qm2

2 · · ·q
mr
r + r.

Démonstration. Posons y0 = pn1
1 p

n2
2 · · ·p

nk
k q

m1+1
1 qm2+1

2 · · ·qmr+1
r , on remarque que

y2
0 =Nq1q2 · · ·qr = 0. Considérons l’ensemble

y0ZN = {0, y0, · · · , y0(pn1
1 · · ·p

nk
k q

m1
1 · · ·q

mr
r − 1), · · · , y0(N − 1)}
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et notons que pour tout x de y0ZN tel que x > y0(pn1
1 · · ·p

nk
k q

m1
1 · · ·q

mr
r − 1), on aura

x ∈ {0, y0, · · · , y0(pn1
1 · · ·p

nk
k q

m1
1 · · ·q

mr
r − 1)}. On conclut que

y0ZN = {0, y0, · · · , y0(pn1
1 · · ·p

nk
k q

m1
1 · · ·q

mr
r − 1)}

De plus l’ensemble y0ZN forme une clique dans Γ0(ZN ), puisque y2 = 0, avec

|y0ZN | =
N
y0

= pn1
1 p

n2
2 · · ·p

nk
k q

m1
1 qm2

2 · · ·q
mr
r .

D’autre part, posons yi =
y0

qi
pour tout i ∈ {1,2, · · · , r}, et considérons l’ensemble C

définit par
C = y0ZN ∪ {y1, y2, · · · , yr}

qui forme une clique d’ordre t = pn1
1 p

n2
2 · · ·p

nk
k q

m1
1 qm2

2 · · ·q
mr
r + r. Ceci implique que

ω(Γ0(ZN )) ≥ t, en effet, yi < y0ZN , puisque yi < y0 ,pour tout i ∈ {1,2, · · · , r}, car

yi =
y0

qi
et ∀x ∈ y0ZN \ {0}, on a x ≥ y0.

De plus, si on prend deux éléments yi ∈ {y1, y2, · · · , yr} et y0x ∈ y0ZN , on a

y0xyi = y0x
y0

qi
=Nq1 · · ·qi−1qi+1 · · ·qrx = 0

et aussi, si on prend deux éléments distincts yi et yj de {y1, y2, · · · , yr}, on a

yiyj =
Nq1q2 · · ·qr

qiqj
= 0.

Ainsi l’ensemble C est une clique, d’ordre t, par suite χ(Γ0(ZN )) ≥ t.(Car on a tou-
jours χ(Γ0(ZN )) ≥ω(Γ0(ZN ))).
Il reste à démontrer que ω(Γ0(ZN )) ≤ t. Tout d’abord colorons la clique C, et po-
sons pour tout i ∈ {1,2, · · · , k}

xi =
N

pnii
= y0(pn1

1 · · ·p
ni−1
i−1 p

ni+1
i+1 · · ·p

nk
k q

m1
1 · · ·q

mr
r ) ∈ y0ZN

et f (y) la couleur de l’élément y dans Γ0(ZN ), et soit x ∈ZN\(y0ZN∪{y1, y2, · · · , yr}),
alors

(i) Si pn1
1 · · ·p

nk
k divise x, on pose f (x) = f (yj) avec j = min{i/qmi+1

i ne divise pas x}.
(ii) Si pn1

1 · · ·p
nk
k ne divise pas x, on pose f (x) = f (xj) avec

j = min{i/pnii ne divise pas x}.

Pour l’existence de l’indice j dans (i), supposons le contraire, c’est-à-dire pour
tout
i ∈ {1,2, · · · , r}, qmi+1

i divise x, et donc

qm1+1
1 qm2+1

2 · · ·qmr+1
r divise x
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par suite y0 divise x, implique que x ∈ y0ZN , ce qui est absurde. D’où l’existence

de l’indice j tel que q
mj+1
j ne divise pas x.

Ce qui concerne l’indice j dans (ii), de même supposons le contraire, c’est-à-dire
pour tout i ∈ {1,2, · · · , k}, pnii divise x, et puisque les pi sont des nombres premiers,
donc

pn1
1 p

n2
2 · · ·p

nk
k divise x

ce qui est absurde. D’où l’existence de l’indice j tel que p
nj
j ne divise pas x.

Il reste à démontrer que le graphe Γ0(ZN ) est bien coloré, c’est-à-dire que deux
sommets de même couleur, ne sont pas adjacents.
Soit un sommet x de C \ {0}.
• Si pn1

1 · · ·p
nk
k divise x, donc il existe yj tel que f (x) = f (yj), et montrons alors

que xyj , 0, c’est-à-dire ne sont pas adjacents.

On a q
mj+1
j ne divise pas x, par suite l’exposant de qj dans la décomposition

de x en produit des nombres premiers sera inférieure strictement à mj + 1,
donc l’exposant de qj dans le produit xyj est inférieure strictement à (mj +
1)mj = 2mj + 1, puisque

yj =
y0

qj
= pn1

1 · · ·p
nk
k q

m1+1
1 · · ·q

mj−1+1
j−1 q

mj
j q

mj+1+1
j+1 · · ·qmr+1

r

donc nécessairement xyj , 0 dans ZN , c’est-à-dire x et yj ne sont pas adja-
cents.
• Si pn1

1 · · ·p
nk
k ne divise pas x, donc il existe xj tel que f (x) = f (xj), et mon-

trons alors que xxj , 0, c’est-à-dire ne sont pas adjacents.

On a p
nj
j ne divise pas x, par suite l’exposant de pj dans la décomposition

de x en produit des nombres premiers sera inférieure strictement à nj , et
de plus, on sait que

xj =
N

p
nj
j

= p2n1
1 · · ·p

2nj−1

j−1 p
nj
j p

2nj+1

j+1 · · ·p
2nk
k q2m1+1

1 q2m2+1
2 · · ·q2mr+1

r

par suite l’exposant de pj dans le produit xxj est inférieure strictement à
nj + nj = 2nj , par suite xxj , 0 dans ZN , c’est-à-dire x et xj ne sont pas
adjacents.

D’autre part, soit deux élément x et y n’appartiennent pas à C, de même cou-
leur (c’est-à-dire f (x) = f (y)), et montrons que x et y ne sont pas adjacents dans
Γ0(ZN ), c’est-à-dire xy , 0
• Si pn1

1 · · ·p
nk
k divise x et y, donc il existe yj tel que f (x) = f (y) = f (yj), et

montrons alors que xy , 0, c’est-à-dire ne sont pas adjacents.

On a q
mj+1
j ne divise ni x ni y, par suite l’exposant de qj dans la décomposi-

tion de x ety en produit des nombres premiers sera inférieure strictement
àmj +1, donc l’exposant de qj dans le produit xy est inférieure strictement
à 2mj + 1, donc nécessairement xy , 0 dans ZN , c’est-à-dire x et y ne sont
pas adjacents.
• Si pn1

1 · · ·p
nk
k ne divise ni x ni y, donc il existe xj tel que f (x) = f (y) = f (xj),

et montrons alors que xy , 0, c’est-à-dire ne sont pas adjacents.
On a p

nj
j ne divise ni x ni y, par suite l’exposant de pj dans la décomposition
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de x et y en produit des nombres premiers sera inférieure strictement à nj ,
par suite l’exposant de pj dans le produit xy est inférieure strictement à
2nj − 1, par suite xy , 0 dans ZN , c’est-à-dire x et y ne sont pas adjacents.

On conclut que χ(Γ0(ZN )) ≤ t, et puisque χ(Γ0(ZN )) ≥ω(Γ0(ZN )), il en résulte
ω(Γ0(ZN )) ≤ t. D’où

χ(Γ0(ZN )) = ω(Γ0(ZN )) = t = pn1
1 p

n2
2 · · ·p

nk
k q

m1
1 qm2

2 · · ·q
mr
r + r

Proposition 2.7. Soit M un nombre entier non nul, alors il existe un nombre N de
N
∗ tel que

χ(Γ0(ZN )) = ω(Γ0(ZN )) =M.

Démonstration. Posant N = p1p2 · · ·pM−1, avec les pi sont les nombres premier
ordonnés dans le sens croissant (par exemple ; M = 4 =⇒N = 2×3×5 = 30), puis
on applique le théorème de Beck.

Remarque 2.4. Le nombre proposé dans la preuve, n’est pas le petit entier qui vérifie
la propriété, en effet ; Prenons M = 7, alors le nombre proposé dans la preuve est

N = 2× 3× 5× 7× 11× 13 = 30030

d’une autre part le nombre N = 32 ×22×1+1 = 72, d’après Beck, le graphe Γ0(Z72) peut
être colorier par 7 couleurs.

Proposition 2.8. Soit N un nombre entier non nul, alors le graphe Γ (ZN ) sans tri-
angle, si et seulement si l’une des assertions suivantes est vérifiée :

(i) N = pq, avec p et q deux nombres premiers distincts.
(ii) N = 22p, avec p un nombre premier.
(iii) N ∈ {22,32}.
(iv) N un nombre premier.

Démonstration. (⇐=) Pour les deux cas iii) et iv), il est remarquable que Γ (ZN )
ne contient pas des triangles.
Supposons maintenant que i) est vérifiée, c’est-à-dire que N = pq, avec p
et q deux nombres premiers distincts, et montrons que Γ (ZN ) ne contient
pas des triangles, pour cela il suffit de démontrer que le graphe Γ (ZN ) est
un graphe biparti. Posant

V = z(ZN )∗

V1 = {mp / m ∈N∗ :m∧ q = 1}
V2 = {mq / m ∈N∗ :m∧ p = 1}

On a : V1∩V2 = ∅, en effet, supposons qu’ils existentmp ∈ V1 etm′q ∈ V2 tel
que mp =m′q, cela implique que m∧q , 1 et m′∧p , 1, ce qui est absurde.
De plus V = V1 ∪V2, en effet :
V1 ⊆ V , puisque pour tout x =mp ∈ V1, on pose y = q, et de même V2 ⊆ V ,
car pour tout x =mq ∈ V2, on va poser y = p. Donc V1∪V2 ⊆ V , et il reste à
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montrer l’autre inclusion. Soit x ∈ V . Supposons que x < V1 et monterons
ensuite que x ∈ V2. Notons que

x < V1⇐⇒ x ,mp avec m < q

et montrons que x = m′q, pour un certain m′ < p. Supposons le contraire
que
x ,m′q pour tout m′ < p, ceci implique que y = k′pq pour un certain k′ de
N
∗, ce qui est absurde, alors nécessairement x ∈ V2, d’où V = V1 ∪V2.

De plus les deux ensembles de sommets V1 et V2 sont des stables, en effet ;
soit mp et m′p deux sommets de V1, et supposons que mm′p2 = 0 = kpq

mm′p2 = 0 = kpq =⇒ mm′p = kq
=⇒ q divise mm′p

=⇒ q divise mm′ (car p∧ q = 1)
=⇒ q divise m′ (car q∧m = 1)
=⇒ q∧m′ = 1

ce qui est absurde , donc V1 est stable. De même démarche on montre que
V2 est stable. D’autre part, pour tout x de V1 et y de V2, x et y sont adja-
cents (en effet ; x =mp et y =m′q =⇒ xy =mm′N = 0).
Donc le graphe Γ (ZN ) est un graphe biparti complet, ainsi Γ (ZN ) ne contient
pas des triangles.
Supposons maintenant que ii) est vérifiée, c’est-à-dire que N = 22p, avec
un nombre premier, et montrons que Γ (ZN ) ne contient pas des triangles,
pour cela il suffit de démontrer que le graphe Γ (ZN ) est un graphe biparti.
Posant

V = z(ZN )∗

V1 = {2m / m ∈N∗ :m , p}
V2 = {p,2p,3p}

Il est facile de démonter que V1 ∩V2 = ∅. De plus V = V1 ∪V2, en effet :
V1 ⊆ V , et de même V2 ⊆ V . Donc V1 ∪V2 ⊆ V , et il reste à montrer l’autre
inclusion. Sachant que

V = {x ∈ZN \ {0}/∃y ∈ZN \ {0} et k ∈N∗ : xy = kN }

Soit x ∈ V , alors ils existent y et k tel que xy = kN = 4kp. Supposons que
x < V2 et monterons ensuite que x ∈ V1, ainsi

x < {p,2p,3p} =⇒ p divise y (car xy = 4kp)
=⇒ y = np avec n ∈ {1,2,3}
=⇒ x = 2m avec m ∈N∗ \ {p}

On conclut que V = V1 ∪V2, et V1 ∩V2 = ∅.
D’autre part, pour tout x,y de V1 ou bien de V2, on a xy , 0, c’est-à-dire
que x et y ne sont pas adjacents.
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— Si x,y ∈ V1

x,y ∈ V1 =⇒ x∧ p = 1 et y ∧ p = 1
=⇒ xy ∧ p = 1
=⇒ xy , kp pour tout k deN∗

=⇒ xy , kN pour tout k deN∗ (car N = 22p)
=⇒ xy , 0.

— Si x,y ∈ V2 avec x , y, cela implique que xy ∈ {2p2,3p2,6p2}. Supposons
par absurde que xy = kN = 0 pour un certain k de N

∗, or kN = 4kp et
xy = 0, alors

k ∈ {3
4
p,

1
2
p,

3
2
p} *N

∗

il en résulte que xy , 0 pour tout x,y de V2. Donc le graphe Γ (ZN ) est
un graphe biparti.

(=⇒) On le montre par la contraposée. On peut distinguer les suivants du
nombre N
• N = drpq, où r,p et q des nombre premiers et d ∈N∗, alors

C =
[
pr

q
N,
qp

r
N,
qr

p
N,
pr

q
N

]
est un triangle.
• N = dp2q2, où p et q des nombre premiers et d ∈N∗, alors

C =
[
pq2d,p2qd,pqd,pq2d

]
est un triangle.
• N = dp2, où p ≥ 5 un nombre premier, alors C = [pd,2pd,3pd,pd] est

un triangle.
• N = 2n, où n ≥ 4, alors C = [2n−2,3 × 22,2n−1,2n−2] est un triangle,

puisque pour tout n ≥ 4 on a 3× 22 < 2n.
• N = 3n, où n ≥ 3, alors C = [3n−2,2 × 32,3n−1,3n−2] est un triangle,

puisque pour tout n ≥ 3 on a 2× 32 < 3n−1.
• N = 3np, où p un nombre premier, alors C = [3,3p,3(2p),3] est un tri-

angle, puisque on a 3(2p) < 32p.
• N = 2np, où p un nombre premier et n ≥ 3, alorsC = [2n−1,2p,2n−1p,2n−1]

est un triangle.
D’où le résultat.

Remarque 2.5. Pour tout m ∈ {0,1,2,3} il existe un nombre N de N∗ tel que

diam(Γ (ZN )) =m.

En effet :
— N = 4 =⇒ diam(Γ (ZN )) = 0.
— N = 9 =⇒ diam(Γ (ZN )) = 1.
— N = 8 =⇒ diam(Γ (ZN )) = 2.
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— N = 22p, avec p un nombre premier, implique que diam(Γ (ZN )) = 3, puisque
Γ (ZN ) est un graphe biparti d’après le théorème précédent, et même posant

V = z(ZN )∗

V1 = {2m / m ∈N∗ :m∧ p = 1}
V2 = {p,2p,3p}

nécessairement 2 ∈ V1 et alors V (2) ∈ V2, cela implique V (2) = {2p}, ainsi 2 est
adjacent à un seul sommet 2p, et de plus 2p n’est pas adjacent à p, ceci implique
que

d(2,p) ≥ 3

or diam(Γ (ZN )) ≤ 3, il en résulte que d(2,p) = 3, d’où le résultat.

On termine cette section, par le théorème suivant qui indique les mailles des
graphes Γ (ZN ), pour tout N ∈N∗.

Théorème 2.7. La maille du graphe Γ (ZN ), pour tout N de N∗ appartient à {3,4,∞}.

Démonstration. • Si Γ (ZN ) contient des triangles, alors la maille est 3.
• Si Γ (ZN ) ne contient pas des triangles, alors l’une des propriétés suivants

est vérifiée
(i) N = pq, avec p et q deux nombres premiers distincts.
(ii) N = 22p, avec p un nombre premier.
(iii) N ∈ {22,32}.
(iv) N un nombre premier.
� Si (iii) ou bien (iv) est vérifiée, alors la maille du graphe Γ (ZN ) est

l’infini.
� Si (i) est vérifiée, alors le graphe Γ (ZN ) d’après le théorème précédent,

est biparti complet, dont

V = z(ZN )∗

V1 = {mp / m ∈N∗ :m∧ q = 1}
V2 = {mq / m ∈N∗ :m∧ p = 1}

Supposons que le graphe Γ (ZN ) contient des cycles, et soit

C = [x1,x2, · · · ,xn,x1]

un cycle de Γ (ZN ), alors le cycle C′ = [x1,x2,x3,x4,x1] est un carrée, en
effet ; nécessairement [x1,x3 ∈ V1 et x2,x4 ∈ V2], ou bien [x1,x3 ∈ V2 et
x2,x4 ∈ V1], alors

x1 =m1p , x3 =m2p , x2 = n1q et x4 = n2q

ou bien
x1 =m1q , x3 =m2q , x2 = n1p et x4 = n2p

dans tout les cas, on conclut que x1x2 = x2x3 = x3x4 = x4x1 = 0, c’est-
à-dire C′ = [x1,x2,x3,x4,x1] est un carrée, il en résulte que la maille du
Γ (ZN ) est 4.
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� Si (ii) est vérifiée, alors le graphe Γ (ZN ) d’après le théorème précédent,
est biparti, dont

V = z(ZN )∗

V1 = {2m / m ∈N∗ :m∧ p = 1}
V2 = {p,2p,3p}

Supposons que le graphe Γ (ZN ) contient des cycles, et soit

C = [x1,x2, · · · ,xn,x1]

un cycle de Γ (ZN ). Puisque Γ (ZN ) est biparti et contient des cycles et
puisque |V2| = 3, alors n ∈ {4,6}.
— Si n = 4, c’est fini.
— Si n = 6, alors le cycle est sous la forme

Figure 2.11 – Le cycle C

avec mi ∈ N∗, mi ∧ p = 1 et ni ∈ {1,2,3}. Soit i0 l’indice où ni0 = 2.
Alors
• Si i0 = 1, posant C′ = [2p,2m2,n2p,2m1,2p].
• Si i0 = 2, posant C′ = [2p,2m2,n3p,2m3,2p].
• Si i0 = 1, posant C′ = [2p,2m3,n1p,2m1,2p].

On conclut que C′ est un cycle de longueur 4.
D’où le résultat.
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CHAPITRE 3

LE GRAPHE DE COMMUTATION
DES ANNEAUX

NON-COMMUTATIFS

Ramezani, F., Vatandoost, E. (2016). On the commuting graph of some

non-commutative rings with unity. Journal of Linear and Topological Al-

gebra (JLTA), 5(04), 289-294.

. Vatandoost, E., Ramezani, F., Bahraini, A. (2014). On the commuting

graph of non-commutative rings of order pnq. Journal of Linear and To-

pological Algebra (JLTA), 3(01), 1-6.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre. On va définir un nouveau graphe simple dit graphe de com-
mutation d’un anneau non-commutatif R, noté Ω(R) dont l’ensemble des som-
mets est R \Z(R) où Z(R) est le centre de R définit par

Z(R) = {x ∈ R / ∀y ∈ R : xy = yx}.

Mais dans cette partie, on s’intéresse à quelques types des anneaux non-commutatifs
finis. Ramezani [38] et Omidi [33] ont prouvé que les graphes de commutation
des anneaux finis d’ordres pn où p est un nombre premier et n ∈ {2,3,4,5}, sont des
réunions disjointes des graphes complets. Finalement Ramezani [38] a démontré
que le graphe de commutation d’un anneau non-commutatifR dont |R\Z(R)| ≤ 20
est l’un des graphes suivants : 3K2, 3K4, 7K2, K2 ∪ 2K6 ou bien 4K2 ∪K6.
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Figure 3.1 – Les graphes 3K2 et3K4

Figure 3.2 – Les graphes 7K2, K2 ∪ 2K6 et 4K2 ∪K6

D’autre part, Vatandoost [39] a traité les graphes de commutation des an-
neaux non-commutatifs finis d’ordres pq et p2q où p et q deux nombres premiers
distincts et de centre réduit à zéro, et les graphes de commutation des anneaux
non-commutatifs unitaires finis d’ordres p3q. A savoir la non-connexité de ces
graphes, et qu’ils sont des réunions disjointes des graphes complets. Finalement,
on termine ce chapitre par un résultat concernant les graphes planaires et les
graphes complémentaires des graphes de commutation.

3.2 La connexité du graphe de commutation

Dans cette section, on définit le graphe de commutation d’un anneau non-
commutatif, ensuite on donne quelques résultats qui vont nous servir par la suite.
Dont on exploite la notion du centralisateur d’un élément x d’un anneau R, noté
C(x), et c’est l’ensemble des éléments qui commutent avec x. Plus formellement
le centralisateur de l’élément x est définit par

C(x) = {y ∈ R / xy = yx}.

Définition 3.1. Soit R un anneau non commutatif, le graphe de commutation de R,
est un graphe simple, noté Ω(R) = (V ,E), avec V = R \Z(R) et pour tout x,y ∈ V avec
x , y, on a

{x,y} ∈ E⇐⇒ xy = yx.
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Lemme 3.1. Soit R un anneau non-commutatif et (x,y) une arête dans Ω(R), alors

[x,x+ y,y,x] est un triangle dans Ω(R).

Démonstration. Soit R un anneau non-commutatif et (x,y) une arête dans Ω(R),
alors xy , yx, ce qui implique que x+y < C(x)∪C(y). Ainsi x+y ∈ R\Z(R), et par
suite [x,x+ y,y,x] est un triangle dans Ω(R).

Figure 3.3 – Le triangle [x,x+ y,y,x].

Lemme 3.2. Soient R un anneau non-commutatif, et x et y deux sommets de Ω(R),
alors d(x,y) ∈ {1,2} dans le graphe complémentaire Ω(R).

Démonstration. En effet,
• Si xy , yx, dans ce cas d(x,y) = 1 dans le graphe Ω(R).
• Supposons que xy = yx, or x,y ∈ R \Z(R), ainsi ils existent deux éléments
a et b tels que xa , ax et yb , by, dans ce cas, on peut distinguer deux cas
— Si ay , ya, alors [x,a,y] est un chemin relie x et y dans Ω(R). De même

si xb , bx, alors [x,b,y] est un chemin relie x et y dans Ω(R). Ainsi
d(x,y) = 2.

— Si ay = ya et xb = bx, ceci implique que a+ b < C(x)∪C(y), il en résulte
que [x,a+ b,y] est un chemin relie x et y dans Ω(R). D’où d(x,y) = 2.

Remarque 3.1. Parmi les résultats immédiats du lemme [3.2], nous avons
• le graphe complémentaire Ω(R) est connexe.
• le diamètre du Ω(R) est inférieure ou égale à deux.

Notation 3.1. Soit G un groupe commutatif fini, et H un sous groupe de G, on note

|G/H | = [G :H]

appelé l’indice de H dans G.

Lemme 3.3. Soit R un anneau non-commutatif unitaire, alors [R : Z(R)] ≥ 4.

Démonstration. Or R est non-commutatif, alors nécessairement [R : Z(R)] ≥ 2.
• Si [R : Z(R)] = 2, alors il existe un élément a de R \Z(R) tel que R = Z(R)∪

(a+Z(R)), cela implique que a ∈ Z(R), ce qui est absurde.
• Si [R : Z(R)] = 3, alors ils existent deux éléments a et b tels que ab , ba et
R = Z(R)∪ (a+Z(R))∪ (b+Z(R)). Alors R = C(a)∪C(b), d’autre part
(a+ b) < C(a)∪C(b) = R, ceci est une contradiction.
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Ainsi [R : Z(R)] ≥ 4, pour tout anneau R non-commutatif unitaire.

Lemme 3.4. Soit R un anneau non-commutatif, et tel que Z(R) , {0}, alors [R : Z(R)]
n’est pas premier.

Démonstration. Supposons par absurde que [R : Z(R)] = t est premier. Alors le
groupe (R,+)/(Z(R),+) est cyclique d’ordre t. Posant R/Z(R) = (a + Z(R)), avec
a ∈ R \Z(R). Ainsi, pour tout x et y de R, ils existent deux entiers n et m tels que
x+Z(R) = na+Z(R) et y +Z(R) =ma+Z(R). Par suite

il existes deux éléments z1 et z2 de Z(R) tels que

x = na+ z1

y =ma+ z2
,

il en résulte que xy = yx, ce qui absurde avec le fait que R est un anneau non-
commutatif. Alors [R : Z(R)] n’est pas premier.

Nous sommes toujours intéressés par le cas où Ω(R) est fini et non vide. Nous
pouvons voir que cela se produit précisément lorsque R est fini.

Théorème 3.1. Soit R un anneau non-commutatif unitaire. alors Ω(R) est fini si et
seulement si R est fini.

Démonstration. Posant m l’ordre de Ω(R), c’est-à-dire |R \Z(R)| =m. Or

[R : Z(R)] = |{a+Z(R)/a ∈ R \Z(R)}|+ 1
= t ≤m+ 1.

et posons R = Z(R)∪ (a2 + Z(R))∪ · · · ∪ (at−1 + Z(R)) avec ai ∈ R \ Z(R) pour tout
i ∈ {1,2, · · · , t − 1}, alors |(a2 +Z(R))∪ · · · ∪ (at−1 +Z(R))| = m, ainsi |R| = |Z(R)|+m,
avec |Z(R)| < m, il en résulte que R est un anneau fini. Pour l’autre sens c’est clair,
cela terme la preuve.

Ce qui concerne la connexité du graphe de commutation. Ramezani [38] a
posé une conjecture, est la suivante :

Conjecture 3.1. Soit R un anneau non-commutatif unitaire. Alors Ω(R) n’est pas
connexe.

Mais dans ce chapitre on aura besoin de la connexité dans le cas où

[R : Z(R)] ≤ 7.

Ramezani [38] a démontré le lemme suivant :

Lemme 3.5. Soit R un anneau non-commutatif unitaire et tel que [R : Z(R)] ≤ 7.
Alors Ω(R) n’est pas connexe.

Démonstration. D’après les lemmes [3.3] et [3.4], on conclut que

[R : Z(R)] ∈ {4,6}
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• Si [R : Z(R)] = 4, alors il existe un ensemble {a,b,c} ⊆ R \Z(R) tels que

R = Z(R)∪ (a+Z(R))∪ (b+Z(R))∪ (c+Z(R))

de plus pour tout x et y de {a,b,c}, on a xy , yx, en effet supposons par
absurde que ab = ba, alors R = C(a)∪C(c), ceci implique que C(a) ⊆ C(c)
ou C(c) ⊆ C(a), puisque s’ils existent x ∈ C(a) \C(c) et y ∈ C(c) \C(a), alors

x+ y < C(a)∪C(c) = R.

Supposons C(a) ⊆ C(c), alors R = C(c), par suite c ∈ Z(R) ce qui absurde.
Alors pour tout x et y de {a,b,c}, on a xy , yx.
Posant alors |Z(R)| = t, ceci implique que Ω(R) = Kt,t,t. D’où Ω(R) n’est pas
connexe.
• Si [R : Z(R)] = 6, alors il existe un ensemble {ai / 1 ≤ i ≤ 5} ⊆ R \Z(R) tels

que
R = Z(R)∪ (a1 +Z(R))∪ · · · ∪ (a5 +Z(R)).

Alors d’après les deux lemmes [3.1] et [3.2], il existe k ∈ {1,2, · · · ,5} tel que
tout les sommets de ak+Z(R) sont adjacents à tous les éléments de ai+Z(R)
pour tout i ∈ {1,2, · · · ,5} \ {k} dans Ω(R), c’est-à-dire pour tout x ∈ ak +Z(R)
et y ∈ ai +Z(R) pour tout i ∈ {1,2, · · · ,5} \ {k} on a xy , yx. Posant par suite
|Z(R)| = t, ceci implique que Ω[ak + Z(R)] est une composante connexe
complet de Ω(R). D’où Ω(R) n’est pas connexe.

Remarque 3.2. Soit R un anneau non-commutatif unitaire fini. Alors |Z(R)| divise
|R \Z(R)|. En effet, on sait que

|R| = |Z(R)|+ |R \Z(R)| et |R| = |Z(R)|[R : Z(R)],

ainsi |Z(R)|([R : Z(R)]− 1) = |R \Z(R)|, il en résulte que |Z(R)| divise |R \Z(R)|.

3.3 Graphe de commutation des anneaux d’ordres pn

Dans cette section, nous étudions les anneaux non-commutatifs unitaires d’ordres
pn où p est premier et n ∈ {2,3,4,5}. On montre que Ω(R) est la réunion disjointe
de graphes complets.

3.3.1 Les anneaux d’ordres p2 et p3

Commençons par les deux lemmes suivants :

Lemme 3.6 ([26]). Soit G un groupe fini non-triviale, et n > 1 un nombre entier tel
que {Hi / i = 1,2, · · · ,n} est un ensemble des sous-groupes de G vérifie

G =
n⋃
i=1

Hi |Hi | = |Hj | et Hi ∩Hj = {0},∀i , j

Alors ils existent un nombre premier p et un nombre entier m tels que |G| = pm.
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Lemme 3.7. Soit R un anneau fini tel que Ω(R) = rKl , avec r − 1 est un nombre
premier. Alors (r − 2) divise l et

|R| = l(r − 1)2

r − 2
.

Démonstration. Puisque tout les composants connexes de Ω(R) sont complets,
alors pour tout x,y ∈ R \Z(R), on a

— Si xy = yx, alors C(x) = C(y).
— Si xy , yx, alors C(x)∩C(y) = Z(R).

Ainsi |C(x)| − |Z(R)| = l. Il en résulte que pour tout x,y ∈ R \Z(R). On a

|C(x)/Z(R)| = |C(x)/Z(R)|.

De plus si C(x) , C(y), alors

|C(x)/Z(R)∩C(y)/Z(R)| = 1

alors d’après le lemme précédent, ils existent un nombre premier p et un nombre
entier m tels que |R/Z(R)| = qm. Et on a pour tout x ∈ R\Z(R), il existe un nombre
entier m tels que |C(x)/Z(R)| = qm. Or |R| − |Z(R)| = rl, alors

|R| − |Z(R)|
|C(x)| − |Z(R)|

=
qn − 1
qm − 1

= r.

Or r ∈ N , alors m divise n, c’est-à-dire qu’il existe un entier k tel que n = km.
Posons t = qm, alors

tk − 1
t − 1

= r ceci implique que r − 1 = t(tk−1 + · · ·+ 1).

Ainsi t divise r − 1. Or t > 1 et r − 1 est premier, alors t = r − 1 = qm, c’est-à-dire
k = 2. Il en résulte que

m = 1, q = r − 1 et n = 2.

Ainsi

|Z(R)| = l
r − 2

et |R| = l(r − 1)2

r − 2
.

Théorème 3.2. Soit R un anneau fini d’ordre p2 avec p un nombre premier. Alors
(i) Ω(R) est la réunion disjointe de p+ 1 graphes complets d’ordres p − 1.
(ii) Soit T un anneau fini, alors

Ω(R) �Ω(T ) =⇒ |R| = |T |.

Démonstration. (i) Soit x ∈ R\Z(R). AlorsC(x) divise p2, ainsi |C(x)| ∈ {1,p,p2}.
Or x < Z(R) et x ∈ C(x) alors |C(x)| < {1,p2}. Alors |C(x)| = p et puisque Z(R)
est un sous-groupe propre de (C(x),+), alors Z(R) = {0}. De plus, on a pour
tout x,y ∈ R \Z(R), on a
— Si xy = yx, alors C(x) = C(y).
— Si xy , yx, alors C(x)∩C(y) = Z(R).
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Ainsi tout les composantes connexes de Ω(R) sont d’ordre p − 1, alors

Ω = (p+ 1)Kp−1

(ii) D’après le lemme précédent, il facile à démonter que

|T | = p2 = |R|

Théorème 3.3. Soit R un anneau fini d’ordre p3 avec p un nombre premier. Alors
(i) Ω(R) est la réunion disjointe de p+ 1 graphes complets d’ordres p2 − p.
(ii) Soit T un anneau fini, alors

Ω(R) �Ω(T ) =⇒ |R| = |T |.

Démonstration. (i) Soit x ∈ R\Z(R). AlorsC(x) divise p3, ainsi |C(x)| ∈ {1,p,p2,p3}.
Or x < Z(R) et x ∈ C(x) alors |C(x)| < {1,p3}. De plus Z(R) est un sous-
groupe propre de C(x) et |Z(R)| ≥ 2, alors |C(x)| , p. Alors |C(x)| = p2 et
|Z(R)| = p. Et puisqueC(x) est d’ordre p2 etZ(R) ⊆ Z(C(x)), alors |Z(C(x))| >
1, ainsi C(x) est commutatif. Alors pour tout x,y ∈ R \Z(R), on a
— Si xy = yx, alors C(x) = C(y).
— Si xy , yx, alors C(x)∩C(y) = Z(R).
Ainsi tout les composantes connexes de Ω(R) sont d’ordre p2 − p, alors

Ω = (p+ 1)Kp2−p

(ii) D’après le lemme précédent, il facile à démonter que

|T | = p3 = |R|

3.3.2 Les anneaux d’ordres p4 et p5

Dans cette partie on s’intéresse à des anneaux non-commutatifs unitaires d’ordres
pn où p est un nombre premier et n ∈ {4,5}, dont on donne quelques résultats algé-
briques de ces types des anneaux, à savoir le cas d’égalité des centralisateurs des
éléments de R \Z(R) où R un anneau non-commutatif, et quelques propositions
déterminent les graphes de commutation des ces anneaux.

Lemme 3.8 ([24]). SoitR un anneau unitaire fini d’ordre pn avec p un nombre premier
et tel que n < 3, alors R est un anneau commutatif.

Démonstration. R est fini d’ordre pn avec p un nombre premier et tel que n ∈ {1,2},
alors
• Si n = 1, or R est unitaire, alors R = Z(R), d’où R est commutatif.
• Si n = 2, alors |Z(R)| ∈ {p,p2}

— Si |Z(R)| = p2, alors R = Z(R), ainsi R est un anneau commutatif.
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— Si |Z(R)| = p, alors (R,+)/(Z(R),+) est un groupe cyclique d’ordre p.
Posant R/Z(R) = (a + Z(R)), avec a ∈ R \ Z(R). Ainsi, pour tout x et y
de R, ils existent deux entiers n et m tels que x + Z(R) = na + Z(R) et
y +Z(R) =ma+Z(R). Par suite

il existes deux éléments z1 et z2 de Z(R) tels que

x = na+ z1

y =ma+ z2
,

il en résulte que xy = yx, par suite R est un anneau commutatif.

Le lemme suivant est un lemme intéressant basé sur le résultat précédent,
d’autre part il l’est généralise pour tout anneau unitaire fini :

Lemme 3.9 ([24]). Soit R un anneau unitaire fini d’ordre m où m = pn1
1 p

n2
2 · · ·p

nk
k

(décomposition en nombres premiers) et tel que ni < 3 pour tout i ∈ {1,2, · · · , k},
alors R est un anneau commutatif.

Démonstration. On sait que si pn1
1 p

n2
2 · · ·p

nk
k est la décomposition en nombres pre-

miers du nombre m, alors

R = R1 ⊕R2 ⊕ · · · ⊕Rk (somme direct des idéaux)

avec Ri est un idéal de R d’ordre pnii unitaire pour tout i ∈ {1,2, · · · , k}. Or ni < 3
pour tout i ∈ {1,2, · · · , k}, alors d’après le lemme [3.8] Ri est commutatif. Il en
résulte que R est un anneau commutatif.

Lemme 3.10. Soit R un anneau non-commutatif fini d’ordre p3, et Z(R) , {0}. Alors
|Z(R)| = p.

Démonstration. Puisque (Z(R),+) est un sous groupe de (R,+), alors |Z(R)| ∈ {1,p,p2,p3}.
De plus, or R est non-commutatif unitaire, alors |Z(R)| < {1,p3}, ainsi

|Z(R)| ∈ {p,p2}.

D’après le lemme [3.4], on a [R : Z(R)] , p, il en résulte que |Z(R)| = p (car |R| =
|Z(R)|[R : Z(R)] ).

Le théorème suivant affirme la commutativité des centralisateurs des éléments
de R \Z(R) :

Théorème 3.4. Soient R un anneau non-commutatif unitaire d’ordre p4 et a un élé-
ment de R \Z(R). Alors C(a) est un anneau commutatif.

Démonstration. Or (Z(R),+) est un sous groupe de (R,+), alors |Z(R)| ∈ {1,p,p2,p3},
or R est un anneau non-commutatif unitaire, alors |Z(R)| ∈ {p,p2}.
• Si |Z(R)| = p, et puisque (C(a),+) est un sous groupe de (R,+) et a ∈ R\Z(R),

alors |C(a)| ∈ {p2,p3}
— Si |C(a)| = p2, alors d’après le lemme [3.8], on conclut que C(a) est un

anneau commutatif.
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— Si |C(a)| = p3, et supposons par absurde que C(a) est non-commutatif,
d’après le lemme [3.10], on aura |Z(C(a))| = p, or Z(R) ∪ (a + Z(R)) ⊆
Z(C(a)). Ainsi 2p ≤ p, ceci est absurde. Par suite C(a) est un anneau
commutatif.

• Si |Z(R)| = p2, alors |C(a)| = p3 (car (C(a),+) est un sous groupe de (R,+) et
Z(R) ⊆ C(a)). Supposons par absurde queC(a) est un anneau non-commutatif,
alors d’après le lemme [3.10], on aura |Z(C(a))| = p. PuisqueZ(R) ⊆ Z(C(a)),
alors p2 ≤ p, ce qui est absurde. Ainsi C(a) est un anneau commutatif.

Remarque 3.3. Soient R un anneau non-commutatif et a,b ∈ R\Z(R) tel C(a) et C(b)
des anneaux commutatif. Alors ab = ba implique que C(a) = C(b).

En effet, soit x ∈ C(a), alors

xb = bx (car b ∈ C(a) et C(a) est un anneau commutatif )

ceci implique que x ∈ C(b), c’est-à-dire C(a) ⊆ C(b), et de même on montre que C(b) ⊆
C(a), il en résulte que C(a) = C(b).

Remarque 3.4. Soient R un anneau non-commutatif unitaire fini d’ordre p4, où p est
un nombre premier et a,b ∈ R \Z(R) tels que ab , ba. Alors C(a)∩C(b) = Z(R).

En effet, On sait que Z(R) ⊆ C(a)∩C(b), il reste à démontrer l’autre inclusion, c’est-à-
dire C(a)∩C(b) ⊆ Z(R). Supposons par absurde que

C(a)∩C(b) * Z(R)

alors il existe un élément x de C(a)∩C(b) \Z(R), ainsi d’après la remarque [3.3], on
conclut que

C(x) = C(a) et C(x) = C(b)

par suite C(a) = C(b), ceci implique que ab = ba, ce qui est absurde avec l’hypothèse.
D’où C(a)∩C(b) = Z(R).

Lemme 3.11. Soient R un anneau non-commutatif unitaire fini d’ordre p4, où p est
un nombre premier et |Z(R)| = p. Alors il existe un élément a de R \ Z(R) tel que
|C(a)| = p2.

Démonstration. On sait que (C(a),+) est un sous groupe (R,+), et or R est non-
commutatif, alors |C(a)| ∈ {p2,p3} pour tout a ∈ R\Z(R). Supposons que pour tout
a ∈ R \Z(R) on a |C(a)| = p3.
Soit a,b ∈ R \ Z(R) tels que ab , ba, alors pour tout x ∈ C(a) et y ∈ C(b), on a
xy , yx, en effet, supposons qu’ils existent deux éléments x ∈ C(a) et y ∈ C(y), on
a xy = yx, ainsi d’après la remarque [3.3], on aura

C(a) = C(x) et C(b) = C(y)

c’est-à-dire C(a) = C(b), ceci est absurde puisque ab , ba. Or pour tout x ∈ C(a)
et y ∈ C(b), on a xy , yx, et d’après la remarque [3.4], on a C(a) ∩ C(b) = Z(R),
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on conclut que Ω(R) = (V ,E) est une réunion disjointe de k graphes complets de
type Kp3−p. Ainsi |V | = k(p3 − p) et d’une autre part nous avons

|V | = |R \Z(R)| = |R| − |Z(R)| = p4 − p = (p2 − p)(p2 + p+ 1)

alors que p4−p = k(p3−p) ce qui implique que p2 +p+1 = k(p+1), ceci est absurde
car (p2+p+1)∧(p+1) = 1. Finalement, on conclut qu’il existe au moins un élément
a de R \Z(R) tel que |C(a)| = p2.

Parmi les résultat principaux ce cette section est le suivant :

Théorème 3.5. Soit R un anneau non-commutatif unitaire fini d’ordre p4, où p est
un nombre premier. Alors l’une des assertions suivantes est vérifiée :

(i) Ω(R) = (p2 + p+ 1)Kp2−p,
(ii) Ω(R) = k1Kp2−p

⋃
k2Kp3−p, avec k1 + k2(p+ 1) = p2 + p+ 1,

(iii) Ω(R) = (p+ 1)Kp3−p2 .

Démonstration. On sait que (Z(R),+) est un sous groupe de (R,+) et |Z(R)| divise
|R \Z(R)|, alors |Z(R)| ∈ {p,p2}. Ainsi on peut distinguer deux cas possibles

1er cas : Si |Z(R)| = p, alors d’après le lemme [3.11] il existe un élément a de
R \Z(R) tel que |C(a)| = p2.
Supposons que pour tout a ∈ R \ Z(R) on a |C(a)| = p2. Soit a,b ∈ R \ Z(R)
tels que ab , ba, alors d’après la remarque [3.4], on a

C(a)∩C(b) = Z(R).

D’autre part soient x ∈ C(a) et y ∈ C(b) tels que xy = yx, et d’après la re-
marque [3.3], ceci implique que

C(a) = C(x) , C(b) = C(y) et C(x) = C(y)

par suite C(a) = C(b), ce qui est absurde car ab , ba, ceci implique que
xy , yx pour tout x ∈ C(a) et y ∈ C(b). Ainsi le graphe Ω(R) = (V ,E) est
une réunion disjointe de k graphes complets d’ordre p2 − p, et par suite
|V | = k(p2 −p) = p4 −p, ceci implique que k = p2 +p+ 1, c’est-à-dire Ω(R) =
(p2 + p+ 1)Kp2−p. D’où (i) est vérifiée.
Supposons qu’ils existent a,b ∈ R \Z(R) tels que |C(a)| = p2 et |C(b)| = p3.
Il est facile de voir que pour tout x ∈ C(a) et y ∈ C(b), on a xy , yx. Ainsi
le graphe Ω(R) = (V ,E) est une réunion disjointe de k1 graphes complets
d’ordre p2 − p et de k2 graphes complets d’ordre p3 − p. et par suite |V | =
k1(p2 − p) + k2(p3 − p) = p4 − p, ceci implique que k1 + k2(p + 1) = p2 + p + 1,
Ω(R) = k1Kp2−p

⋃
k2Kp3−p. D’où (ii) est vérifiée.

2ème cas : Si |Z(R)| = p2, alors |C(a)| = p3 pour tout élément a de R \Z(R) (car
(C(a),+) est un sous groupe de (R,+)). Soit a et b deux éléments de R\Z(R)
tels que ab , ba, alors d’après la remarque [3.4], on a

C(a)∩C(b) = Z(R).

De plus pour tout éléments x de C(a) et y de C(b), on a xy , yx. Ainsi
le graphe Ω(R) = (V ,E) est une réunion disjointe de k graphes complets
d’ordre p3 − p2. et par suite |V | = k(p3 − p2) = p4 − p2, ceci implique que
k = p+ 1, c’est-à-dire Ω(R) = (p+ 1)Kp3−p2 . D’où (iii) est vérifiée.
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Cela termine la preuve du théorème.

A ce moment, on traiter les graphes de commutation des anneaux d’ordres p4

où p un nombre premier. Dans ce qui reste dans cette partie, on va caractériser
les graphes de commutation des anneaux mais cette fois des anneaux d’ordres p5

où p un nombre premier. On commence tout d’abord par le lemme suivant :

Lemme 3.12. Soit R un anneau non-commutatif unitaire fini d’ordre p5, où p est un
nombre premier et tel que Z(R) n’est pas un corps. Alors les propriétés suivantes sont
vérifiées

(i) Pour tout a ∈ R \Z(R), C(a) est un anneau commutatif.
(ii) Pour tout a,b ∈ R \Z(R) tel que ab = ba, alors C(a) = C(b).
(iii) Pour tout a,b ∈ R \Z(R) tel que ab , ba, alors C(a)∩C(b) = Z(R).

Démonstration. PuisqueR est un anneau non-commutatif unitaire, et tel que Z(R)
n’est pas un corps, alors |Z(R)| ∈ {p2,p3}. De plus (Z(R),+) est un sous groupe de
(C(a),+) pour tout a ∈ R \Z(R), ainsi |C(a)| ∈ {p3,p4}.
• Si |C(a)| = p3. Supposons par absurde queC(a) est un anneau non-commutatif,

alors |Z(C(a))| = p, ce qui est absurde, puisque Z(R) ⊆ Z(C(a)) et |Z(R)| ∈
{p2,p3}.
• Si |C(a)| = p4. De même supposons par absurde que C(a) est un anneau

non-commutatif, ainsi |Z(C(a))| ∈ {p,p2}, car (Z(C(a)),+) est un sous groupe
de (C(a),+), et [C(a) : Z(C(a))] ne peut pas être un nombre premier. Ceci
est absurde car a ∈ R \Z(R), Z(R) ⊆ Z(C(a)) et |Z(R)| ∈ {p2,p3}.

Il en résulte que C(a) est un anneau commutatif.
Pour les deux propriétés (ii) et (iii), la preuve est celle de la remarque [3.3], et
de la remarque [3.4] respectivement.

Finalement d’après ce qui précède, on a :

Théorème 3.6. Soit R un anneau non-commutatif unitaire fini d’ordre p5, où p est un
nombre premier et tel que Z(R) n’est pas un corps. Alors l’une des assertions suivantes
est vérifiée :

(i) Ω(R) = (p2 + p+ 1)Kp3−p2 ,
(ii) Ω(R) = k1Kp3−p2

⋃
k2Kp4−p2 , avec k1 + k2(p+ 1) = p2 + p+ 1,

(iii) Ω(R) = (p+ 1)Kp4−p3 .

Démonstration. PuisqueR est un anneau non-commutatif unitaire, et tel que Z(R)
n’est pas un corps, alors |Z(R)| ∈ {p2,p3}. Ainsi on peut distinguer deux cas pos-
sibles

1er cas : Si |Z(R)| = p2, alors pour tout élément a de R \ Z(R) on a |C(a)| ∈
{p3,p4}.
Supposons que pour tout a ∈ R \ Z(R) on a |C(a)| = p4. Soit a,b ∈ R \ Z(R)
tels que ab , ba, alors d’après la remarque [3.4], on a

C(a)∩C(b) = Z(R).

D’autre part soient x ∈ C(a) et y ∈ C(b) tels que xy = yx, et d’après la re-
marque [3.3], ceci implique que

C(a) = C(x) , C(b) = C(y) et C(x) = C(y)
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par suite C(a) = C(b), ce qui est absurde car ab , ba, ceci implique que
xy , yx pour tout x ∈ C(a) et y ∈ C(b). Ainsi le graphe Ω(R) = (V ,E) est
une réunion disjointe de k graphes complets d’ordre p4 − p2, et par suite
|V | = k(p4 − p2) = p5 − p, ceci implique que p2 + p + 1 = k(p + 1), ceci est
absurde. Ainsi il existe b ∈ R \Z(R) tel que |C(b)| = p3.
— Si pour tout a ∈ R \ Z(R), on a |C(a)| = p3, alors Ω(R) = kKp3−p2 avec

k = p2 + p+ 1.
— Supposons qu’il existe b ∈ R \Z(R) tel que |C(b)| = p4. Posant k1 = |{a ∈

R \Z(R) / |C(a)| = p3}| et k2 = |{b ∈ R \Z(R) / |C(a)| = p4}|. Ainsi Ω(R) =
k1Kp3−p2

⋃
k2Kp4−p2 , avec k1 + k2(p+ 1) = p2 + p+ 1.

2ème cas : Si |Z(R)| = p3, alors |C(a)| = p4 pour tout élément a de R \Z(R) (car
(C(a),+) est un sous groupe de (R,+)). Soit a et b deux éléments de R\Z(R)
tels que ab , ba, alors d’après la remarque [3.4], on a

C(a)∩C(b) = Z(R).

De plus pour tout éléments x de C(a) et y de C(b), on a xy , yx. Ainsi
le graphe Ω(R) = (V ,E) est une réunion disjointe de k graphes complets
d’ordre p4 − p3. et par suite |V | = k(p4 − p3) = p5 − p3, ceci implique que
k = p+ 1, c’est-à-dire Ω(R) = (p+ 1)Kp4−p3 . D’où (iii) est vérifiée.

Cela termine la preuve du théorème.

3.4 Graphe de commutation d’ordre au plus vingt

Dans cette section, on va présenter l’objectif principal de Ramezani [38], et
c’est démonter que le graphe de commutation d’un anneau non-commutatif R
dont |R\Z(R)| ≤ 20 est l’un des graphes suivants : 3K2, 3K4, 7K2, K2∪2K6 ou bien
4K2 ∪K6.
Commençons par quelques résultats intéressants :

Lemme 3.13. Soit G un graphe simple d’ordre 2p, où p un nombre premier supérieur
strictement à trois. Alors le graphe G ne peut pas être un graphe de commutation d’un
anneau non-commutatif unitaire.

Démonstration. Supposons par absurde qu’il existe un anneau R non-commutatif
unitaire tel que G = Ω(R), alors nécessairement |Z(R)| ∈ {2,p,2p}, car |R \Z(R)| =
2p et |Z(R)| divise |R \Z(R)|. Ainsi on peut distinguer deux cas possibles
• Si |Z(R)| ∈ {2,p}, ainsi |R| ∈ {2 + 2p,3p}, or p > 3 et d’après le lemme [3.9],

alors R est un anneau commutatif.
• Si |Z(R)| = 2p, alors [R : Z(R)] = 2, ceci est absurde car d’après le lemme

[3.3], on a [R : Z(R)] ≥ 4.
Il en résulte qu’il n’existe pas un anneau R non-commutatif unitaire tel que G =
Ω(R).

Ce résultat est reste valable pour les graphes d’ordres pq, où p et q deux
nombres premiers distincts, tel que p < q et p ne divise par q + 1. Comme le
montre le théorème suivant :

Théorème 3.7. Soit G un graphe simple d’ordre pq, où p et q deux nombres premiers
distincts, de plus on suppose que p < q et p ne divise par q + 1. Alors le graphe G ne
peut pas être un graphe de commutation d’un anneau non-commutatif unitaire.
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Démonstration. Supposons par absurde qu’il existe un anneau R non-commutatif
unitaire tel queG = Ω(R), alors nécessairement |Z(R)| ∈ {p,q,pq}, car |R\Z(R)| = pq
et |Z(R)| divise |R \Z(R)|. Ainsi on peut distinguer trois cas possibles
• Si |Z(R)| = p, ainsi |R| = p(q+ 1), or p ne divise pas q+ 1 par suite d’après le

lemme [3.9] on aura R est un anneau commutatif.
• Si |Z(R)| = q, ainsi |R| = q(p + 1), or p < q, par suite d’après le lemme [3.9]

on aura R est un anneau commutatif.
• Si |Z(R)| = pq, alors [R : Z(R)] = 2, ceci est absurde car d’après le lemme

[3.3], on a [R : Z(R)] ≥ 4.
Il en résulte qu’il n’existe pas un anneau R non-commutatif unitaire tel que G =
Ω(R).

Lemme 3.14. Soit G un graphe simple d’ordre pn, où p un nombre premier et n ∈
{1,2,3}. Alors le graphe G ne peut pas être un graphe de commutation d’un anneau
non-commutatif unitaire.

Démonstration. Supposons par absurde qu’il existe un anneau R non-commutatif
unitaire tel que G = Ω(R), avec |R \ Z(R)| = pn où p un nombre premier et n ∈
{1,2,3}. Ainsi on peut distinguer trois cas possibles
• Si |R \Z(R)| = p, ainsi |Z(R)| = p, car |Z(R)| > 2, alors [R : Z(R)] = 2, ceci est

absurde car d’après le lemme [3.3], on a [R : Z(R)] ≥ 4.
• Si |R \Z(R)| = p2, ainsi |Z(R)| ∈ {p,p2}

— Si |Z(R)| = p2, alors [R : Z(R)] = 2, ceci est absurde car d’après le lemme
[3.3].

— Si |Z(R)| = p, alors |R| = p(p+1), par suite d’après le lemme [3.9] on aura
R est un anneau commutatif.

• Si |R \Z(R)| = p3, alors |Z(R)| ∈ {p,p2,p3}
— Si |Z(R)| = p3, alors [R : Z(R)] = 2, ceci est absurde car d’après le lemme

[3.3], on a [R : Z(R)] ≥ 4.
— Si |Z(R)| ∈ {p,p2}, alors |R| ∈ {p(p2+1),p2(p+1)}, or p2 ne divise pas p2+1

et p ne divise pas p + 1, alors d’après le lemme [3.9], R est un anneau
commutatif.

On déduit qu’il n’existe pas un anneau R non-commutatif unitaire tel que G =
Ω(R).

Finalement, voici le résultat final qu’il a démontré Ramezani [38] :

Théorème 3.8. Soit R un anneau non-commutatif unitaire, avec |R\Z(R)| ≤ 20, alors

Ω(R) ∈ {3K2,3K4,7K2,K2 ∪ 2K6,4K4 ∪K6}

Démonstration. Soit Ω(R) le graphe de commutation d’un anneauR non-commutatif
unitaire dont |R \Z(R)| ≤ 20, alors d’après ce qui précédent on a

|R \Z(R)| ∈ {6,12,14,16,18,20}

• Si |R \ Z(R)| = n, avec n un nombre pair. Alors nécessairement |Z(R)| , n
2 ,

en effet, supposons le contraire, alors |R| = 3n
2 , ainsi [R : Z(R)] = 3, ceci est

absurde car [R : Z(R)] ≥ 4.
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• Si |R \ Z(R)| = 16, ainsi |Z(R)| ∈ {2,4}, par suite |R| ∈ {18,20}, il en résulte
d’après le lemme [3.9] que R est un anneau commutatif, ce qui est absurde.

• Si |R \Z(R)| = 18, ainsi |Z(R)| ∈ {2,3,6}, par suite |R| ∈ {20,21,24}, il en ré-
sulte d’après le lemme [3.9] que R est un anneau commutatif, ce qui est
absurde.

• Si |R \ Z(R)| = 20, ainsi |Z(R)| ∈ {2,4,5}, par suite |R| ∈ {22,24,25}, il en
résulte d’après le lemme [3.9] que R est un anneau commutatif, ce qui est
absurde.

Ainsi, On conclut que |R \Z(R)| ∈ {6,12,14}, alors
— Si |R \ Z(R)| = 6, ainsi d’après [3.3] et |Z(R)| = 2, par suite |R| = 8, il en

résulte d’après la preuve du lemme [3.5] que Ω(R) = 3K2.

Figure 3.4 – Le graphe 3K2.

— Si |R \Z(R)| = 12, ainsi |Z(R)| = 4, par suite |R| = 16, il en résulte d’après le
théorème [3.5] que Ω(R) = 3K4.

Figure 3.5 – Le graphe 3K4.

— Si |R \Z(R)| = 14, ainsi |Z(R)| = 2, par suite |R| = 16, il en résulte d’après le
théorème [3.5] que Ω(R) ∈ {7K2,K2 ∪ 2K2,4K2 ∪K6}.

Figure 3.6 – Les graphes {7K2,K2 ∪ 2K2,4K2 ∪K6}.
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Ainsi, on conclut que

Ω(R) ∈ {3K2,3K4,7K2,K2 ∪ 2K6,4K4 ∪K6}.

3.5 Graphe de commutation des anneaux d’ordres pnq

Dans cette section, on traite les graphes de commutation des anneaux non-
commutatifs finis d’ordres pq et p2q où p et q deux nombres premiers distincts
et de centre réduit à zéro, et les graphes de commutation des anneaux non-
commutatifs unitaires finis d’ordres p3q.

3.5.1 Les anneaux d’ordres pq et p2q

Commençons par les deux lemmes suivants :

Lemme 3.15. Soit R un anneau fini d’ordre p2 ou pq et Z(R) , {0}. Alors R est un
anneau commutatif.

Démonstration. Supposons par absurde que R est un anneau non-commutatif
et Z(R) , {0}. Alors
• Si |R| = p2, ainsi |Z(R)| = p, par suite

∀a ∈ R \Z(R) on a |C(a)| = p2

ceci implique que a ∈ Z(R) ce qui absurde (car a < Z(R)).
• Si |R| = pq, ainsi |Z(R)| ∈ {p,q}, c’est-à-dire [R : Z(R)] ∈ {q,p}, ceci est ab-

surde (car [R : Z(R)] n’est pas premier).
Il en résulte que R est un anneau commutatif.

Lemme 3.16. Soit R un anneau non-commutatif d’ordre pnq avec n ∈ {1,2} et Z(R) =
{0}. Alors pour tout a ∈ R \Z(R), on a C(a) est un anneau commutatif.

Démonstration. Soit a ∈ R \Z(R). Alors
• Si |R| = pq. Alors |C(a)| ∈ {p,q,pq}

— Si |C(a)| = pq, ceci implique que R est un anneau commutatif,
ainsi |C(a)| , pq.

— Si |C(a)| ∈ {p,q}, alors d’après le lemme [3.9], C(a) est un anneau com-
mutatif.

• Si |R| = p2q. Alors |C(a)| ∈ {p,q,p2,pq}
— Si |C(a)| ∈ {p,q}, alors d’après le lemme [3.9], C(a) est un anneau com-

mutatif.
— Si |C(a)| ∈ {p2,pq}, or a ∈ Z(C(a)) alors Z(C(a)) , {0}, ainsi d’après le

lemme [3.15], C(a) est un anneau commutatif.
On conclut que pour tout a ∈ R \Z(R), on a C(a) est un anneau commutatif.

Théorème 3.9. Soit R un anneau non-commutatif, d’ordre pnq avec n ∈ {1,2} et
Z(R) = {0}. Alors pour tout a,b ∈ R∗, on a

ab , ba =⇒ C(a)∩C(b) = {0}.
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Démonstration. Soit a,b ∈ R∗ tel que ab , ba. Supposons le contraire, c’est-à-dire
C(a) ∩ C(b) , {0}. Soit x ∈ C(a) ∩ C(b), alors xa = ax et xb = bx. Ainsi d’après la
remarque [3.3] et le lemme [3.5.1], on aura

C(x) = C(a) et C(x) = C(b)

ceci implique que ab = ba, ce qui est absurde. Ainsi C(a)∩C(b) = {0}.

Théorème 3.10. Soit R un anneau non-commutatif d’ordre pq et Z(R) = {0}. Alors
l’une des assertions suivantes est vérifiée :

(i) Ω(R) = pq−1
p−1 Kp−1, si p − 1 divise pq − 1.

(ii) Ω(R) = pq−1
q−1 Kq−1, si q − 1 divise pq − 1.

(iii) Ω(R) = l1Kp−1 ∪ l2Kq−1, avec l1(p − 1) + l2(q − 1) = pq − 1.

Démonstration. Soit a,b ∈ R∗ tel que ab , ba, ainsi d’après le théorème [3.9], on a
C(a)∩C(b) = {0}. De plus pour tout x ∈ C(a) et y ∈ C(b), on a xy , yx, car sinon
s’il existe x ∈ C(a) et y ∈ C(b), ceci implique que

C(x) = C(y) = C(a) = C(b)

ce qui est absurde.
Alors Ω(R) = (V ,E) est la réunion disjointe des graphes complets. Puisque R non-
commutatif, alors pour tout a ∈ R∗, on a |C(a)| ∈ {p,q}. On peut distinguer les cas
suivants :
• Si pour tout a ∈ R∗, on a |C(a)| = p, alors

|V | = l(p − 1) = pq − 1

ceci implique que Ω(R) = pq−1
p−1 Kp−1, si p − 1 divise pq − 1.

• Si pour tout a ∈ R∗, on a |C(a)| = q, alors

|V | = l(q − 1) = pq − 1

ceci implique que Ω(R) = pq−1
q−1 Kp−1, si q − 1 divise pq − 1.

• S’il existe a,b ∈ R∗ tel que |C(a)| = p et |C(b)| = q, on pose

l1 = |{a ∈ R∗ : |C(a)| = p}| et l2 = |{b ∈ R∗ : |C(b)| = q}|.

Ainsi Ω(R) est la réunion disjointe de l1 graphes complets d’ordres (p − 1)
et l2 graphes complets d’ordres (q − 1). D’autre part

|V | = l1(p − 1) + l2(q − 1) = pq − 1.

Cela termine la preuve du théorème.

Théorème 3.11. Soit R un anneau non-commutatif d’ordre p2q et Z(R) = {0}. Alors
l’une des assertions suivantes est vérifiée :

(i) Ω(R) = p2q−1
t−1 Kp−1, tel que t ∈ {p,q,p2,pq} et t divise p2q − 1.

(ii) Ω(R) = l1Kp−1 ∪ l2Kq−1 ∪ l3Kp2−1 ∪ l4Kpq−1, où l1(p − 1) + l2(q − 1) + l3(p2 −
1) + l4(pq − 1) = p2q − 1.
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Démonstration. De même que du théorème [3.10], on montre facilement que Ω(R) =
(V ,E) est la réunion disjointe des graphes complets. Puisque R non-commutatif,
alors pour tout a ∈ R∗, on a |C(a)| ∈ {p,q,p2,pq}. On peut distinguer les cas sui-
vants :
• Si pour tout a ∈ R∗, on a |C(a)| = t tel que t ∈ {p,q,p2,pq}, alors

|V | = l(t − 1) = p2q − 1

ceci implique que Ω(R) = p2q−1
t−1 Kp−1, si t − 1 divise p2q − 1.

• Si pour tout a ∈ R∗, on a |C(a)| = q, alors

|V | = l(q − 1) = pq − 1

ceci implique que Ω(R) = pq−1
q−1 Kp−1, si q − 1 divise pq − 1.

• Supposons le contraire, et on pose

l1 = |{r ∈ R∗ : |C(r)| = p}| et l2 = |{r ∈ R∗ : |C(r)| = q}|.

l3 = |{r ∈ R∗ : |C(r)| = p2}| et l4 = |{r ∈ R∗ : |C(r)| = pq}|.

Ainsi Ω(R) = l1Kp−1 ∪ l2Kq−1 ∪ l3Kp2−1 ∪ l4Kpq−1. D’autre part

|V | = l1(p − 1) + l2(q − 1) + l3(p2 − 1) + l4(pq − 1) = p2q − 1.

Cela termine la preuve du théorème.

3.5.2 Les anneaux d’ordres p3q

Commençons cette partie par le résultat suivant, qui va nous servir par la
suite :

Théorème 3.12. Soit R un anneau non-commutatif unitaire d’ordre p3q et soit a ∈
R \Z(R). Alors C(a) est un anneau commutatif.

Démonstration. Puisque R est un anneau non-commutatif unitaire et [R : Z(R)]
n’est pas premier. Alors nécessairement |Z(R)| ∈ {p,p2,q,pq}
• Si |Z(R)| = p, or (Z(R),+) est un sous groupe de (C(a),+) et a < Z(R), ainsi
|C(a)| ∈ {p2,p3,pq,p2q}. Alors
— Si |C(a)| ∈ {p2,pq,p2q}, alors d’après le lemme [3.9], on a C(a) est com-

mutatif.
— Si |C(a)| = p3, et supposons que C(a) est non-commutatif. Alors d’après

le lemme [3.10], on a |Z(C(a))| = p. D’autre part on a

Z(R)∪ (a+Z(R)) ⊆ Z(C(a))

c’est-à-dire 2p ≤ p, ceci est absurde. Il en résulte que C(a) est un anneau
commutatif.

• Si |Z(R)| = p2, or |Z(R)| divise |C(a)| , ainsi |C(a)| ∈ {p3,p2q}. Alors
— Si |C(a)| = p2, alors d’après le lemme [3.9], on a C(a) est commutatif.
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— Si |C(a)| = p3, et supposons que C(a) est non-commutatif. Alors d’après
le lemme [3.10], on a |Z(C(a))| = p. D’autre part on a

Z(R)∪ (a+Z(R)) ⊆ Z(C(a))

c’est-à-dire 2p2 ≤ p, ceci est absurde. Il en résulte que C(a) est un an-
neau commutatif.

— Si |Z(R)| = q. Alors |C(a)| ∈ {pq,p2q}, d’où C(a) est un anneau commutatif.
— Si |Z(R)| = pq. Alors |C(a)| = p2q, ainsi C(a) est un anneau commutatif.

Cela termine la preuve du théorème.

Théorème 3.13. Soit R un anneau non-commutatif unitaire d’ordre p3q et |Z(R)| n’est
pas premier. Alors pour tout a,b ∈ R \Z(R), on a

ab , ba =⇒ C(a)∩C(b) = Z(R).

Démonstration. Puisque |Z(R)| et [R : Z(R)] ne sont pas premiers, alors |Z(R)| ∈
{p2,pq}
• Si |Z(R)| = p2, alors pour tout x ∈ R \Z(R), on a |C(a)| ∈ {p3,p2q} (car |Z(R)|

divise |C(x)|).
— Si |C(a)| = |C(b)| = p3, alors |C(a)∩C(b)| ∈ {p2,p3} (car |C(a)∩C(b)| divise
|C(a)| et Z(R) ⊆ C(a)∩C(b)). Or ab , ba, ainsi

|C(a)∩C(b)| , p3

alors C(a)∩C(b) = Z(R).
— Si |C(a)| = |C(b)| = p2q, alors |C(a)∩C(b)| ∈ {p2,p2q} (car si C(a)∩C(b) =

C(b) alors C(b) ⊆ C(a)). Or ab , ba, ainsi |C(a)∩C(b)| , p2q, alors C(a)∩
C(b) = Z(R).

— Si |C(a)| = p3 et |C(b)| = p2q, alors |C(a)∩C(b)| = p2, alors

C(a)∩C(b) = Z(R).

• Si |Z(R)| = pq, alors pour tout x ∈ R \Z(R), on a C(x) = p2q. Or on a|Z(R)| divise |C(a)∩C(b)|
|C(a)∩C(b)| divise p2q

alors |C(a)∩C(b)| ∈ {pq,p2q}, et puisque ab , ba, ceci implique que |C(a)∩
C(b)| , p2q, ainsi C(a)∩C(b) = Z(R).

Théorème 3.14. Soit R un anneau non-commutatif unitaire d’ordre p3q et |Z(R)| n’est
pas premier. Alors l’une des assertions suivantes est vérifiée :

(i) Ω(R) = pq−1
p−1 Kp3−p2 , si p − 1 divise pq − 1.

(ii) Ω(R) = pq−1
q−1 Kp3−p2 , si q − 1 divise pq − 1.

(iii) Ω(R) = l1Kp3−p2 ∪ l2Kp2q−p2 , où l1(p − 1) + l2(q − 1) = pq − 1.
(iv) Ω(R) = (p+ 1)Kp2q−pq.

Démonstration. Puisque Z(R) n’est pas premier, alors |Z(R)| ∈ {p2,pq}.
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• Si |Z(R)| = p2, alors pour tout a ∈ R \Z(R), on a |C(a)| ∈ {p3,p2q}.
— Si |C(a)| = p3 pour tout a ∈ R \Z(R).

Soit a,b ∈ R \Z(R) tel que ab , ba, alors d’après le théorème [3.13], on a

C(a)∩C(b) = Z(R)

et pour tout x ∈ C(a) et y ∈ C(b) on a xy , yx, car sinon on aura C(a) =
C(b) ce qui est absurde.
Alors Ω(R) = (V ,E) est la réunion disjointe de l graphes complets d’ordres
(p3 − p2), ainsi

|V | = l(p3 − p2) = |R| − |Z(R)| = p3q − p2

Ainsi Ω(R) = pq−1
p−1 Kp3−p2 , si (p − 1) divise (pq − 1).

— Si |C(a)| = p2q pour tout a ∈ R \Z(R).
De même on montre facilement que Ω(R) = (V ,E) est la réunion dis-
jointe de l graphes complets d’ordres (p2q − p2), avec l = pq−1

q−1 . Ainsi

Ω(R) = pq−1
q−1 Kp2q−p2 , si (q − 1) divise (pq − 1).

— Soit a,b ∈ R \Z(R) tel que |C(a)| = p3 et |C(b)| = p2q. Alors , il est facile
de démonter que Ω(R) = (V ,E) est la réunion disjointe de l1 graphes
complets d’ordres (p3 − p2), et l2 graphes complets d’ordres (p2q − p2).
D’autre part on a

|V | = l1(p3 − p2) + l2(p2q − p2) = p3q − p2.

Il en resulte que
Ω(R) = l1Kp3−p2 ∪ l2Kp2q−p2

avec l1(p − 1) + l2(q − 1) = pq − 1.
• Si |Z(R)| = pq, alors pour tout a ∈ R \ Z(R), on a |C(a)| = p2q. On montre

facilement que Ω(R) = (V ,E) est la réunion disjointe de l graphes complets
d’ordres (p2q − pq), et d’autre part on a

|V | = l(p2q − pq) = |R| − |Z(R)| = p3q − pq

c’est-à-dire que l = p+ 1. Ainsi

Ω(R) = (p+ 1)Kp2q−pq.

Cela termine la preuve du théorème.

3.6 Le graphe complémentaire Ω(R) et les graphes
planaires

Rappelons que dans la théorie des graphes, un graphe planaire est un graphe
qui a la particularité de pouvoir se représenter sur un plan sans qu’aucune arête,
n’en croise une autre. Kuratowski a caractérisé les graphes planaires finis, il a
démontré qu’un graphe est planaire si et seulement s’il ne contient pas de sous-
graphe partiel qui est une expansion de K5 ou K3,3 (le graphe complet biparti à
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3+3 sommets). Dans cette section, on présente un résultat de Omidi [33], dont il
a prouvé que le graphe complémentaire du graphe de commutation d’un anneau
fini R, sachant que |R| > 16 ne peut pas être planaire, pour la preuve de ce résultat,
on commence par le lemme suivant :

Lemme 3.17. Soit R un anneau, tel que |R| > 16 et Ω(R) non planaire. Alors pour
tout a,b ∈ R \Z(R) tel que ab , ba, on a

C(a)∩C(b) = {0}.

Démonstration. Soit a,b ∈ R \Z(R), alors

C(a)∩C(b) = C(a)∩C(b)∩C(a+ b)

en effet, on sait queC(a)∩C(b)∩C(a+b) ⊆ C(a)∩C(b), et on pour tout x ∈ C(a)∩C(b)

xa = ax et xb = bx =⇒ x(a+ b) = (a+ b)x

ceci implique que C(a)∩C(b) ⊆ C(a)∩C(b)∩C(a+b). D’où le résultat. De plus on
a

C(a)∩C(b)∩C(a+ b) = C(b)∩C(a+ b)

en effet, on sait que C(a)∩ C(b)∩ C(a + b) ⊆ C(a)∩ C(a + b), et on pour tout x ∈
C(a)∩C(a+ b)

xb = bx et x(a+ b) = (a+ b)x =⇒ xa = ax

ceci implique que C(a)∩C(a+ b) ⊆ C(a)∩C(b)∩C(a+ b). D’où

C(a)∩C(b) = C(a)∩C(b)∩C(a+ b) = C(b)∩C(a+ b).

Supposons par absurde qu’il existe a,b ∈ R\Z(R) tel que ab , ba etC(a)∩C(c) , {0}.
Posant ainsi H1 = C(a)∩C(b) et soit x ∈H ∗1. Alors on peut distinguer les deux cas
suivants.

1er Cas : Supposons que R = C(a)∪C(b)∪C(a+b). Sans perdre de la généralité,
ou peut supposer que

|C(a)| ≥Max{|C(b)|, |C(a+ b)|}.

Et posons
H2 = C(a)∩C(a+ x)

il facile à démonter que x ∈ H2, ainsi |H1 ∩H2| ≥ 2. Or H1 et H2 sont deux
sous-groupes propres de (C(a),+), alors |Hi | ≤

|C(a)|
2 pour tout i ∈ {1,2} ceci

implique que |H1|+ |H2| ≤ |C(a)|.
— Si |H1 ∪H2| ≥ |C(a)| − 2. Alors

|C(a)| ≥ |H1|+ |H2| ≥ |C(a)|+ |H1 ∩H2| − 2

Il en résulte que |H1 ∩H2| = 2 et alors |H1| = |H2| =
|C(a)|

2 . De plus H1H2
est un sous-groupe de (C(a),+), alors

|H1H2| =
|H1||H2|
|H1 ∩H2|

=
|C(a)|2

8
≤ |C(a)|.

Ainsi |C(a)| ≤ 8. Il en résulte que |R| ≤ 16 ceci est absurde car |R| > 16.
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— Si |H1 ∪H2| ≤ |C(a)| − 3. Or

H1 ∪H1 ∪ {a,a+ x} ⊆ C(a) , a *H1 ∪H1 et (a+ x) *H1 ∪H1.

Alors il existe y ∈ C(a) tel que y < H1 ∪H1 ∪ {a,a + x}. Ainsi le graphe
engendré par l’ensemble de sommets {a,a+x,y,b,b+x,a+b} isomorphe
à K3,3

Figure 3.7 – Le graphe engendré par {a,a+ x,y,b,b+ x,a+ b}.

Il en résulte d’après la caractérisation de Kuratowski des graphes pla-
naires que Ω(R) est un graphe non planaire, ceci est absurde avec l’hy-
pothèse du lemme.

2ème Cas : Supposons que R , C(a) ∪ C(b) ∪ C(a + b). Soit c ∈ R \ Z(R) tel c <
C(a)∪C(b)∪C(a + b). Or le graphe Ω(R) est planaire, alors d’après la ca-
ractérisation de Kuratowski le graphe Ω(R) ne contient aucun sous-graphe
isomorphe à K5

Figure 3.8 – Le graphe K5.

Alors nécessairement ω(Ω(R)) ≤ 4. Ainsi R = C(a)∪C(b)∪C(a+ b)∪C(c).
Et posons H3 = C(a)∩C(c). D’autre part on a |H1 ∩H3| = 1, car :
Si |H1 ∩H3| ≥ 2, alors il existe un élément z ∈ (H1 ∩H3)∗, alors le graphe
engendré par {a,a+ z,c,b,b+ z,a+ b} contient le sous-graphe suivant

Figure 3.9 – Sous-graphe du graphe engendré par {a,a+ z,c,b,b+ z,a+ b}.
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Ainsi d’après la caractérisation de Kuratowski le graphe Ω(R) n’est pas pla-
naire, ceci est absurde. Ainsi |H1∩H3| = 1. D’autre part on peut distinguer
deux cas
• Si |H1 ∪H2| ≥ |C(a)| − 2. Alors

|C(a)| ≥ |H1|+ |H2| ≥ |C(a)|+ |H1 ∩H2| − 2 = |C(a)| − 1.

Alors |H1|+ |H2| ∈ {|C(a)| − 1, |C(a)|}.
— Si |H1|+ |H2| = |C(a)| − 1. Alors

(|H1|, |H3|) ∈
{(
|C(a)|

2
,
|C(a)|

2
− 1

)
,

(
|C(a)|

2
− 1,
|C(a)|

2

)
,

(
|C(a)| − 1

2
,
|C(a)| − 1

2

)}
.

* Si (|H1|, |H3|) =
( |C(a)|−1

2 , |C(a)|−1
2

)
. Or Hi divise |C(a)| pour tout i ∈

{1,2}, alors |C(a)| = 3 et par suite |H1| = 1, ceci est absurde car
|H1| ≥ 2.

** Si (|H1|, |H3|) ∈
( |C(a)|

2 , |C(a)|
2 − 1

)
,
( |C(a)|

2 − 1, |C(a)|
2

)
. Or |H1H2| ≤ |C(a)|,

alors |C(a)| ≤ 6 car |H1H2||H1 ∩H2| = |H1||H2| et |H1 ∩H2| = 1.
— Si |H1|+ |H2| = |C(a)|. Alors

|H1| = |H2| =
|C(a)|

2
.

Or |H1H2| ≤ |C(a)|, alors |C(a)| ≤ 4. D’autre part, puisque |R| > 16,
alors ils existent deux éléments t,w ∈ C(c)\Z(R) tel que t,w < C(a)∪
C(b)∪C(a+b), alors le graphe engendré par {t,w,c,a,b,a+b} contient
le sous-graphe suivant

Figure 3.10 – Sous-graphe du graphe engendré par {t,w,c,a,b,a+ b}.

Ainsi d’après la caractérisation de Kuratowski le graphe Ω(R) n’est
pas planaire, ceci est absurde.

• Si |H1∪H2| ≤ |C(a)|−3. Alors ils existent deux éléments y1, y2 ∈ C(a), tels
que y1, y2 <H1∪H2∪{a}, alors le graphe engendré par {a,y1, y2,b,a+b,c}
contient le sous-graphe suivant
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Figure 3.11 – Sous-graphe du graphe engendré par {a,y1, y2,b,a+ b,c}.

Ainsi d’après la caractérisation de Kuratowski le graphe Ω(R) n’est pas
planaire, ceci est absurde.

Cela termine la preuve du lemme.

Théorème 3.15. Soit R un anneau tel que |R| > 16. Alors le graphe Γ (R) est non
planaire.

Démonstration. Supposons par absurde que Γ (R) est planaire. Alors d’après le
lemme précédent et la caractérisation de Kuratowski, alors pour tout x,y ∈ R \
Z(R) tel que xy , yx, on a

C(a)∩C(b) = {0} et ω(Γ (R)) ≤ 4.

Soit a et b deux éléments adjacents dans Γ (R). Ainsi, on peut distinguer les cas
suivants :

1er Cas : Si R = C(a) ∪ C(b) ∪ C(a + b). Sans perdre de la généralité, ou peut
supposer que

|C(a)| ≥Max{|C(b)|, |C(a+ b)|}.

Or |R| > 16, alors il existe x1,x2 ∈ C(a) \Z(R) tel que x1,x2 < C(b)∪C(a+ b).
De plus, or |C(a)| , |R| − 2, alors il existe un élément y ∈ C(b) \ ({b} ∪C(a)).
Alors le graphe engendré par {a,x1,x2, y,b,a + b} contient le sous-graphe
suivant

Figure 3.12 – Sous-graphe du graphe engendré par {a,x1,x2, y,b,a+ b}.

Ainsi d’après la caractérisation de Kuratowski le graphe Ω(R) n’est pas
planaire, ceci est absurde.
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1er Cas : Si R , C(a)∪C(b)∪C(a+b). Orω(Γ (R)) ≤ 4. Alors il existe un élément
c ∈ R, tel que

R = C(a)∪C(b)∪C(c)∪C(a+ b).

Or |R| > 16, alors l’un des centralisateurs |C(a)|, |C(b)|, |C(c)| ou |C(a+b)| est
supérieure à 4. Sans perdre de la généralité, on peut supposer que

|C(c)| ≤ 4.

Alors il existe x,y ∈ C(c)\{0, c}. Alors le graphe engendré par {x,y,c,a,b,a+
b} contient le sous-graphe suivant

Figure 3.13 – Sous-graphe du graphe engendré par {x,y,c,a,b,a+ b}.

Ainsi d’après la caractérisation de Kuratowski le graphe Ω(R) n’est pas
planaire, ceci est absurde.

Cela termine la preuve du théorème.
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CHAPITRE 4

LE GRAPHE DE CO-DIVISEUR DE
ZÉRO DES ANNEAUX

Afkhami, M., Khashyarmanesh, K. (2012). On the cozero-divisor graphs

of commutative rings and their complements. Bull. Malays. Math. Sci.

Soc, 35(4), 935-944.

. Afkhami, M. (2014). The cozero-divisor graph of a noncommutative ring.

Journal of Algebra and Its Applications, 13(08), 1450062.

4.1 Introduction

Beck [13] a introduit le concept du graphe diviseur de zéro d’un anneau com-
mutatif, mais ce travail portait principalement sur la coloration des graphes. La
définition ci-dessus est apparue pour la première fois dans Anderson et Living-
ston [5], qui contenait plusieurs résultats fondamentaux concernant le graphe de
diviseur de zéro Γ (R). Le graphe de diviseur de zéro d’un anneau commutatif a
été étudié de manière approfondie par Anderson, Frazier, Lauve et Livingston
(cf. [3] et [5]).

SoitW (R) l’ensemble des éléments non inversibles de R. Pour un anneau com-
mutatif R, le graphe de co-diviseur de zéro Γ ′(R) de R a été introduit dans [2].
L’ensemble de sommets de Γ ′(R) est W (R)∗ et pour deux sommets distincts a et b
dans W (R)∗, a est adjacent à b si et seulement si a < bR et b < aR, où rR est l’idéal
engendré par l’élément r de l’anneau R. Quelques résultats de base sur la struc-
ture de ce graphe et les relations entre les graphes Γ (R) et Γ ′(R) ont été étudiés
dans [2].
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4.2 Graphe de co-diviseur de zéro des anneaux com-
mutatifs

Dans cette section, nous étudions quelques propriétés supplémentaires du
graphe de co-diviseur de zéro Γ ′(R), où R est un anneau commutatif. Dans la
la suite, nous caractérisons tous les anneaux commutatifs dont ces graphes de
co-diviseur de zéro sont double étoiles, uni-cycliques, étoiles ou forêts.

4.2.1 Graphe de co-diviseur de zéro Γ ′(R)

Définition 4.1. Soit R un anneau commutatif unitaire, le graphe de co-diviseur de
zéro de R, est un graphe simple, noté Γ ′(R) = (V ,E), avec V = W (R)∗ et pour tout
x,y ∈ V avec x , y, on a

{x,y} ∈ E⇐⇒ x < yR et y < xR,

où rR est l’idéal engendré par l’élément r de l’anneau R.

Dans la suite de cette section, on suppose que les anneaux étudiés sont com-
mutatifs unitaires.

Théorème 4.1. Soit R un anneau non-local fini. Alors
(i) Si Γ ′(R) est une forêt, alors R �Z2 ×F, où F est un corps fini.
(ii) Si R �Z2 ×F, où F est un corps fini, alors Γ ′(R) est un graphe étoile.

Démonstration. (i) Supposons que Γ ′(R) est une forêt. Or R est un anneau fini,
alors il existe un entier n tel que

R � R1 ×R2 × · · · ×Rn

avec Ri est un anneau local, supposons que Ri est d’idéal maximalmi , pour
tout i ∈ {1,2, · · · ,n}.
D’autre part on a n ≤ 2, car sinon on aura |Max(R)| ≥ 3, il en résulte que
Γ ′(R) contient le cycle

Figure 4.1 – Cycle [a1, a2, a3, a1]

avec ai ∈ mi \ ∪j,imj pour tout i ∈ {1,2, · · · ,n}. C’est-à-dire le graphe Γ ′(R)
n’est pas une forêt, ceci est absurde avec l’hypothèse. De plus n ≥ 2, car R
n’est pas local , alors nécessairement n = 2. Ainsi

R � R1 ×R2.

Supposons que R2 n’est pas un corps. Alors on le cycle suivant
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Figure 4.2 – Un cycle dans Γ ′(R1 ×R2)

avec r ∈W (R2)∗. C’est-à-dire que le graphe Γ ′(R) n’est pas une forêt, ceci est
absurde avec l’hypothèse. Il en résulte que R2 est un corps. Il est similaire
de démonter que R1 est un corps.
Supposons maintenant que ni R1 ni R2 soit Z2, alors pour tout r ∈ R1\{0,1}
et s ∈ R2 \ {0,1}, on a le cycle

Figure 4.3 – Un cycle dans Γ ′(R1 ×R2)

c’est-à-dire que le graphe Γ ′(R) n’est pas une forêt, ceci est absurde avec
l’hypothèse. Il en résulte que R �Z2 ×F , où F est un corps fini.

(ii) Si R � Z2 × F, où F est un corps fini, alors Γ ′(R) est un graphe étoile. En
effet, on a

W (Z2 ×F)∗ = {(0, y) / y ∈ F∗} ∪ {(1,0)}.

Ainsi le graphe de co-diviseur de zéro Γ ′(Z2 ×F) est le suivant

Figure 4.4 – Le graphe Γ ′(Z2 ×F)

Cela termine la preuve du théorème.

Théorème 4.2. Soit R un anneau non-local fini. Alors Γ ′(R) est un graphe double
étoiles si, et seulement si R �Z2 ×F, où F est un corps.
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Démonstration. (=⇒) On sait que tout graphe double étoiles est une arbre,
ainsi Γ ′(R) est une forêt, alors R �Z2 ×F, où F est un corps fini.

(⇐=) On sait de plus que tout graphe étoile est un graphe double étoiles. Or
R �Z2 ×F, où F est un corps fini, alors Γ ′(R) est un étoile. D’où le résultat.

Théorème 4.3. Soit R un anneau local fini, d’idéal maximal m. Alors
(i) Si m est principal, alors Γ ′(R) est un graphe double étoiles si, et seulement si R

soit un corps, ou isomorphe à l’anneau Z4 ou bien Z2[X]/(X2).
(ii) Si m n’est pas principal et Γ ′(R) est un graphe double étoiles, alors le plus petit

ensemble qui engendre m ne continent que deux éléments.

Démonstration. (i) (=⇒) D’après [[2], théorème 2.7]. Or m est un idéal prin-
cipal, alors Γ ′(R) est stable, ainsi dans ce cas Γ ′(R) est un graphe double
étoiles si, et seulement si |m| ≤ 2.
— Si |m| = 1, alors R est un corps.
— Si |m| = 2, or |R| ≤ |z(R)|2, alors R soit isomorphe à l’anneau Z4 ou

bien Z2[X]/(X2).
(⇐=) Si R est un corps alors Γ ′(R) est vide car W (R) = {0}, et dans le cas où

R isomorphe à l’anneau Z4 ou bien Z2[X]/(X2) et

Figure 4.5 – Les graphes Γ ′(Z4) et Γ ′(Z2[X]/(X2))

D’où le graphe de co-diviseur de zéro de R est un graphe double étoiles.
(ii) Supposons que m n’est pas principal et que Γ ′(R) est un graphe double

étoiles. Et supposons par absurde que le plus petit ensemble engendre m
est {r1, r2, · · · , rk} avec k ≥ 3 et ri ∈ R. Alors le sous graphe

Figure 4.6 – Un cycle dans Γ ′(R).

contenu dans Γ ′(R) ceci est absurde, car Γ ′(R) est un graphe double étoiles,
alors ne contient pas des cycles.

Cela termine la preuve du théorème.

Un résultat immédiat des théorèmes précédents est le suivant

Corollaire 4.1. Soit R un anneau fini et tel que Γ ′(R) est un graphe double étoiles.
Alors R soit local ou bien R �Z2 ×F, où F est un corps.

Remarque 4.1. D’autre part, d’après tout ce qui précède, on peut conclure que pour
tout anneau R fini :
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(a) Si R non-local, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Γ ′(R) est une forêt.
(ii) Γ ′(R) est un graphe étoile.
(iii) Γ ′(R) est un graphe double étoiles.
(iv) Γ ′(R) est un arbre.
(v) R �Z2 ×F, où F est un corps.
En effet, il est facile de voir que (i) =⇒ (v) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) =⇒ (i).

(b) Si R local d’idéal maximal principal, alors Γ ′(R) est une arbre et les assertions
suivantes sont équivalentes
(i) Γ ′(R) est un graphe étoile.
(ii) Γ ′(R) est un graphe double étoiles.
(iii) R soit un corps, ou isomorphe à l’anneau Z4 ou bien Z2[X]/(X2).
(iv) Γ ′(R) est un arbre.
En effet, il est facile de voir que (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) =⇒ (i).

Lemme 4.1. Soit R un anneau, et tel que Γ ′(R) est uni-cyclique. Alors |Max(R)| ≤ 3.
En particulier, siMax(R) = {m1,m2,m3}, alors |mi \∪j,imj | = 1, pour tout i ∈ {1,2,3}.

Démonstration. Supposons par absurde que |Max(R)| ≥ 4. Et soient {m1,m2,m3,m4} ⊆
Max(R) et ai ∈mi \∪j,imj avec i ∈ {1,2,3,4}. Alors le graphe suivant

Figure 4.7 – Un cycle dans Γ ′(R).

est un sous graphe de Γ ′(R), ceci est absurde car Γ ′(R) est uni-cyclique. Il en
résulte que |Max(R)| ≤ 3.
Supposons maintenant que Max(R) = {m1,m2,m3}, et soient ai ∈ mi \ ∪j,imj avec
i ∈ {1,2,3}. Et supposons par absurde qu’il existe i0 ∈ {1,2,3} tel mi0 \ ∪j,i0mj
contient un élément bi0 , ai0 . Sans perdre de la généralité, on peut supposer que
i0 = 1. Alors Γ ′(R) contient les deux cycles suivants

Figure 4.8 – Deux cycles dans Γ ′(R).

ceci est absurde, car Γ ′(R) est uni-cyclique. Il en résulte que |mi \ ∪j,imj | = 1
pour tout i ∈ {1,2,3}.
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Le théorème suivant nous donne une caractérisation des anneaux qui ont des
graphes de co-diviseur de zéro uni-cycles.

Théorème 4.4. Soit R un anneau non-local fini. Alors Γ ′(R) est uni-cyclique si, et
seulement si R est isomorphe à l’un des anneaux suivants

(i) Z2 ×Z4.
(ii) Z2 ×Z2[X]/(X2).
(iii) Z3 ×Z3.

Démonstration. (=⇒) Supposons que Γ ′(R) est uni-cyclique. Or R est un an-
neau fini non-local, alors il existe un entier n ∈N tel que

R � R1 ×R2 × · · · ×Rn

avec Ri est un anneau local, supposons d’idéal maximal mi pour tout i ∈
{1,2, · · · ,n}.
D’après le lemme précédent, on conclut que n ≤ 3. Ainsi
• Si n = 3. Alors

R �Z2 ×Z2 ×Z2.

En effet, supposons le contraire, c’est-à-dire qu’il existe i0 ∈ {1,2,3}, tel
que

Ri0 ,Z2.

Sans perdre de la généralité, on peut supposer que i0 = 2, ainsi R2 ,Z2.
Et posons

M1 = m1 ×R2 ×R3

M2 = R1 ×m2 ×R3

M3 = R1 ×R2 ×m3.

Or R2 , Z2, alors il existe un élément a ∈ R2 tel que a ou bien a+ 1 est
inversible dans R2. Sans perdre de la généralité, on peut supposer que
a est inversible, ainsi

(0,1,1), (0, a,1) ∈M1 \ (M2 ∪M3)

ceci est absurde d’après le lemme précédent. Ainsi R � Z2 ×Z2 ×Z2.
Mais d’autre part le graphe Γ ′(Z2 ×Z2 ×Z2) contient les deux cycles
suivants :

Figure 4.9 – Deux cycles dans Γ ′(Z2 ×Z2 ×Z2).

Ainsi le graphe Γ ′(Z2 ×Z2 ×Z2) n’est pas uni-cyclique.
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• Si n = 2. Alors
R � R1 ×R2.

Supposons que |R1| ≥ 4 ou |R2| ≥ 4. Sans perdre de la généralité, on
suppose que |R1| ≥ 4. Dans cette situation, on a R2 = Z2, car si R2 ,Z2,
alors le graphe Γ ′(R1 ×R2) contient le cycle suivant :

Figure 4.10 – Un carré dans Γ ′(R2 ×R2).

avec a ∈ R1 \ {0,1} et b ∈ R2 \ {0,1}. D’autre part, il existe un élément
c ∈ R1 \ {0,1, a}, tel que (c,0) adjacent à (0,1) et (0,b)

Figure 4.11 – Un sous-graphe de Γ ′(R1 ×R2).

Ainsi le graphe Γ ′(R1×R2) n’est pas uni-cyclique. Il en résulte que R2 =
Z2.
De plus si R1 est un corps, alors Γ ′(R) est un graphe étoile, ainsi il n’est
pas uni-cyclique. Alors, on a
— Si |R1| = 4, alors

R1 �Z4 ou R1 �Z2[X]/(X2)

et dans ce cas Γ ′(R) est uni-cyclique.
— Si |R1| > 4 et n’est pas un corps. Alors Γ ′(R) contient le cycle suivant :

[(0,1), (1,0), (b,0), (a,1), (0,1)]

où a ∈W (R1)∗ et b = a+1 ∈U (R1). D’autre part, soit c ∈ R1\{0,1, a,b},
alors c + 1 ∈ R1 \ {0,1, a,b}, et on a c ∈ U (R1) ou c + 1 ∈ U (R1). Sans
perdre de la généralité, on peut supposer que c est inversible dans
R1, alors (c,0) adjacent à (0,1) et (a,1). Ainsi le graphe Γ ′(R) n’est
pas uni-cyclique. Il en résulte que |R1| ≤ 4.

— Si |R1| < 4 et |R2| < 4, alors les seules cas possibles sont

R1 ×R2 �Z2 ×Z2 ou R1 ×R2 �Z2 ×Z3 ou R1 ×R2 �Z3 ×Z3.
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Mais les deux graphes Γ ′(Z2 ×Z2) et Γ ′(Z2 ×Z3) sont des graphes
étoiles. On conclut que

R �Z3 ×Z3.

(⇐=) A partir des graphes des anneaux Z2 ×Z4, Z2 ×Z2[X]/(X2) et Z3 ×Z3.
On conclut que Γ ′(R) est uni-cyclique.

Ceci termine la preuve du théorème.

Proposition 4.1. Soit R un anneau. Alors Γ ′(R) continent un sous-graphe partiel
étoile si, et seulement s’il existe un élément a de W (R)∗ tel que |aR| = 2 et pour tout
élément b de W (R)∗ \ {a}, on a

a < bR.

En particulier, s’il existe un idéal maximalm de R tel que |m| = 2, alors Γ ′(R) continent
un sous-graphe partiel étoile.

Démonstration. Supposons que Γ ′(R) continent un sous-graphe partiel étoile. Alors
il existe un sommet a de Γ ′(R) adjacent à tous les autres sommets

Figure 4.12 – Le sous-graphe partiel de Γ ′(R).

De plus, on a |aR| = 2 et a < bR pour tout b de W (R)∗ \ {a}.
Inversement, supposons qu’il existe un élément a de W (R)∗ tel que |aR| = 2 et
pour tout élément b de W (R)∗ \ {a}, on a

a < bR.

Ceci implique que le sommet a de Γ ′(R) adjacent à tous les autres sommets du
graphe Γ ′(R). Ainsi Γ ′(R) continent un sous-graphe partiel étoile (Voir l’illustra-
tion dans la figure [4.12]).

Lemme 4.2. Soit R un anneau tel que Γ ′(R) est une réunion disjointe des graphes
n− cycles. Alors

|Max(R)| ≤ 3.

En particulier, siMax(R) = {m1,m2,m3}, alors |mi \∪j,imj | = 1, pour tout i ∈ {1,2,3}.

Démonstration. Supposons par absurde que |Max(R)| ≥ 4, et soient {m1,m2,m3,m4} ⊆
Max(R) et ai ∈mi \∪j,imj , pour tout i ∈ {1,2,3,4}. Alors le graphe suivant
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Figure 4.13 – Un sous-graphe de Γ ′(R).

est un sous-graphe de Γ ′(R), c’est-à-dire que Γ ′(R) ne peut pas être une réunion
disjointe des graphes n− cycles. Ainsi |Max(R)| ≤ 3.
Supposons que |Max(R)| = 3, et posons Max(R) = {m1,m2,m3}, et soit ai ∈ mi \
∪j,imj pour tout i ∈ {1,2,3}. Supposons qu’il existent i0 ∈ {1,2,3}, et bi0 ∈ mi0 \
∪j,i0mj avec bi0 , ai0 . Sans perdre de la généralité, on peut supposer que i0 = 1.
Ainsi le graphe Γ ′(R) contient le sous-graphe suivant

Figure 4.14 – Un sous-graphe de Γ ′(R).

c’est-à-dire que Γ ′(R) ne peut pas être une réunion disjointes des graphes n−
cycles. Ainsi |mi \∪j,imj | = 1 pour tout i ∈ {1,2,3}.

Théorème 4.5. Soit R un anneau fini non-local. Alors Γ ′(R) est une réunion disjointes
des graphes n− cycles si, et seulement si R isomorphe à Z3 ×Z3.

Démonstration. (⇐=) Supposons que R �Z3 ×Z3, ainsi Γ ′(R) = C4, car on a

W (Z3 ×Z3) = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (2,0)},

et le graphe de Γ ′(Z3 ×Z3) est le suivant

Figure 4.15 – Le graphe de Γ ′(Z3 ×Z3).
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(=⇒) Supposons que Γ ′(R) est une réunion disjointe des graphes n−cycles. Or
R est un anneau fini, alors il existe un entier n tel que

R � R1 ×R2 × · · · ×Rn

avec Ri est un anneau local, supposons d’idéal maximal mi , pour tout i ∈
{1,2, · · · ,n}. De plus R est non-local, et d’après le lemme précédent, on a
n = 2, ainsi

R � R1 ×R2.

Supposons que R1 et R2 contiennent chacun des deux au moins trois élé-
ments. Sans perdre de la généralité on peut supposer |R1| ≥ 4. Alors pour
tout r, s de R1 \ {0,1}. Ainsi le graphe suivant est un sous-graphe de Γ ′(R)

Figure 4.16 – Graphe partiel de Γ ′(R1 ×R2).

Cela implique que Γ ′(R) n’est pas une réunion disjointe des graphes n −
cycles. Ainsi |R1| ≤ 3 et de même |R2| ≤ 3. Il en résulte que R est isomorphe
à l’un des anneaux suivants

Z2 ×Z2 , Z2 ×Z3 ou Z3 ×Z3.

D’autre part d’après le résultat (a) de la remarque 4.1, les graphes Γ ′(Z2 ×
Z2) et Γ ′(Z2 ×Z3) sont des étoiles. Finalement

R �Z3 ×Z3.

Cela termine la preuve du théorème.

Théorème 4.6. Soit R un anneau Noethérien. Alors Γ ′(R) est stable si, et seulement si
R est local d’idéal maximal principal.

Démonstration. (=⇒) Supposons que Γ ′(R) est stable. Ainsi R est local, car si-
non s’il existe {m,m′} ⊆Max(R), alors ils existent x ∈m\m′, et y ∈m′\m tels
que x et y sont adjacents dans Γ ′(R), ceci est absurde car Γ ′(R) est stable.
Ainsi R est local.
En suite, posons m l’idéal maximal de R et aR l’idéal principal maximal
(au sens de l’inclusion) dans m. Et supposons par absurde que m n’est pas
principal. Alors il existe un élément b de m tel que

b < aR,

de plus a < bR, car sinon on aura aR ⊆ bR, ce qui absurde avec la maxima-
lité de aR dans m. Il en résulte que a et b sont adjacents dans Γ ′(R), ceci est
absurde car Γ ′(R) est stable. Ainsi m est un idéal maximal principal.
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(⇐=) Supposons que R est local d’idéal maximal principal. Alors d’après [[2],
Théorème [2.7]], on a Γ ′(R) est stable.

4.2.2 Sous-graphe Γ ′(R) \ J(R) du graphe de co-diviseur de zéro

Dans cette sous-section, on s’intéresse à un sous-graphe particulier du graphe
de co-diviseur de zéro Γ ′(R), un sous-graphe de Γ ′(R) dont en supprimant les
éléments de J(R) où J(R) est l’intersection des idéaux maximaux de R, ce graphe
sera noté par Γ ′(R)\ J(R). Parmi les propriétés de ce graphe qu’on va étudier dans
la suite, le cas où il ne peut pas être un graphe Eulérien, ainsi les cas où il sera un
graphe Hamiltonien. Finalement on présente un résultat concernant la relation
entre le nombre de cliqueω(Γ ′(R)\J(R)) du Γ ′(R)\J(R) et son nombre chromatique
χ(Γ ′(R) \ J(R)).
Le théorème suivant montre un cas où Γ ′(R) \ J(R) ne peut pas être un graphe
Eulérien. Pour la démonstration, rappelons le résultats suivant :
Soit G = (V ,E) un graphe simple, alors

G est Eulérien ⇐⇒ d(x) est pair, pour tout x ∈ V .

Théorème 4.7. Soit R un anneau contient un idéal maximal principal m tel que
|W (R) \m| est un nombre impair. Alors Γ ′(R) \ J(R) n’est pas Eulérien.

Démonstration. Posant m = aR un idéal maximal principal de R. Ainsi, pour tout
élément b ∈m \ {a} ⊆ aR, il en résulte que a et b ne sont pas adjacents.
De plus, pour tout c ∈W (R) \m, on a c et a sont adjacents (car a < cR). Ainsi, on
conclut que

d(a) = |W (R) \m|.

Or |W (R)\m| est un nombre impair, il en résulte que Γ ′(R)\J(R) n’est pas Eulérien.

Rappelons qu’un graphe simple G = (V ,E) est biparti s’il existe une partition
V1 ∪ V2 = V de l’ensemble des sommets tel pour arête a = (x,y) ∈ E, on a x ∈ Vi
et y ∈ Vj avec i , j, et qu’il est biparti complet, si pour tout sommets x et y de
G différents, on a (x,y) ∈ E si, et seulement si x ∈ Vi et y ∈ Vj avec i , j. Voici un
théorème concernant la bipartie du Γ ′(R) \ J(R).

Théorème 4.8. Soit R un anneau non-local. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes

(i) Γ ′(R) \ J(R) est biparti complet.
(ii) Γ ′(R) \ J(R) est biparti.

(iii) Γ ′(R) \ J(R) est sans triangle.

Démonstration. Les deux implications (i) =⇒ (ii) et (ii) =⇒ (iii) sont claires. De
plus on a

(iii) =⇒ (ii) Supposons que Γ ′(R) \ J(R) est sans triangle, et montrons que
Γ ′(R) \ J(R) est biparti. Or R est non-local et ne contient pas des triangles.
Ainsi R contient exactement deux idéaux maximaux, posons Max(R) =
{m,m′}, et supposons par absurde que Γ ′(R) \ J(R) n’est pas biparti.
Ainsi Γ ′(R)\J(R) contient un cycle C de longueur impair. Il en résulte qu’ils
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existent deux sommets a, et b de C adjacents, et contiennent au même idéal
maximal. Sans perdre de la généralité, supposons que a,b ∈ m, alors pour
tout c ∈m′ \ J(R) , on a [a,b,c,a] forme un triangle dans Γ ′(R) \ J(R).

Figure 4.17 – Les triangles [a,b,c,a].

Ceci est absurde car Γ ′(R) \ J(R) est sans triangle. Ainsi Γ ′(R) \ J(R) est bi-
parti.

(ii) =⇒ (i) Supposons que Γ ′(R) \ J(R) est biparti. Alors d’après [[2], Proposi-
tion [2.7]], on a

Max(R) = {m1,m2}.

Donc il suffit de prendre V1 =m1 \m2 et V2 =m2 \m1 comme une partition
d’ensemble des sommets du Γ ′(R) \ J(R), de plus tout sommet de V1 est
adjacents à tous les sommets de V2, et de même tout sommet de V2 est
adjacents à tous les sommets de V1.

Figure 4.18 – Le graphe Γ ′(R) \ J(R).

Il en résulte que le graphe Γ ′(R) \ J(R) est biparti complet.
Cela termine la preuve du théorème.

Théorème 4.9. Soit R un anneau fini, tel queMax(R) = {m1,m2} et |m1| = |m2|. Alors
Γ ′(R) \ J(R) est Hamiltonien.

Démonstration. Pour tout i ∈ {1,2}, posons

mi \ J(R) = {xi1,xi2, · · · ,xit} avec t = |mi \ J(R).

Ainsi le cycle suivant

FST Fès -85- Application de la théorie des graphes



Chapitre 4. Le graphe de co-diviseur de zéro des anneaux

Figure 4.19 – Le graphe Γ ′(R) \ J(R).

est un cycle Hamiltonien. Il en résulte que Γ ′(R) \ J(R) est Hamiltonien.

Finalement, voici un théorème qui compare le nombre de cliqueω(Γ ′(R)\J(R))
du Γ ′(R) \ J(R) et son nombre chromatique χ(Γ ′(R) \ J(R)).

Théorème 4.10. Soit R un anneau non-local. Alors

χ(Γ ′(R) \ J(R)) = 2 ⇐⇒ ω(Γ ′(R) \ J(R)) = 2

Démonstration. (=⇒) On sait que χ(Γ ′(R) \ J(R)) ≥ ω(Γ ′(R) \ J(R)). Ainsi, si
χ(Γ ′(R) \ J(R)) = 2, alors nécessairement ω(Γ ′(R) \ J(R)) = 2 (car R est non-
local).

(⇐=) Supposons ω(Γ ′(R) \ J(R)) = 2. Alors |Max(R)| = 2. Supposons par ab-
surde que χ(Γ ′(R)\ J(R)) > 2, ainsi le graphe Γ ′(R)\ J(R) n’est pas biparti, et
d’après le théorème [4.8], on a Γ ′(R) \ J(R) contient au moins un triangle,
c’est-à-dire que

ω(Γ ′(R) \ J(R)) ≥ 3

ceci est absurde, il en résulte que χ(Γ ′(R) \ J(R)) = 2.

4.3 Graphe de co-diviseur de zéro des anneaux non-
commutatifs

Dans cette section, nous étendons le concept du graphe de co-diviseur de zéro
pour les anneaux unitaires non-commutatif, comme suit :
. Nous assignons un graphe sur un anneau non-commutatif R avec des sommets
en tant qu’éléments non inversibles non nuls de R, où deux sommets distincts a
et b sont adjacents si et seulement si a < Rb et b < Ra , où Rr est l’idéal à gauche
engendré par l’élément r de l’anneau R. En suite, nous étudions les propriétés
fondamentales du graphe de co-diviseur de zéro sur un anneau non-commutatif.
De plus, nous obtenons quelques résultats sur les graphes de co-diviseur de zéro
des anneaux des matrices.
. Soit R un anneau et Zl(R) et Zr(R) les ensembles de tous les diviseurs de zéro
à gauche et à droit de R (resp.). Ainsi, on note par Z(R) la réunion de Zl(R) et
Zr(R), W (R) l’ensemble des éléments non inversibles de R et Maxl(R) l’ensemble
des idéaux maximaux à gauche de R.
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4.3.1 Graphe de co-diviseur de zéro Γ ′(R)

Commençons par la remarque suivants :

Remarque 4.2. Soit R un anneau. Si Z(R) est fini, alors R soit fini, ou bien domaine.
De plus si R n’est pas un domaine, alors

|R| ≤ |Z(R)|2

en effet, supposons que Z(R) est fini et Z(R) , {0}. Soit x ∈ Z(R)∗. Or annl(x) et Rx
incluent dans Z(R), alors ces ensembles sont fini. De plus, on a [R : annl(x)] = |Rx|.
Ainsi

|R| = |annl(x)||Rx| ≤ |Z(R)|2.

Lemme 4.3 ([6]). SoitR un anneau Artinien à gauche etR , Z(R). AlorsR est unitaire
et

W (R) = Z(R).

Proposition 4.2. Soit R un anneau n’est pas un domaine. Alors R est fini si et seule-
ment si Γ ′(R) est fini.

Démonstration. (=⇒) Or R est fini, ainsi W (R)∗ sera fini, d’où le résultat.
(⇐=) Or Γ ′(R) est fini, ainsi W (R) est fini, ceci implique que Z(R) fini, car

Z(R) ⊆W (R). Or R n’est pas un domaine, alors d’après la remarque précé-
dent, on a

|R| ≤ |Z(R)|2.

Ceci termine la preuve.

Proposition 4.3. Soit R un anneau, dont Γ ′(R) est stable. Alors pour tout idéal à
gauche I engendré par un nombre fini est principal.

Démonstration. Soit I un idéal engendre par un ensemble {x1,x2, · · · ,xn}. Or Γ ′(R)
est stable, alors nécessairement

Rxi ⊆ Rxj ou Rxj ⊆ Rxi pour tout i, j ∈ {1,2, · · · ,n} et i , j

car sinon, s’il existe deux indice i, j ∈ {1,2, · · · ,n}, tels que Rxi * Rxj et Rxj * Rxi ,
alors il existes au moins deux élément a ∈ Rxi \Rxj et b ∈ Rxj \Rxi adjacents (il
est facile de démonter que a,b ∈ W (R)∗), ceci est absurde, car Γ ′(R) est stable. Il
en résulte qu’il existe un indice i0 ∈ {1,2, · · · ,n} tel que

I = Ri0 .

Remarque 4.3. D’après le proposition précédente, on conclut que tout les annaux
Artiniens à gauche sont des anneaux principaux.

Dans la proposition suivant, on étudie la nature des anneaux qui ont un graphe
de co-diviseur de zéro est singleton.

Proposition 4.4. Soit R un anneau et |W (R)∗| = 1. Alors l’une des assertions suivantes
est vérifiée :
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(i) R est isomorphe à Z4.
(ii) R est isomorphe à Z2[X]/(X2).
(iii) R est isomorphe à un anneau T , tel que pour tout x ∈ T , on a x2 = 0.

Démonstration. Puisque le graphe de co-diviseur de zéro de R est singleton, alors
|W (R)| = 2, ainsi R n’est pas un domaine. Et d’après la proposition [4.2], on
conclut que R est fini. Il en résulte que W (R) = Z(R) et pour tout x ∈ W (R)∗,
on a x2 = 0. Ainsi d’après le théorème 3 du [6], on l’une des assertions suivantes
est vérifiée :

(i) R est isomorphe à Z4.
(ii) R est isomorphe à Z2[X]/(X2).
(iii) R est isomorphe à un anneau T , tel que pour tout x ∈ T , on a x2 = 0.

Le théorème suivant caractérise la maille d’un sous-graphe particulier des
graphes de co-diviseur de zéro des anneaux non-commutatifs.

Théorème 4.11. Soit R un anneau et Maxl(R) > 1. Alors la maille du Γ ′(R) \ J(R)
appartient à {3,4,∞}.

Démonstration. Supposons que Maxl(R) ≥ 3, et soient m1, m2 et m3 trois idéaux
maximaux distincts de R. Soit ai ∈ mi \ ∪3

j,imj , pour tout i ∈ {1,2,3}, ainsi Γ ′(R) \
J(R) contient le sous-graphe suivant

Figure 4.20 – Le triangle [a1, a2, a3, a1].

Ainsi la maille du Γ ′(R) \ J(R) est trois.
Supposons maintenant que Maxl(R) = {m1,m2}, ainsi la maille du Γ ′(R) \ J(R) est
finie. Si |m1 \m2| > 1 et de même |m2 \m1| > 1, alors Γ ′(R) \ J(R) contient le sous-
graphe suivant

Figure 4.21 – Le carré [a1,b1, a2,b2, a1].

avec a1, a2 ∈ m1 et b1,b2 ∈ m2. Ainsi dans ce cas la maille du Γ ′(R) \ J(R) est
inférieure ou égale à 4.
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Finalement si |m1 \m2| = 1 ou |m2 \m1| = 1. Sans perdre da la généralité, on peut
supposer que |m1 \m2| = 1. Posons

Figure 4.22 – Le plus petit cycle élémentaire dans Γ ′(R) \ J(R).

avec n ≤ 4, ainsi on peut distinguer deux cas :
— Si ai <m1 \m2, pour tout i ∈ {1,2, · · · ,n}, alors pour tout b ∈m1 \m2, Γ ′(R) \

J(R) continent le cycle suivant

Figure 4.23 – Un triangle dans Γ ′(R) \ J(R).

Ainsi la maille du Γ ′(R) \ J(R) est trois.
— Si il existe i ∈ {1,2, · · · ,n} tel que ai ∈m1 \m2, ainsi
• Si i < n− 1, alors Γ ′(R) \ J(R) continent le cycle suivant

Figure 4.24 – Un triangle dans Γ ′(R) \ J(R).

Ainsi la maille du Γ ′(R) \ J(R) est trois.
• Si i ≥ n− 1, alors Γ ′(R) \ J(R) continent le cycle suivant

Figure 4.25 – Un triangle dans Γ ′(R) \ J(R).

Ainsi la maille du Γ ′(R) \ J(R) est trois.

FST Fès -89- Application de la théorie des graphes



Chapitre 4. Le graphe de co-diviseur de zéro des anneaux

Rappelons qu’un ensemble dominant d’un graphe G = (S,A) est un sous-
ensemble D de l’ensemble S des sommets tel que tout sommet qui n’appartient
pas à D possède au moins une arête commune avec un sommet de D. Et l’ordre
de plus petit ensemble dominant d’un graphe est noté β(G).
La proposition suivant caractérise cette notion pour les graphes de co-diviseur de
zéro :

Proposition 4.5. Soit R un anneau fini non-local. Alors

β(Γ ′(R) \ J(R)) ≤ 2.

Démonstration. Soit m1,m2 ∈Maxl(R) deux idéaux distincts. Et soient

a ∈m1 \
⋃

m∈Maxl(R),m,m1

m et a ∈m2 \
⋃

m∈Maxl(R),m,m2

m.

Il est facile de démonter que l’ensemble {a,b} est dominant dans Γ ′(R)\ J(R), ainsi

β(Γ ′(R) \ J(R)) ≤ 2.

Théorème 4.12. Soit R un anneau fini et Maxl(R) > 1. Alors

ω(Γ ′(R) \ J(R)) ≥ |Maxl(R)|.

En particulier, si pour tout idéal maximal m ∈Maxl(R), l’ensemble des idéaux princi-
paux incluent dans m est totalement ordonné. Alors

ω(Γ ′(R) \ J(R)) = |Maxl(R)|.

Démonstration. Posons Maxl(R) = {m1,m2, · · · ,mn}, et ai ∈ mi \ ∪m∈Maxl(R),m,mim,
pour tout i ∈ {1,2, · · · ,n}. Il en résulte que l’ensemble {a1, a2, · · · , an} forme une
clique dans Γ ′(R) \ J(R). Ainsi

ω(Γ ′(R) \ J(R)) ≥ |Maxl(R)|.

Supposons maintenant que pour tout idéal maximalm ∈Maxl(R), l’ensemble des
idéaux principaux incluent dans m est totalement ordonné. Il en résulte que l’en-
semble {a1, a2, · · · , an} forme une clique maximale d’ordre |Maxl(R)| dans Γ ′(R) \
J(R), et de plus, tout les cliques maximales sont d’ordres |Maxl(R)|. Ainsi

ω(Γ ′(R) \ J(R)) = |Maxl(R)|.

On termine cette sous-section par la remarque suivante, concernant la connexité
du Γ ′(R) \ J(R) :

Remarque 4.4. Soit R un anneau tel que |Maxl(R)| > 1. Ensuite, en utilisant une
méthode similaire à celle que nous avons utilisée dans la preuve de [[2], théorème 2.3],
on peut facilement voir que Γ ′(R) \ J(R) est connexe et que son diamètre diam(Γ ′(R) \
J(R)) est au plus deux.
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4.3.2 Graphe de co-diviseur de zéro des matrices

Dans cette sous-section on va étudier le graphe cozero-diviseur des matrices,
définies sur les corps finis, ainsi notons par Fq un corps fini d’ordre q.
Commençons tout d’abord, par le lemme suivant démonté par Hsin-Ju Wang.

Lemme 4.4 ([40]). Soit R =Mn(Fq). Alors les assertions suivantes sont vérifiées

(i) |Maxl(R)| = qn−1
q−1 .

(ii) Tout les idéaux maximaux à gauche de R sont principaux.
(iii) Il existe (qn−1)(qn−q) · · · (qn−qn−2) éléments distincts peuvent être engendrer

n’importe quelle idéal maximal à gauche de R.
(iv) Pour tout m ∈Maxl(R), on a |m| = qn(n−1).

Proposition 4.6. Soit R =M2(Fq). Alors Γ ′(M2(Fq)) est (q+ 1)-biparti complet.

Démonstration. Soit mi ,mj ∈Maxl(R) distincts, ainsi d’après le lemme précédent
on a :

|mi | = |mj | = q2.

Alors pour tout a ∈Mi \ {0} et b ∈mj \ {0}, on a

mi = Ra et mj = Rb

ainsi mi ∩mj = {0}. Soit maintenant deux éléments a,b ∈W (R)∗, ainsi
— Si a et b contiennent au même idéal maximal, alors a et b ne sont pas adja-

cents dans Γ ′(R).
— Sinon, ils sont adjacents dans Γ ′(R).

Par suite d’après l’assertion (i) du lemme précédent, on a

|Maxl(R)| = q+ 1.

Il en résulte que Γ ′(M2(Fq)) est (q+ 1)-biparti complet.

Rappelons que l’ordre d’un stable maximum d’un graphe G est notée α(G), et
celle d’une clique maximum est notée ω(G).

Théorème 4.13. Soit R =M2(Fq). Alors les assertions suivantes sont vérifiées
(i) Γ ′(R) \ J(R) est connexe et

diam(Γ ′(R) \ J(R)) = 2

(ii) ω(Γ ′(R) \ J(R)) ≥ qn−1
q−1 .

(iii) α(Γ ′(R) \ J(R)) ≥ (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−2).

Démonstration. (i) Puisque |maxl(R) > 1, alors d’après la remarque [4.4], Γ ′(R)\
J(R) est connexe. Il reste à démontrer que diam(Γ ′(R) \ J(R)) = 2.
D’après le lemme [4.4], tout les idéaux maximaux à gauche de R sont prin-
cipaux, et chaque idéal a au moins deux éléments distincts peuvent l’en-
gendrer, ainsi Γ ′(R) \ J(R) n’est pas complet. Il en résulte que

diam(Γ ′(R) \ J(R)) = 2.
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(ii) En utilisant une méthode similaire à celle que nous avons utilisée dans
la preuve de [[2], théorème 2.14(i)], on peut facilement voir que ω(Γ ′(R) \
J(R)) ≥ |Maxl(R)|, ainsi d’après la remarque [4.4]

ω(Γ ′(R) \ J(R)) ≥
qn − 1
q − 1

(iii) D’après le lemme [4.4], Il existe un sous-graphe du Γ ′(R) \ J(R) stable
d’ordre (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−2). Ainsi

α(Γ ′(R) \ J(R)) ≥ (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−2).

Cela termine la preuve du théorème.
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