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Introduction

Ce travail nous mene a prendre en considération une structure indispensable dans la

topologie, il s’agit des filtres et leurs intervention dans les espaces métrisables.

La théorie des filtres représente un outil trés puissant en topologie. Elle a ét¢ inventé en
1937 par H.Cartan et utilisée ensuite par N.Bourbaki. La structure ’ filtre’ intervienne lorsque
la notion de la limite n’est pas suffisante, c’est exactement le cas dans un espace topologique
qui n’admet pas un systeme fondamental dénombrable de voisinages, donc le concept des
filtres représente une extension de la limite, et par la suite il va nous permettre de traiter les cas

les plus générales.

En se basant sur les filtres on verra certaines propriétés des espaces métrisables notamment
la propriété de Baire et ses applications sur des espaces remarquables dont on cite celui de

Banach et de Fréchet.

Nous allons décomposer ce travail en trois chapitres :

Le premier chapitre présente d’une maniére générale la notion d’un filtre qui a donneé
naissance a certains théorémes en particulier une démonstration élégante du théoreme de

Tychonov, et celui de Hahn-Banach .

Pour le deuxieéme chapitre on va s'appuyer sur les connaissances acquises au premier en

ordre de mieux concevoir les espaces métrisables et leurs structures.

Dans le troisiéme chapitre nous abordons la propriété de Baire qui est une propriété
métrique fondamentale en Analyse, elle est a la base de la preuve de théoréme de Banach-

Steinhaus . Elle a aussi des conséquences tres surprenantes dans les espaces métriques.



Chapitre I : Filtres et bases de filtres

En ordre de caractériser une topologie on a besoin d’un systéme fondamental dénombrable

de voisinages, lorsque ce n’est pas le cas, on est amené d’utiliser les « filtres »

I. Filtres

Définition 1.1
Soit X un ensemble, une partie .5 de P(X) est dite un filtre sur X si elle vérifie les axiomes

suivantes :
1) FeDet Dg F
2) A € F et A B — X entrainent Be F

3) A € F et Be F entrainent A (\Be F
Exemples :

1) Sur un ensemble X, la famille F de toutes les parties de X qui contiennent un élément

donné Xe X constitue un filtre ;

F = {A € P(X)/ X € A} est dite filtre principal.

2) L’ensemble ‘U(X) des voisinages d’un point X€ X est un filtre sur X.

3) Pour E=N, F = {A C TN A" fini} egt un filtre, appelé le filtre de Fréchet.
Démonstration :

2) soit X un ensemble et X€X , Notons alors V(X) I'ensemble des voisinages de X.

i) XeV(x) = V(X)= D

i) D¢ V(x)



i) V,We V(x) = VW e V(x) (au moins il y aura une intersection en x)
iv) VeV(x) tg VEW = We V(x)

Définition1.2

Soit X un espace topologique, E un ensemble muni d'un filtre F . Une

oo N - vk . . .
famille (Talacr © X converge suivant le filtre F si

V.

M

YV e Vil) dF € FY¥ae F. x,

Remarque :

Si E=N et si .F est le filtre précédent, on retrouve la définition de la convergence d'une suite.

I1. Base de filtre
Définition 2.1 :

Une partie B de P(X) est dite une base de filtre si elle vérifie :
NB2D et TeB

2) Soient B1 € B et By € B, il existe B3 € B qui vérifie B3 < (B1 N Bz).

Remarque :
On peut définir une base d’un filtre de la fagon suivante :
Proposition 2.1:

Soit X un ensemble, une partic B de P(X) est une base de filtre si ’ensemble définit :

F={Ac? (X)/ A contient un élément de B} est un filtre.

On dit que $B une base d& F i.e F est le filtre engendré par la base B.



Démonstration :

11 est immédiat que la famille & ainsi constituée vérifie les axiomes 1, 2,3. On a d’autre part

B Fettout A € ¥ contient un BeB.

Réciproquement, étant donné une partie B8 C &, ou & est un filtre, pour que B I engendre
& par la construction précédente, il est nécessaire que B soit une base au sens de la définition

précédente, c’est-a-dire que B vérifie i) et ii) ; 1) résulte de 1 et 2 et ii) est une conséquence
immédiate de 3.

Exemples :

1) B={[x,r] / 1>0 } estlabased un filtre de voisinages de 0 dans IR.

2) {{X} } est une base du filtre principal Fx. avec X€ X.
Proposition 2.2:

Pour que deux bases de filtre BB et B’ sur X soient équivalentes, (engendrent le méme

filtre), il faut et il suffit que tout ensemble B € B contienne un B'e B’ et vice versa.
Démonstration :

Ona B ¥ et B’ &, d’autre part, tout A € F contient un Be B (et un B'eRB’) ;

en prenant A = Be®B, puis A =B'eSB’, on a établi la condition nécessaire, la condition
suffisante est évidente.

III. Image d’un filtre et d’une base de filtre par une application

Soient X et Y deux ensembles et f . X — Y une application de X dans Y.

A) Soient B une base de filtre sur X : la famille B’ des f (A) pour A €3B vérifie i) et ii) car
B'= { f(A) )}A e® n’est pas vide ; on a en effet A = & et B # I (axiome i ). De plus

sillona A1 € BetAz € B il existe Az € B, vérifiant Az (A1) A2) etl’onaf(As)

B, f(As) < [f(A1) Nf(A2)] ce qui établit ii) pour 5B’ et achéve de montrer que $B’ est

une base de filtre.



B) Si & est un filtre sur X, f (9) n’est pas un filtre en général (par exemple si f n’est pas

surjective), or f (g) est une base de filtre sur Y d’aprés A), car & est une base de filtre sur X.

C) Soit $B’ une base de filtre sur Y, et f: X — Y une application surjective. Alors

{f(A')} pour A'e B’ Cfl’(Y) engendre une famille 9B de parties de X qui est une base de

filtre .En effet f1(A’) n’est jamais vide car f est surjective. soient A'1re B’ , A'2e B’ : il
existe A's € B’ tel quon ait A’z <( A’1 () A’2) ;on a alors f1(A'3s) < [F1(A'1) N F1(A2) ]
ce qui établit i) pour JB.

D’apres ce qui précéde on a pu démontrer I’énoncé suivant :

Proposition 3.1:
a) Soit f: X — Y une application de I’ensemble X dans Y. L’image par f d’un filtre F ou
d’une base de filtre B sur X est une base de filtre sur Y.

b) Si fest surjective, f1 transforme une base de filtre B3" sur Y en une base de filtre sur X.
C) Si fn’est pas supposé surjective, pour que f1 (33 ') soit une base de filtre, sur X, il faut et il

suffit que tout ensemble de B’ rencontre Imf = f(x).
La partie c) sera établie plus loin.

Corollaire :

Soit X C Y eti: X —> Y l'injection canonique : I’image I(fB) d’une base de filtre sur X

est une base de filtre sur Y.
IV. Image par restriction :

Soit & un filtre sur X . On dira que la famille $x = {Ax } pour A parcourant & est la trace

de & sur X.

Proposition4.1 :
Pour que Fx soit un filtre sur X, il faut et il suffit que tout ensemble A € ¥

rencontre X.



Démonstration :
C’est évidement nécessaire d’apres I’axiome 1. C’est suffisant car ’axiome 1 est alors vérifié,

de plus, soit Ax=A (1 X ,A €%, et soit B vérifant Ax c B X ; B=[BUA] N X
appartient 8 F et 2 vérifié ; enfin, si Ax € Fxet Ax € F,ona A'e FA"e Fet Ax

N A'x = (AN A") N X appartient a Fx . Ce qui établit la proposition 4.1 . On a également

¢tablit la ¢) de la proposition 3.1 qui découle de la proposition 4.1 et de la proposition 3.1,b)

ou I’on considére I’application surjective X—f (X) cY.



Chapitre Il : Espaces métrisables

Un espace métrisable est un espace topologique sur lequel on peut définir une distance telle
que la topologie associée a cette distance coincide avec celle de 1'espace considéré. L’intérét de
la distance provient du fait que 1’on peut la définir sur un espace méme si il ne posséde aucune

structure algébrique.
I Espace métrisable :

Définitionl1.1:

Un espace topologique E est dit métrique s'ill est muni d’une application

(x,y)EEXE—38(x,y)€ IR" qui vérifie les axiomes suivantes :
. d(x,y)>0 , d(xy)=0 =>x=y
2. 8(x,z) < d(x,y)t 8(y,2)
3. 3(x,y)=8(y.x)

4. En tout point Xx€EE les boules Sxp= [ y€ E ; 6(x,y)<% , n€ IN* ] forment une base

de filtre #x des voisinages de x.

La fonction & s’appelle métrique ou distance sur E .Un espace topologique E est dit
métrisable s’il existe une métrique o sur E qui vérifie I’axiome 4 ; il est évidement nécessaire

que la topologie de E soit séparée avec une base dénombrable donnée par :
U=[x€EE,y€E; dXxy) <17].
Définition 1.2 :

Un groupe topologique est un groupe (G, *) muni d'une topologie pour laquelle les
applications :

GXG-G G- G

(xy)—= x*7y x— x1

sont continues .



Théoréeme :

Un groupe (G, *)muni d'une topologie est un groupe topologique si et seulement

si l'application :

GXG — G
(xy) > xxy!

est continue.
Exemple :

Le groupe additif (IR,+) des réels est un groupe topologique.

Théoréeme 1.1 :

Soit G un groupe abélien topologique (GAT) .Pour qu’il existe sur G une métrique o
invariante par les translations: J(Xx,y)=d(x-y,0), c’est-a-dire il existe une
application d: G—>IR" verifiant les propriétés :

1) dx)>0, dx)=0 = x =0 (élément neutre)
2) d(xty) <d(x) +d(y)
3) la topologie sur G est engendrée par la métrique d(X,y)=d(x-y), au sens 4) de la

définition 1.1.

1l faut et il suffit que la topologie sur G soit séparée et que le filtre F( des voisinages de

I’élément neutre ait une base dénombrable {V,, }, en
Definition 1.3 (corps valué)

On dit qu’un corps K est valué s’il est muni d'une valeur absolue x—|x| Celle-ci détermine

sur K une structure d'espace métrique définie par la distance invariante par translation

d(x,y)=[x-yl.
Théoréeme 1.2 :

Pour qu’un espace vectoriel topologique sur un corps valué non discret K soit un espace
métrisable, il faut et il suffit qu’il soit séparé et que le filtre o des voisinages de 1’origine ait

une base dénombrable {V,} . S’il en est ainsi, il existe une pseudo-norme, Xx€ E —d(x) > 0,

c.-a-d. une application de E dans IR" avec les propriétés :



dx)>0, dx)=0 = x=0
d(x+y) < d(x) + d(y)
d(Ax)< d(x) pour tout x € E et tout L € K, [A|<1 ; en particulier d(-x)=d(x).

v o

la métrique 6(x,y) =d(x —y) =6(x —y,0) définit sur E est invariante par

translation.

Démonstration :

On démontre simultanément les théorémes 1 et 2 . Si E a une structure d’espace vectoriel
topologique , on choisit une base {Vin} de o composée de voisinages ; N, Vu={ 0 } ;on choisit

les V,, vérifiant dans les deux cas :
(1) Vn+l +Vn+] (e Vn ne IN

On va définir d(x) d’apres I’appartenance de x aux Vj ; pour faciliter la démonstration de

2),on définira deux applications n— 2™ et n— V, n€ IN ,et pour une famille finie
pp p

d’entiers, soit H={ni,na............ ,Ng}, on posera :
— -n . —
Pu= X npen 277 ; Vk = Ynpen Vi
c-a-d.: Vi ={ Xy + Xp, e an} ol X, parcourtV, , nk€H

Onpose [H=inf[ nk , nk€ H] . Alors: Pu<2™ entraine n</H| et VucV, .
On pose d(x)=1si x ¢Vy etd(x)={inf Py, x€ Vy }

si x appartient a un Vy : 0<d(x)<1 .Puisque les V, et les Vu disqués , on a d(Ax)<d(x) pour
A €K ,|AL1, ce qui établit (IIT) si Ec (EVT).la propriété (II) n’a besoin d’étre établie que si
I’on a d(x)+d(y) < 1.

Choisissons € >0 tel que I’on ait d(x)+d(y)+2e < 1, alors il existe par définition de d(x)des

ensembles finis ,H et K tels que ’on ait x €Vy ,y € Vk ,et Pu<d(x) +e¢ , Px<d(y)+ e.
On a alors & = Put+Pk <1 ; Iécriture de c dans le systéme binaire, 6=), j¢/y @; 277
a=0 ou 1, est unique, ¢ étant . fraction de dénominateur 2°, avec s=sup [ n, n€ Hy].

Soit M ={ jEIN, aj #0 }.Ona o=Pm=Pu+Px etPv=Pu+Px <d(x)+d(y)+2e.



D’autres part, la somme vectorielle Vu+Vk=), Vi, n € H N K, se calcule a partir de (1).

Pour n€ H N K , on écrit V,+Vy < Vi1 .On opere simultanément dans la somme Py + Pk

la réduction 2™ +2" =2"*1 Alorsona: Vut+tVk cVum enméme temps que Py =P+ P ;
x€Vy ,yEVk  entraine donc x+y € Vum et les majorations :
d(x+y)< Pm=Pu+Px <d(x)+d(y)+2e, ce qui établit I’inégalité (II).

Il reste a établir (IV) : montrons que les boules S:=[ x€ E ; d(x) < €] forment une base

du filtr o ,de base {V.} ;il suffit d’établir :
(3) S,-n-1cVyac Sy vn € IN
On a V,c S,-n carx€ V, entraine d(x)<2™ ;

D’autres part, d(x)<2™! entraine I’éxistence d’une famille d’entiers H telle que ’onait x €

Vg etPg<2™

On a vu plus haut qu’il en résulte VucVn ce qui établit la premiére inclusion (3).Ainsi la
topologie définie par la structure uniforme x-y € Se est séparée , invariante par translation ,
coincide avec la topologie d’espace vectoriel définie par les {V.} sur E , et c’est aussi celle
définie par la métrique o(X,y)=d(x-y) . La démonstration du théoréme 2 est achevée ; celle du

théoréeme 1 s’obtient en choisissant les V, vérifiant seulement (1) et symétriques.
Remarque :

a) Si E n’est pas supposé séparé , la démonstration précedente établit encore 1’éxistence
de d(x) avec les propriétés (2) ,(3),(4) et d(x) = 0 .

b) En générale , il ne sera pas possible de remplacer la pseudo-norme par une norme de
la topologie T4 engendrée par la pseudo-norme d(x) rendra continues les opérateurs
d’addition et de symétrie du groupe abélien, le produit (A, x)>Ax ,A €K ,x €EE
.Toutefois ,ce produit sera continue pour Tq si d(x) a les propriétés supplémentaires a)
Ap,—0 entraine d(A,x)—>0V x € E , b) d(xn)—>0 V A4 € K (on vérifie alors qu’on a

Ax— Apxo quand 1 >4 et x—>x,) .



IT Propriétes des espaces métrisables :

Proposition 2.1 :

Soit f une application d’un ouvert G d’un espace métrisable E dans IR . Alors , les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1) f(x) est localement bornée supérieurement.
2) f(x) est bornée supérieurement sur les compacts.

3) f(x) est bornée supérieurement sur les suites convergentes

Démonstration :
La propriété (I) énonce que tout x € G a un voisinage ouvert Ux auquel on peut associer :

IMx€ IR ,Mx< oo, tel qu’on ait f(y)< Mxpour y€ Ux .Alors (I)=(II) car si KcG est

compact , on peut recouvrir K par un nombre finie de points tels Ux , X€EK ;(II)=(III) car si

X, — x € G, x U {x,,} est compact dans G .Enfin , (IIN)=(1) car si (I) est en défaut , il existe

X € G et pour chaque boule S,, =[x € G;d(x,y) < % ,n € IN] .S, c Gil existe un y,c S,
Avec f(y,) >n ,alors y,, converge vers y et f n’est pas bornée sur {y,}.

Proposition 2.2 :

Pour qu’un espace métrique E soit complet , il faut et il suffit que toute suite de Caushy sur

E soit convergente .

Dans un tel espace , pour que x soit adhérent a une partie A non vide de E ,il faut et il suffit
qu’il existe une suite x,, € A, x,, — X ; la condition est nécessaire dans toute espace topologique
et seule la condition suffisante utilise I’hypothése que %o a une base dénombrable : X€ A aun
systtme fondamental de voisinages V., qu’on peut choisir d’une manieére a vérifier
Vps1SVy spour tout n€ IN ; V, N A # J; il existe alorsx,, €V, NAet 'onax,—>x,x, €
A.

Définition 2.1 :

Soient £ un K-espace vectoriel et F un sous-K-espace vectoriel. L'espace vectoriel
quotient de £ par I, noté E/F, est l'ensemble des sous-espaces affines [v]= v+F, ou v

parcourt £, muni des lois suivantes :

i) [VI+[w]=[v+w]



ii) AVIE[A V]
L'application v — [v] est une application linéaire surjective dont le noyau est F.
Théoreme 2.1 :

L’espace quotient E;=E/M , d’un EVT métrisable E sur un corps valu¢ K par un sous-
espace fermé M est un espace vectoriel métrisable. Si E est complet , E1 est complet .Si x—d(x)

est une pseudo-norme engendrant la topologie de E , alors :

d’@)=| infdx);xe&] ; &={x+M }=classe de x est une pseudo-norme sur E; et

engendre sa topologie.
Démonstration :

11 est imédiat que d’(§) vérifie (IV) ;de plus, ona d’(§) >0, d’(0)=[ inf d(y) , y€ M], donc

d’(0)=d(0)=0 , , et réciproquement d(§)=0 entraine 1’existence d’une suite y, avec d(y,,) =0

avec y, € & ,donc § = 0, M étant fermé .Enfin pour > 0 donné,ilexiste x€ §, y € 1 tels que

d(€ + n) < d(xty) <d(x) +d(y) <d(§) +d(n) +2¢ ce qui établit la (1I).

Reste a établir que d’ engendre sur E; la topologie quotient . Soit § = q(x) la projection
canonique de E sur E; , et V,, une base de ¥y dans E formé par les boules V,=[x€ E ,d(x) <
n~! ]: les images V'1=q(Vna) sont les boules Va=[% € E1; d’(§)<n' ].Or les V', forment
une base des voisinages de 1’origine dans E1 , la projection q (pour la topologie quotient ) étant

ouverte et continue .Donc la métrique 6( §,1)=d’(§ — 1) engendre la topologie quotinet sur E;.

Supposons E complet ; pour établir que 1I’espace métrique E; [’est aussi , il suffit d’établir
que toute suite (o)={& .} de Caushy converge dans E; .On extrait de {€ »} une sous suite (c’)

(notée encore {€ 4} ) telle que d’(§ nti- €0) <2771 .On peut alors trouver pour chaque n€ IN,

un ypiq € &n+1- §n de maniére que d(y,+1)<27" .Alors xi1€ &1 ayant été choisi , I’élément
Xn=Y1 + Va..... Y estdans &, pour n>2 et ’on a d(x,, 41 —%,,)=d(V,41) <27 ; donc x,, est une
suite de Caushy dans E ;elle converge vers un point Xx€ E ,E étant complet .Soit £ =q(x)€ Ei la
classede x.Ona &.=q(x,) >q(x)=¢ , donc la suite de Caushy (c”) converge vers § et il en
est de meme de (o), ce qui prouve que toute suite de Caushy sur E; converge ,donc d’apres la

proposition 2.2 , E; est complet.



Remarque :

Si E estun EVT n’est pas métrisable tout en étant complet, et si M est un sous-espace fermé

de E, E;=E/M n’est pas en général complet .



Chapitre IIl :  propriété de Baire

I. Espace de Baire

Définition 1.1 :

On dit qu’un espace X est un espace de Baire (ou possede la propriété de Baire) s’il possede

I’une des deux propriétés équivalentes :
1) Si Onc X est une famille dénombrable d’ouverts denses dans X, alors Q=N O,
est dense dans X : Q=X.
2) SiFn, Fn = est une famille dénombrable de fermés d’intérieure vide ,alors ® =U F,
vérifie ® = & est d’intérieure vide Lﬁlz D .
Remarque :
Il est clair qu’on passe de 1) a 2) en posant : F,=X-0O,, .
Proposition 1.1:

La propriété de Baire est une propriété locale de 1’espace X. Plus précisément,pour que X
soit un espace de Baire ,il faut et il suffit que tout ouvert Oc X soit un espace de Baire —ou

encore tout point x € X possede un voisinage ouvert Ox qui soit un espace de Baire-
a) Montrons que Oc X est un espace de Baire : soient O, des ouverts, Ohc O, 0, 20
et =N, 0, .Formons O’ =0,, U (X-0,,) : O’ est ouvert et 0}, =X. Donc ,X étant

espace de Baire , NO,, est dense dans X ; I’intersection des O avec ’ouvert O est

dense dans O , c.-a-d. N O, est dense dans O.



b) Réciproquement, sitout x € X a un voisinage Uy ouvert qui a la propriété de Baire ,X

est un espace de Baire. Sinon il existerait des ouverts Onc X, On = X ,Q=Nn0,, ,
Q # X.Soitx € X—Q et Ugc X-Q etsoit OnNUx =0, ; NO, est dense sur
Ux,donc M On ’est aussi d’aprés O'n < Oy ; on en déduit x € Q ce qui conduit a une

contradiction.

Théoréeme :

Tout espace topologique X qui est soit localement compact, soit métrisable complet est

un espace de Baire .
Démonstration :

Soient O, des ouverts , O, X, 0,, =X et soit Q =N 0,,. Si I'on a Q # X, il existe
XEX-Q.

Montrons qu’on aboutit a une contradiction avec les deux hypothéses énoncées .
Remarquons que dans les deux cas, X est un espace régulier :les filtres Fx possédent une base

constituée de voisinages fermés. Soit Gi1=X-{ ; Gi est un ouvert non vide, il en est de méme de

G NO;.

Comme X est régulier , il existe un ouvert non vide G2, G2 < (Gi1 NOy1). On continue en
considérant 1’ouvert non vide G2 NO> . De proche en proche , on détermine une suite

décroissante Gy d’ouverts non vides
(1) Gn+1 C (Gn nOn)

En choisissant dans I’ouvert non vide G, NO, un point et un voisinage fermé de ce point
(noté G,, , I’intérieure étant noté Gy ) qui vérifie (1). Soit g= N Gn =N Gn: il reste & montrer
que’ona: g# &J , car X€ gimplique x € O, pour tout n, donc x € Q, et I’on aura obtenu la

contradiction désirée.

a) SiX est métrisable complet, on choisit G, de maniére que G,, soit petit d’ordre n™1,

c.-a-d que G, X G,, soit contenu dans un entourage §(x, ¥)<n~! (ou encore que le

diametre de G_n soit inférieure an~1) ; Alors les G_n forment une base d’un filtre de

caushy & , et ’espace étant séparé et complet , F converge vers un pointx € g .



b) Si X est localement compact, tout x € X a un voisinage compact et I’on prendra pour
n>2 des G,, compacts. Alors la suite des ensembles fermés G,, décroissants non vides

portés par le compact G_z a une intersection g non vide, et on obtient encore g # <7,

ce qui acheéve la démonstration .

II. Les ensembles maigres

La propriété de Baire conduit a la définition suivante :
Définition 2.1 :

Une partie A d’un espace topologique E est dite maigre si A est contenue dans une

réunion dénombrable d’ensemble F, c E , fermés, vérifiant F,, =& .
D’une maniére évidente , on a :
Proposition 2.1 :
Une réunion dénombrable d’ensembles maigres est maigre .
Proposition 2.2 :
Si E un espace de Baire, et A  E un ensemble maigre, A = &.
Proposition 2.3 :
Si A est maigre et BC A, alors B est maigre
Proposition 2.4 :

Soit E un EVT sur un corps K non discret .Alors, ou bien E est un espace de Baire , ou

bien E est maigre pour sa topologie .
Démonstration :

En effet, si E n’est pas un espace de Baire, il existe des fermés Fn Fa=@  avec

& =U,F,, ®+2

Donc ® < U, E, < E est un ouvert maigre dans E. Alors la topologie étant invariante
par translation, il existe un voisinage disqué de 1’origine, soit V, qui est maigre, c.-a-d

contenu dans une réunion dénombrable d’ensembles fermés F;,, avec F;, = &. Mais V



¢tant absorbant et K non discret, il existe une suite Ay € K , |As| = +oo0 de maniére qu’on

ait E < ). Ax V ; Alors E est maigre.

III. Applications :

a) Les espaces de Banach (espaces normés complets) :
Ce sont des espaces métriques : une distance §(x,y) est obtenue en posant :
S(x,y)=p(x-y)

p étant la norme .
b) Les espaces de Fréchet :

Sont des espaces séparés complets ou Fo a une base { Vi } dénombrable formée de Vi
convexes ; il est équivalent de dire que Foa une base V,={ X EE ;p,, <n~ 1}, o0 {pp} =T

est une famille dénombrable de semi-normes. Un espace de Fréchet est donc métrisable complet

Les espaces de Banach et les espaces de Fréchet sont donc des espaces métrisables

complets; ils sont donc des espaces de Baire.
Exemple : Théoréme de Banach-steinhaus.

Soit x € E — T(x) € F ou T est une application linéaire continue d’un espace de Banach E sur
IR dans un espace de Banach F ; soit T € @ , ® famille des applications linéaire continues qui
s’identifie a une partie ® de dual E™ . Alors pour que ® soit une famille également continue, il

faut et il suffit qu’il existe une majoration :

ITx)|| <A(x)<oo, pourtoutT € & et pourtout x de A, ou A est un ensemble non

maigre dans E ; il existe alors une constante C¢ telle qu’on ait |[T(x)[| < Co |x|| VxX€EE.
Démonstration :
E,r=[x€E ; ||T(x) || < m ] est un ensemble fermé et il en-est de méme de :

Em=Nreo Emr =[x € E ;sup||T(x)]| <m 1.



On a donc Ac [U,, Ei], et puisque A est non maigre, ceci n’est possible que si I’un des E,,
a un intérieure non vide ; alors E,, # & entraine 1’existence d’une boule B, soit ||x-Xo|| < p

contenue dans E,, et ’on a pour h€ E , ||h|| < p,
T(h)=T(x) —-T(x0), X €B
IT(h)[| < 2m pour [[h]| <p

[T < 2m pt ||x]] pour tout T € @
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